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Abstract

We give a generalization of Gröbner bases theory for modules over a wide class of noncommuta-
tive associative polynomial algebras, namely G–algebras, whose definition and properties we shortly
investigate. For left and two–sided ideals and modules we provide many algorithms with implemen-
tations in Computer Algebra System. Applications of the theory, including computation of a free
resolution of a given module, are discussed in details.

1 G–алгебри та їх властивостi
Нехай < є тотальним впорядкуванням на Nn. Воно зветься гарним впорядкуванням, якщо
∀a ∈ Nn iснує скiнчена кiлькiсть b ∈ Nn, так що b < a.

Нехай A є K–алгеброю, породженою x1, . . . , xn iз деякими спiввiдношенями. Ми кажемо, що
A має PBW (Poincaré–Birkhoff–Witt) базу тодi i тiльки тодi, коли
{xα1

1 xα2
2 . . . xαn

n | αi ∈ N} є K–базою A. В такому випадку, ця база може бути iдентифiкованою з
Nn через xα = xα1

1 xα2
2 . . . xαn

n 7→ (α1, α2, . . . , αn) = α, й ми називаємо елементи бази мономами.
Ми кажемо, що A є алгеброю PBW типу, якщо K–база алгебри є пiдмножиною {xα | α ∈ Nn}.
Definition 1.1. Нехай ми маємо двi множини C = {cij} та D = {dij}. Означимо NDCijk (умова
невиродженостi для i < j < k ) наступним чином

NDCijk = cikcjk · dijxk − xkdij + cjk · xjdik − cij · dikxj + djkxi − cijcik · xidjk.

Definition 1.2. Нехай < є тотальним впорядкуванням на Nn, A є PBW алгеброю.
1) Впорядкування <=<A зветься мономiальним впорядкуванням на A, якщо виконуються

наступнi умови:

• ∀ α, β ∈ Nn α < β ⇒ xα <A xβ

• ∀ α, β, γ ∈ Nn, з xα <A xβ випливає xα+γ <A xβ+γ .

2) Довiльне f ∈ A r {0} може бути записаним єдиним чином як сума f = cxα + f ′, де
c ∈ K∗ та xα′ <A xα для довiльного ненульового одночлену c′xα′ з запису f ′. Ми означимо
lm(f) := xα, ведучий моном f , lc(f) := c, ведучий коефiцiєнт f , lt(f) := cxα,
ведучий одночлен f .

Ми дослiджуємо певнi асоцiативнi алгебри, а саме, тi, спiввiдношення яких є типу переписування,
як то ∀ 1 ≤ i < j ≤ n xjxi = cij · xixj + dij(x), де cij ∈ K∗ та dij ∈ A. Зрозумiло, що алгебра A є
алгеброю типу PBW. Значить, ми можемо використовувати мономiальнi впорядкування на A,
хоча, не без певних додаткових обмежень.

∗Автор частково пiдтриманий грантом CRDF UM2-2094
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Definition 1.3. Розглянемо K–алгебру A = K〈x1, . . . , xn | fj,i = 0 1 ≤ i < j ≤ n〉, де

∀ i < j fj,i = −xjxi + cij · xixj + dij(x), cij ∈ K∗, dij ∈ A.

A зветься G–алгеброю (вiд n змiнних), якщо виконуються наступнi умови:

• Iснує таке мономiальне впорядкування <A, що ∀ i < j lm(dij(x)) <A xixj ,

• ∀ 1 ≤ i < j < k ≤ n NDCijk = 0 для множин C = {cij} ⊂ K∗ та D = {dij} ⊂ A.

Theorem 1.4. Нехай A є G–алгеброю вiд n змiнних. Тодi

• A має PBW базу,

• A є нетеровою злiва й справа,

• A є областю (тобто не мiстить дiльникiв нуля),

• A має двостороннє кiльце часток Quot(A).

Remark 1.5. Нехай A є G–алгеброю вiд n змiнних. Тодi, ∀ α, β ∈ Nn ведучий одночлен xαxβ

дорiвнює c(α, β)xα+β , c(α, β) ∈ K∗, значить

∀ f, g ∈ A lm(f · g) = lm(lm(f) · lm(g)) = lm(g · f).

Бiльш того, легко побачити, що lm(f + g) ≤ max<(lm(f), lm(g)), й нерiвнiсть досягається тодi й
лише тодi, коли lm(g) = lm(f), lc(f) = − lc(g).

Example 1.6 (Приклади G–алгебр). Квазiкомутативнi кiльця полiномiв (наприклад, квантова
площина Манiна Y X = q · XY, q ∈ K∗), унiверсальнi обгортуючi алгебри скiнченовимiрних
алгебр Лi ([AP],[LV]), додатнi (та вiд’ємнi) частини квантизованих обгортуючих алгебр, алгебри
розв’язного типу ([KW]), деякi iтерованi розширення Оре, нестандартнi квантовi деформацiї
([HKP]), алгебри Вейля та q–алгебри Вейля; Вiттенiвська деформацiя sl2, алгебри Смiта, конформнi
sl2–алгебри ([BR]), дифузiйнi алгебри ([IPR]) та багато iнших.

Обгортуючi алгебри
Нехай g є скiнченовимiрною алгеброю Лi та A := U(g) ї ї унiверсальна обгортуюча алгебра

(детальнiше в [Dix]). A може бути заданою наступним чином : нехай x1, . . . , xn є породжуючими

iз спiввiдношеннями ∀j > i xjxi = xixj −
n∑

k=1

cijkxk, де cijk ∈ K — структурнi константи

алгебри Лi. По-перше, довiльне степеневе гарне впорядкування є допустимим на A. По-друге,
обраховуючи умови невиродженостi (якi, до речi виглядають наступним чином в усiх алгебрах,
де має мiсце ∀i < j lc(xjxi) = lc(xixj)), ми отримаємо

NDCLie
ijk = dijxk − xkdij + xjdik − dikxj + djkxi − xidjk = [xk, [xi, xj ]] + [xj , [xk, xi]] + [xi, [xj , xk]].

Ми бачимо, що NDCLie
ijk = 0 спiвпадає iз тотожнiстю Якобi, записаної в обгортуючiй алгебрi,

де [x, y] = xy − yx. Таким чином, ми можемо розглядати NDCijk як узагальнену тотожнiсть
Якобi. Отже, U(g) є G–алгеброю вiд n змiнних для довiльного степеневого гарного впорядкування,
й наявнiсть PBW бази гарантована умовами невиродженостi. Докладнiше про умови невиродженостi,
їх зв’язок iз PBW базами та базами Грьобнера буде написано в наступних статтях.

2 Бази Грьобнера в G–алгебрах
Детальна iнформацiя про бази Грьобнера викладена в роботах [GPa], [GPb] (комутативнi

полiномiальнi кiльця), [AP], [Gr] (тензорнi алгебри та алгебри шляхiв), [KW] (алгебри розв’язного
типу), [AP], [LV] (унiверсальнi обгортуючi алгебри скiнченовимiрних алгебр Лi).

Нехай A є G–алгеброю вiд n змiнних.

Definition 2.1. 1) Анулятором (лiвого) модуля M є двостороннiй iдеал
AnnA M := {a ∈ A | aM = 0} ⊆ A.

2) Для деякого елементу v ∈M , анулятором v є лiвий iдеал
AnnA v := {a ∈ A | a · v = 0} ⊆ A.

3) Примiтивний iдеал є анулятором простого лiвого A–модуля. Примiтивнi iдеали вiдiграють
важливу роль в теорiї зображень ([AJ], [Dix]) та є, вiдповiдно, головними об’єктами дослiджень.
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Перехiд вiд деякого модуля до його iдеалу–анулятора дозволяє нам зосередитися на теорiї
баз Грьобнера для (лiвих) iдеалiв та (лiвих) пiдмодулiв вiльних модулiв скiнченого рангу, якi є
скiнченопородженними, так як G–алгебри є нетеровими.

Домовленостi та позначення: Вiдтепер, вживаючи поняття модуль, ми розумiтимемо пiд
цим лiвий пiдмодуль вiльного модулю деякого скiнченого рангу, а пiд одночленом розумiтимемо
моном, помножений на коефiцiєнт. Припустимо, що < є гарним впорядкуванням. Ми використовуватимемо
символи | (вiдповiдно <) замiсть |A (вiдповiдно <A), для подiльностi (вiдповiдно для мономiального
впорядкування).

2.1 Впорядкування на модулях
Definition 2.2. Нехай m1 = xα та m2 = xβ є мономами. Ми кажемо m1|m2 (m1 дiлить m2),
якщо αi ≤ βi ∀i = 1 . . . n. Тодi iснують такi p, r ∈ A, що r <A m1 та m2 = p ·m1 + r.

Розширимо тепер поняття мономiального впорядкування на вiльний модуль Ar = Ae1 ⊕
· · · ⊕ Aer, де ei = (0, . . . , 1, . . . , 0). Ми називаємо xαei ∈ Ar a мономом (включаючим i–ту
компоненту).

Definition 2.3. Нехай < є мономiальним впорядкуванням на A. Мономiальним (модульним)
впорядкуванням на Ar є тотальне впорядкування <m на множинi мономiв {xαei | α ∈ Nn, 1 ≤
i ≤ r}, що задовольняє наступнi умови:

1) xαei <m xβej ⇒ xα+γei <m xβ+γej , та 2) xα < xβ ⇒ xαei <m xβei,

для всiх α, β, γ ∈ Nn, 1 ≤ i, j ≤ r та xα+γ 6= 0, xβ+γ 6= 0.

Так як довiльний f ∈ Ar r{0} може бути єдиним чином записаний як f = cxαei +g, c ∈ K∗

та xαei > xβej для довiльного ненульового одночлену dxβej з g, назвемо lm(f) = xαei, ведучим
мономом f та lc(f) = c, ведучим коефiцiєнтом f .

Для S ⊂ Ar, нехай `(S) = 〈α | ∃s ∈ S, lm(s) = xα〉 ⊆ Nn є моноїдом ведучих експонент.
Тодi iснують такi α1, . . . , αm ∈ Nn, що `(S) := 〈α1, . . . , αm〉; ми звемо L(S) := {xα | α ∈ `(S)}
множиною ведучих мономiв S.

Нехай < є фiксованим мономiальним впорядкуванням на G–алгебрi A.

Definition 2.4. Нехай I ⊂ Ar є пiдмодулем. Скiнчена множина G ⊂ I зветься базою Грьобнера
(або стандартною базою) пiдмодулю I тодi i тiльки тодi, коли L(G) = L(I), тобто для
довiльного f ∈ I r {0} iснує таке g ∈ G, що lm(g)| lm(f).

В комутативному випадку (наприклад, в [GPa], [GPb]), назва база Грьобнера використовується,
як правило для гарних впорядкувань, в той час як стандартна база — для всiх iнших (наприклад,
для локальних впорядкувань, за допомогою яких ми можемо працювати iз локалiзацiєю кiльця
в його максимальному iдеалi). В цiй роботi ми не торкаємося iнших, нiж гарнi, впорядкувань,
та використовуємо обидвi назви, якi, зрозумiло, у випадку гарних впорядкувань спiвпадають.
До речi, нам здається вiрогiдною можливiсть розширення теорiї на деякi впорядкування, в
першу чергу, в зв’язку iз дослiдженням локалiзацiй G–алгебр в певних максимальних iдеалах.
Можливо, це буде зроблено в наступних роботах.

Множина G ⊂ Ar зветься мiнiмальною, якщо 0 6∈ G та якщо lm(g) 6∈ 〈lm(h), h ∈ G r
{g}〉. Зрозумiло, що довiльну стандартну базу може буде мiнiмiзовано шляхом послiдовного
видалення тих елементiв g, для яких lm(h)| lm(g) для деякого h ∈ G r {g}.

Для f ∈ Ar та G ⊂ Ar ми кажемо, що f є зведеним (редукованим) вiдносно G, якщо
жодний моном з f не належить до L(G). Множина G ⊂ Ar зветься зведеною, якщо 0 6∈ G
та довiльне g ∈ G є зведеним вiдносно G r {g} та якщо, бiльш того, g − lc(g) lm(g) є зведеним
вiдносно G. Це означає, що для довiльного g ∈ G ⊂ Ar, lm(g) не дiлить жодного моному жодного
елементу з G r {g} за винятком себе.

2.2 Нормальна форма та зведення
Definition 2.5. Нехай G позначає множину всiх скiнчених та впорядкованих пiдмножин G ⊂ Ar.

1. Вiдображення NF : Ar × G → Ar, (f, G) 7→ NF(f |G),
зветься нормальною формою на Ar, якщо для всiх f та G,

(i) NF(f |G) 6= 0⇒ lm
(
NF(f |G)

)
6∈ L(G),
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(ii) f −NF(f |G) ∈ 〈G〉.

NF зветься зведеною нормальною формою, якщо NF(f |G) є зведеною вiдносно G.

2. Нехай G = {g1, . . . , gs} ∈ G. Зображення f ∈ 〈G〉l,

f =

s∑
i=1

aigi, ai ∈ R,

що задовольняє lm(f) ≥ lm(aigi), aigi 6= 0 ∀ i = 1 . . . s, якщо обидвi сторони визначенi,
зветься стандартним (лiвим) зображенням f (вiдносно G).

Нижче буде показано, що NF(f |G) не є єдиною, а зведена нормальна форма єдина. В
застосуваннях нормальнi форми є найбiльш корисними тодi, коли G є стандартною базою для
〈G〉.
Lemma 2.6. Нехай I ⊂ Ar є пiдмодулем, G ⊂ I є стандартною базою I та NF(−|G) — нормальна
форма на Ar вiдносно G.

1. Для довiльного f ∈ Ar маємо f ∈ I ⇔ NF(f |G) = 0.

2. Якщо J ⊂ Ar є пiдмодулем та I ⊂ J , тодi з L(I) = L(J) випливає I = J . Зокрема, G
породжує I як лiвий A–модуль.

3. Зведена нормальна форма єдина.

Доведення. 1. Якщо NF(f |G) = 0, тодi f ∈ I. Коли NF(f |G) 6= 0, маємо lm
(
NF(f |G)

)
6∈

L(G) = L(I), значить NF(f |G) 6∈ I, з чого випливає f 6∈ I.

2. Нехай f ∈ J , припустимо, що NF(f |G) 6= 0. Тодi lm
(
NF(f |G)

)
6∈ L(G) = L(I) = L(J)

—маємо протирiччя до NF(f |G) ∈ J . Значить, f ∈ I за 1).

3. Нехай f ∈ Ar; припустимо, що h, h′ — двi зведенi нормальнi форми f вiдносно G. Тодi
h − h′ ∈ 〈G〉l = I. Якщо h − h′ 6= 0, маємо lm(h − h′) ∈ L(I) = L(G) – протирiччя, так як
lm(h− h′) є мономом з h або h′.

Для опису узагальненого алгоритму нормальної форми Бухбергера, введемо поняття s–
полiному.

Definition 2.7. Нехай f, g ∈ Ar r {0} iз lm(f) = xαei та lm(g) = xβej . Покладемо

γ :=
(
max(α1, β1), . . . , max(αn, βn)

)
та означимо лiвий s–полiном вiд f та g таким чином

spoly(f, g) :=

xγ−αf − lc(xγ−αf)

lc(xγ−βg)
xγ−βg, якщо i = j,

0, якщоi 6= j.

Зрозумiло, що spoly(f, g) ∈ Ar є полiномом тодi й тiльки тодi, коли r = 1 та f, g ∈ A й
векторним полiномом в усiх iнших випадках.

Remark 2.8. Легко побачити (з 1.5), що виконується lm(spoly(f, g)) < lm(f · g).
Якщо lm(g)| lm(f), тобто, скажiмо, lm(g) = xβei, lm(f) = xαei, тодi s–полiном має простiшу
форму, а саме

spoly(f, g) = f − lc(f)

lc(xα−βg)
xα−βg,

причому lm
(
spoly(f, g)

)
< lm(f). Для алгоритму нормальної форми, s–полiном буде використано

саме в цiй формi, в той час для алгоритму стандартної бази нам потрiбна загальна формула.
Задля того, щоб використовувати той самий вираз в обох алгоритмах, ми означили s–полiном
саме так, а не в бiльш симетричнiй формi
lc(xγ−βg)xγ−αf − lc(xγ−αf)xγ−βg. Обидвi форми є, зрозумiло, еквiвалентними.

Припустимо, що в данiй G–алгебрi, всi визначаючi коефiцiєнти cij дорiвнюють 1 (як
приклад можна взяти унiверсальнi обгортуючi алгебри скiнченовимiрних алгебр Лi). Тодi, коефiцiєнти
узагальненого s–полiному спiвпадають з їхнiми прототипами комутативного випадку.
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Algorithm 2.9. Нехай < є гарним впорядкуванням на Ar.
LeftNF(f |G)
Input: f ∈ Ar, G ∈ G.

Output: h ∈ Ar, лiва нормальна форма f вiдносно G.

• h = f ;
• WHILE (h 6= 0 та Gh = {g ∈ G | lm(g) | lm(h)} 6= ∅)

вибрати довiльний g ∈ Gh;
h = spoly(h, g);

• return h;

Доведення. Скiнченiсть та коректнiсть алгоритму : Ми бачимо, що кожний специфiчний вибiр
"довiльного"в алгоритмi може давати нам нову нормальну форму. Нехай h0 := f , та на i–му
кроцi WHILE–циклу ми обраховуємо hi = spoly(hi−1, g). Так як lm(hi) = lm(spoly(hi−1, g)) <
lm(hi−1) ( за властивiстю s–полiному), ми отримуємо множину {lm(hi)} ведучих мономiв hi, де
∀i ведучий моном hi+1 є строго меншим за ведучий моном hi. Так як < є гарним впорядкуванням,
ця множина має мiнiмум, значить алгоритм є скiнченим (тобто закiнчує свою роботу за скiнчену
кiлькiсть крокiв). Припустимо, цей мiнiмум досягнуто на m–му кроцi. Нехай h = hm, ai є
одночленом та gi ∈ G. Пiсля рекурсивних замiн ми отримаємо наступний вираз:

h = f −
m−1∑
i=1

aigi,

разом iз властивiстю lm(f) = lm(a1g1) > lm(aigi) > lm(hm).
Бiльш того, за побудовою, lm(h) 6∈ L(G). Це й доводить коректнiсть, незалежно вiд специфiчного

вибору "довiльного"в циклi WHILE.

Трансформуємо алгоритм LeftNF до алгоритму зведеної нормальної форми.
Algorithm 2.10. Нехай < є гарним впорядкуванням на Ar.

redLeftNF
Input: f ∈ Ar, G ∈ G

Output: h ∈ Ar, зведена нормальна форма f вiдносно G

• h := 0, g = f ;
• WHILE (g 6= 0)

g = LeftNF(g|G);
h = h + lc(g) lm(g);
g = g − lc(g) lm(g);

• return h;

Так як "хвiст"g−lc(g) lm(g) полiному g має строго меншого ведучого моному нiж g, алгоритм
є скiнченим. Твердження про коректнiсть цього алгоритму випливає з коректностi LeftNF.

Аналогiчним чином можна визначити поняття правих нормальних форм (red)RightNF. Тепер
ми викладемо узагальнений Лiвий Алгоритм Бухбергера.
Algorithm 2.11. Нехай < є гарним впорядкуванням на Ar, припустимо, що дано алгоритм
лiвої нормальної форми LeftNF на Ar.

LeftStandard(G,LeftNF)
Input: Множина лiвих породжуючих G ∈ Gl

Output: Множина S ∈ Gl, така що S є стандартною базою лiвого пiдмодуля I = 〈G〉 ⊂ Ar.

• S = G;
• P = {(f, g)|f, g ∈ S} ⊂ S × S;
• WHILE (P 6= ∅)

вибрати (f, g) ∈ P ;
P = P r {(f, g)};
h = LeftNF

(
LeftSpoly(f, g)|S

)
;

If (h 6= 0)
P = P ∪ {(h, f)|f ∈ S};
S = S ∪ h;
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• return S;

Remark 2.12. Якщо LeftNF є зведеною нормальною формою та G є зведеною множиною, тодi
S є зведеною стандартною базою. Якщо G не є зведеною, ми можемо застосувати LeftNF пiсля
закiнчення роботи алгоритму до (f, S − {f}) для всiх f ∈ S, щоб отримати зведену стандартну
базу.

Задля доведення скiнченостi LeftStandard, нагадаємо, що якщо h 6= 0, тодi lm(h) 6∈ L(S)
за властивiстю 2.6.1). Значить, ми отримаємо строго спадаючу послiдовнiсть мономiальних
пiдмодулiв Ar, яка стабiлiзується завдяки нетеровостi алгебри A. Це означає, що за скiнчену
кiлькiсть крокiв ми матимемо LeftNF

(
spoly(f, g)|S)

)
= 0 для (f, g) ∈ P й, пiсля ще певної

скiнченої кiлькостi крокiв, множина пар P спорожнiє.
Коректнiсть випливає з застосування узагальненого фундаментального критерiю Бухбергера

стандартних баз.
Theorem 2.13 (Лiвий Критерiй Бухбергера). Нехай I ⊂ Ar є лiвим пiдмодулем та G =
{g1, . . . , gs} ⊂ I. Нехай LeftNF(−|G) є лiвою нормальною формою на Ar вiдносно G.

Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

1. G є лiвою стандартною базою для I,
2. LeftNF(f |G) = 0 для всiх f ∈ I,
3. кожний f ∈ I має стандартне лiве зображення вiдносно G,
4. G породжує I як лiвий модуль та LeftNF

(
LeftSpoly(gi, gj)|G

)
= 0 для i, j = 1, . . . , s.

Доведення. Iмплiкацiя (1⇒ 2) випливає з Леми 2.6, (2⇒ 3) — з вiдповiдних означень. Доведемо
iмплiкацiю (3 ⇒ 1), з якої випливатиме еквiвалентнiсть (1 ⇔ 3). Припускаючи 3), ми бачимо,
що lm(f) мусить виникати як ведучий моном aigi для деякого i. Це означає, що lm(gi)| lm(f) й,
вiдповiдно, випливає 1).

В доведеннi 3) ⇒ 4), вiдмiтимо, що h = LeftNF
(
LeftSpoly(fi, fj)|G) ∈ I й, значить, за 3),

якщо h 6= 0, lm(h) ∈ L(G) за 3) — протирiччя зi властивiстю (ii) нормальної форми. В Лемi 2.6
ми вже показали, що G породжує I.

Iмплiкацiя 4) ⇒ 1) є важливим критерiєм, що дозволяє перевiрку й побудову стандартних
баз за скiнчену кiлькiсть крокiв. Доведення використовує сизигiї й тому перенесено до наступної
секцiї (Теорема 4.3).

2.3 Алгоритм Двостороннiх Баз Грьобнера
Нехай G = {g1, . . . , gn} ⊂ A є скiнченою множиною елементiв.
Lemma 2.14. Нехай I = 〈G〉2 є двостороннiм iдеалом, породженим G. Тодi, взагалi кажучи,
iснує певне g ∈ I, що не має стандартного двостороннього зображення типу 2.5.

Доведення. Iншими словами, ми не можемо записати

g =

n∑
i=1

ligiri, li, ri ∈ A, але g =
∑
i∈Λ

ligiri для деякої множини iндексiв Λ з #Λ ≥ n.

Про справедливiсть твердження говорить очевидний контрприклад — розглянемо стандартне
зображення унiверсальної обгортуючої алгебри Лi U(sl2), тобто, 〈e, f, h | [e, f ] = h, [h, e] =
2e, [h, f ] = −2f 〉. Вiзьмемо iдеал I = 〈f〉2 та полiном f + efh ∈ U(sl2). Тодi не iснує таких
a, b ∈ U(sl2), що f + efh = afb, а значить, в сумi мусить стояти бiльш нiж один доданок.

Remark 2.15. Лiвi та правi iдеали в G–алгебрах мають стандартнi лiвi та, вiдповiдно, правi
зображення, як це було показано в 2.5. Це зображення є узагальненням вiдповiдного зображення
в комутативному випадку. Попередня Лема показує, що для таких важливих об’єктiв, якими є
двостороннi iдеали, не iснує безпосереднього аналогу. Треба зазначити, що нетривiальнi двостороннi
iдеали, визначенi множиною двостороннiх породжуючих, приховують важливу структурну iнформацiю.
Наша iдея полягає в тому, щоб розглядати двостороннi структури як лiвi (чи правi), еквiвалентнi
даним. Алгоритм, наведений нижче, обраховує лiву стандартну базу даного двостороннього
модуля. Ще раз ми засвiдчуємося, що технiка баз Грьобнера допомагає нам виявити багато з
прихованих даних. Велика кiлькiсть обрахованих прикладiв пiдтвердила, що нашi iдеї працюють
як i очiкувалося.
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Algorithm 2.16. Нехай < є гарним впорядкуванням на Ar та припустимо, що дано деякий
алгоритм лiвої нормальної форми NF = LeftNF на Ar.

StandardTwoSided(G,NF)
Input: Множина двостороннiх породжуючих T ∈ Gtwo

Output: L ∈ Gl, так що L є лiвою стандартною базою двостороннього модуля I = 〈T 〉2 ⊂ Ar.

• L =LeftStandard(T, NF) = {f1, . . . , fm};
• W = ∅; Z = L;

• LOOP

For i = 1 to #Z

For j = 1 to n

∗ gi є i–м елементом Z

∗ g = gi · xj ;
∗ h = NF

(
spoly(g, gi)|L

)
;

∗ IF (h 6= 0)
L = L ∪ h;
W = W ∪ h;

If W = ∅ BREAK;
Z = W ;
W = ∅;

END LOOP

• L =LeftStandard(L, NF );

• return (L);

Доведення. Скiнченiсть та коректнiсть:
Так як A є нетеровою, довiльний модуль є скiнченопородженим, значить "вiчний"цикл в

алгоритмi буде перервано за скiнчену кiлькiсть крокiв. Ми почали з множини двостороннiх
породжуючих T , порахували лiву стандартну базу її, як множини лiвих породжуючих Z = L.
Задля ефективностi ми вимагаємо, щоб ця стандартна база була мiнiмальною. Тодi в циклi
LOOP . . . END LOOP ми додаємо в порожню спочатку множину W новi породжуючi, помножуючи
справа елементи з Z на породжуючi x1, . . . , xn, й зводячи результат вiдносно вiдомої бази L.
Пiсля того, як цикл LOOP . . . END LOOP вперше завершено, ми вже порахували та додали
до L всi ненульовi нормальнi форми {rij} добуткiв {fixj , fi ∈ Z}. Для довiльного fi ∈ Z та
x := xj , y := xk ми маємо наступне:

fi · xy = (
∑

p

apfp + rij)y =
∑

q

(∑
p

apbqfq +
∑

k

aprik

)
+ rijy.

Отже, єдиний елемент, що має бути зведено, це rijy, тобто достатньо продовжити подальшу
роботу тiльки з множиною W , яка складається на цьому кроцi з {rij}. Ми виходимо з "вiчного"циклу,
коли W = ∅, тобто тодi, коли всi обрахованi на поточному кроцi "кандидати"(h в алгоритмi)
є зведеними до нуля вiдносно бази L. Це означає, що L є повною базою. Останнiй пiдрахунок
стандартної бази має скорiше косметичне значення — база L може мати досить багато зайвих
(себто продубльованих) елементiв, й тому є сенс її мiнiмiзувати.

2.4 Застосування
Нехай K є полем, A = 〈x1, . . . , xn | xjxi = cijxixj + dij(x)〉 є G–алгеброю вiд n змiнних та < є
мономiальним впорядкуванням на Ar.

1) Еквiвалентнiсть модулiв

Припустимо RedMinStd(module I) — це алгоритм, що обчислює зведену мiнiмальну
стандартну базу I. Якщо для двох модулiв I та J RedMinStd(I)=RedMinStd(J), тодi I та J
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належать до одного й того ж класу iзоморфiзму. (Дивись також 2.6,2).

2) Належнiсть елемента пiдмодулю

Нехай I ⊆ Ar є пiдмодулем, f ∈ Ar та S = {f1, . . . , fm} стандартна база I, тодi f ∈ I тодi
й тiльки тодi, коли NF(f |S) = 0. (Дивись також 2.6,1).

3) Перетин iз пiдалгебрами

На вiдмiну вiд комутативного випадку, не кожна пiдмножина множини породжуючих G–
алгебри породжує нетривiальну пiдалгебру (тобто ту, що не спiвпадає з усiєю алгеброю). Таким
чином, замiсть поняття "виключення"(англ. elimination), ми використовуємо скорiше "перетин
iз пiдалгеброю", так як взагалi виключення класичного типу може й не мати мiсця. Хоча,
ми можемо "виключати"довiльнi комутативнi пiдалгебри, породженi пiдмножиною множини
породжуючих, наприклад довiльнi однопородженi пiдалгебри такого типу.

Definition 2.17. Нехай A = Ax ⊗K Ay, де Ax (вiдп. Ay) є G–алгебра вiд n (вiдп. m) змiнних
x = (x1, . . . , xn) (вiдп. y = (y1, . . . , ym)). Тодi, за 3.5, A є G–алгеброю вiд n + m змiнних.
Припустимо ми маємо гарне впорядкування >1 на x та деяке довiльне впорядкування >2 на
y. Блокове впорядкування (>1, >2) на A зветься впорядкуванням виключення вiдносно
x1, . . . , xn, якщо для g ∈ A та lm(g) ∈ Ay має мiсце g ∈ Ay.

Lemma 2.18. Нехай I ⊆ A є iдеалом. Припустимо, що B = 〈xr+1, . . . , xn | xjxi = cijxixj+dij(x)〉
є нетривiальною пiдалгеброю A, та < є впорядкуванням виключення на A вiдносно x1, . . . , xr.
Якщо S = {f1, . . . , fm} є стандартною базою I, тодi S ∩B є стандартною базою I ∩B.

Доведення. Проаналiзуємо

L(I ∩B) = 〈{L(f)|f ∈ I ∩B}〉 = L(I) ∩ 〈{L(f)|f ∈ B}〉.

Так як < є впорядкуванням виключення вiдносно B, 〈{L(f)|f ∈ B}〉 = B та

L(I ∩B) = L(I) ∩B = 〈L(f1), . . . , L(fm)〉 ∩B = S ∩B.

4) Перетин iз пiдмодулями

Нехай I ⊆ Ar =
r∑

i=1

Aei є пiдмодулем. Припустимо, що впорядкування на Ar означено

таким чином: xαei < xβej ⇔ j < i або j = i та xα < xβ . Нехай S = {f1, . . . , fm} є стандартною

базою I, тодi S ∩
r∑

i=s

Aei є стандартною базою I ∩
r∑

i=s

Aei.

5) Перетин iдеалiв

Нехай I = 〈f1, . . . , fr〉, J = 〈g1, . . . , gs〉 є лiвi (чи правi) iдеали з A. Розглянемо iдеал
D := t · I + (1− t) · J ⊆ A[t], де A[t] є G–алгеброю, породженою x1 . . . xn, t, причому t комутує з
A. Тодi I ∩ J = D ∩A.

Доведення. Припустимо, що {fi} та {gi} є стандартними базами I та, вiдповiдно, J . Нехай
f ∈ D ∩A. Тодi ми можемо представити його як суму

f =

r∑
i=1

aitfi +

s∑
i=1

bi(1− t)gi,

Надаючи t деяке значення, ми отримуємо :

t = 0⇒ f =

s∑
i=1

bigi ∈ J, t = 1⇒ f =

r∑
i=1

aifi ∈ I.
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Значить, f ∈ I ∩ J та I ∩ J ⊇ D ∩A.
З iншого боку, нехай f ∈ I ∩ J . Тодi f може бути представлено двома варiантами :

f =

r∑
i=1

aifi =

s∑
i=1

bigi.

Так як t комутує з A, розглянемо

f = tf + (1− t)f =

r∑
i=1

taifi +

s∑
i=1

(1− t)bigi =

r∑
i=1

aitfi +

s∑
i=1

bi(1− t)gi.

Звiдси f ∈ D ∩A та I ∩ J = D ∩A.

3 GR–алгебри та бази Грьобнера в факторалгебрах
Definition 3.1. Алгебра A зветься алгеброю Грьобнера чи просто GR–алгеброю, якщо
iснує деяка невироджена замiна змiнних φ : A → A та гарне впорядкування <A, такi, що φ(A)
є або G–алгеброю вiд n змiнних для певного n ∈ N,
або для певного m ∈ N iснує G–алгебра вiд m змiнних B та двостороннiй iдеал I ⊂ B, так що
φ(A) ∼= B/I.

Зрозумiло, що довiльна GR–алгебра є нетеровою алгеброю PBW типу.
Довiльному класу [f ] ∈ A \ {[0]} поставимо у вiдповiднiсть його канонiчного представника f :=
RedNFB(f | I). Так як зведена нормальна форма є єдиною, ототожнюватимемо клас [f ] з його
канонiчним представником f . Працюючи з GR–алгебрами A = B/I, завжди припускатимемо,
що нетривiальний двостороннiй iдеал I подано в його лiвiй стандартнiй базi (яка може бути
обчисленою за допомогою алгоритму StandardTwoSided).

Definition 3.2. Нехай A = B/I є GR–алгеброю iз n змiнними.
1) Для деякого α ∈ Nn, xα зветься мономом в A , якщо xα 6= 0 та xα = xα. Множиною

мономiв A є пiдмножина PBW бази B, а саме Mon(A) = {lmB(xα) | α ∈ Nn} \ {0}.
2) Впорядкування <=<A зветься мономiальним впорядкуванням на A, якщо виконуються

наступнi умови:

• ∀ α, β ∈ Nn таких, що xα та xβ є мономами, α < β ⇒ xα <A xβ

• ∀ α, β, γ ∈ Nn, таких, що xα та xβ є мономами, та мають мiсце нерiвностi xα <A xβ ,
xα+γ 6= 0, xβ+γ 6= 0, тодi xα+γ <A xβ+γ .

3) Довiльний f може бути записаним єдиним чином як сума f = cxα+f ′, де c ∈ K∗ та xα′ <A

xα для довiльного ненульового одночлену c′xα′ з запису f ′. Ми означимо lm([f ]) := lm(f) = xα,
ведучий моном [f ], вiдповiдно lc([f ]) := c, ведучий коефiцiєнт [f ].

Для довiльного [f ] ∈ A та iдеалу J ⊂ A ми обраховуємо нормальну форму наступним чином:
NFA([f ] | J) := NFB(f | J̃), J̃ :=LeftStandard(I +J, NF). Вiдповiдно, має мiсце наступна лема:

Lemma 3.3. Нехай A = B/I є GR–алгеброю та iдеал J ⊂ A. Нехай F = {f1, . . . , fk} є
стандартною базою iдеалу I + J ⊆ B. Тодi множина {RedNF(fi | I) | 1 ≤ i ≤ k} \ {0} є
стандартною базою J ⊂ A.

Example 3.4 (Приклади GR–алгебр). Факторалгебри довiльних G–алгебр за нетривiальними
двостороннiми iдеалами, й серед них такi важливi алгебри: зовнiшнi алгебри, алгебри Клiффорда,
скiнченовимiрнi асоцiативнi алгебри заданi структурними константами ([DK]) тощо.

Скiнченовимiрнi асоцiативнi алгебри
Хоча скiнченовимiрнi алгебри не належали до початкових цiлей дослiдження, вони гарно

пасують до розробленої теорiї та можуть бути використанi в Системi Комп’ютерної Алгебри
Singular:Plural.
Розглянемо A, скiнченовимiрну асоцiативну алгебру над полем K, задану структурними константами
(докладнiше див. [DK]). Нехай x1, . . . , xn є породжуючими алгебри разом iз спiввiдношеннями

∀i, j xixj =
n∑

k=1

γk
ijxk, де γk

ij є структурними константами. subject to relations INSERT.
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Спочатку, визначимо асоцiативну нескiнченовимiрну K–алгебру B, породжену x1, . . . , xn iз
спiввiдношеннями

xjxi = xixj −
n∑

k=1

γk
ijxk +

n∑
k=1

γk
jixk = xixj +

n∑
k=1

(γk
ji − γk

ij)xk.

Зрозумiло, що довiльне степеневе гарне впорядкування є допустимим на B. Умови невиродженостi
в цьому випадку видають наступнi обмеження : INSERT
, якi спiвпадають iз оригiнальними в означеннi скiнченовимiрних алгебр.

Тому B є G–алгеброю вiд n змiнних. Тепер ми можемо розглянутi спiввiдношення, що
залишились, як двостороннiй iдеал I ⊆ B, визначений

I =

〈
{xixj −

n∑
k=1

γk
ijxk | 1 ≤ i ≤ j ≤ n}

〉
,

i зробити висновок, що A ∼= B/I є GR–алгеброю.

Lemma 3.5. Категорiя GR–алгебр є замкненою вiдносно операцiй тензорного добутку над
полем та фактору за модулем двостороннього iдеалу.

4 Сизигiї та вiльнi резольвенти
Нехай K є полем та < є гарним мономiальним впорядкуванням на Ar.

В цьому роздiлi ми опишемо узагальнений метод обрахунку сизигiй та вiльних резольвент
модулiв, який використовує стандартнi бази. Сизигiї (англ. syzygies, в однинi syzygy) та вiльнi
резольвенти (англ. free resolutions) є доволi важливими об‘єктами та, водночас, базовими iнгредiєнтами
для багатьох конструкцiй, зокрема, в гомологiчнiй алгебрi. З iншого боку, використовуючи
сизигiї, ми отримали елегантне доведення Критерiю Стандартних Баз Бухбергера.

Definition 4.1. Лiва ( вiдповiдно права) сизигiя вiд k елементiв f1, . . . , fk ∈ Ar =
r
⊕

i=1
Aei є

набором з k елементiв (g1, . . . , gk) ∈ Ak, що має мiсце

k∑
i=1

gifi = 0

( k∑
i=1

figi = 0

)
.

Множина лiвих (правих) сизигiй вiд f1, . . . , fk утворює лiвий (правий) пiдмодуль S ⊆ Ak.
Враховуючи аналогiчнiсть лiвих та правих сизигiй, надалi працюватимемо iз лiвими сизигiями.
Ми використовуватимемо поняття "сизигiя"та NF (нормальна форма), маючи на увазi лiвi
сизигiї та LeftNF (лiва нормальна форма).

Неважко помiтити, що S є ядром гомоморфiзму вiльних A–модулiв

ϕ1 : F1 :=
k
⊕

i=1
Aεi −→ F0 :=

r
⊕

i=1
Aei,

εi 7−→ fi,

де через ei (вiдп. εi) позначено канонiчну базу Ar (вiдп. Ak). ϕ1 вiдображається на лiвий
пiдмодуль I = 〈f1, . . . , fk〉 та syz I = Ker ϕ1 зветься модулем сизигiй вiд I вiдносно породжуючих
f1, . . . , fk. Неважко впевнитися, що клас iзоморфiзму syz I як A–модулю залежить лише вiд
класу iзоморфiзму I, зокрема, вiн є незалежним вiд обраної множини породжуючих.

Тепер, введемо мономiальне впорядкування на F1, яке має гарнi властивостi вiдносно
стандартних баз. Вперше це було введено та використано Ф.-О. Шрайєром.

xαεi >1 xβεj ⇔ lm(xαfi) >0 lm(xβfj) або

lm(xαfi) = lm(xβfj) та i < j.

Злiва, >1 позначає нове впорядкування на F1, з правого боку >0 є впорядкуванням на F0, якi,
втiм, iндукують те й саме впорядкування на A. Впорядкування >1 зветься Шрайєрiвським
впорядкуванням. Зрозумiло, що воно є залежним вiд f1, . . . , fk.
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Нашою цiллю є доведення Критерiю Бухбергера, який стверджує, що множина G =
{f1, . . . , fk} є стандартною базою I, якщо для всiх i < j, NF

(
spoly(fi, fj)|G

)
= 0. Наше доведення

використовує сизигiї, та мiстить також вивiд узагальнення Шрайєрiвського результату про
те, що в комутативному кiльцi сизигiї, обчисленi зi стандартного зображення spoly(fi, fj) є
стандартною базою syz I вiдносно Шрайєрiвського впорядкування.

Домовленостi та позначення: Припустимо, дано деяку нормальну форму NF на Ar. Для
кожної пари i < j, що fi та fj мають ведучого монома в однiй i тiй самiй компонентi, скажiмо,
lm(fi) = xαieν , lm(fj) = xαj eν , визначимо моном

mji := xγ−αi ∈ A,

де γl = max(αil, αjl). Позначивши ci = lc(mjifi) та cj = lc(mijfj), тодi

mjifi −
ci

cj
mijfj = spoly(fi, fj).

Припустимо тепер, що i < j та NF
(
spoly(fi, fj) | G

)
= 0.

Тодi ми маємо стандартне зображення

mjifi −
ci

cj
mijfj =

k∑
ν=1

a(ij)
ν fν , a(ij)

ν ∈ A.

Для кожної пари i < j, що lm(fi) та lm(fj) мають одну й ту ж компоненту, означимо

sij = mjiεi −
ci

cj
mijεj −

∑
ν

a(ij)
ν εν .

Зрозумiло, що тодi sij ∈ syz I та вiрне наступне твердження:

Lemma 4.2. lm(sij) = mjiεi.

Доведення. Так як lm(mijfj) = lm(mjifi), за означенням >1 (враховуючи, що i < j) маємо
lm(mjiεi) >1 lm(mijεj). З властивостi стандартного зображення в свою чергу отримуємо

lm(a(ij)
ν fν) ≤ lm(mjifi −

ci

cj
mijfj) < lm(mjifi),

звiдки й випливає твердження.

Theorem 4.3. Нехай G = {g1, . . . , gs} є множиною породжуючих пiдмодулю I ⊂ Ar, що
задовольняє, для деякої нормальної форми NF на Ar

NF
(
spoly(gi, gj) | G

)
= 0, i < j.

Тодi вiрнi наступнi твердження:

1. G є стандартною базою I.

2. {sij}, побудованi вище, є стандартною базою syz I вiдносно Шрайєрiвського впорядкування.
Зокрема, {sij} породжують syz I.

Доведення. Ми доводитимемо 1) та 2) водночас.
Вiзьмемо довiльний f ∈ I та його прообраз g ∈ F1,

g =

s∑
i=1

aiεi, f = ϕ(g) =

s∑
i=1

aigi.

Це завжди можливо, так як G породжує I.
У випадку 1), покладемо f 6= 0, у випадку 2) f = 0. Нехай h =

∑
hjεj ∈ F1 є нормальною

формою g вiдносно {sij} для деякої нормальної форми на F1 (нам досить знати, що така iснує).
Розглянемо стандартне зображення g − h,

g =
∑

aijsij + h, aij ∈ A,

11



Якщо h 6= 0, lm(h) = lm(hν) · εν для деякого ν та lm(h) 6∈ L({sij}) = 〈{mjiεi}〉 за Лемою 4.2.
Звiдси mjν - lm(hν) для всiх j. Так як g − h ∈ 〈{sij}〉 ⊂ syz I, ми отримаємо

f = ϕ(g) = ϕ(h) =
∑

hjgj .

Припустимо, що для деякого j 6= ν, lm(hjgj) = lm(hνgν). Тодi lm(hνgν) дiлиться на lm(gν) й на
lm(gj).

Таким чином, ми маємо наступну ситуацiю: позначимо мономи lm(hj) = xc, lm(gj) = xd,
lm(hν) = xa, lm(gν) = xb, тодi lm(hjgj) = lm(lm(hj) lm(gj)) = lm(xcxd) = xc+d, й, за аналогiєю,
lm(hνgν) = xa+b, звiдки xa+b = xc+d, або ai + bi = ci + di для кожної компоненти i ≥ 1 векторiв
a, b, c, d. Так як di = ai + bi − ci, то ei := max(bi, di) ≤ ai + bi, значить xe|xa+b й бiльш того,

xe = lm(xbxe−b) = lm(lm(gν)mjν) = lm(gνmjν),

звiдки lm(hνgν) = lm(hν lm(gν)) дiлиться на lm(gνmjν) = lm(gν lm(mjν)). В експоненцiальному
виглядi це означає, що xb′+b | xa+b, де xb′ = xe−b = mjν , й b′ ≤ a, тобто сам mjν дiлить lm(hν),
що є протирiччям.

У випадку 1) отримуємо lm(f) = lm(hνgν) ∈ L(G), У випадку 2) це свiдчить про те, що
припущення h 6= 0 веде до протирiччя. В випадку 1) G є, за означенням, стандартною базою. В
випадку 2) {sij} є стандартною базою за теоремою 2.13, 2) ⇒ 1).

Ще одним аргументом на користь використання методу Шрайєра є те, що за його допомогою
ми можемо, наприклад, довести слабку теорему Гiльберта про сизигiї в G–алгебрах, що стверджує,
що довiльний A–модуль має вiльну резольвенту, довжина якої не перевищує кiлькостi змiнних
в алгебрi.

Lemma 4.4. Нехай G = {g1, . . . , gs} є стандартною базою (з попарно нерiвними елементами)

пiдмодулю I ⊂ Ar =
r∑

i=1

Aei, такою що lm(gi) ∈ {e1, . . . , er}. Нехай J є множиною iндексiв j, для

яких ej 6∈ {lm(g1), . . . , lm(gs)}. Тодi

I =
s
⊕

i=1
Agi, Ar/I ∼= ⊕

j∈J
Aej .

Доведення. Множина G ∪ {ej |j ∈ J} є лiнiйно незалежною вiдносно A, так як такими є ведучi
одночлени. Значить, обидвi суми в твердженнi є прямими. Для f ∈ Ar розглянемо стандартне
зображення

f =

s∑
i=1

aigi + h, lm(h) 6∈ L(G).

Звiдси видно, що h ∈
∑
j∈J

Aej , а значить, результат є вiрним.

Lemma 4.5. Нехай G = {g1, . . . , gs} є стандартною базою I ⊂ Ar, сортованою таким чином, щоб
виконувалося наступне: для i < j та lm(gi) = xαieν , lm(gj) = xαj eν для деякого ν, тодi αi ≥ αj

лексикографiчно. Нехай sij позначає сизигiї, визначенi вище. Припустимо, що lm(g1), . . . , lm(gs)
не залежать вiд змiнних x1, . . . , xk. Тодi lm(sij), взятi вiдносно Шрайєрiвського впорядкування,
не залежать вiд x1, . . . , xk+1.

Доведення. Розглянемо деякий sij . Ми знаємо, що тодi i < j та lm(gi) й lm(gj) мають спiльну
компоненту, скажiмо, eν . Згiдно припущення, lm(gi) = xαieν та lm(gj) = xαj eν задовольняють
αi = (0, . . . , 0, αi,k+1, . . . ) та αj = (0, . . . , 0, αj,k+1, . . . ) разом iз αi,k+1 ≥ αj,k+1. Таким чином,
lm(sij) = mjiei (де expt(mji) = max(αit, αjt)− αit) не мають xk+1 множником.

Застосовуючи лему до вищих модулiв сизигiй, отримаємо наступну теорему, яка є вiрною
для довiльного скiнченопородженного A–модулю, а не тiльки для пiдмодулiв вiльних модулiв
скiнченого рангу.

Theorem 4.6. Нехай > є гарним мономiальним впорядкуванням на A. Тодi довiльний скiнченопороджений
A–модуль M має вiльну резольвенту

0 −→ Fm −→ Fm−1 −→ . . . −→ F0 −→M −→ 0,

(де Fi — вiльнi A–модулi) довжини m ≤ n. Зокрема, gl. dim A ≤ n.
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Доведення. Так як A є нетеровим, M представляється як

0 −→ I −→ F0 −→M −→ 0,

де F0 =
r0∑

i=1

Aei. Нехай G = {g1, . . . , gs} є стандартною базою I; припустимо lm(gi) не залежить

вiд змiнних x1, . . . , xk, k ≥ 0. За теоремою 4.3, сизигiї sij формують стандартну базу syz I. За
лемою 4.5 отримуємо, що lm(sij) не залежить вiд x1, . . . , xk+1. Значить, має мiсце наступна
точна послiдовнiсть

0 −→ Ker ϕ1 = syz I −→ F1
ϕ1−−→ F0 −→M −→ 0,

де F1 =
r1∑

i=1

Aεi, ϕ1(εi) = gi, r1 = s. За iндукцiєю, будуємо точну послiдовнiсть

0 −→ Ker ϕn−k −→ Fn−k

ϕn−k−−−−→ Fn−k+1 −→ . . .
ϕ2−−→ F1

ϕ1−−→ F0 −→M −→ 0,

де Fi є вiльним рангу ri та Ker ϕn−k дано як стандартну базу {s(n−k)
ij } таким чином, щоб

жодна змiнна не з’являлася в lm(s
(n−k)
ij ). За Лемою 4.4, Fn−k/ Ker ϕn−k є вiльним модулем.

Пiдставляючи Fn−k/ Ker ϕn−k замiсть Fn−k, отримуємо шукану вiльну резольвенту.

Як пiдсумок цього роздiлу, подамо алгоритм побудови (не мiнiмальних) вiльних резольвент.

Algorithm 4.7. Нехай > є гарним мономiальним впорядкуванням на Ar.
LeftSResolution
Input: Матриця G = (g1, . . . , gt), gk ∈ Ar — стандартна база I = 〈G〉 ⊂ Ar.

Output: Матрицi Fi розмiру (ri−1, ri), i = 1, . . . , n, такi що

0←− Ar/I ←− Ar0 ←− . . .←− Ari−1 Fi←− Ari ←− . . .

є резольвентою.

• F1 = (g1, . . . , gt);

• Для i < j обрахувати стандартне зображення spoly(gi, gj) =
k∑

v=1

a
(ij)
v gv

sij := mjiεi − ci
cj

mijεj −
∑
v

a
(ij)
v εv;

• F2 = (s12, . . . , st−1,t);

• Змiнити мономiальне впорядкування на Шрайєрiвське вiдносно g1, . . . , gt;

• result = {F1}∪ LeftSResolution (F2);

• return(result);

5 Система Комп’ютерної Алгебри
Система Комп’ютерної Алгебри для Некомутативних Полiномiальних Алгебр

Singular:Plural розробляється в Центрi Комп’ютерної Алгебри Унiверситету Кайзерслаутерн,
Нiмеччина. Розробка ведеться колективом з Кайзерслаутерну, Києва та Фрайбургу (проф. Г.-
M. Гройль,проф. Ю.А. Дрозд, В. Левандовський, А.Хоменко, Х. Шьонеман). Система буде
доступна як пакет (розширення ядра) до широко вiдомої вiльно розповсюджуваної Системи
Комп’ютерної Алгебри Singular ([GPS]). Багато з описаних вище алгоритмiв вже впроваджено,
в той час як деякi ще чекають на ефективну реалiзацiю. Автор пропонує колегам–науковцям
надсилати за електронною адресою brand@ukrsat.com (чи levandov@mathematik.uni-kl.de) запити
й обчислювальнi проблеми.
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