Gewichtszahler von Codes
Vortrag zum Seminar Gitter und Codes, 11.05.2015

Ronas Karakas

In diesem Vortrag wird der Gewichtszdhler von Codes eingefiihrt und es werden
Anwendungen auf Modulformen und Theta-Funktionen gegeben. Zudem werden
mit der MacWilliams-Identitdt sowie dem Satz von Gleason zwei zentrale Aussagen
zu diesem Thema bewiesen, welche in der Theorie bindrer linearer Codes von grofier
Bedeutung sind. Des Weiteren beinhaltet der Vortrag Anwendungen und Folgerun-
gen dieser beiden Sétze sowie Einfithrung in extremale Codes. Die Grundlage dieses
Vortrages bildet [1].

§1 Hilfsaussagen

Zundchst halten wir einige Aussagen aus friitheren Vortragen fest, welche im Vortrag
ihre Verwendung finden werden. Die Beweise lassen sich in den Ausarbeitungen von
den vorherigen Vortrdgen finden.

Zur Erinnerung folgende

(1.1) Definition
(i) Ein Code C der Lange n € IN ist eine Teilmenge von Fy'. Im Fall ¢ = 2 nennt
man ihn Bindrcode.

(ii) Fir x € I heifit w(x) := [{i € n | x; # 0}| das Gewicht von x. Fiir x,y € FJf
ist d(x,y) := w(x — y) der Abstand von x und y.

(iii) Ein Code C heifit linear, falls C ein Untervektorraum von I/ ist. Ist k := dim(C)
und d := min{d(x,y)|x,y € C}, so nennt man C einen [n, k,d] Code.

(iv) Es gilt: C+ = {y € F} | ®(x,y) = 0 fiir alle x € C} o

Weitere Eigenschaften von Codes charakterisieren wir in der folgenden

(1.2) Definition
(i) Ein linearer Code C heif3t selbstdual, falls C = C*.

(i) Ein Bindrcode C heifit doppelt gerade, falls w(x) € 4Z gilt firallex € C.  ©

Eine wichtige Verbindung von Bindrcodes und Gittern findet sich in folgendem



(1.3) Lemma
(i) Sei C ein [n, k, d] Bindrcode. Wir definieren die Reduktionsabbildung mod 2:
p:Z" = F}, x — [x], sowie I'¢ := \/Lipfl(C). Dann ist I'c ein Gitter in R".
(ii) Es gilt det(T'¢c) = 2"
(iii) C ist doppelt gerade genau dann, wenn I'c ein gerades Gitter ist.

(iv) C ist selbstdual genau dann, wenn I'c ein unimodulares Gitter ist.

(v) Es gilt die Identitét I"*é =TcL. o

Eine weitere wichtige Funktion beinhaltet folgende

(1.4) Bemerkung
Sei I' C R" ein Gitter. Fiir x,y € I’ bezeichne ®(x,y) das Standardskalarprodukt von
x und y.

*(x7) die

NI—=

(i) Fir T € H definieren wir g := ¢?™7. Dann heif$t Or(7) := Yy cr g
Theta-Funktion von I'.

(ii) Sei nun T ein gerades Gitter. Fiir T € H gilt dann dr(7) = Y.;2a,9", wobei
a;, = {x €T | P(x,x) =2r}|. ©

Es folgt eine weitere wichtige

(1.5) Definition
Sei k € Z. Eine holomorphe Funktion f : H — C heifst Modulform vom Gewicht k,
falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i)

f (‘;IZ) = (cT +d)Ff(7) fiir alle (Z Z) € SLy(2)

(ii) f hat eine Fourier-Reihenentwicklung in g := €27, die bei n = 0 anfangt, d.h.
f ist holomorph in ico. o

Eine zentrale Aussage beinhaltet der folgende

(1.6) Satz
Sei I' ein gerades unimodulares Gitter in R". Dann gilt:

(i) n =0 (mod 8).



(i) Or ist eine Modulform vom Gewicht 7. o

Als Nachstes erinnern wir uns noch an folgenden

(1.7) Satz
(i) Die Algebra der Modulformen M ist isomorph zu C[Ey4, Eg], in Zeichen:
M = C[Ey4, E¢].
(ii) Es gilt M%, = M, = C, genauer ist der Isomorphismus gegeben durch Multi-
plikation mit A := 5752 (E3 — E2). o

Zuletzt erwdhnen wir folgendes

(1.8) Lemma (Transformationsformel fiir Theta-Reihen)
Fiir ein Gitter I' C R" sowie T € H gilt:

1 Z n 1

Or(—=) = (

S I

§2 Der Gewichtszahler von Codes

In diesem Abschnitt wird, wie aus der Uberschrift bereits deutlich wird, der Ge-
wichtszdhler von Codes eingefiihrt und es werden erste Anwendungen und Beispie-
le gegeben.

Wir kommen nun zur zentralen

(2.1) Definition
Sei C C Iy ein Code der Lange n. Dann ist der Hamming-Gewichtszdhler von C
definiert als das Polynom

We(X,Y) = Y xmwlyw),
ueC <&
Erste Eigenschaften halten wir fest in folgendem

(2.2) Lemma
(i) Es gilt: We(X,Y) = Y1y A; XY, wobei A; := [{u € C | w(u) = i}|

(ii) Es gilt: We(X,Y) € Fy[X, Ylnomn := {p € Fy[X, Y] | f homogen, grad(p) = n}.



(iii) Sei nun C ein [n, k,d] Code. Dann gilt:

n
Ai = qk.
i=0
Beweis
(i) Per Definition ist w(u) € {0,...,n} fir alle u € C. Damit haben wir also,
dass X"~ @) ywl) — Xn=iyi fiir jedes u € C ist, wobei i € {0,...n} ist. Fiir
i € {0,...,n} taucht das Monom X"~'Y? per Definition genau A; mal auf.
Damit folgt die Aussage.

(ii) Das folgt aus der Definition, da man nur Monome vom Grad n aufsummiert.
(iii) Es gilt:

1 Def. A; Def.
A PEN fu e € lw(u) € {0,---n}}| = o) = ¢
i=0

1

Zum Aufwirmen folgt ein erstes

(2.3) Beispiel
(i) Wir betrachten den Hamming-Code H C IF27 . Nach dem Vortrag iiber Codes
und Codegitter gilt Ag = Ay =1, A3 = Ay =7und A; = Ay = As = A = 0.
Damit folgt:
Wh(X,Y) = X7 +7x*Y8 + 7X3y* + Y7,

(ii) Nun betrachten wir den erweiterten Hamming-Code H C F5. Hier gilt analog,
dass Ag = Ag=1,Ay =14und A; =0 fur allei € {1,2,3,5,6,7}. Damit folgt:

Wg(X,Y) = X8 4 14X*4Y* + Y8, o

Als néchstes behandeln wir eine wichtige Aussage in folgendem

(2.4) Lemma
Sei C C I} ein selbstdualer, doppelt gerader Bindrcode. Dann gilt n = 0 (mod 8). ¢

Beweis
Wir betrachten das zugehorige Gitter I'c definiert wie in (1.3). Nach (1.3) ist I'c dann
ein gerades, unimodulares Gitter in R". Mit Satz (1.6) folgt dann n = 0 (mod 8). U



Es folgt eine Identitét fiir die Koeffizienten der Fourier-Reihe von speziellen Modul-
formen.

(2.5) Lemma
Sei f eine Modulform mit Gewicht 12 und

f(r) =) ard’
r=0
die Fourier-Reihenentwicklung in 4. Dann gilt:

ap = —24aq1 + 196560a4y. o

Beweis

Nach (1.7)(i) ist die Algebra der Modulformen isomorph zu C[Ey4, E¢]. Da die Linear-
kombinationen von E} und E2 die einzigen Modulformen mit Gewicht 12 sind und
man diese auch durch A := 171%(152 — E2) und E2 erhilt, reicht es, die Identitét fiir
diese beiden nachzurechnen.

Aus dem Vortrag tiber Eisensteinreihen ist uns bereits bekannt:
A =0-1+ g —24¢*> + Terme hoherer Ordnung

sowie
E¢ = 1 —504q — 504 - 33g> + Terme hoherer Ordnung.

Mit dem Cauchy-Produkt fiir Reihen folgt dann fiir die Koeffizienten von E2:

EZ =1 —504q — 5049 + 504*q> — 504 - 33> — 504 - 335° + Y _ c,q”
r=3

=1—1008q +220752¢> + Y _ cvq", wobei ¢, € Z

r=3
Nun gilt aber:
—24 = —24-1+196560 - 0
und
220752 = —24 - (—1008) + 196560 - 1.
Somit folgt die Behauptung. [

Hieraus erhilt man direkt die



(2.6) Folgerung
Sei I' C R* ein gerades unimodulares Gitter. Dann gilt fiir die Theta-Funktion dr:

ay; = 196560 — 24a;. o

Beweis
Nach Satz (1.6) ist 9r eine Modulform von Gewicht 12. Zudem folgt mit (1.4)(ii),
dass ag = 1 ist. Wir wenden (2.5) an und erhalten insgesamt:

ay; = 196560 — 24a;. O

Nun folgt eine Aussage iiber die Gewichtsverteilung spezieller Bindrcodes.

(2.7) Lemma
Sei C ein selbstdualer, doppelt gerader Bindrcode der Lange 24. Fiir i € 24 sei A; so
definiert wie in (2.2)(i). Dann gilt:

(i) A; =0 fuar allei € 24 miti Z 0 (mod 4)
(il) Ag =759 —4A,. o

Beweis
(i) Da C doppelt gerade ist, gilt w(x) € 4Z fiir alle x € C. Damit folgt:

Aj=|{ueClw(u) =i} =0,fallsi # 0 (mod 4).

(ii) Sei 9¢c := Or. die Theta-Funktion vom Gitter I'c. Wegen (1.4) ist dann fiir
Te H:

Oc(t) = Zarqr.
r=0
Dabei gilt:
a1 :=|{x €Tc | ®(x,x) =2} und ap := |[{x € T¢ | ®(x,x) =4}|
Zeige nun:
(1) ag =24 -2+ 16A4.

Fiir ¢ € C sei ¢ die Identifikation in {0,1}?* C Z?*, indem man die Restklassen

auf die entsprechende Zahl aus {0,1} abbildet. Sei nun x € I'c. Dann gilt

X = \%(5—1— 2y) mit y € Z?*. Damit ®(x, x) = 2 ist, muss nun gelten:

®(x,x) = =(P(G¢) +4P(¢,y) +4P(y,y)) =2, d.h.

NI =

2®(x,x) = P(G,¢) +4P(¢,y) +4P(y,y) = 4. ®



Fiir das zu ¢ gehorige ¢ € C betrachten wir nun folgende Fille:

1. Falls w(c) = 4 ist, folgt auch ®(¢,¢) = 4, da & € {0,1}?* dann 4 Einsen und
sonst nur Nullen als Eintrag hat.

Falls nun ®(¢,y) = 0 ist, muss wegen ® bereits ®(y,y) = 0, d.h. y = 0 gelten.
Falls jedoch ®(¢,y) # 0 gilt, folgt wegen ®(¢,¢) =4, (y,y) > 0 und ®, dass
®(¢,y) < 0 gelten muss. Wegen ¢ € {0,1}?* sind die Eintrige von y an den
Stellen, an denen ¢; # 0 gilt, nicht-positiv. Zudem ist y; = O fiir alle i € 24 mit
¢; = 0, denn angenommen, es gibt ein i € 24 mit y; # 0. und & = 0. Dann wire
& + 2y;| > 2. Da y; 4 Nichtnulleintrdge hat, wiirde gelten:

1 4

~®(c+2y,c+2y) > - =2

2 2

Das kann aber wiederum nicht sein. Weiterhin gilt y; € {—1,0} fiir alle i € 24,
denn angenommen, es gibt ein i € 24 mit y; < —2. Dann wire ¢ + 2y; < —3.
Damit wiirde aber gelten:

1
5c1>(c~+2y,5+2y) > g > 2,

was ein Widerspruch dazu wire, dass ®(x, x) = 2 ist.

Da ¢ 4 Nichtnulleintrage hat und y € {—1,0}?*, erhalten wir aus dem oben
Gezeigten somit 2* = 16 Moglichkeiten fiir y. In diesen ist y = 0 auch enthal-
ten. Somit ist insgesamt gezeigt, dass jedes ¢ € A4 genau 16 Moglichkeiten fiir
x liefert, sodass ®(x,x) = 2 ist. Somit erhalten wir aus diesem Fall insgesamt
16 - A4 Moglichkeiten fiir x.

2. Nun betrachten wir als nichstes den Fall w(c) = 0. Dann ist ¢ = 0. Da
P (x,x) = JD(+2y,¢+2y) =2d(y,y) = 2 gelten muss und y € Z*, folgt:

yi € {—1,1} fureini € 24 und y; = 0 fur alle j € 24 \ {i}.
Damit erhalten wir in diesem Fall also insgesamt 2 - 24 Moglichkeiten.

3. Falls nun w(c) ¢ {0,4} ist, folgt w(c) € {8,12,16,20,24},da C C Z?** doppelt
gerade ist. Fiir beliebiges y € Z?* hat ¢ + 2y € Z?* mindestens 8 Nichtnullein-
trage. Dann wiirde aber gelten:

P(x,x) = %@(5+2y,5+2y) > g > 2.

Damit wiirde x nicht mehr die gewtiinschte Eigenschaft erfiillen, somit tritt der
3. Fall nie auf.



Insgesamt haben wir also gezeigt:

a1 =24-2+16A4.
Somit ist (1) bewiesen. Als ndchstes zeigen wir:

(2) ap =28 Ag+16A4-20-2 + (224) 4.

Hierfiir geht man genauso vor wie bei (1) und folgert:

Fiir w(c) = 8 erhalten wir (vergleiche den 1. Fall bei (1)) 28 Moglichkeiten.
Fir w(c) = 4 erhalten wir genau 16 - 20 - 2 Moglichkeiten, da y die Form wie
beim 1. Fall aus (1) hat, wobei noch zusatzlich ein weiterer der 20 restlichen
Eintrdge 1 oder —1 ist. Die Argumentation vergleichbar mit Fall 1. aus (1).
Fiir w(c) = 0 erhalten wir (224) -4 Moglichkeiten, weil y dann genau zwei Nicht-
nulleintrdge hat, welche dann 1 oder —1 sein miissen.

Die restlichen Félle treten nicht auf, da mit analoger Ausfiihrung wie bei (1)
folgen wiirde, dass ®(x, x) zu grof3 ware.

Da I'c nach (1.3) ein gerades, unimodulares Gitter ist, wenden wir nun (2.6) an
und erhalten:

24
28. Ag+16A4-20-2+ <2> 4 = gy = 196560 — 24a; = 196560 — 24(24 -2+ 16Ay).

Durch Umformen erhalten wir
194304 — 1024 A4
— 5%

As = 759 — 4A,. 0

Als néachstes beweisen wir eine weitere Eigenschaft des Gewichtszihlers.

(2.8) Lemma
Fiir einen linearen Code C C I und k € N definieren wir Ck:= @, C. Dann gilt:

Wer(X,Y) = (We (X, Y)E.

&
Beweis
Nach Definition der direkten Summe ist C¥ C ngk. Damit folgt:
ch(X, Y) — Z Xnk—w(u)yw(u) _ Z Xnk—w(ul,...,uk)Yw(ul,...,uk)
uECk ul,...,ukGC
_ Z Xnk—Z}czl w(uj)YZle w(uj) _ (Z Xn—w(u)Yw(u))k _ WC(X, Y)k.
ul,...,ukGC ueC |:|



Zur Veranschaulichung betrachten wir ein

(2.9) Beispiel

Sei C := H® H® H C F3* Dann ist C doppelt gerade, da H es ist und wir die
dreifache direkte Summe von H mit sich selbst betrachten. Zudem ist C selbstdual,
denn C ist 12 dimensional, da H vierdimensional ist. Da zudem H selbstdual ist, gilt
C C C*, womit aus Dimensionsgriinden die Gleichheit folgt. Nun folgt:

24 o
We(x,v) & (Wg(X,Y))? = X** + 42x20y* 4+ 501X10Y8 + Y~ A, x> 7Y"
=12
Weiterhin gilt:
591 = 759 — 168 = 759 — 4 - 42. o

Durch die Aussagen aus (2.6) und (2.7) kommt man auf folgende Fragestellungen:
1. Gibt es ein gerades unimodulares Gitter der Dimension 24, fiir dessen Theta-
Funktion gilt: a; = 0? Dazu ldsst sich sagen, dass dieses nicht von der Form I'c mit
C wie in (2.7) sein kann, da wir im Beweis gesehen haben, dass a; > 48 ist.

2. Existiert ein linearer Code C C IF5* mit Ay = 0? Falls es solch einen gibt, weif}
man wegen (2.7) bereits, dass er genau 759 mit Gewicht 8 haben muss. Wir beenden
den Abschnitt mit folgender

(2.10) Bemerkung
Das Leech-Gitter erfiillt die in 1. gesuchten Eigenschaften. Der in 2. gesuchte Code
ist durch den erweiterten Golay Code G eindeutig bestimmt. o

Dies wird im Vortrag von Herrn Pawelzik ausgefiihrt.

§3 Die MacWilliams-Identitit und der Satz von
Gleason

In diesem Abschnitt werden, wie aus dem Namen bereits deutlich wird, diese bei-
den, bedeutenden Sitze eingefiihrt und bewiesen. Weiterhin werden Anwendungen
und Beispiele dieser gegeben.

Zunichst fithren wir zwei Funktionen ein, die wir in diesem Abschnitt des Ofteren
betrachten werden.



(3.1) Definition
Fir T € H definieren wir

(i)

Ar) = Y ¢ = Y 7 sowie

xeZ xeZ
(ii)
B(1) := 2 q%cb(x’x): Z q%xz.

xe2Z+1 xe2Z+1 <

Nun stellen wir erste, elementare Eigenschaften dieser Funktionen vor.

(3.2) Lemma
(i) Sei T = v/2Z. Dann gilt: A = dr.

(ii) B ist nicht die Theta-Funktion eines Gitters.

(iii) Es gelten fiir alle T € H die folgenden Identitdten:

@
4 (_g) - (5" %(A(r) 1 B(r)),
©)
B (g) _ (;)”Z%m v) - B(7)) .
Beweis

(i) Fir T € H gilt:

or(t)= Y g2 @) = y g (V2xVZx) - Y 20 = A(t).
xeV2Z xeZ xeZ

(ii) Fir ein beliebiges Gitter gilt ag = 1, jedoch folgt aus der Definition von B, dass
kein konstanter Term auftaucht. Damit folgt die Aussage.

10



(iii) Zu (a): Fur T € H gilt:

A(T)—i—B(T)Z Z q%é(x,x)_'_ Z q%q)(x,x): Z q%q)(x,x)_*_ Z q%q)(x,x)

xeV2Z x€2Z+1 x€27 x€2Z+1
_ 1o(xx) loxx) _
—2‘74( ) — Zqz( )_g%Z(T)
xe”Z 1
xeﬁZ

Zudem ist %Z das duale Gitter zu v/2Z. Wir wenden (1.8) an und erhalten:

1 1/2 1
A-2)- 0 v e

_ (1)”2 (A +BM) = (Z->1/2 ' \%

(A(7) + B(7))-
! det(v/22Z) !

Zu (b): Wir setzen in die Formel von (a) den Wert —% € H ein und erhalten:

0= ()" E (D) ()

Durch erneutes Einsetzen von (a) erhalten wir:

A(T) = (—%)m - % ((;)m - %(A(T) +B(1)) + B (—%)) .

Durch Umformen erhilt man:

und schliefslich
B (—%) _ (%)”Z %(A(T) _ B(1)). .

Nun beweisen wir eine Aussage, die fiir die Beweise von MacWilliams und Gleason
wichtig wird.

(3.3) Lemma
Wir definieren f := A*B*(A% — B2)*(A2 + B?)* = AB*(A* — B*)* € C[A, Bliomoa-
Dann gilt: f = 16A, wobei A := 575 (E3 — E2). o

11



Beweis

Wir definieren p := X*Y*(X* — Y*)* € C[X, Y]jom,24- Nun betrachten wir die Ebene,
die von A und B aufgespannt wird, indem wir A mit (1,0)" und B mit (0,1)" im R?
identifizieren und das Erzeugnis dieser beiden betrachten. Nun definieren wir X :=

1 -1
welche durch eine Drehung um 45° gegen den Uhrzeigersinn, gefolgt von einer

% (1 1 ) Geometrisch gesehen definiert X in dieser Ebene die Transformation,
; - . - 1 (1 1 o
Spiegelung gegeben ist. Dann gelten die Identititen XA = VA G (1,0)" =

1 1
1 tr 1 _ 1 tr _ 1 tr _ 1
—ﬁ(l,l) = _ﬁ<A + B) und XB = 7 (1 _1> (0, 1) = —ﬁ(l,—l) r = _\/E(A — B).
Durch Nachrechnen erhélt man, dass f invariant unter X ist, d.h.

f = p(A,B) = p(XA,XB). (*)
Damit gilt nach (3.2)(iii) fiir T € H:

A (—%) = G)l/z XA(t) und B (—%) - (%)1/2 XB(T) ® .

()= ram () =) o () () 0 ()
® ((;)m XA (r))4 ((91/2 XB(T))4 ((G)m XA (r)>4— <(§)1/2 XB (r)>4) :

— ()" (XA (KB (XA — (XB())

2 A B0 (A(D)* - B0 = 72p(A, B)(7) = Tf().

Da weiterhin gilt: g = ¢?{T+1) = 27iTp2mi S it g, folgt damit auch, dass
A(t+1) = A(7) und B(t + 1) = B(7) sind. Somit gilt:

f(t+1) = p(A,B)(t +1) = p(4, B)(7) = f(1).

Da A =19 s, ist A holomorph auf H und hat eine Fourier-Reihenentwicklung, die

bei n = 0 beginnt. Da B = ¢ —A=79 -0 ieche Bewei 3.2)(iii)(a)),
eginnt. Da % 7 % 7 37 (siehe Beweis von (3.2)(iii)(a))

12



gelten diese Eigenschaften auch fiir B und somit auch fiir f, da f ein Polynom in A
und B ist. Damit ist insgesamt gezeigt, dass f eine Modulform vom Gewicht 12 ist.

Nun zeigen wir, dass f = 16A gilt.
Es gilt:

B(t)= Y} q4x Y q% 4y +4y+1) q% )y qy2+y = Zq% + Terme hohrer Ordnung
x€27+1 yeZ yeZ

und daher auch
B%(t) = 16g + Terme hoherer Ordnung,.

Wegen A = 1+ 2g +2g* +24° + ... folgt dann auch:
f(tr) = p(A,B)(t) = 16q + Terme hoherer Ordung.

D.h. f ist eine Spitzenform vom Grad 12. Da der Koeffizient von q durch 16 gegeben
ist, folgt mit (1.7)(ii):

f=16A=16qJ(1—¢")*"
n=1 ]

Es folgt als nédchstes ein Satz, der uns fiir einen Bindrcode eine weitere Darstellung
fiir die Theta-Funktion des zugehorigen Gitters liefert.

(3.4) Satz
Sei C ein Bindrcode der Lange n. Dann gilt:

ﬁl"c :WC(AIB) <&

Beweis
Sei ¢ € C ein beliebiges Codewort. Dann gilt fiir T € H:

n—w(c) w(c)
n—w(c w(c 1x2 1x2
A7) <>B<r><>:<2q4) (Z q4)

xe27. xe2Z+1
_ ( e x%)) ( 5 qi(zi"(?x%))
x; €27 x;€27+1

H(EE 2y )

q
x;€27Z, XjEZZ+1

— Z q%( ?:1 xzz) — Z qiﬁb(x,x).

xezn, xep~t(c)
{xilxi€2Z+1}|=w(c)

13



Damit folgt insgesamt:

Wc(A,B)(T) = Z A(T)”_W(C)B(T)W(C) — Z Z q%©(x,x)

ceC ceCxep~1(c)
= Y %0 =g (1)
xe5p71(C) 0

Dazu betrachten wir zunichst ein kleines

(3.5) Beispiel

(i) Wir betrachten C :=< (1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1) >< ]Fg Durch Nach-
rechnen erhalt man, dass Wc(X,Y) = X° +3X*Y +3X3Y? + X?Y? ist. Damit
haben wir:

Or. = A° +3A*B + 3A°B? + A?B?

(ii) Wir betrachten den erweiterten Hamming-Code H. Wir haben in (2.3)(ii) bereits
gesehen, dass Wy (X,Y) = X8 + 14X*Y* + Y8 gilt.
Damit folgt:

Ey = 0, = 0r, = A® + 14A*B* + BS. o

Nun kommen wir zum ersten der beiden grofien Sitze dieses Abschnitts.

(3.6) Satz (MacWilliams - Identitat)
Sei C ein [n,k, d]-Bindrcode. Dann gilt:

1
Wer (X,Y) = ZWe(X+Y,X =),

Beweis
Wir machen uns den gerade bewiesenen Satz zu Nutze und betrachten die Theta-
Funktionen der Gitter. Fiir T € H gilt:

(o)) 2o () 2 6 s

13)(ii),(v) /T\2 1 34) (T\2 1
PR @ P (5) e (A@B@). e

14



Weiterhin erhalten wir mit (3.2)(iii):

we(a(-1)8(-1)) =we((5)" Z5a@+8), (5) 7 4 - B(r)))

- (%)g.zigwc(A(r)—i—B(r),A(T) — B(1)). (*)

Indem man ® und (x) gleichsetzt und umformt, erhilt man schliellich:
1
Wei(A,B) = ?WC(A + B,A —B).
Zudem gilt nach (3.3) und (3.5):

Ey= A% +14A*B* + B und A = 11—6A4B4(A4 —-BYHYt @@
Wir wollen nun zeigen, dass A und B algebraisch unabhéngig sind. Nach dem vor-
herigen Vortrag sind E; und Eg algebraisch unabhidngig und daher auch E; und
A. Angenommen, A und B wiren algebraisch abhéngig. Dann hitte C(A, B) Tran-
szendenzgrad hochstens 1. Dann wiirde fiir zwei beliebige Polynome in A und B
gelten, dass diese algebraisch abhédngig sind. Damit wiirde wegen ®® die algebrai-
sche Abhangigkeit von E4 und A folgen, was ein Widerspruch ware. Da nun A und
B algebraisch unabhédngig sind, folgt somit die Aussage. [

Direkt hieraus leiten wir folgenden Spezialfall ab:

(3.7) Folgerung
Sei C ein selbstdualer Bindrcode der Lange n. Dann gilt:

We(X,Y) = We (X+Y X—Y)’

V2T V2

d.h. W¢ ist invariant unter der Drehung um 45° gegen den Uhrzeigersinn, gefolgt

von einer Spiegelung. o
Beweis
Es gilt:
36) 1 (X+Y X—Y)
We(X,Y) =W~ (X,Y) = —=We(X+Y,X-Y) =W, , .
c(X,Y) cL(X,Y) o7 c( ) \~m A -

Dazu betrachten wir ein einfaches
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(3.8) Beispiel
Fiir n = 4 betrachten wir C := {(0,0,0,0),(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,1,1,1)} C F;.
Dann ist C selbstdual und es gilt W (X,Y) = X* +2X?Y? + Y4, Weiter gilt:

W (x+¥ X—Y)_(X+Y)4+2(X+Y)2(X—Y)2+(X—Y)4
“‘\Vv2 V2 V2 V2 V2 V2
_143221414 22141432214

= XX Y X XY oY X SXPY 4 Y

= X4 2X2Y? + Yt = We(X,Y).

Als néchstes folgt der zweite grofSe Satz dieses Abschnitts.

(3.9) Satz (Gleason)
Sei C ein doppelt gerader, selbstdualer Bindrcode der Lange n. Dann ist We(X,Y)
ein Polynom in

@:=Wg(X,Y) = X8 +14X*v* + Y8 und p := X*v4(X* — Y44,

in Zeichen:
Wc(X, Y) € C[QD, p]

Beweis

Wir beweisen die Aussage wie bei MacWilliams fiir A und B. Nach (3.4) wissen
wir, dass Wc(A, B) = Or. ist. Daher ist Wc(A, B) nach (1.8) eine Modulform mit
dem Gewicht 7. Weiterhin folgt aus (1.8), dass 5 = 0 (mod 4) ist. Nun wissen wir
aus (1.7)(i), dass M = C|E4, E¢] gilt. Daraus folgt nun, dass die Modulformen vom
Gewicht teilbar durch vier gegeben sind durch Polynome in E4 und E2, da hier nur
Vielfache Eg wegfallen, welche aber Gewicht 6 haben und daher nicht betrachtet wer-
den. Daraus folgt insbesondere, dass die Menge dieser Modulformen auch isomorph
zu C|E4, A] ist. Nach (3.3) und (3.5) gilt aber E4 = ¢(A, B) und A = {-p(A, B). Somit
ist Wc (A, B) ein Polynom in ¢(A, B) und p(A, B). Da A und B algebraisch unabhin-
gig sind, folgt die Aussage. [

Als Andeutung zum Vortrag von Herrn Pawelzik betrachten wir ein kurzes

(3.10) Beispiel

Wir betrachten den erweiterten Golay-Code G. Dann ist Wg homogen und vom
Grad 24. Da ¢ Grad 8, p Grad 24 hat, folgt aus dem Satz von Gleason fiir den
Gewichtszihler, dass Wi (X,Y) = a@® + bp ist fiir a,b € Z. Da fiir den Golay-Code

16



Ay = 0 gilt, folgt mittels Koeffizientenvergleich, dass 422 + b = 0 gilt. Da das Monom
X?* nur in ¢® auftaucht und in Wz mit Koeffizient 1 auftauchen muss, folgt a = 1
und daher b = —42 und somit insgesamt:

Ws(X,Y) = ¢° — 42p. o

Die Polynomialdarstellung ist nicht auf E4 und A beschrankt. Es sind auch andere
Wahlen moglich. Ein Beispiel dafiir halten wir in folgender Bemerkung fest.

(3.11) Bemerkung
Statt p kann man in (3.9) auch den Gewichtszihler des erweiterten Golay-Codes G
nehmen, denn es gilt: p = 5¢° — 5Wa(X,Y). o

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel.

(3.12) Beispiel

Sei C C F}? ein doppelt gerader, selbstdualer Code. Dann ist Wc (X, Y) ein homoge-
nes Polynom vom Grad 40. Da weiterhin X*° mit Koeffizient 1 als Monom auftreten
muss, hat We (X, Y) wegen Gleason die Form:

We(X,Y) =g’ +b-p- ¢

Wir nehmen weiter an, dass der minimale Abstand des Codes 8 ist, d.h. A4 = 0. Da
dies der Koeffizient von X36Y* ist, folgt wegen obiger Gleichheit mittels Koeffizien-
tenvergleich, dass b = —70 gelten muss. Weiter erhdlt man aus der Gleichung, dass
Ag = 285 ist, d.h. wir haben 285 Worter mit minimalem Gewicht. o

Dieses Beispiel nehmen wir zum Anlass, um Codes mit speziellem, minimalem Ge-
wicht zu untersuchen. Dazu benutzen wir die hier bewiesenen Resultate.

§4 Extremale Codes und Gewichtszadhler

Nun beschiftigen wir uns mit extremalen Codes und deren Gewichtszdhlern. Ex-
tremale Codes sind selbstduale, doppelt gerade Codes, bei denen der minimale Ab-
stand, sprich das minimale Gewicht unter den Wortern so grof§ wie moglich ist.
Diese werden im letzten Vortrag genauer behandelt. Wir geben eine kleine Einfiih-
rung dazu.

Wir halten zum Beginn eine kleine Bemerkung zur Struktur selbstdualer, doppelt
gerader Bindrcodes fest.

17



(4.1) Bemerkung
Sei C ein doppelt gerader und selbstdualer Bindrcode. Da dann n = 0 (mod 8) nach
(2.4) ist, gilt n = 24m + 8k fiir ein m € Ny, k € {0,1,2}. Nun ist W¢ ein homogenes
Polynom vom Grad 24m + 8k. Mit analoger Argumentation zu (3.12) folgt wegen
Gleason: .
We = Y b;g®" =) *pi, wobei b; € C.
j=0 o

Nun kommen wir zu einer ersten Aussage iiber den minimalen Abstand solcher
Codes. Wir bezeichnen im Folgenden mit d den minimalen Abstand eines Codes.

(4.2) Lemma

Die Koeffizienten b; aus (4.1) kdnnen so gewdhlt werden, dass d > 4m +4 gilt. ~ ©

Beweis

Nach (4.1) ist W¢e = Z}n:o b]-q03(m_j )*kpi. Wir zeigen nun, dass die bj so wihlbar sind,

dass Ag = 1und A; = 0 fiir alle 0 < i < 4m + 4. Da C doppelt gerade ist, muss

dies nur fiir alle Vielfachen von 4 gezeigt werden. Aus optischen Griinden setzen wir

X =1und Z = Y*, da dies keinen Einfluss auf die Aussage hat. Weiterhin lassen wir

beliebige k € INy zu, da die Lange aus (4.1) dies zuldsst und die Aussage dadurch

im Folgenden trotzdem erhalten bleibt. Dann gilt:
¢p=1+14Z+Z%und p = Z(1 - Z)*.

Wir zeigen nun per Induktion iiber m, dass es zu jedem m € Ny Koeffizienten

by, ..., by € C gibt, sodass fiir alle k € INj gilt: W =1 +04...+0+czZm™ 1+ .

(IA) Sei m = 0. Dann gilt fiir k € INo:
0 . .
We = Zb]-go3(0_])+kp] = bo(pk 0= bogok = bo(1414Z + 7%k
j=0
= bo(1+ 14kZ + Terme hoherer Ordnung).
Wir setzen by = 1 und erhalten das Gewiinschte.

(IS) (m — m+1) Fiir k € Ny gilt:

m—+1

W = Z b 90 3(m+1— ]+kp] Zb (P 3(m+1— ])+kp]—|-b qokpm—i—l
j=0 j=0
m
Z k+3)p] by q)kpm+1
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Nach Induktionsvoraussetzung existieren by, . .. b, € C, sodass gilt:
$p=1+0+4...+0+cZ™! + Terme hoherer Ordnung.

Des Weiteren erhdlt man durch Ausmultiplizieren:

k,m+1 _ Zm+1

Q°p + Terme hoherer Ordnung.

Nun setzen wir by, 11 = —c und erhalten das erwiinschte Resultat.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass eine Wahl von Koeffizienten gibt, sodass
Ao =1und A; = 0 fiir 0 < i < 4m + 4 gilt. Damit folgt die Behauptung. [

Nun halten wir eine weitere Aussage tiber 4 fest.

(4.3) Satz
Fiir C wie in (4.1) gilt Agy,14 # 0. Genauer gilt:

@)
n\ (b5m—2 4dm + 4
Agpis = (5)(m—1)/( 5 ), falls n = 24m,

(i)

I
(5m)! 2 falls n = 24m + 8,

Agmra = %”(” —1(n—2)(n— 4)m

(iii)

I
(5m +2)! falls n = 24m + 16.

3
A = 5nn = 2) o

Der Beweis dazu erfordert Theorie, die wir noch nicht zur Verfiigung haben (unter
anderem die der Designs, welche im nichsten Vortrag kommt) und sprengt den
Rahmen dieses Vortrags. Er ldsst sich nachlesen in Kapitel 19, Abschnitt 5 von [2].

Nun kommen wir zu der eigentlichen Definition extremaler Codes.

(4.4) Definition
Sei C C IFj ein Binédrcode wie in (4.1). Dann heifst C extremal, falls d = 4m + 4 gilt.
Der zugehorige Gewichtszdhler Wc heifst dann extremaler Gewichtszéhler. o

Nun betrachten wir einige Beispiele.
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(4.5) Beispiel
(i) Sein =24,d.h.m =1,k = 0. Dann gilt Ag = 759. Dies haben wir bereits in (2.7)
gesehen. Im nédchsten Vortrag wird gezeigt, dass ein extremaler Code der Lange
24 existiert und durch den erweiterten Golay-Code G eindeutig bestimmt ist.

(ii) Fur n = 48, dh k = 0,m = 2 folgt mit der Formel, dass Aj; = 17296 ist,
d.h. falls ein extremaler Code der Lange 48 existiert, hat er 17296 Worter mit
minimalem Gewicht.

(iii) Fir n = 72, dh k = 0,m = 3 folgt mit der Formel, dass Ajs = 249849 ist,
d.h. falls ein extremaler Code der Linge 48 existiert, hat er 249849 Worter mit
minimalem Gewicht. ©

Wir beenden den Abschnitt mit der Bemerkung, dass gezeigt werden kann, dass
Apyg < 0 fiir n = 24m hinreichend grof3 (etwa bei n = 3720) gilt. Daraus folgt, dass
extremale Codes nur fiir endlich viele Langen existieren konnen. Fiir n < 64 ist die
Existenz bekannt sowie fiir einige n > 72. Fiir n = 72 ist die Existenz unbekannt.
Vergleichbare Aussagen kann man auch {iiber Gitter treffen, indem man extrema-
le Gitter betrachtet. Dies wird im Vortrag tiber extremale Gitter und Codes weiter
ausgefiihrt.
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