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§ 1 Wurzelsysteme in geraden unimodularen Gittern

(1.1) Definition
Zu einem irreduziblen Wurzelgitter I' C R"™ definieren wir die Coxeter Zahl

_|R(D)|

h:

als die Anzahl der Wurzeln in I durch die Dimension n.

(1.2) Bemerkung

Sei I' C R"™ ein gerades unimodulares Gitter und P ein Polynom mit sphérischen Ko-
effizienten in n Varibalen mit deg(P) = r. Dann ist Jr p eine Modulform vom Gewicht
5 + 7 und eine Spitzenform, falls r > 0 gilt.

(1.3) Lemma
Sei I' C R™ ein gerades unimodulares Gitter und n € {8,16,24}. Dann gilt fiir ein fixes

y e R”
Z (x-y)2—< Z w2>%20.

rel:x2=2r zelx2=2r

Insbesondere gilt die folgende Gleichung fiir die Wurzeln in I':

S P =2l -y (1)

z€l's

(1.4) Folgerung
Sei I' C R” ein gerades unimodulares Gitter und n € {8,16,24}. Dann gilt fiir das
Whurzelsystem 'y entweder T'y = () oder (I'y) = R™.

Es bezeichne von nun an (I'y)z das von I'y aufgespannte Wurzelgitter.

(1.5) Folgerung
Sei I' C R™ ein gerades unimodulares Gitter und n = 8,16, 24. Dann haben alle irredu-
ziblen Komponenten des Wurzelgitters (I's)z dieselbe Coxeter Zahl, ndmlich h = £[Ty|.
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(1.6) Lemma
Sei ' € R?*. Ist 'y # 0, so besitzt das Wurzelsystem I'y in R?* die folgenden Eigenschaf-
ten:

(i
(ii
(iii) |Ty| = 24h.

) rang(I'y) = 24,
)

alle irreduziblen Komponenten von I'y; haben dieselbe Coxeter Zahl h,

(1.7) Beispiel
Fir n = 8 gilt (I';)z = Eg und Eg ist das einzige gerade unimodulare Gitter in R®
(Ebeling Proposition(2.5)).
Fiir n = 16 und T’ C R'® ist 9 eine Modulform vom Gewicht 8. Da M = C|Ey, Eg| gilt,
ist Jp = E2. Folglich ist |T'y| = 480 und die Coxeter Zahl ist h = 30. Es gilt (I';) = R!¢
also

(FQ)Z = Eg + Eg oder (FQ)Z = Dlﬁ.

Dies sind die beiden einzigen Méoglichkeiten in RS,

(1.8) Lemma

Sei I'y ein Wurzelsystem in R?*. T'y erfiille die Bedingungen (i) - (iii) in (2.5), dann ist
I's isomorph zu einem der folgenden 23 Wurzelsysteme:

24A1,12A5,8A3,6A 4, 4A¢, 3Ag, 2A 15, Agy, 61Dy, 4D¢, 3Dg, 2ID19, Doy, 4E¢, 3Eg, 4A54+Dy, 2A7+
2D, 2A9 + D, A1s + Dy, Eg + D6, 2E7 + Do, E7 + Ay7, Eg + D7 + Ay

(1.9) Folgerung
Sei I' € R?** ein gerades unimodulares Gitter. Dann gilt entweder I's = @ oder I'y ist
eines der 23 in (1.8) aufgelisteten Wurzelsysteme.
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Wir ordnen jedem irreduziblen Wurzelsystem I'y # Eg ein Tripel (T(T'5) = (I'3)% /(Dy)z, G(I') =
Aut(Ty) /W (T3), Ip, () = min{y? : y € I7 .7 = x € T(T'3)}) zu, wobei G(I'y) auf T(T,)
operiert und Ir, eine R-wertige, G(I'y)-invariante Léangenfunktion auf 7'(I'y) ist. Im Ein-
zelnen ist dieses Tripel wie folgt definiert:
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| Ty [Ty | G(I'y) | In,
A | Z/Gi+1)Z o éz (k) = k(i +1— k)G + 1)
Dpgz | 5oy, Z/4Z =5 Co %Z;;;i(d?’)_jM
1(0) =0
Es |Z/3Z C I(1) = 1(2) = 4/3
1(0) =0
E, |Z/2Z 1 1) 3/2
nly T(To)™ G(Ty)" x S, Uz, ooy y) = >y Uay)
>l | T(Te) = @, T(nil%) Ga) =[[,Gnil) | L=3 bur,

(2.1) Definition

Eine Untergruppe A < T(I'y) nennen wir gerade und selbstdual, falls |A|* = |T(T;)]| gilt
und I, nur gerade ganze Werte > 2 auf A — {0} annimmt. Solche Untergruppen nennen
wir auch Codes.

(2.2) Lemma
Sei I'y ein Wurzelsystem von Rang n. Dann gibt es eine Bijektion zwischen Klassen
gerader unimodularer n-dimensionaler Gitter (bis auf Isomorphie) mit einem zu I'y iso-

morphen Wurzelsystem und den Bahnen gerader, selbstdualer Untergruppen A < T'(T'y)
unter G(I'y).

(2.3) Beispiel

Sei I'y = nA;. Dann ist T'(I'y) = (Z/2Z)" = F5 und G(I'3) ist isomorph zu S,. [ ist
in diesem Fall gegeben durch i(z) = I(21, ..., #,) = swt(x), wobei wit(z) das Hamming-
gewicht bezeichne. Eine gerade, selbstduale Untergruppe ist ein binérer, selbstdualer,
doppelt gerader Code mit Minimalabstand > 8. Demnach ist das Problem gerade, un-
imodulare n-dimensionale Gitter mit Wurzelsystem nA; zu klassifizieren dquivalent zu

dem Problem solche Codes zu klassifizieren.

(2.4) Beispiel

Sei I'y = nAs,. In diesem Fall gilt (') = Fy, G(T'2) = Cy x Sy, l(z) = 2 [{z; : x; # 0}].
Wie oben ist das Problem 2n-dimensionale Gitter mit Wurzelsystem nA, zu klassifizieren
dquivalent zu dem Problem ternére, selbstduale Codes mit Minimalabstand > 3 zu
klassifizieren.
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§ 3 Die Klassifikation der geraden unimodularen
Gitter in Dimension 24

(3.1) Satz
Bis auf Isomorphie gibt es genau 24 gerade, unimodulare Gitter in R?*. Jedes dieser Git-

ter ist eindeutig durch sein Wurzelsystem bestimmt, wobei die moglichen Wurzelsysteme

in (1.9) aufgelistet sind.



