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Setup

» A = D"*™ einfache Q-Algebra

» D Divisionsalgebra mit Zentrum K

» K ein algebraischer Zahlkérper

» Zxk Ring der ganzen Zahlen in K

» V die unendlichen Stellen von K

> Vi:={p|0+# o <prim Zx } die endlichen Stellen von K
> Sp=A{p1,-- 0} C Vs

> §:=S5rUVe

> Zk,s :={a € K |||a||l, < 1flralle p & S} S-ganze Zahlen
» A eine Zx-Ordnung in A.

> Ag ' =Zrgs®A

Satz (Borel, Serre, 1962-1975)

Die Einheitengruppe von As ist endlich prasentierbar.
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» mit endlichem Punktstabilisator



Der Beweis von Borel und Serre

Satz (Borel, Serre 1962-1975)

Die Einheitengruppe von A ist endlich prasentierbar.

» Die Einheitengruppe A% operiert auf lokal endlichem zellularen Komplex

> X =Xoo X X, X ... x Xy,

» mit endlichem Punktstabilisator

» X, = Bruhat-Tits Gebdude der p;-adischen Gruppe SL(A,,).

» X konstruiert als homogener Raum nach der maximal kompakten
Untergruppe von SL(A)

» Allgemeine Theorie: Endliche Prasentation aus dieser Operation
berechenbar.
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A* =75 = pux x 2"~ (Dirichletscher Einheitensatz)
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Beispiele

» A = K algebraischer Zahlkérper, A = Zk, Sy = 0,
A* =75 = pux x 2"~ (Dirichletscher Einheitensatz)
> A=D= () = (Ligik=ij| = =k = -1)q
definite rationale Quaternionenalgebra, A = (1,1, j, k)z.
Sy =0= A* = (i,j) = Qs endlich.
Sy # @ = Chinburg etal: Kongruenzuntergruppenproblem
> A= QQXQ-

SLQ(Z):(S:( 7 é)T:(é 1)|SQ:(ST)3:71>

Q
A= (1,i,3(1+i+1j), 5(j +ij))z Maximalordnung.

:%< 3—13\/5 \/51le >’b:( 3—\/35\/5 \/—ijil >’t:b_a+1'

Dann A* = {(a,b,t | a® = b® = atbt = —1)

S A=D =005 = (%) = (Lijk=ij|i® =25 =3,

a
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» neN
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Das Kongruenzuntergruppenproblem

» neN
> As[n] — A5 — (As/nAs)™ (endliche Gruppe)
» Ag[n] ist ein Normalteiler in A% von endlichem Index

Definition

Eine Untergruppe U von A hei3t Kongruenzuntergruppe, falls es ein n € N
gibt mit Ag[n] C U.

Die Algebra A hat die Kongruenzuntergruppeneigenschaft fir S, genau dann
wenn jede Untergruppe U von endlichem Index in A§ eine
Kongruenzuntergruppe ist.

Vermutung (Serre, 1970)

A hat die Kongruenzuntergruppeneigenschaft fir S genau dann wenn

Rk (SL(A ZRk (SL(Ag;)) + > Rk(SL(A

vEV

und Rk(SL(A,,)) > 0 fur alle 3.



Q2*? hat nicht die Kongruenzuntergruppeneigenschaft

Idee
G endliche einfache Gruppe, keine Faktorgruppe von SLz(Z/nZ).

1—>N<—>SL2(Z)f»G—>1

Dann ist N keine Kongruenzuntergruppe.



Q%*? hat nicht die Kongruenzuntergruppeneigenschaft

Idee
G endliche einfache Gruppe, keine Faktorgruppe von SLz(Z/nZ).

1—>N<—>SL2(Z)—W»G—>1

Dann ist N keine Kongruenzuntergruppe.

SL2(Z) = (S,8T | §* = (8T)* = —1)

G = (z,y) mitz® =¢* = 1.

¢ :SLe(Z) = G, S — z,(ST) — y Gruppenepimorphismus. N :=Kern(y)
keine Kongruenzuntergruppe.

Es gibt viele solche endliche Gruppen G.

Z.B. G = J; hat Standarderzeuger der Ordnung 2 und 3.

S = {00}, Rkg(SLa(Q)) = Rk(SLy(R)) = 1 < 2

Das Beispiel bestatigt also Serre’s Vermutung.



Q, 3 hat nicht die Kongruenzuntergruppeneigenschaft

Idee
G endliche einfache Gruppe, keine Faktorgruppe von SLz(Z/nZ).

15N A S5 1

Dann ist N keine Kongruenzuntergruppe.

A Max.Ord. in Qz 3. A* = (a,b,t | a® = b* = atbt = —1)

Satz

Wihle G = J; = (z,y) mit 2> = 3® = 1. Setze z := (xy)3z. Dann ist z das
einzige Element von J; mit yzzz = 1.

p: AN = Ji,a— y,b— z,t— 2

Gruppenepimorphismus. Kern(y) keine Kongruenzuntergruppe.

S = {oo}, Rks(SL2(Q)) = Rk(SL2(R)) =1 < 2

Das Beispiel bestétigt also Serre’s Vermutung. Um ein Gegenbeispiel mit
dieser Algebra zu finden, miissen wir also Sy # () wéhlen.



Berechne Prasentation von A%

Teil | far Sy = 0, Braun, Coulangeon, N., Schénnenbeck (2015)

>
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Operation von A* auf X .

Berechnet Prasentation von A*.

LAst Wortproblem in gegebenen Erzeugern.

Benutzt Voronois Algorithmus zum Berechnen lokal dichtester Gitter.
Lauft gut fir kleine Beispiele, dimg(A) < 9.

Fir Quaternionenalgebren besser als Magma (5 Min. versus 1 Tag)
Erster verfigbarer Algorithmus flr Divisionsalgebren vom Index 3.



Berechne Prasentation von A§
Teil | far Sy = 0, Braun, Coulangeon, N., Schénnenbeck (2015)

» Operation von A* auf X.

» Berechnet Prasentation von A*.

» Lost Wortproblem in gegebenen Erzeugern.

» Benutzt Voronois Algorithmus zum Berechnen lokal dichtester Gitter.
» L&uft gut fir kleine Beispiele, dimg(A) < 9.

» Fir Quaternionenalgebren besser als Magma (5 Min. versus 1 Tag)
» Erster verfuigbarer Algorithmus fir Divisionsalgebren vom Index 3.

Teil Il fir Sy = {p1,...,ps}, Coulangeon, N. (in Vorbereitung)

» Operation von A™ auf X, x ... x X, .
» Punktstabilisatoren A* fir geeignete Ordnungen A.
» Idee: Chinburg et al (2014):

A= (1) = Rks(A) = IS5 - {2}]

X, ist Baum, Stabilisatoren endlich.



Teil | far Sy = 0: Voronoitheorie
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» A — Ar := A ®q R ist halbeinfache reelle Algebra, also isomorph zu
direkter Summe von Matrixringen Uber R, C und H.
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v

A = D"*" einfache Q-Algebra

» A — Ar := A ®q R ist halbeinfache reelle Algebra, also isomorph zu
direkter Summe von Matrixringen Uber R, C und H.

Also tragt Ag eine “kanonische” Involution z — T

¥ = Sym(Ar) := {F € Ar | F' = F'} symmetrische Elemente.
(=, =) : Ex ¥ =R, (F1, F2) == trace(F1 FJ).

(%, (=, —)) Euklidischer Raum.

Achtung: Im Allgemeinen ist AT # A.
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Teil | far Sy = 0: Voronoitheorie

» A =D"*" einfache Q-Algebra

» A — Ar := A ®q R ist halbeinfache reelle Algebra, also isomorph zu
direkter Summe von Matrixringen Uber R, C und H.

Also tragt Ag eine “kanonische” Involution « —

¥ = Sym(Ar) := {F € Ar | F' = F'} symmetrische Elemente.
(=, =) : 2 XX =R, (Fi, Fy) := trace(F1 Fy).

(3, (=, —)) Euklidischer Raum.

Achtung: Im Allgemeinen ist AT # A.

v

v

v

v

v

Positive Formen

v

Sei V = D'*" der einfache A-Rechtsmodul, V& = V ®g R.
> .TEVR=>.CET£EEE.
» F € X heiBt positiv falls F[z] > 0 flr alle 0 # = € Vk.

Flz] := (F,z'z) = trace(Fa'z) = trace(zFz') > 0

v

Xoo lebt auf 220 = {F € X | F positiv }



Gitter und perfekte Formen

» Sei O eine Zk-Ordnung in D und L ein O-Gitter in dem einfachen A
Modul V.

» A := Ende(L) ist eine Zx-Ordnung in A mit Einheitengruppe
A" :=GL(L)={a€ A|aL =L}
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» Sei O eine Zk-Ordnung in D und L ein O-Gitter in dem einfachen A
Modul V.

» A := Ende(L) ist eine Zx-Ordnung in A mit Einheitengruppe
A" :=GL(L)={a€ A|aL =L}
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Gitter und perfekte Formen

» Sei O eine Zk-Ordnung in D und L ein O-Gitter in dem einfachen A
Modul V.

» A := Ende(L) ist eine Zx-Ordnung in A mit Einheitengruppe
A :=CL(L)={a € A|aL = L}.

L-minimale Vektoren

Sei F' € ©>° (positive Form).

w(F) := pr(F) =min{F[{] | 0 # ¢ € L} heiBt das L-Minimum von F
Mr(F):={¢e L| F[{] = p(F)} die Menge der L-minimalen Vektoren
Vorr(F) := {3 e, (r) 2% | az > 0} C £=° Voronoi Bereich

F heiBt L-perfekt < dim(Vorz (F)) = dim(X).

v

v

v

v

Hauptsatz

T := {Vor,(F) | F € £7°, L-perfekt }

ist eine exakte lokal endliche polyedrische Pflasterung des Kegels 2=°.
A* operiert auf 7 mit endlich vielen Bahnen.



Erzeuger fir A*

> Vertretersystem R := {F1,..., F,} der A*-Bahnen L-perfekter Formen.

> Fir alle Nachbarn F' der F; (codim(Vor(F") N Vor(F;))= 1) berechne
gr € A" mitgr - F € R.

» Dann A™ = (Aut(F}), gr | Fi € R, F Nachbar eines F; € R).



Erzeuger fir A*

> Vertretersystem R := {F1,..., F,} der A*-Bahnen L-perfekter Formen.

> Fir alle Nachbarn F' der F; (codim(Vor(F") N Vor(F;))= 1) berechne
gr € A" mitgr - F € R.

» Dann A™ = (Aut(F}), gr | Fi € R, F Nachbar eines F; € R).

A* = (Aut(F1), Aut(F>), Aut(Fs), a,b,c,d, e, f).



Ein Beispiel Q3.

» A=D=0Qy3= (2©3) =(i,j|i>=2,52=3,ij = —ji)o
» Maximalordnung A = (1,4, (14 i+ ij), 3(j + ij))z
» V=A,L=A,A=Ends(A).

» A — Ar = R**2 durch

i+ diag(V2, —V/2), j — ( g (1) )



Ein Beispiel Q3.

v

A=D =005 = (%) = (i,j | =25 = 3,ij = —jike
Maximalordnung A = (1,4, 2 (1 4+ i +i5), 2 (j + ij))z

V =A,L=A,A=Enda(A).

» A — Ar = R?*2 durch

i diag(vV2, —V2), j ( g (1) )

v

\4

Drei perfekte Formen:

b= <2 —1\/52 71\@) Fa = (6 723\/52 +2ﬂ>

Fy = diag(—3v2 +9,3v/2 + 5)

v

v






A*/(£1) = {a,b,t | a3, b2 atbt), A = Qo5




A* = (a,b,t | a® =b* = atht = —1), A 2 Q3

“:%< 3—13\/5 ﬂ1+1 )
bz(:aj/:i/i \/i};)

t_1<2x/§+1 \/§+1>
T2\ 3-3vV2 1-2v2

Es gilt
» t =b— a+ 1 hat Minimalpolynom p; = 2® + = — 1 und
> (a7 b>/<:|:1> = Cg * CQ = PSLz(Z)



Die Pflasterung fir Qa3 — Q[v/3]2*2.




Eine rationale Divisionsalgebra von Index 3

v

0 =C+ ¢ (o) = Gal(Q(9)/Q),
A die Q-Algebra erzeugt von

Y 0 1 0
Z = o(9) undII:=( 0 0 1 |.
[0 ) (8 )

A Divisionsalgebra mit Hasse-Invarianten  bei 2 und 2 bei 3.

v

v

v

v

A Maximalordnung in A
» I := A* hat 431 Bahnen von perfekten Formen und Préasentation
I'2{a,b| b*a?b ta™H? b %@ b 1)%ab %a®b3,
ab’a'b*a"%bab®, a*bab"2ab~(a72b)?,
a '0?a a5 2073,
672 72b71a71b71a72b71a71b72(a71b71)3>
(1-3Z—-2%) + 2+ 2>+ (1 — Z*)11?),
(

1
=3
b—g (=3-2Z+ 7%+ (1 —22)1+ (1 - ZH11?).



Quaternionenalgebren tber CM Kdrpern

K CM-Kérper und A = Q ® K mit Q definite rationale Quaternionenalgebra.
1: 00K =00 K;a®k—a®k
ist eine positive Involution auf A.

K = Q+/—7], Jespers, Corrales (2004)

> A= (ﬁ) = (1,4, 4, k)g[/=7, A Maximalordnung
» nur eine Bahn perfekter Formen

> A* = (a,b|b®=—1,(b""a " ba)? = -1, (b%a"?)% = —1)

> 0= 3((L+VT) ~ A+ Vi + (VD  + (3= VEDR),
= (144 —3j + V=Tk)



Quaternionenalgebren Uber imaginar quadratischen Kérpern

A= (_1’_1), k=0(/=d)

k
d perfekte | Laufzeit | Laufzeit Anzahl
Formen | Voronoi | Présentation | Erzeuger

7 1 1.24s 0.42s 2

31 8 6.16s 0.50s 3

55 21 14.69s 1.01s 5

79 40 28.74s 1.78s 5

95 69 53.78s 2.57s 7

103 | 53 38.39s 2.52s 6

111 | 83 66.16s 3.02s 6

255 | 302 323.93s | 17.54s 16




Quaternionenalgebren tber Q(1/—7)

a,b
= (%)
a,b perfekte | Laufzeit | Laufzeit Anzahl
Formen | Voronoi | Prasentation | Erzeuger

—-1,-1 1 1.24s 0.42s 2
—1,-11 20 21.61s 4.13s 6
—11,—-14 | 58 51.46s 5.11s 10
—1,-23 184 179.23s | 89.34s 16
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Teil Il Sy # (), Gebaude

S =V USs, Sy ={p1,...,0s}

Borel, Serre: A% ist endlich prasentiert.

Treue Operation auf lokal endlichem polyedrischen Komplex
X=X XXy, X ... %X Xg,

X~ = Voronoikomplex L-perfekter Formen in £>°.

Xy, = Bruhat-Tits Gebaude der p;-adischen Gruppe SL(A,, ).



Teil Il Sy # (), Gebaude

S =V USs, Sy ={p1,...,0s}

Borel, Serre: A% ist endlich prasentiert.

Treue Operation auf lokal endlichem polyedrischen Komplex
X=X XXy, X ... %X Xg,

X~ = Voronoikomplex L-perfekter Formen in £>°.

Xy, = Bruhat-Tits Gebaude der p;-adischen Gruppe SL(A,, ).

Vereinfachende Annahme

» K =Q, s =1, p1 = pZ, p unverzweigt in D.
» As=A[1]={ac A|p'ac Afireini}.
» Vervollstandigung: A, = Q, ® D™*" = Qp**"d.

> SL(-A;D) = SLnd(@p)-



Das Gebaude von SL,,(Q,)

Vp, = Qp" einfacher A,-Modul.

L ein Z,-Gitter in V,,

[L] := {p'L | i € Z} Homothetieklasse von L.

Xp: m — 1-dimensionaler simplizialer Komplex mit
Eckenmenge (0-Simplizes) X := {[L] | L Gitterin V,,}

([L1], .., [Lx]) € X* bilden einen k — 1 Simplex, genau dann wenn nach
Umordnung Gitter M; € [L;] existieren mit

v
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TeilrAumen von L/pL = F}".



Das Gebaude von SL,,(Q,)

Vp, = Qp" einfacher A,-Modul.

L ein Z,-Gitter in V,,

[L] := {p'L | i € Z} Homothetieklasse von L.

Xp: m — 1-dimensionaler simplizialer Komplex mit
Eckenmenge (0-Simplizes) X := {[L] | L Gitterin V,,}

([L1], .., [Lx]) € X* bilden einen k — 1 Simplex, genau dann wenn nach
Umordnung Gitter M; € [L;] existieren mit

v

vy vV v Vv

v

...DM1DM2:)...:)MkDpM1D...

Die Nachbarn von [L] in X,, stehen in Bijektion zu den nicht-trivialen
TeilrAumen von L/pL = F}".

» Wahle Basis so dass Lo = Z;"' invariant unter A

> Ist B € GL,,(Qp) mit BLo = L, so hei3t v,(det(B)) € Z/mZ der Typ
von [L].

> SL,»(Qy) operiert auf X mit dem Typ als trennender Invariante.



Prasentation der S-Einheitengruppe

Hauptsatz

> A = A[%] operiert simplizial auf X,, mit endlich vielen Bahnen.
> Zis =Z[3]* = {1,-1} x {p’ | i € Z} = Z(A}) operiert trivial.
> StabAg (Lo) = A"

> StabAg([Lo]) =A"x {pi | RS Z}.



Prasentation der S-Einheitengruppe

Hauptsatz

v

% = A[L] operiert simplizial auf X, mit endlich vielen Bahnen.
p
ks = 251" ={1,-1} x {p' | i € Z} = Z(A%) operiert trivial.

StabAg (Lo) = A*.
StabA’é([Lo]) =A" x {pi ‘ 1€ Z}.

v

v

v

Prasentation

» Vertretersystem R := {[L4], ..., [Ls]} der A3-Bahnen auf X
» FUr alle Nachbarn [L] der [L;] berechne gz, € A5 mit gz, - [L] € R.
» Dann

A5 = (Z(A5), Stabay (Li), gz | [Ls] € R, [L] Nachbar eines [L;] € R).

v

Préasentation, da wir in den Punktstabilisatoren A* das Wortproblem
I6sen kénnen.



Ein Beispiel

A =D = Qs 3 und A wie eben die bis auf Konjugation einzige
Maximalordnung in D.

A*/{£1} = (A, B | B*,(A*B)?)
A ist Rechts-Hauptidealbereich
ALY /ZL) = (A,B.Cy)
p p ) y P

wobei C,, € A ein Element der Norm p.
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Ein Beispiel

A =D = Qs 3 und A wie eben die bis auf Konjugation einzige
Maximalordnung in D.

A* {1} = (A, B| B®,(A*B)?)
A ist Rechts-Hauptidealbereich
ALY /ZL) = (A,B.Cy)
p T
wobei C,, € A ein Element der Norm p.
(CA72C)3’ (617114QCV711472)27
1 CATIC1A2C T A~IC~ Y ACA™IC A, >

RS
A[g] /(Z[g} ) - <A,O | CABCA_IC_lAQC_lAC_lAQC_lA_l,
(CAT'CACA2CA™I(C)?

1 1 B3, (A’B)?,CBA™'CAB™'A™?,
A[?]*/(Z[?}*): <A,B7C| CA’BA 2CABA,CB 'A"'BABC ‘B!, >
CB™'AC™'A’B~'AB



Berechne Prasentation von A§

Teil | far Sy = 0, Braun, Coulangeon, N., Schénnenbeck (2015)

| 2

Operation von A* auf X .

Voronoi-Algorithmus, perfekte Formen, Isometrien von Gittern
Berechnet Prasentation von A*.

Lést Wortproblem in gegebenen Erzeugern.

Lauft gut fir kleine Beispiele, dimg(A) < 9.

Fir Quaternionenalgebren besser als Magma (5 Min. versus 1 Tag)
Erster verfugbarer Algorithmus flr Divisionsalgebren vom Index 3.

Teil Il fir Sy = {p1,...,ps}, Coulangeon, N. (in Vorbereitung)

>

>

>

Operation von A* auf X, X ... x X, .
Punktstabilisatoren A* fir geeignete Ordnungen A.
Zusétzliche Erzeuger: Elemente mit Norm []7_, e in A.



