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Glossar

G’ Kommutatorgruppe

[v,y] =2ty lay
Q1(G) Menge der Elemente der abelschen p-Gruppe G der Ordnung < p

< echte Untergruppe

C echte Teilmenge

N echter Normalteiler

v1%  die von v auf G induzierte Klassenfunktion

vlg  die Einschrankung der Abbilung v auf H

K" = KY™" fiir einen Kérper K und einer natiirlichen Zahl n
Fixy; Menge der Fixpunkte der Matrix M



Einleitung

In dieser Diplomarbeit beschéftigen wir uns mit der Frage, welche gruppentheore-
tischen Eigenschaften endliche p-Gruppen mit einem tensor-zerlegbaren Charakter
besitzen. Ein irreduzibler Charakter heifit tensor-zerlegbar, falls er das Produkt zwei-
er nichtlinearer, irreduzibler Charaktere ist.

Desweiteren baut die Diplomarbeit auf jener von D. Ritter auf. In dieser hat sie eine
Gruppe der Ordnung p° fiir p € P\ {2,3} mit einem tensor-zerlegbaren Charakter
konstruiert. Die Existenz eines tensor-zerleghbaren Charakters wurde dort konstruk-
tiv bewiesen. Zunéchst haben wir im Kapitel 2 die Konstruktion von D.Ritter fiir
Gruppen der Ordnung p"” mit n > 6 und p € P geeignet verallgemeinert.

Ausgehend hiervon haben wir uns iiberlegt, ob man die Beweisidee fiir die Existenz
eines tensor-zerlegbaren Charakters in der konstruierten Gruppe ausnutzen kann,
um allgemein fiir Gruppen der Ordnung p°® dquivalente, gruppentheoretische Eigen-
schaften zu finden.

Anschliefend haben wir versucht auch fiir allgemeinere p-Gruppen dquivalente Be-
dingungen zu finden. Insofern wurde das erste Kapitel chronologisch von hinten nach
vorne geschrieben.

Unsere Bemiithungen miinden schliefllich im Satz 1.7. Dabei ist zunéchst zu beach-
ten, dass p-Gruppen ebenfalls M-Gruppen sind und somit ein tensor-zerlegbarer
Charakter v einer p-Gruppe die Form

v =915 A

hat, wobei o, A lineare, irreduzible Charaktere der Untergrupen U bzw. V sind.

Die Hauptaussage dieses Kapitels ist Satz 1.7, der im Wesentlichen den Spezialfall
behandelt, in der U und V' Normalteiler von G sind und U vom Index p in G ist. In
diesem Satz werden gruppentheoretische, dquivalente Aussagen zur Existenz eines
tensor-zerlegbaren Charakters angegeben.

Weiter geben wir notwendige und zugleich hinreichende Bedingungen fiir die Exi-
stenz eines tensor-zerlegbaren Charakters vom Grad p? in einer endlichen p-Gruppe
an.

In den letzen beiden Kapiteln bestimmen wir alle Gruppen der Ordnung p® fiir
p € P\ {2} mit einem tensor-zerlegbaren Charakter. Dafiir greifen wir auf die Cha-
rakterisierung von p-Gruppen der Ordnung p® von Rodney James zuriick. In dieser
Charakterisierung werden séamtliche Isoklinieklassen und von den Isoklinieklassen



alle darin enthaltenen Isomorphieklassen angegeben. Somit stellt sich die Frage, ob
fiir zwei isokline Gruppen GG und H genau dann G einen tensor-zerlegbaren Charak-
ter hat, wenn H einen besitzt. Dies ist der Fall. Somit konnen Ergebnisse des ersten
Kapitels angewendet werden.

Im letzten Kapitel werden wir die Charaktertafel von jeweils einem gewéhlten Ver-
treter einer Isoklinieklasse mit tensor-zerlegbarem Charakter bestimmen. Da isokline
Gruppen sehr dhnliche Charaktertafeln haben, ist es sinnvoll jeweils nur einen Ver-
treter zu betrachten.

Letzendlich priifen wir, ob die gefundenen tensor-zerlegbaren Charaktere trivial
tensor-zerlegbar (s. Definition 2.6) sind oder nicht.



Kapitel 1

Tensor-zerlegbare Charaktere bei
p-Gruppen

Es sei p eine Primzahl.

Im folgenden Kapitel wollen wir uns mit tensor-zerlegbaren Charakteren endlicher
p-Gruppen beschéftigen. Ein irreduzibler Charakter heifit tensor-zerlegbar, falls er
das Produkt zweier nichtlinearer, irreduzibler Charaktere ist.

Da p-Gruppen ebenfalls M-Gruppen sind, hat ein tensor-zerleghbarer Charakter ~
einer p-Gruppe die Form

v =15 MY,

wobei p, A irreduzible Charaktere der Untergrupen U bzw. V sind.

Die Hauptaussage dieses Kapitel ist Satz 1.7, der im Wesentlichen den Spezialfall
behandelt, in der U und V' Normalteiler von G sind und U vom Index p in G ist.
In diesem Satz werden gruppentheoretische, zur Existenz eines tensor-zerlegbaren
Charakters dquivalente Aussagen angegeben. Danach betrachten wir weitere Spe-
zialfalle, z.B. wenn G’ in U NV enthalten ist. Letzendlich geben wir notwendige
und zugleich hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines tensor-zerlegbaren
Charakters vom Grad p? in einer endlichen p-Gruppe an.

1.1 Definition:

Ein C-Charakter v einer Gruppe G heifit tensor-zerlegbar, falls dieser irreduzibel ist
und zwei nichtlineare, irreduzible Charaktere «, § existieren mit v = « - 5.

5



6 Kapitel 1: Tensor-zerlegbare Charaktere bei p-Gruppen

Die Arbeit basiert auf der Diplomarbeit von D. Ritter!. Darin hat sie u.a. folgende
Resultate erhalten:

e Essei G eine p-Gruppe der Ordnung < p°. Dann existiert kein tensor-zerlegbarer
C-Charakter.

e Fiir alle p € P existiert eine Gruppe der Ordnung p® mit einem tensor-
zerlegbaren C-Charakter.

AuBerdem hat sie fiir Gruppen der Ordnung p® mit tensor-zerlegbaren Charak-
ter gruppentheoretische Eigenschaften abgeleitet. Anschliefend konstruierte sie eine
Gruppe mit u.a. diesen Eigenschaften und bewies, dass diese Gruppe einen tensor-
zerlegbaren Charakter besitzt.

Im Folgenden nehmen wir ihre Beweisideen auf, verallgemeinern diese und zeigen
eine Aquivalenz zwischen bestimmten gruppentheoretischen und darstellungstheo-
retischen Eigenschaften.

1.2 Lemma:

Es seien G eine endliche Gruppe und U,V zwei Untergruppen von G. Weiter seien
¢ € Irre(U) und X € Irre(V) mit p1§ A6 e Irre(G). Dann ist G das Produkt von
Uund V.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus dem Tensorproduktsatz von Mackey.
OJ

Die Idee der folgenden Konstruktion ausgehend von einer p-Gruppe G mit einem
tensor-zerlegbaren Charakter, dessen Grad grofer als p? ist, besteht darin, zu einer

Untergruppe (G iiberzugehen, welche einen dhnlichen Charakter von geringerem
Grad besitzt:

N

LI\
N
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1.3 Satz:

Es sei G eine endliche p-Gruppe und es seien Uy, V; Untergruppen von G mit [G :
U] =p?, [G: Vi] = pund ¢ € Trre(Ur), A € Irre(Vi). Desweiteren sei ¢ 1§, A1
ein irreduzibler Charakter.

Dann existiert ein Normalteiler Uy in G mit U; < Uy < G und ¢ ng ‘A ig;TUQG
Irre(Us), wobei V := Uy N V] ist.

Beweis: Da G eine p-Gruppe ist, existiert ein Normalteiler Uy mit U; < U und

[G . UQ] = Pp.
Bs gilt® nun o1, A% = (0 MUlo) 18, = (0 Mlele) 16,

Nach Lemma 1.2 und den Voraussetzungen ist G das Produkt von U; und V;
und somit gilt ebenfalls UV} = G, woraus wiederum mit dem Satz von Mackey

(A1) Loy = (M th v, ) 12 folgt. Damit ist
(0 - MEule) 16 = (- AL 16 = (0 - AL 152) 18,

und (¢ - ALY, ) 157 ist irreduzibel. Nun gilt aber wiederum?® (¢ - ALy 2,1, ) 1772
= SDT% .)\i“gTUQ und es folgt die Behauptung. U

Das néchstfolgende Lemma gibt eine Charakterisierung der Elemente der Tréagheits-
gruppe eines linearen Charakters eines Normalteilers an. Dies ist insofern interes-
sant, als fiir eine endliche Gruppe H mit Normalteiler () und linearen Charakter
p € Trre(Q) die Aussage p1g € Irre(H) dquivalent ist zu T (p) = Q.

1.4 Lemma:

Es sei H eine endliche Gruppe mit Normalteiler ) und linearen Charakter p €
Irre(Q). Weiter sei h ein Element von H.

Genau dann ist h € Ty (p), wenn [h, Q] C ker(u) ist.

Beweis: Das Element h € H liegt in Ty (1) genau dann, wenn h=! € Ty () ist.
Dies ist genau dann der Fall, wenn u(h~'qh) = u(q) fiir alle ¢ € Q ist. Dies ist
offensichtlich gleichbedeutend mit u(h~tqhq™') = (1) fiir alle ¢ € Q, woraus die
Behauptung folgt. O

2[3], s. problem (5.3)
3[3], s. problem (5.3)
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Wie schon das vorherige Lemma andeutet, werden die Eigenschaften von Elementen
von Kommutatorgruppen zur Bestimmung von Trégheitsgruppen eine entscheidende
Rolle spielen. U.a. gibt das néchste Lemma Eigenschaften dieser Elemente wieder.

1.5 Lemma:

Es sei H eine endliche Gruppe.

(1) Fir k’l, kfg, hl, hg eH gllt
[hiha, k1] = [ha, k1] [he, k1]

sowie

[h17 kle] = [hlu kQ] [hla kl]k2-

(ii) Es seien n € N und hy,...,h, Erzeuger der Gruppe H. Dann ist H' =
([hi,hg]" 3,5 € {L,....,n},i # j,h € H).

(iii) Es sei k € H mit [H, k| C Z(H). Dann sind die Abbildungen
v1: H— [H k],h— [h, k]

sowie

vy H = [k, H], h v [k, ]

Homomorphismen.

(iv) Esseien U,V <H mit U'NV' = {1} und U' CUNV. Weiter seien h e UNV,
uw € U und v € V. Dann gilt [uv, h] = [u, h|[v, h].

Beweis: zu (i):  Man hat

[hiha, ki) = ho'hi ki hahoky = hy 'hi 'k P hakihohy 'k hoky
= [h1, k1]"2[ha, ka).
Desweiteren hat man allgemein fiir h, h’ € H
N R (N e T = e e A = N1 (1.0.1)
Damit ergibt sich
Gl 1.0.1

[P, k1ko) = [k1ko, ha] ™t 2 ([Ky, hl]kz [k2, he]) ™

HE Rl R
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Es folgt die Behauptung.

zu (ii):  Da H’ ein Normalteiler von H und [h;, ;| € H' fir alle i,j € {1,...,n}
ist, gilt ([hi,hj]" | 4,5 € {1,...,n},i # j,h € H)Y C H'. Nach Definition gilt
H' = ([h,W'] | by € H). Mit (i) und der Tatsache, dass hy,...,h, Erzeuger von
H sind und [h;, h;] =1 fiir alle i € {1,...,n} ist, folgt somit H' C ([h;, h;]" | i,j €
{1,...,n},i # j,h € H) und letzendlich die Gleichheit.

2w (iil): i hy,hy € H hat man va(uha) = [k, haha] © [k, o)k, ) P9

[k, ha] [k, h1] = [k, h1][k, ha] = va(h1)va(hse). Man beachte hierbei, dass [H, k| = [k, H]
——

€Z(H)
nach Gleichung 1.0.1 gilt. Analog folgt mit (i), dass v; ein Homomorphismus ist.

zu (iv):  Die Kommutatorgruppe U’ ist als charakteristische Untergruppe des Nor-
malteilers U ebenfalls normal in G und somit gilt [U',V] C U. Da U in UNV
enthalten ist, gilt weiter [U’, V] C [UNV,V] C [V, V] = V’'. Zusammenfassend folgt
also (U, V] CU'NV’ = {1}. Somit ist

(i) v [, vi={1}
[uv, h] = ([u, B])"[v, h] = "="" [u, h][v, A].
——
e’
Es folgt die Behauptung. O

1.6 Bezeichnungen:

Es sei GG eine endliche p-Gruppe. Desweiteren seien V' ein Normalteiler von G vom
Index p und U ein beliebiger, von G verschiedener Normalteiler von G.

Nun betrachten wir einen Spezialfall von Tensorzerlegbarkeit. Der néchste Satz ist
auch der wichtigste dieser Arbeit.

1.7 Satz:
Es gelten die Bezeichnungen 1.6.

Es existieren genau dann lineare Charaktere ¢ € Irre(U) und A € Irre(V) mit
ker(o 1) Nker(A1$) = {1}, so dass das Produkt der induzierten Charaktere 14
A1 ein irreduzibler Charakter von G ist, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:
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(i) UV =G;
(i) U'nV’' ={1}

)
)
(iii) Z(G) ist ein direktes Produkt zweier nichttrivialer, zyklischer Untergruppen;
(iv) Z(G) CcUNV;

)

(v) esexistiert ein W < UNV mit UWNV'W =W und W ist maximal bzgl. der
Eigenschaft Z(G)NW = {1}. Weiter gilt [¢g, UNV]| € W fiir alle g € G\UNV;

(vi) es gilt entweder

(a) U € Z(G) oder
(b) U' C Z(G) und [v, Z(U)] £ W fiir allev e V\UNV.

Beweis: =74

und Lemma 1.2.

zu (i):  Die Behauptung folgt direkt aus den Voraussetzungen

zu (ii):  Da sowohl U als auch V Normalteiler von G und Kommutatorgruppen
charakteristisch sind, gilt ebenfalls U’, V' < G. Wegen U’ C ker(y) hat man somit
U9 = U’ C ker(p) bzw. U’ C ker(p)? fiir alle ¢ € G. Analog gilt V' C ker(\)¢
fir alle g € G und somit U' N V" C (N, ker(¢)? N cq ker(\)9 = ker(p1%) N

ker(A1G) = {1},
Fiir spétere Zwecke benotigen wir die folgenden Aussagen, welche aus den oben
Genannten folgen. Es gilt

Unvycunv ={1} (1.0.2)
und somit ist die Gruppe U NV abelsch. Mit einem analogen Argument folgt

(Z(G) Nker(v)) N (Z(G) Nker(V)) = {1}. (1.0.3)

zu (iv):

Nach dem Satz von Mackey gilt

(@ - Mot 15= (o M) 5= 015 -AT= (et -2 17 = (edgmt” -A() i '
1.0.4

4M1], vel. Thm. 3.2.4
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Insbesondere sind die Charaktere A,V ¥ irreduzibel und somit ebenfalls
MYay und LY. Wegen UNV <V, UNV <U und der Trreduzibilitét der Charaktere
sind Ty (pd8ny) = UNV und Ty (A Yqy) = U NV, Daraus folgt zunéchst, dass U
und V' nicht abelsch sein kénnen, also gilt insbesondere

U, V' £ {1} (1.0.5)

Es sei nun z € Z(G). Wegen G = UV existieren v € U und v € V mit z = uv. Da
v € Te(MGny) ist, gilt u € Te(A ) und insbesondere u € Ty (AY~y) =UNV.
Also ist z = wv € V. Analog zeigt man, dass z € U und somit z € U NV ist. Es
folgt die Behauptung.

zu (ili):  Das Zentrum von G ist abelsch und endlich. Also existiert ein k£ € N, der
Rang der p-Gruppe Z(G), mit Q1(Z(G)) = C, x ... x C, = FF. Nach (iv) ist das
Zentrum von G eine Untergruppe von UNV. Somit kénnen )\igl(z(a»: M (Z(G)) —

{eC|¢?=1}=C,=F, und gpigl(z(c)) als F,-Vektorraumhomomorphismen
aufgefasst werden. Nach Gleichung 1.0.5 sind die Normalteiler U’, V" # {1} und
somit sind {1} # Z(G)NU' C Z(G)Nker(p) und {1} # Z(G)NV' C Z(G) Nker(A).
Wegen (Z(G) Nker(p)) Nker(\) '=* {1} gilt somit nun ker(ALY ,q)) # 2 (Z(G)).
Analog ist ker(yp %%(Z(G))) # 1(Z(G)). Damit sind A igl(Z(G)), © igl(z(c))# 0.
Somit sind dimg, (ker(A])) = k — 1 sowie dimg, (ker(yp])) = k — 1. Folglich hat man
dimp, (ker(A]) Nker(p 1)) > k — 2. Wegen Z(G) Nker(A]) Nker(¢]) = {1} nach
Gleichung 1.0.3 hat man wiederum dimg, (ker(A ]) Nker(p |)) = 0 und somit ist
k = 2. Es folgt die Behauptung.

zu (v):  Es sei W := ker(p) Nker(A). Da ker(p) Nker(A) eine Untergruppe von
UNYV ist, gilt W = ker(e) Nker(A) = ker(p Y.) Nker(\ ). Desweiteren ist
wWc U Wn V' W Cker(p)Nker(\) = W und wegen 1.0.3 gilt Z(G)NW =
~~ ~—
Cher(p)  Cher(\)
{1}.
Wir zeigen nun, dass W eine maximale Untergruppe von U NV bzgl. der Eigenschaft
Z(G)NW = {1} ist. Zuniichst ist Bild(\ ;) eine endliche Untergruppe von C*
und dementsprechend zyklisch. Also ist (UNV)/ker(A|}~y) zyklisch. Analog zeigt
man, dass (U NV)/ker(pY) zyklisch ist.

Desweiteren ist ker(p |)/(ker(yp J) Nker(A ) = (ker(y |)ker(A 1))/ ker(A ]) <
(UNV)/ker(A]) zyklisch. Es sei H := (UNV)/W = (UNV)/(ker(y) Nker(\))
und ¢(H) sei die Frattinigruppe von H. Man beachte hierbei, dass H nichttrivi-
al ist, da Z(G) N W = {1} und der Schnitt vom Normalteiler U NV mit Z(G)
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nichttrivial ist. Zunéchst gilt, dass H/¢(H) eine elementar-abelsche p-Gruppe ist.
Da N; := ker(¢o{Y~)/W zyklisch ist, gilt entweder (N1¢(H))/p(H) = {1} oder
(Mo(H))/p(H) = C,. Analog ist H/(¢(H)N;) isomorph zu {1} oder zu C,, da
H/N, = (UnNV)/ker(pl) zyklisch ist. Zusammenfassend ist H/¢(H) also elemen-
tar abelsch vom Rang < 2. Wir zeigen nun, dass H/¢(H) Rang 2 hat, indem wir
zeigen, dass die Gruppe nicht Rang 1 hat.

Z(G)C
Nach Ungleichung 1.0.5 und der Gleichung 1.0.3 sind {1} # U’ N Z(G) -

ker(p Y /) \ ker()\) sowie {1} # V' N Z(G) C ker(Alg~y) \ ker(p).

Somit ist (U'NZ(G))W/W # 1 und analog (V' N Z(G))W/W # 1. Desweiteren gilt
wegen W C ker(p), ker(\), dass

U'NZG@)YW/WnV'NZ(G)W/W C ker(pluny)W/W Nker(Adyry)W/W
= (ker(p) Nker(A))/W =1

ist. Falls nun H/¢(H) Rang 1 hitte, dann wire H zyklisch® und damit Q,(H) = C,,.
Dementsprechend wire Qy(H) = O (U' N Z(G))W/W) = Q (V' N Z(G))W/W),
was wiederum (U'NZ(G))W/W N (V' N Z(G))W/W = 1 widersprache. Folglich ist
der Rang von H/¢(H) = 2 und damit auch der Rang von Q(H), da H abelsch ist®.
Es folgt Q,(H) = Q1(Z(G))W/W mit (iii).

Es sei nun W eine beliebige Obermenge von W in U NV mit Z(G) N W = {1}
Nun betrachten wir H; := W /W < H. Falls Hy nichttrivial ist, existiert ein w € W
mit 1W # oW € Q(Hy) < O (H) = U (Z(G))W/W. Weiter existieren 1 # z €
Q0 (Z(G)) C Z(G), w e W C W mit @ = 2w und folglich ist z € Z(G) N W. Dies
widerspricht aber W N Z(G) = {1}. Somit sind H; = 1 und W = W. Also ist W
maximal beziiglich den Eigenschaften W N Z(G) = {1} und W <UNV.

Wir benotigen nun die

Hilfsbehauptung: Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) [¢UNV]Z W fiir alle g € G\ (UNYV),

(i) [u,UNV] Z W firalleuw € U\ (UNV) und [v,UNV] Z W fur alle v €
VAN{UNV).

Beweis: =" Klar.
—_ 7

5[5], s. Satz I11 3.15
6[5], s. Satz V 6.4
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,<=" Esseig e Gmit[g,UNV] C W. Dann lasst sich wegen G = UV das Element
g schreiben als g = wv mit w € U und v € V. Es sei h € U NV. Wegen

U:UnNnV]=0V:V]=[G:V]=p (1.0.6)

ist die Kommutatorgruppe von U eine Untergruppe von U NV. Mit Lemma 1.5 (iv)
gilt somit [uv, h] = [u, h][v, h].

Wegen [¢,U NV] C W gilt [u, h))W = [v,h]7'W € UW NV'W = W fiir alle
h € UNV. Somit gilt [u,U NV] C W und [v,U NV] C W. Nach Voraussetzung
folgt nun w € UNV und v € UNV. Also ist ¢ = uv € U NV und es folgt die
Hilfsbehauptung.

Es sei nun v € U mit [u,U NV] C W = ker(\) Nker(¢) C ker(A). Nach Lemma

1.4 ist dies dquivalent zu u € Ty (A Gny) ALY NV. Alsoistue UNV. Analog

zeigt man, dass alle v € V mit [v,U N'V] C W Elemente von U NV sind. Mit der
Hilfsbehauptung folgt somit die Behauptung.

zu (vi):  Wegen ¢ 14 A 18= (¢ - A W atYar) 16 nach 1.0.4 ist 1§ A1 ge-
nau dann ein irreduzibler Charakter von G, wenn Tg (¢ - A LG9 qy) = U ist. Da
ALYy = Ay nach 1.0.4 ist und demnach Tg(A LAY A1) = G gilt, sind bei
der Bestimmung der Trigheitsgruppe in G von ¢ - A [~ jene Elemente von
u € U entscheidend mit AL}~ (w) # 0.

Es sei nun U’ C Z(G).
Die in der folgenden Hilfsbehauptung aufgefiihrten Voraussetzungen haben wir schon

gezeigt, sie werden nur aufgelistet, damit die Hilfsbehauptung fiir die Riickrichtung
des Beweises des Satzes verwendet werden kann.

Hilfsbehauptung: Voraussetzungen: Es gelten die Bedingungen (i) (G = UV,
d.h. die Gleichung (i - A A7) 9= (- M) 19= 1§ AG= (o 15y -2 15—
(0 LYY A) 16 gilt), (ii) und (iii). Desweiteren sei A |4V irreduzibel und es
seien U', V' # {1} sowie (UNV) = {1}.

Es sei zudem U’ eine Untergruppe von Z(G).

Dann ist A}, 1Y vom zentralen Typ, d.h.

0, Z(U
Mo (1) = Aty (1) = {[U Vi, e
fiir w € U, und es gilt:

Tole - Mimdv) = U <= [v, Z(U)] € ker(p) Nker(\) = W
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firallev e V\UNV.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass Z(U) eine Untergruppe von U NV und vom
Index p? in U ist.

Dazu betrachten wir die Abbildung n : UNV — UNV, 4 — [u,u], wobei u €
U\ UNYV beliebig aber fest gewihlt ist. Wegen [U : U N V] = p nach 1.0.6 hat man
(u)(UNV) = U. Desweiteren ist [U,u] C U C Z(G) und somit ist nach Lemma
1.5 (iii) die Abbildung 7 ein Gruppenhomorphismus. Es sei & € U N'V. Dann erhélt
man wiederum mit Lemma 1.5

[, u)? = [a, w ] UMM (1.0.7)

Nach Voraussetzung sind V', U" # {1}. Mit (ii) folgt somit Z(G)NU', Z(G) NV’ #
{1} und (Z(G) N U") N (Z(G) N V') = {1}. Wegen (iii) sind demnach Z(G) N U’
und Z(G) NV’ zyklisch. Wegen U’ C Z(G) ist also U’ zyklisch. Mit Gleichung 1.0.7
folgt Bild(n) = C,, wenn man noch beachtet, dass U’ # {1}, (UNV) = {1} und
U :UNV]=psind. Also ist [UNV : ker(n)] = p.

Weiter gilt
Z{U)ycuny, (1.0.8)

denn U NV ist abelsch und [U : U N'V] = p. Falls nun das Zentrum von U nicht in
UNYV enthalten ist, existiert ein Element v* € Z(U)\ (UNV) mit («*)(UNV) =U.
Das heifit aber insbesondere, dass Z(U) = U ist. Dies widerspricht allerdings U’ #
{1}.

Da die Gruppe U NV abelsch, Z(U) CUNV und U = (u)(UNV) ist, gilt ker(n) =
Z(U). Also ist [U : Z(U)] = [U :UNV]-[UNV : Z(U)] = p?. Desweiteren ist
A ingTUG Il"l"(c(U) und )\ingTUl,Z(U) = [U U N V} /\LZ(U) =p-A iZ(U) und

——
elrre(Z(U))

folglich” ist A|Y; 1Y vom zentralen Typ.

Wir betrachten die Elemente der Trigheitsgruppe von - A1y Es sei g € G. Genau
dann ist g € Te (- A18y), wenn das Inverse in der Trigheitsgruppe liegt. Dies ist
quivalent zu (¢ - ALY = ¢ - Al Da Tg(A 1) = G und A 1| vom zentralen Typ
ist, ist dies wiederum dquivalent zu p(g ' ug) = ¢(u) fiir alle uw € Z(U). Aufgrund
der Linearitét von ¢ ist dies genau dann der Fall, wenn [g, Z(U)] C ker(yp) ist.

7[3], Problem (6.3)
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Es sei nun g ein beliebiges Element in G. Man kann ¢ schreiben als ¢ = wv mit
weUundv e V. Fir z € Z(U) gilt weiter

[9,2] = [uv, 2] = v ' 2 uwr = v 2T oz = [u, 2]

und somit ist [g, Z(U)] = [v, Z(U)] Wegen Z(U) C UNV nach 1.0.8 ist [v, Z(U)] C
V' C ker(\). Fiir ein beliebiges v € V ist [/, Z(U)] C ker(y) also dquivalent zu
[V, Z(U)] C ker(p) Nker(\) = W.

Zusammenfassend ist genau dann T (¢ - A1) = U, wenn [g, Z(U)] € ker(yp) fur alle
g € G\ U ist, was wiederum &quivalent zu [v, Z(U)] € W fiir allev € V\UNV ist.

Es folgt die Hilfsbehauptung und damit auch die Behauptung.

,<"%  Aufgrund von Voraussetzung (v) existiert ein W < UNV mit [g, UNV] € W
fir alle g € G\ U N V. Damit sind U und V nicht abelsch, also gilt U' N Z(G) #
{1} und V' N Z(G) # {1}. Nach (ii) und (iii) sind U' NV’ = {1} und Z(G) das
direkte Produkt zweier nichttrivialer zyklischer Untergruppen; also sind U’ N Z(G)
und V' N Z(G) zyklisch mit trivialem Schnitt. Es seien nun z; € Z(G) NV’ und
29 € Z(G)NU', so dass (z1) = U (Z(G)NV') und (z9) = Q1 (Z(G)NU’) sind. Weiter
ist

v) ;
(V'NZ(G)NU'W C V' AU'WNZ(G) CV'WNU'WNZ(G) € Wnz(@) Y {1},

Damit folgt wegen Z(G) C U NV nach Voraussetzung (iv), dass | 2, (U'W) | = p ist.
——
eU/(U'W)
Da U/(U'W) abelsch ist, existiert somit ein Homomorphismus® ¢ : U/(U'W) — C*
mit p(z1(U'W)) # 1. Wir fassen ¢ als inflationierten Charakter ¢ : U — C* mit
U'W C ker(yp) auf.

Analog existiert ein Homomorphismus A : V' — C* mit V'W C ker(\) und A(z2) # 1.

C, x C, und ker(p) N Q1(Z(G)) = (z2) sowie ker(A\) N (Z(G)) = (z1) hat man
ker(p) Nker(A) N Q1 (Z(G)) = {1}. Somit ist ker(yp) N ker(\) N ) = {1}. Damit
folgt wegen W < ker(¢) Nker(A) und der Maximalitétseigenschaft von W beziiglich
W N Z(G) = {1} die Gleichheit W = ker(A) N ker(yp). Weiter ist

(

Nun gilt nach Konstruktion W < ker(y) N ker(\). Wegen N (Z(G)) = (z1,22) =
)
Z(G

ker(A15) Nker(p15) N Z(G) C ker(\) Nker(o) N Z(G) =W N Z(G) = {1}.

8[1], vgl. Beweis von Thm. 3.3.1
9[3], (5.5) Corollary
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Da ker(A1) Nker(¢15) ein Normalteiler von G ist, erhélt man die Aussage, dass
der Schnitt ker(A1§) Nker(p1§) trivial ist.

Nun muss noch gezeigt werden, dass 1§ ‘A1 ein irreduzibler Charakter ist. Damit
wiren die Charaktere 1§ und A1§ ebenfalls irreduzibel.

Wegen G = UV gilt nun

(- Mum ) 15= (¢ - M) 10= 917 MV= (@15v -V 1T= (ot N1V
(1.0.9)
analog wie in 1.0.4. Wir bestimmen zunichst die Trigheitsgruppen von Ay, (bzgl.
U) und ¢ (bzgl. G).

Nach Voraussetzung (v) gilt [¢,U N V] € W = ker(¢) Nker(A) fiir alle g € G\
(UNV) und somit ist [u,U N V] Z ker(A) fir alle w € U\ U NV und ebenfalls
[v,UNV] < ker(p) fiir alle v € V'\ UN V. Dementsprechend hat man nach Lemma
L4: Ty(AMfay) = UNV sowie VN Te(edbqy) = Ty (edYq) und folglich VN U C
VNTe(p) CVNTe(pldYny) = UNV. Da die Triigheitsgruppe eine Gruppe und
U C Te(p) ist und wegen der Gleichung G = UV erhélt man somit auch T (¢) = U.
Damit folgt zunéchst, dass 1§ und A |}, 1Y irreduzibel sind, und da ¢ ein linearer
Charakter ist, folgt ebenfalls, dass ¢+ A}V ein irreduzibler Charakter ist. Analog
sind nun auch ¢ 54" -\ sowie A1¢ irreduzibel.

Nun bestimmen wir die Tréigheitsgruppe von ¢ 4" A bzw. - A4 beziiglich
G.

1. Fall: U' ¢ Z(G). Wir betrachten nun die absteigende Zentralreihe von U, d.h.
U=U>U>Us>

mit Uy := U und U, 41 = [U,U,]. Da U eine p-Gruppe ist, und jede p-Gruppe nilpo-
tent ist, existiert ein minimales m € N mit U, = {1}. Die Zahl m — 1 wird auch als
Nilpotenzklasse von U bezeichnet. Es gilt zunichst U,,_1 # {1} und U,,_1 C Z(U).
Wir zeigen nun, dass m > 4 ist, was gleichbedeutend ist mit U" € Z(U). Wegen
U CcUnVist [V,U] CU NV = {1} und folglich ist U" C Z(V). Angenom-
men U’ ist in Z(U) enthalten, dann ist U’ C Z(U) N Z(V) C Z(G). Dies wider-
spricht allerdings der Voraussetzung. Also ist m > 4. Dementsprechend existiert ein
w €Uy, o CUpo=0U"und ein u € U mit [u™', w™?] = vwuw™? € U,,_1 \ {1} C
U'NnZOU)Y\{1} €U NZ(G)\{1}.

Wegen ker(A)NU'NZ(G) C ker(A)Nker(p)NZ(G) = {1} hat man A\([u=!,w™!]) # 1
und folglich ist A*(w) # A(w) geméf Lemma 1.4. Wegen w € U’ C Z(V) und



Kapitel 1: Tensor-zerlegbare Charaktere bei p-Gruppen 17

¢ € Irre(U) gilt fiir alle v € V und fiir alle @ € U:

= = -1

P (w) = " (w" ) = % (w) = p(w).
Es folgt 01§ (w) =[G : U)p(w) # 0. Zusammenfassend ist also

(15 A (w) = ety (w) - A(w) # ey (W) - A(w),

dh. u & Te(e 18y ) (beachte w € U C UNV). Wegen Tg(\) = V und

Ta(pt6ly) = G ist V. C Ta(e 18y -A). Weil To(¢ 15y -A) # G und V' maxi-
mal ist, hat man somit Tg(¢ 18y -A) = V und es folgt die Behauptung.

2. Fall: U' C Z(G) und [v, Z(U)] € W fiir allev e V\UNV.

Wegen U, V' #£ {1}, (UNV) = {1} und M|V € Irrc(U) folgt mit der zweiten
Hilfsbehauptung von der Beweisrichtung ,,=" die Behauptung. O

Jetzt wollen wir den Fall betrachten, in dem die Kommutatorgruppe eine Unter-
gruppe von U NV ist. Dazu bendtigen wir zunichst zwei Lemmata.

1.8 Lemma:

Es sei H eine endliche, abelsche p-Gruppe. Desweiteren sei h ein beliebiges Element
von H der Ordnung p. Dann existiert eine zyklische Untergruppe N; von H mit
h € Ny, so dass ein Komplement Ny < H mit H = N; X N, existiert.

Beweis:

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte, abelsche Gruppen existieren aq, ..., a€
H und k € Nmit H = (a1) x ... x {a;) und |ay||az||. . .||ax|. Man kann % somit
schreiben als h = a% - ... - alr mit [; € {0,..., |a;| —1}G € {1,...,k}).

Esseien [ := {i € {1,...,k}|a% # 1} und j = min I. Wegen |h| = p kann man somit
ohne Einschrinkung annehmen, dass h = [[,_, a/?e (aj) mit a; = [[;c; aLail/‘aﬂ

ier @i
ist. Desweitern gilt offensichtlich H = (a1) x ... X (a;j_1) X (@) X{aj+1)X ...x{ag).
Mit Ny := (a;) und Ny := [Jicq1,..1},(as) folgt die Behauptung. O
i#]

1.9 Lemma:

Es gelten die Bezeichnungen 1.6. Desweiteren sei U'NV’ = {1} und es seien U'NZ(G)
und V' N Z(G) zwei nichttriviale und zyklische Untergruppen von G. Zudem sei
Ql(Z(G>) = Cp X Cp.
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Dann existiert eine Untergruppe W C UNV mit UWNV'W=W und WNZ(G)=
{1}. Zusitzlich ist W maximal bzgl. der letzten Eigenschaft, d.h. es existiert keine
Untergruppe W von U NV mit W < W und Z(G) N W = {1}.

Beweis:

Es seien 21 € U' N Z(G), 2o € V' N Z(G) mit (z) = (U’ N Z(G)) und (z2) =
2 (V'N Z(G)). Dann existieren nach Lemma 1.8 zyklische Untergruppen U; < U’,
Vi < V'mit z; € Uy, 29 € V4 und es existieren Untergruppen U, < U’, Vo < V/ mit
U'=UxUyund V' = Vi xV,. DaU'NV' = {1} ist, gilt U'V'= (U; x Vi) x (Uy x V3).
Desweiteren hat man (Uy x Vo) N Q1 (Z(G))= (U2 x Vo) N (UL N (Z(G))) x (ViN
01(Z(G))))= {1} und somit ist (Uy x Vo) N Z(G) = {1}.

Es sei nun W < U NV mit Uy x Vo < W und maximal beziiglich W N Z(G) = {1}.
Nun betrachten wir U'W N V'W.

Man hat U3V N W = {1}, da Z(G) N W = {1} ist und Q(U;V}) = Q1 (Z(G))
gilt. Dann ist U;V;W das direkte Produkt U; x Vi x W. Somit ist U'W N V'W =
(U, x U)W N (Vi x Vo)W)= (U, x W) N (Vi x W)= W. Es folgt die Behauptung.

O

1.10 Folgerung:

Es gelten die Bezeichnungen 1.6. Die Kommutatorgruppe von G sei eine Untergruppe
von UNV.

Genau dann existieren lineare Charaktere ¢ € Irre(U) und A € Irre(V), so dass
ker(p18) Nker(A 1) = {1} ist und das Produkt der induzierten Charaktere, 1§
A1 ein irreduzibler Charakter von G ist, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

i) G=UV;
(i) U'NnV’' ={1}

)
)
(iii) Z(G) ist ein direktes Produkt zweier nichttrivialer, zyklischer Untergruppen;
(iv) Ca(UNV)=UnNYV (insbesondere ist U' # {1}, V' # {1});

)

v) es gilt entweder
g

(a) U' € Z(G) oder
(b) U C Z(G) und Cu(Z(U)) = U.
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Beweis:

»,=" Nach Satz 1.7 gelten die Bedingungen (i)-(iii) und (v). Aufgrund der Bedin-
gung (v) des Satzes 1.7 gilt zunéchst [g,U N V] # {1} fir alle g € G\ U NV. Da
UNV wegen U' NV' = {1} abelsch ist, folgt Co(UNV)=UNV.

»<"  Wir zeigen, dass die Bedingungen (i)-(vi) des Satze 1.7 erfiillt sind. Aufgrund
der Bedingung (iv) ist das Zentrum von G eine Untergruppe von UNV. Also miissen
nur noch die Bedingungen (v) und (vi) gezeigt werden. Mit den Voraussetzungen
(ii)-(iv) folgt mit Lemma 1.9 die Existenz einer Untergruppe W von U NV mit
UWNV'W =W und W ist maximal bzgl. der Eigenschaft Z(G) N W = {1}. Es
sei nun g € G mit [g,U N V] C W. Zunéchst gilt fiir wy,wy, € UNV:

[gwy, wa] = ((wy1)9) " wy = (w3 )9wy = [g, ws]

und somit ist [g(UNV),UNV]=[g,UNV].

Nach Voraussetzung gilt G’ C U NV und somit ist [g(U N V), UNV]¢ = [(g(U N
V)Y (UNV)Y] = [g(UNV),UNV] und folglich ist [¢(UNV),UNV] ein Normalteiler
von G.

Wegen [¢g- (UNV),UNVINZ(G) CWNZ(G)={1}ist [¢g- (UNV),UNV]={1}
und somit ist g ein Element von Co(UNV)=UNV.

Es sei nun v € V mit [v, Z(U)] € W. Da das Zentrum von U als charakteristische

Untergruppe des Normalteilers U ebenfalls normal ist, gilt zunéchst fir w e UNV
und z € Z(U) die Gleichung

[vw, 2] = w (27 wz = (2712 = [v, 2]

und somit ist [v(U NV), Z(U)] = [v, Z(U)]. Weiter gilt nun [v, Z(U)]¥ = [v(U N
V), Z(U))¢ = [(v(UnV))E, Z(U)] = [w(UNV),Z(U)] = [v, Z(U)] und damit ist
[v, Z(U)] ein Normalteiler von G. Wegen [v-(UNV), Z(U)|NZ(G) C WNZ(G) = {1}
ist [v, Z(U)] = {1} und damit ist v ein Element von C¢(Z(U))NV.

Mit Satz 1.7 folgt nun die Behauptung. O

Mit den bisherigen Ergebnissen kénnen wir in den néchsten zwei Folgerungen not-
wendige und zugleich hinreichende Bedingungen fiir einen tensor-zerlegharen Cha-
rakter vom Grad p? angeben.
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1.11 Folgerung:

Es sei G eine endliche p-Gruppe. Genau dann existiert ein irreduzibler Charakter
a-fin G mit a(l) = p, B(1) = p, ker(a) Nker(8) = {1} und «, § € Irre(G) , wenn
Folgendes gilt:

Es existieren zwei Untergruppen U,V < G mit
() [G:0]=[G:V] =
(il) G=UV;

(iif) U"N V"= {1};

)
) U
)

(iv) Z(G) ist ein direktes Produkt zweier nichttrivialer, zyklischer Untergruppen;

(v

(vi) es gilt entweder

# {1} und V' # {1};

(a) U' € Z(G) oder
(b) U' C Z(G) und Z(U) # Z(G).

Beweis:

Vorbemerkung:  Es sei a - € Irre(G) mit a € Irre(G), S € Irre(G) und o(1) =
B(1) = p. Da eine p-Gruppe ebenfalls eine M-Gruppe ist!'?, existieren U,V < G,
lineare Charaktere ¢ € Irre(U) und A € Irre(V) mit [G : U] = [G : V] = p,
a =15 und B = A1§. Desweiteren sind U und V' als maximale Untergruppen in
G normal.

Hilfsbehauptung : Unter der Voraussetzungen U' NV’ = {1} und p =[G : V] =
|G : U] sind

U'# {1} und V' # {1} é&quivalent zu Cg(UNV)=UNV.

Beweis der Hilfsbehauptung :  Wegen p = [G : V] hat man ebenfalls [U : UNV]| =
UV V] =[G :V]=p,dh U/(UNYV) ist zyklisch. Also existiert ein Element
weUmit U/(UNV)=@)(UnNV)/(UNV).

,<=": Wegen Co(UNV)=UNV gilt [U,UNV]# {1} und [V,UNV]# {1}. Also
sind U’ # {1} und V" # {1}.

1011], (6.14) Corollary
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,="1Esseige Ce(UNV)\UNV.

1. Fall: ¢ € U\UNV. Da U/(UNYV) zyklisch von Primzahlordnung ist, gilt
somit U/(UNV) = (g)(UNV)/(UNV). Nach Voraussetzung ist U’ # {1}. Wegen
[g,UNV] = {1} folgt aus U = (g, U NV) und U NV abelsch, dass U abelsch ist.
Also ist [g,UNV] # {1} und g € C(U NV, ein Widerspruch.

2. Fall: ¢ € V \ UNV. Analog wie im ersten Fall ergibt sich ein Widerspruch.

3. Fall: g€ Co(UNV)\ (UUV). Wegen G = UV existieren nun u € U\ U NV
und v € VAU NV mit g = ww.

Wegen uv € Co(UNV), U'NV' ={1} und U' C U NV folgt mit Lemma 1.5(iv),
dass 1 = [uv, h] = [u, h][v, h] fiir alle h € UNV ist. Insbesondere gilt [u, h] = [v, h] ™!
fiir alle h € UNV. Folglich ist [u,UNV] = ([u,h] | h€e UNV) =([v,h]' | h €
UnVy={(v,hl|heUNV)=[v,UNV]. Wegen U'NV' = {1} erhélt man somit
[u,UNV] =[v,UNV] = {1}, also sind v und v € UNV (siehe 1.Fall), was wiederum
u,v ¢ U NV widerspricht.

Desweiteren ist wegen [G : (UNV)] =[G : V]-[V :UNV]=p* die Kommutator-
gruppe von G eine Untergruppe von U NV,

Mit der Vorbemerkung, der Hilfshehauptung und der Folgerung 1.10 folgt die Be-
hauptung. O

1.12 Folgerung:

Genau dann existiert ein tensor-zerlegbarer Charakter in G vom Grad p?, wenn zwei
Untergruppen U und V existieren mit

(i) [G:U]l=[G:V]=p;
(i) G=UV;

)
)
(iii) es existiert ein X < U NV mit X <G und U'X NV'X = X;
(iv) U' € X und V' € X;

)

(v

Z(G/X) ist direktes Produkt zweier nichttrivialer, zyklischer Untergruppen
von G/X;

(vi) es gilt entweder

(a) UX/X € Z(U/X) oder
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(b) U'X/X C Z(U/X) und Z(U/X) # Z(G/X).

Beweis:

,<":  Wir betrachten die Gruppe G/X. Dann gilt [G/X : U/X] = [G/X : V/X] =

p, U/X - V/X=U-V/X=G/X,U/X)NV/X)=UX/XNV'X/X=(UXn
'X)/X =1und U'X/X,V'X/X # 1. Mit Folgerung 1.11 folgt die Behauptung.

»,=": Angenommen es existiert ein tensor-zerlegbarer Charakter in G vom Grad
p?. Dann existieren U,V < G mit [G : V] = [G : U] = p, und es existieren ¢ €
Irre(U) und A € Irre (V) mit 18 A€ Trre(G). Es sei X = ker(p1§) Nker(A1§).
Nun kénnen ¢ 18, A1 als irreduzible und ¢ 1§ ‘A1 als tensor-zerlegbarer Cha-
rakter von GG/ X angesehen werden. Mit der Folgerung 1.11 folgt nun ebenfalls die
Behauptung. O

Nun betrachten wir den Spezialfall von Gruppen der Ordnung p°, dem wir uns auch
in den letzten beiden Kapiteln widmen werden.

1.13 Folgerung:

Eine Gruppe G der Ordnung p® hat genau dann einen tensor-zerlegbaren Charakter,
wenn zwei Untergruppen U und V der Ordnung p® existieren mit

(i) G=UV;

(ii)) U'NnV'={1};

(iii) U' # {1} und V' # {1};
)

(iv) es gilt entweder

(a) U' € Z(G) oder
(b) U'C Z(G) und Z(U) # Z(G).

Beweis:

Es existieren keine p-Gruppen der Ordnung < p° mit einem tensor-zerlegbaren Cha-
rakter'!, also kénnen nur tensor-zerlegbare Charaktere der Form ¢ 15 -\ 1 mit
UV <G, pelire(U), A € Irre(V), o(1) = A1) = 1 und ker(¢ 1) Nker(A1§) =

11], siche Abschnitt 3.1
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{1} existieren. Da das Quadrat des Grades eines irreduziblen Charakters immer
kleiner als die Gruppenordnung ist, muss ¢ 15 -A1$ den Grad p? besitzen.

Wir zeigen nun, dass aus den Bedingungen (i)-(iv) die Isomorphie Z(G) = C, x C,
folgt. Wegen U’ N V' = {1} und U’, V' # {1} ist es ausreichend zu zeigen, dass
|Z(G)| = p* ist. Mit der Hilfsbehauptung aus dem Beweis von Folgerung 1.11 ist
das Zentrum von G eine Untergruppe von U N V. Falls nun |Z(G)| > p? ist, gilt
U : Z(@)] < p* und somit ist U’ < Z(G).

Nach Bedingung (iv) ist folglich Z(U) # Z(G) und somit muss wegen Z(G) C Z(U)
dann |Z(U)| > p* gelten. Allerdings folgt aus |Z(U)| > p* und |U| = p® schon
U’ = {1}. Man erhilt einen Widerspruch.

Mit Folgerung 1.11 folgt somit die Behauptung. U
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Kapitel 2

Verallgemeinerung des Beispiels
von D. Ritter

In diesem Kapitel konstruieren wir fiir n > 6 und hinreichend grofles p eine Gruppe
der Ordnung p", welche einen nichttrivialen tensor-zerlegharen Charakter besitzt.
Dies ist eine Verallgemeinerung einer Konstruktion von D. Ritter! fiir Gruppen der
Ordnung p°.

Zunéachst fithren wir folgende Bezeichnung ein:

2.1 Bezeichnung:

Fiir eine quadratische Matrix A und i € Ny sei

A(,L) — 0, . ' Z = O
> =0 A, i>0.
Fiir spitere Rechnungen ist folgende offensichtliche Gleichung hilfreich:
ARFTD — AK) gt A

fiir k, i € No.

1], vel. Abschnitt 3.3

25
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2.2 Lemma:
(i) Essei K ein Korper und J, € K™*" mit

11 0
1 1
Jp = .
1 1
0 1

Dann gilt? fiir i € N

SIh,
0 50
o O w0
e
I = -

Man beachte hierbei, dass per definitionem (8) =1 und (;) = 0 fiir & > ¢ ist.
(ii) Es sei K =F,. Dann gilt:
(a) Es ist genau dann |J,,| = p, wenn p > n ist.
(b) Es ist genau dann JP =0, wenn p > n+ 1 ist.

Beweis: zu (i):  Wir beweisen zunéchst die erste Behauptung durch Induktion
iiber 1.

Fiir ¢+ = 1 ist die Aussage offensichtlich.

2[1], vgl. S.53, Inductions (1) und (2)
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,i—i+17: Man hat () + (")) = (m,jl) fiir £, m € N und somit erhilt man

11 o\ () () - ()
| - L 0 () (1) :
g = g Y L

1 1 i i

AV

Es folgt die 1. Aussage.

Nun benétigen wir folgende Hilfsbehauptung:
Hilfsbehauptung:

Fiir alle k,7 € N gilt

=

Beweis: Die Behauptung wird wieder iiber Induktion iiber ¢ gezeigt.
=1 (1) = 0 () = () = dok = 0ker = (i)
it T ) =25 0 () () + () = G-
Es folgt die Behauptung.
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Damit ergibt sich mit der ersten Aussage

S () Z;;B ({) e DD S
0 Y T :

und somit die Behauptung.

zu (ii):  Da Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen sind, ist fir 1 < k& < p die
Primzahl p ein Teiler von (Z) = p!/(p—k)k!. Fir k = p gilt (Z) =1und falls k > p

ist, hat man per definitionem (¥) = 0. Somit erhélt man mit (i), dass J? = E,+

(Oktpi)k=1,..n und JP — (Oktp—1.1)k=1,..n sind. Es folgt die Behauptung. O

..........

=1,..n =1,..n

Im Folgenden werden wir eine p-Gruppe G mit einem tensor-zerlegbaren Charakter
konstruieren.

Zunéchst betrachten wir eine Untergruppe U von AH(IF;”) und zeigen, dass ein
Element y der Automorphismengruppe von U der Ordnung p mit bestimmten Ei-
genschaften existiert.

Anschlieflend konstruieren wir die Gruppe G als semidirektes Produkt der Gruppe
U und (y).

Die affine Gruppe Aff(F}*?) identifizieren wir mit

A - n
(4 )] 4coromen]

Dabei stellt - hier und im Folgenden eine 0 bzw. 0-Untermatrix geeigneter Dimension
in Matrixdarstellungen dar.
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2.3 Bezeichnung und Bemerkung:

Esseienn € Nyg, m € Nmit 1 <m < n+1undp € Pmit p > max{n+3—m, m+2}.
Weiter seien

1
1
E
M, = m = 1 1
( Jn—i—?—m) .
1 1
1
und
Jtr Jtr
Nm — m+1 — m
( En+1—m) ( A En+2—m)
1
1 1
1 1 n+2 n—+2
- : € FUr2x(42)
1
1

Man beachte hierbei, dass M,,N,, = N,,,M,, ist und nach Lemma 2.2 (ii) (a), (b)
die Matrizen M,, und N,, die Ordnung p haben und Nr(,f) = Mr(,f) = 0 ist. Die
Standardbasiselemente von IE‘;‘*Q seien (e1,...,€p40).

Weiter seien
- (Mm ) € Af(FI2),

o ETL+2 : n—+2
re{ (B )| ver

Up = (z,T) = { (]‘fm i) ‘ ogigp—lyvelF;‘“} < AFI(ES™).

und
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2.4 Lemma:

Die Gruppe U, besitzt einen Automorphismus ¥, der Ordnung p mit

Mo\ M, :
v 1 N em+1M7gfL)+va 1

fiir alle s € {0,...,p— 1} und v € Fj*2.

Beweis:

Zunéchst seien M := M,,, N := N,,, U :=U,, und y := y,,.
Die Abbildung y sei wie folgt definiert

y:U— U, (v 1)'_>(em+1M(i)+UN 1)

firie {0,...,p—1} undUEFZ“.

Wir zeigen nun, dass

(i) y ein Homomorphismus und
(ii) y? = idy ist.

zu (i):  Esseieni,j € {0,1,...,p— 1} und v,v’ € F*2.

1. Fall: ¢4+ 75 <p.
Es ist

()

Mt AY
oM+ )

M+
e M) L yMIN + o' N 1)

MM .
(em+1M +oN)M? + et MY o/ N 1

Ve

MN=NM Miti .
a1 (MOMI + MDY + oNMI +0'N 1
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2. Fall: 7+j5>p.

Esseik €{0,...,p—1} miti+j = k+p. Wegen M® = 0 nach Bemerkung 2.3 ist
M) = ppte) = A pe 4 M®) = M®) | Damit folgt analog wie im ersten Fall
die Behauptung.

zu (ii):  Mit Induktion erhélt man

yk
M - B M .
1) T \epN® 1
E N\ (E
v 1 ~ \oNF 1

fiir alle v € ]F;j“ und k € Ng. Da N®) =0 | N? = E nach Bemerkung 2.3 und y ein

Homomorphismus ist, gilt somit y? = idy. Es folgt (ii).
Mit (i) und (ii) folgt die Behauptung. O

und

2.5 Satz:

Es sei Gy, := (Ym) X Upy,.

Die Gruppe G, besitzt einen tensor-zerlegbaren Charakter.
Beweis:

Es seien M := M,,, N :== Np,, ¥y :== Ym, © := T, U := U,, und G := G,,. Weiter
identifizieren wir (y) und U mit Untergruppen von G. Offensichtlich ist 7% = T" und
somit ist V := (y,T) eine Untergruppe von G vom Index p. Zudem ist UNV =T

und G =VU =UV.
Fiir v € Fpt sei
. (E -
U= (v 1) eG.
Wir bestimmen nun die Kommutatorgruppe von V und U. Es gilt

y.9] = y v yu =y —uyv
—uoN +v=—v(N—-E)

sowie [y, 7)Y = [y,vN] fiir alle v € F2™2. Somit ist Vi := (v(N — E) | v € FI*?) =
(€1,...,€n) eine Untergruppe von V' und ein Normalteiler von G. Da offensichtlich
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V/Vy abelsch ist, folgt V3 = V. Analog zeigt man, dass U’ = (v(M — E) | v €
F7%2) = (@ns2: - - -, €nsa) ist. Damit sind U', V' # {1} und U' NV’ = {1}.

Nun bestimmen wir das Zentrum von G. Wir zeigen zunéchst, dass Z(G) in U
enthalten ist. Angenommen es existiert ein Element z € Z(G) \ U, dann ist ohne
Einschrinkung z = yz'w mit i € {0,...,p — 1} und w € F}*?. Fiir ein beliebiges
v e Fit? st (yz'w)” = ya'—vNM’ 4+ w +v und folglich ist NM' = E. Wegen
NM' # FE fiir alle i € N ergibt sich ein Widerspruch und es folgt Z(G) C U und
Z(G) C Z(U).

Weiter erhilt man mit Lemma 1.5 (i) die Gleichung [+w,7] = [z,7] = —v(M — E)
fir alle v,w € Fp*? und damit ist Z(U) = (0 | v € Fixy) = (€1,...,8m, nr2)-
Wegen [y,7] = —v(N — E) fiir alle v € Fp™ ist Z(G) = (7 | v € Fixy N Fixy). Da
Fixyr N Fixy = (€1, .., €m, eni2) N (€1, €maa, ..., enia) = (€1, enya) ist, gilt Z(G) =
(€1,€nt2) und Z(G) # Z(U). Zusammenfasssend erhélt man G = UV, [G : U] =
G V] = p, U'NV' = {1}, Z(G) = (1. 833) = Cy x Cp. U' # {1}, V/ # {1} und
Z(G) # Z(U).

Mit Folgerung 1.13 folgt die Existenz eines tensor-zerlegbaren Charakters vom Grad
2. O

Im Wesentlichen interessieren wir uns fiir nichttriviale Beispiele von Gruppen mit
einem tensor-zensorlegbaren Charakter. Es ist z.B. offensichtlich, dass ein direktes
Produkt zweier nichtabelscher Gruppen einen tensor-zerlegbaren Charakter besitzt.
Um triviale Beispiele zu vermeiden, interessiert man sich nur fiir Charaktere, welche
nichttrivial tensor-zerlegbar sind.

2.6 Definition:

Es sei x ein irreduzibler C-Charakter von G. Man nennt y trivial tensor-zerlegbar,
falls ein echter Normalteilter N von G, ein nichtlinearer irreduzibler Charakter von
N und e € Ny; mit y | y= e - v existieren.

2.7 Folgerung:

Es sei G das direkte Produkt zweier nichtabelscher Untergruppen. Dann besitzt G
einen trivial tensor-zerlegbaren Charakter.

Beweis: Klar. O
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2.8 Satz: (Clifford)

Es seien x € Irre(G) ein trivial tensor-zerlegbarer Charakter und N, e sowie v
entsprechend der Definition 2.6. Dann existiert ein projektiver Charakter 14 von G
und ein projektiver Charakter v, von G/N mit x = vy - vs.

Beweis: 6], siche Satz 21.2. O

2.9 Bemerkung:

Die tensor-zerleghbaren Charaktere der Gruppe G in Satz 2.5 sind nichttrivial tensor-
zerlegbar.

Beweis: Die Notation entspreche jener aus dem Beweis von Satz 2.5. Wir be-
stimmen die Kommutatorgruppe von G. Es gilt

-1 1.1 -1 -1 _ p 1l Tl
ly,277] = y ayx =y ayaxP =z, e’ = ey MPTL
Weiter ist
E )
-1 m
emi1MP = Cm+1 < Jp—l
' n+2—m
n+l—m
La. 2.2 p—1
= E i Em+144
i=0

n+l-m D— 1
= Cemy1t Z ( ; )em+1+i~
i=1

Wegen 4™ (PN emr14i € (U, V') gilt €51 € G’ und somit ist (U, V', eppr) =
T < @'. Da T ein Normalteiler von G mit Index p? in G ist, folgt T = G’. Analog
zum Beweisabschluss von Theorem 3.3.1 in der Diplomarbeit von D. Ritter? folgt
wegen [G : G'] = p? und G” = {1}, dass die tensor-zerlegbaren Charaktere vom

Grad p? nichttrivial tensor-zerlegbar sind. O

3[1], vgl. S. b4f.
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Kapitel 3

Gruppen der Ordnung p° mit
tensor-zerlegbaren Charakteren

Nun bestimmen wir alle Gruppen der Ordnung p® mit tensor-zerlegbaren Charak-
teren iiber C mithilfe des Begriffs der Isoklinie und der Charakterisierung aller Grup-
pen der Ordnung p°® von Rodney James.

3.1 Definition:

Zwei Gruppen G und H nennt man isoklin zueinander, falls zwei Isomorphismen 14
und v, mit
n:G/Z(G)— H/Z(H)
und
vy : G — H'
existieren, so dass vy ([, B]) = [o, '] fir alle o, € G und o/, € H mit
n(aZ(G))=dZ(H) und vn(BZ(G)) = ' Z(H) ist.

3.2 Definition und Bemerkung:

Eine Gruppe G mit Z(G) € G’ und minimaler Ordnung in ihrer Isoklinieklasse
nennt man Stammgruppe. Es kann gezeigt werden, dass jede Isoklinieklasse eine
Stammgruppe besitzt!.

Nun stellt sich die Frage: Falls G einen tensor-zerlegbaren Charakter hat, besitzen
dann isokline Gruppen zu G ebenfalls einen tensor-zerlegbaren Charakter? Dazu

1[2], vgl. S.134f, 140

35
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wiederholen wir zunéichst die Ergebnisse des Abschnittes I11.5 des Buches 2 Group
Extensions, Representations, and the Schur Multiplicator von F. Rudolf Beyl und
Jiirgen Tappe.

3.3 Bezeichnungen:

Es seien G und H zwei endliche Gruppen, welche isoklin zueinander sind und G sei
eine Stammgruppe.

Da G und H isoklin zueinander sind, existieren Isomorphismen vy und v, entspre-
chend der Definition 3.1. Ab jetzt seien Z := Z(G) und Y := Z(H). Da G eine
Stammgruppe ist, gilt Z C G'.

Es seien g1,¢92 € G und hy,hy € H mit v1(¢1Z) = hY und v4(92Z) = heY. Dann
gilt 15([g1, 92])Y = [h1, o]Y = [mY, hoY] = [11(912),11(922)] = vi([g1,92]2). Da
v1 und v Homomorphismen sind und sich jedes Element aus Z NG’ als Produkt von
Kommutatoren schreiben lasst, gilt 15(Z) = 1»(Z N G') C Y. Also kann man ohne
Einschrankung v5 |z als Einbettung von Z in Y ansehen und Z C Y annehmen.
Weiter sind 17 und v, Isomorphismen und somit erhéilt man ebenfalls

Z=7ZNG=wnZNnG)=YNH. (3.0.1)

3.4 Definition und Bemerkung:

3 Es sei
L:=GAH:={(g,h) | g€ G,he Hr(gZ)=hY}.
Dann ist? L isoklin zu G und H. Desweiteren gilt Z(L) = Z x Y sowie

[(g1, 1), (92, ha2)] = (91, g2], [h1, ha]) = (91, g2], v2(lg1, g2])

fur (g1, h1), (g2, he) € L. Somit ist L' = {(g,1.(g)) | g € G'}. Wegen 15| z=idz und
Z(L) =7 x Y gilt damit

Z(L)NL ={(z,2) | z € Z}. (3.0.2)
3.5 Bezeichnung:
Es sei

A : {irreduzible CG-Darstellungen modulo Aquivalenz} — Hom(Z, C*), D — A(D)

2[2], vel. S.171-173
32], 5.S.171
4[2], TII(1.1)
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wie folgt definiert: Das Bild A\(D) € Hom(Z, C*) sei jenes eindeutige Element von
Hom(Z,C*) mit D] z= \(D)I,,, wobei m der Grad von D ist.

Desweiteren bezeichne
w: Hom(Z,C*) — Hom(Y,C"), a — u(a)

eine Abbildung, welche einem Element o € Hom(Z, C*) eine Fortsetzung p(a) €
Hom(Y, C*) zuordnet, d.h. p(«a) Lz= a. Die Auswahl der Fortsetzung sei beliebig,
aber fest.

Schlieflich sei
p* : Hom(Z,C*) — Hom(L,C"), a — p*(«),

wobei p*(a) € Hom(L, C*) so gewiihlt ist, dass p*(a)(z,y) = a(z) " u(a)(y) fiir alle
(z,y) € ZxY <G A H = L gelte. Die Auswahl sei beliebig, aber fest.

3.6 Bemerkung:

Die Abbildungen A, p und p* existieren.
Beweis:

zu \:  Die Abbildung existiert offensichtlich®.

zu p: Das Zentrum von G ist eine Untergruppe der abelschen Gruppe Z(H) =Y.
Also existiert zu jedem Element von Hom(Z, C*) eine Fortsetzung® in Hom(Y, C*).

zu p*:  Fiir @ € Hom(Z,C*) sei a'u(a) € Hom(Z x Y,C*) wie folgt definiert:

atu(a)(z,y) = a(z) tu(a)(y) fir alle (z,y) € Z x Y.
Fiir 2 € Z hat man

a”tp(a)(z,2) = a(z) " u(a)(2) = al2) (@) dz (2) = a(z)alz) = 1
and somit gilt Z(L) N L' *2 {(2,2) | = € Z} C ker(a~'p(a)). Da Z(L)L/L =

Z(L)/(L'NZ(L)) ist, kann o' () als Element von Hom(Z(L)L'/L’, C*) aufgefasst

kan.
werden. Wegen Z(L)L'/L' < L/L' und Hom(L/L',C*) = Hom(L,C*) existiert eine
Fortsetzung” p* = p*(a) € Hom(L,C*) von a!u(a). Diese sei beliebig, aber fest.[]

°[3], (2.25) Lemma
6[3], (5.5) Corollary, s.S.63
7[3], (5.5) Corollary, s.S.63
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3.7 Lemma:

Es sei X = {(z,1) | z € Z}. Die Abbildung L/X — H, (9,h)X +— h ist ein
Isomorphismus.

Beweis: Wir betrachten die Projektion ¢ : L — H, (g,h) — h. Es gilt ker(p) =
(9. 1) | (9.1) € L} = {(g,1) | ma(92) = Y} = {(=.1) | z € Z} = X. Mit dem
Isomorphiesatz folgt die Behauptung. 0
3.8 Bemerkung:

Es seien pf, up und p, po verschiedene Abbildungen gemifl Bezeichnung 3.5, d.h.
wf : Hom(Z,C*) — Hom(L,C*), p; : Hom(Z,C*) — Hom(Y,C*) mit pf(a)(z,y) =
a(z) pi(a)(y) fir (z,y) € ZxY und p;(a) lz= a firi = 1,2 und a € Hom(Z, C*).
Dann ist fiir « € Hom(Z,C*) die folgende Abbildung ein Homomorphismus und
wohldefiniert:

pi(@)pz() ™ s H = C* b pi(a)(g, h) - ps(@)(g,h)
wobei g € G so gewihlt wird, dass (g,h) € G A H ist.

Beweis: Nach 3.5 ist L — C*, (g, h) — pi(a)(g,h) - u3(a)(g, h)~! ein Homomor-
phismus. Fiir z € Z ist

pi(a)(z,1) - pz(a) (2, 1) = a(2) " p(a) (1)(a(z) " pa(a)(1) 7! = a(2) ™ alz) = 1.

Somit ist
X ={(z1) |z € Z} Cker(ui(a)us(a) ™).
Mit Lemma 3.7 folgt die Behauptung. O

3.9 Bemerkung und Bezeichnung:

Essei D : G — GL,,(C) die Matrixdarstellung modulo Aquivalenz eines irreduziblen
Moduls vom Grad m € N.

Dann ist die folgende Abbildung wohldefiniert und eine irreduzible C H-Darstellung:
D H = GLu(C),h > Dig, h) := u*(A(D)) (g, h) - D(g),

wobei g € G so gewéhlt wird, dass (g, h) € G A H ist.
Beweis:
Die Abbildung

D : L — GLw(C), (9, h) = u*(MD))(9, h)D(g)
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ist eine irreduzible Matrixdarstellung, denn D ist eine irreduzible CG-Darstellung
und nach 3.5 ist p*(A(D)) € Hom(L,C*). Wegen

7~ 3.5

D(z,1) = " A(D))(z. DD(2) £ A=) wAD)()D() = M)~ - M@)o = I

ist X ={(z,1) |z € Z} C ker(D).
Mit Lemma 3.7 erhélt man die Behauptung. U

3.10 Bezeichnung:

Es sei U := Hom(H/Y H',C*) und man fasse U als Untergruppe von Hom(H, C*)
auf. Man hat

IHom(H, C*)|/|Hom(H/Y H',C*)| = |H/H'|/|H/YH'|=|YH'|/|H
= Y|y nH| =2 y)/)17|

Nebenklassen von Hom(H,C*) in U. Die Vertreter der Nebenklassen seien mit
{7‘1, c. ;T\Y|/|Z|} bezeichnet.

3.11 Lemma:
Fir ¢ € {1,...,|Y/Z]} und A € Hom(Z,C*) seien v;(\) € Hom(Y,C*) wie folgt
definiert:

vi(A) 1Y —= C oy = u(N)(y)7i(y).

Dann sind die Homomorphismen v;(\) paarweise verschieden und es gilt

Hom(Y,C*) = {vi(\) | i € {1,...,|Y/Z|},\ € Hom(Z,C")}.

Bewelis: Es sei g ein beliebiges Element von Hom(Y,C*) und A\ := ¢ |z. Nun
betrachtet man pu(A\) "o : Y — C*y — u(N\)(y) toly). Es gilt u(A\) o lz =1
und somit ist p(\)"'o € Hom(Y/Z,C*) G201 Hom(Y/Y N H'). Wegen Y/Y N
kan.
H' = YH'/H kann u(A\)"'o als Element von Hom(Y H'/H') aufgefasst werden.
Es sei (u(\)"'o)* € Hom(H,C*) eine Fortsetzung® von p(\)~'p. Dann existieren
i€{l,....]Z/Y|} und o € Hom(H/Y H',C*) mit (u(\)"'0)* = 7;a. Insbesondere
gilt somit
pN) o= (N o) by=Ti by aly=7 Ly,

8[3], (5.5) Corollary, s.5.63
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also ist u(A\)7lo =1 ly bzw. 0 = 7, ly u(A) = v;(\). Weiter sind wegen
[Hom(Y,C")| = Y| = [Y/Z] - 12| = |Y/Z] - |Hom(Z,C")|
die Homomorphismen v;(\) paarweise verschieden. Es folgt die Behauptung. U

3.12 Satz:

Es seien D; und D, zwei irreduzible CG-Darstellungen vom Grad m € N. Dann sind
dquivalent:

(i) Die Matrixdarstellungen Dy7; und DgTj sind dquivalent.

(ii) Esist i = j und D; ist dquivalent zu D;.

Beweis: »<" Sind D; und D, #quivalent, dann gilt zunédchst A(D;) = A(Ds),
und geméfl Konstruktion sind ﬁlﬂ' und _DQTZ‘ dquivalent zueinander.

,="  Geméif der Notation von Lemma 3.11 hat man D7 Lziy= vi(M(Dy)) - Im
fir & € {1,2} und [ € {i,5}. Da Dy7; und D,7; dquivalent zueiander sind, gilt
vi(A(Dy)) = vj(A(D3)). Also gelten nach Lemma 3.11 die Gleichungen ¢ = j und
A(D;) = A(D,). Demnach ist ebenfalls p*(A(Dy)) = p*(A(D3)). Da Dy7; und Do,
dquivalent zueinander sind, folgt, dass die Darstellungen D; und Dy dquivalent zu-
einander sind. 0

3.13 Folgerung:

Es seien Dy, ..., D, (n € N) samtliche irreduzible CG-Darstellungen modulo Aqui-
valenz. Dann sind {ljﬂj |ie{l,....,n},j €{l,...,|Y/Z|}} die irreduziblen CH-
Darstellungen modulo Aquivalenz.

Beweis: Nach Satz 3.12 sind die Darstellungen biTj nicht dquivalent zueinander.
Die zugehorigen irreduziblen Charaktere von D;7; werden mit y; ; bezeichnet. Es ist

n |Y/Z] n |Y/Z] n
DD (17 = DD xaa(1)=1Y/Z- ) xia(1)?
=1 j=1 =1 j=1 =1

~

G/Z=H]Y
= |Y/Z|IGl = |G/Z|-[Y] = [H/Y] |[Y|=]|H]|

und somit folgt die Behauptung. O
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3.14 Satz:

Es seien Dy, ..., D, samtliche CG-Darstellungen modulo Aquivalenz und D, ..., D;,
seien die tensor-zerlegbaren CG-Darstellungen modulo Aquivalenz mit n, 7 € N und
n < n. Dann sind

(Dirj |ie{1,....n},j€{l,...,|Y/Z|}}

samtliche tensor-zerlegbaren CH-Darstellungen modulo Aquivalenz.

Beweis: Es seien D : G — GL,,(C), D' : G — GL,,(C) zwei irreduzible Ma-
trixdarstellungen, so dass D ® D’ ebenfalls eine irreduzible Darstellung ist. Deswei-
teren seien pf = p*(AND ® D)), pi := p*(A(D)) und pb := p*(A(D)).

Es seien h € H und g € G mit (g, h) € L. Dann gilt

DeD(hn(h) = pglg.h)(D® D) (g)m(h)
= 15(g, P) (13 (g, ) s (g, 1))~ i (g,
= 15(g,h) (i (g, h)ps(g, )~ 7i(h) -
( 1(9:h)D(9)) @ (u3(g, h)D'(g))
= 15(g,h) (15 (g, B)ps(g, 1) "' 7i(h) - (D @ D) (h)

s (g, ) (D @ D')(g)7i(h)

Da 7, € Hom(H,C*) ist und D® D' sowie D ® D’ nach Bemerkung 3.9 CH-
Darstellungen sind, ist die Abbildung

a:H = C h (g h) - (159, k) - 39, h)) "' mit (g,h) € L

nach Bemerkung 3.8 wohldefiniert und ein Homomorphismus. Somit ist l@’ T =
a- D ® D' eine tensor-zerlegbare Matrixdarstellung.

Es seien nun umgekehrt D und D’ zwei irreduzible CH-Darstellungen, so dass D& D’
irreduzibel ist.

Nach Folgerung 3.13 existieren 4,j € {1,...,n}, k,l € {1,...,|Y/Z|} mit
D(h) = u*(\(Dy))(g, 1) Di(g)7i(h)

und .
D'(h) = p*(A(D;))(g, h)D;j(g)m(h)
fiir (g,h) € L. Insbesondere gilt

(D@ D) (h) = w*(NDi) (g, h) - 1 (\(D;)(g, h) - 7(h) - 7i(h) - (D; @ D;)(g)
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fir (g,h) € L.

Es seien pj := p*(M(D;)) und i = p*(AM(Dy)). Aufgrund der Irreduzibilitit von
D ® D' und der Folgerung 3.13 existieren 7 € Hom(H,C*) und eine irreduzible
CH-Darstellung D mit pf := p*(A(D)) und

15(9, )T (h)D(g) = (D © D')(h) = pi (g, h)p3(g. B)m(h)m(h)(Di ® D;)(g)

bzw.

D(g) = wi(g, )19, W) (1) (g, 1)~ (g, M) me()7u(h)(7(R) ™" - (D ® D;)(g)

fir (g,h) € L. Da sowohl D als auch D; ® D; Matrixdarstellungen sind, ist die
folgende Abbildung ein Homomorphismus

a:G = C* g pi(g, h)s(g, ) (g, h) " me(h)m(h) (7 (R)

wobei h € H so gewahlt wird, dass (g,h) € L ist. Also ist « - D; eine irreduzible
Matrixdarstellung und D = («a - D;) ® D; eine tensor-zerlegbare Matrixdarstel-
lung. Dementsprechend ist D @ D' Element der Menge {D;7; | i € {1,...,7},j €
{1,...,Y/Z|}}. Es folgt die Behauptung. O

3.15 Lemma:

Es sei x € Irre(G) ein trivial tensor-zerlegbarer Charakter. Weiter sei N ein Nor-
malteiler von G mit x |§= ed, wobei e € Nuy, ¥ € Irrg(N) und 9(1) > 1 ist.
Dann existiert ein echter Normalteiler N von G mit Z(G)N C N und Xi%: ey mit

@ € Irrg(N) und ¢ n= 9.

Beweis: Es sei N := NZ(G) und w, der zentrale Charakter von x. Dann lisst
sich jedes Element 7 von N schreiben als 7 = nz mit n € N, z € Z(G) und man
hat x(7) = wy(2)x(n). Also gilt x [§= e@ mit ¢ € Irre(N). Insbesondere ist N ein
echter Normalteiler von G. O

3.16 Satz:

Die Notation entspreche jener aus Satz 3.14. Es seien ¢ € {1,...,n} und j €
{1,...,|Y/Z|}.

Genau dann ist D; trivial tensor-zerlegbar, wenn ﬁirj trivial tensor-zerlegbar ist.

Beweis: Es seien D := D;, D = [)Z'Tj, x der zu D gehorige Charakter und
Ai=wylz.
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,=": Essei N ein echter Normalteiler von G mit x [{= e, wobei e > 1, ¥ €
Irre(N) und 9(1) > 1 ist. Nach Lemma 3.15 kann man ohne Einschriankung Z(G) C
N annehmen.

Da G und H isoklin zueinander sind, existiert ein M < H mit Y < M und N/Z =
M/Y . Es gilt .
D(m) = p*(A(D))(n,m)7;(m)D(n)

fir alle (n,m) € (N x M) N L. Nun kann man ohne Einschréinkung annehmen, dass

D(n) = Diag(pl (n),...,Di(n))

/

—
e mal

ist, wobei Dy : G — GL,,/c(C) eine irreduzible Matrixdarstellung ist. Also hat man
D(m) = Diag(u*(A(D))(n, m)7;(m)Dy(n), . .., 5" (A(D))(n, m)7;(m) Dy (n))

fiir (n,m) € (N x M) N L und somit ist D trivial tensor-zerlegbar.

»<": Analog zu oben existieren Z C N<G,Y C M<H mit N/Z = M/Y,e € N4
und eine Matrixdarstellung D, : H — GL,,/.(C), so dass man ohne Einschrénkung
annehmen kann, dass D(m) = Diag(Dy(m), ..., Dy(m)) fiir (n,m) € (N x M)N L

vV
e mal

gilt.
Also ist

7;(m)p*(AN(D))(n,m)D(n) = D(m) = Diag(Dy(m), ..., Da(m))
und folglich

D(n) = Diag((r;(m) - p"(MD))(n,m))"" - Da(m), ...,
(75 (m) - p*(A(D))(n,m)) ™" - Da(m))

fir alle (n,m) € (N x M) N L. Also ist D trivial tensor-zerlegbar. O

Mit Satz 3.14 folgt damit direkt die nidchste Bemerkung.

3.17 Bemerkung:

Genau dann sind alle tensor-zerlegbaren Charaktere von G trivial tensor-zerlegbar,
wenn alle tensor-zerlegbaren Charaktere von H trivial tensor-zerlegbar sind.
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Liste der Isoklinieklassen von p-Gruppen mit p € P\ {2} mit Ordnung < p°
(nach Rodney James)®?

3.18 Anmerkung:

Wir geben zunéchst eine Anmerkung zur Tabelle auf Seite 45, die wir verwenden
werden.

Die Isoklinieklassen der Ordnung p°® werden mit ¢; bezeichnet, wobei i € {1,...,43}
ist. Die Isoklinieklasse ¢, ist jene, welche die triviale Gruppe als Vertreter hat. Wei-
ter werden die Isomorphieklassen in den Isoklinieklassen mit ¢4 (mq, ma, ..., m,)x,
bezeichnet, wobei r, s,t,my,ms,...,m, € N, my > my > ... > m, und x ein Buch-
stabe ist. Was die Notation im Einzelnen bedeutet, ist fiir unsere Zwecke uninteres-
sant. Es ist vollkommen ausreichend zu wissen, dass die Guppen in der Isomorphie-
klasse ¢ (my,ma, ..., m,)z; die Ordnung p" 2™ haben und zur Isoklinieklasse
¢s gehoren. Zudem ist die verwendete Notation eindeutig, insbesondere sind Iso-
morphieklassen mit verschiedenen Bezeichnungen unterschiedlich. Die vereinfachte
Schreibweise (mq,ms, ..., m,) bezeichne jene Isomorphieklasse, welche die Gruppe
Cpmi X Cpma X ... X Cpm, enthilt.

In der Tabelle auf Seite 45 werden bestimmte Eigenschaften der Isoklinieklassen auf-
gelistet. Die Zeilen beziehen sich jeweils auf die Isoklinieklassen, welche in der Spalte
namens ,,Family” stehen. Anhand der Spalte ,,Rank”kann die Ordnung der Stamm-
gruppen abgelesen werden. So ist pR** die Ordnung der Stammgruppen in der
jeweiligen Isoklinieklasse. Die restlichen Bezeichnungen in der Tabelle verdeutlichen
wir anhand der Zeile mit dem Eintrag ¢1;. Es sei G eine Gruppe der Isoklinieklasse
¢11. Die Nilpotenzklasse von G ist der Spalte ,,Class” zu entnehmen; also hat G die
Nilpotenzklasse 2. Dabei bezeichnet die Nilpotenzklasse jene minimale, natiirliche
Zahl n mit G, = {1}, wobei G; := G und G, := [G;_1,G| fur i > 2 ist. Die
Spalten mit den Uberschriften ,7*” mit i € {0,1,2} geben die Anzahl irreduzibler
Charaktere vom Grad p’ der jeweiligen Stammgruppen der Isoklinieklassen an. So
haben die Stammgruppen der Isoklinieklasse ¢y, jeweils p?® lineare Charaktere, p* —p
irreduzible Charaktere vom Grad p und keine irreduziblen Charaktere vom Grad p?.
Im Folgenden sei v € N die kleinste Zahl, welche modulo p kein Quadrat ist.
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3.19 Satz:

Eine Gruppe G der Ordnung p® mit p € P\ {2} hat genau dann einen tensor-
zerlegbaren Charakter, wenn die Isoklinieklasse von G in {¢; | i = 12,17,19 oder 23}
liegt. Ein direktes Produkt zweier nichtabelscher Gruppen der Ordnung p* ist ein
Vertreter der Isoklinieklasse ¢15. Die von D. Ritter konstruierte Gruppe liegt in der
Isoklinieklasse ¢o3.

Beweis:

Falls G einen tensor-zerlegbaren Charakter besitzt, gilt Z(G) = C, x C, und die
tensor-zerlegbaren Charaktere sind gemif der Diplomarbeit von D. Ritter!® vom

Grad p®. Im weiteren Verlauf verwenden wir diese Tatsache und die Folgerungen
1.13 sowie 3.14.

Zunéchst geben wir noch eine Anmerkung zu den Présentationen aus der Arbeit
11

von Rodney James'' an:  Falls keine Relation [«, 5] angefiihrt ist, wird implizit
[, ] = 1 angenommen.
1. Fall: ¢;, i€{2,3,...,10}.

Der Fall, dass die Isoklinieklasse von G ein ¢; mit ¢ € {2,3,...,10} ist, kann nicht
auftreten, denn geméf der Diplomarbeit von D. Ritter existiert keine p-Gruppe der
Ordnung < p° mit einem tensor-zerlegharen C-Charakter!'?.

2.Fall: ¢11.

Wegen G' = Gy = C,xC, xC), und {1} = [G2, G| hat man C,xC,xC, = G’ C Z(G)
und somit ist das Zentrum von G nicht isomorph zu C, x C,.

3. Fall:  ¢q4.

Analog wie im obigen Fall gilt C» = G’ C Z(G) und entsprechend ist Z(G) #
Cp x Cy.

4. Fall: ¢16.
Es gilt 75 = 0 = [{¢ € Irrc(G) | (1) = p*}|.

1071], vgl. Theorem 3.2.4
11[4], 5.9.614
12[1], vgl. Abschnitt 3.1
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5.Fall: ¢, ic{22,24,25,... 43},
Man hat |G/Z(G)| = p° und somit ist |Z(G)| = p # p*.

6. Fall: (b12.

Es sei G := ¢12(2211)b = ¢2(21) x ¢2(21). Da G das Produkt zweier nichtabelscher
Untergruppen ist, besitzt G einen tensor-zerlegbaren Charakter.

7. Fall: ¢13.
Es sei
G = ¢13(2211)a = (o, a9, a3, a4, Br, Bo | [oa, qiga] = Bi, [, au] = ob = fa,

of = B = = B = 1 (i = 12))

Es ist G' = (f1, 52) = Z(G).

Falls G einen tensor-zerlegbaren Charakter besitzt, dann existiert nach Folgerung
1.13 ein abelscher Normalteiler N der Ordnung p*. Dabei ist N = U NV geméiB
der Notation von Folgerung 1.13. Wegen |G/N| = p? ist Z(G) = G' < N. Al-
so existieren 01,02 € G\ Z(G) mit N = (d1, 02, Z(G)) und [01,05] = 1. Es seien
il,...,’i4,j1,...,j4 € N mit

5G = alla2aBalt G
und -
5G = o' al?alPa? G
Da G /G’ abelsch ist, kann man ohne Einschrankung
min{k € {1,2,3,4} | iy, # 0} <min{k € {1,2,3,4} | jir # 0}

annehmen. Insbesondere ist j; = 0. Wegen G’ = Z(G) € N gilt ebenfalls ohne
Einschrankung 0; = o' ey und 6 = ad’afPal’.

Wir wollen nun [0y, 5] berechnen. Wegen [G,G] = G' C Z(G) erhdlt man mit
Lemma 1.5 eine Abbildung

i: GxG =G =Z(G)
(9,9) —19.9
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mit der Eigenschaft, dass 77(g, -) und 7(+, ¢) fiir alle ¢ € G Gruppenhomomorphismen
sind. Wegen [gz, ¢'Z'] = [g,¢'] fir alle g,¢' € G und z,2" € Z(G) sowie G' = Z(G)
ist die folgende Abbildung wohldefiniert:
n: G/G'xG/G — G =Z(G)
(9G",9'G")  —ii(g.9') = [9.9].
Man beachte hierbei, dass n(gG’,-) und n(-, gG’) ebenfalls fir alle ¢ € G Gruppen-
homomorphismen sind. Desweiteren sind die Homomorphismen
n: G/G — IF;“
Q; |—>elfur2€{1,,4}

und
ns: F2X' — Z(G)
Isomorphismen, wobei ey, ..., e, die Standardbasis von IF?;XI und €, €y die Stan-

dardbasis von F;Xl bezeichne. Weiter seien

2 X M2 G/G/ X G/G/ — ]F;Xl X F§X1,
(901G, 92G") = (n2(1G), m2(92G"))

und 7 : Fp*' x B2t — F2** die Abbildung, so dass das folgende Diagramm kommu-
tiert:

G/G' x GG — 2 Fpt x Fpr!

d i

2(G) F21

3

Da 1 : ]F‘ﬁXl X IF;‘,“ — IF?,“ eine bilineare Abbildung ist, existieren Matrizen A; €
F2x4 fiir ¢ € {1,...,4} mit

(v, w) = (V" @ By)
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fiir alle v € IF;“ und w € F**1. Dabei sind A; die Matrizen zu den linearen Abbil-
dungen 7(e;, ) : Fyt — F2*' v = n(e;,v) fiir i € {1,...,4}. Die Matrix

stellt sozusagen eine verallgemeinerte Gram-Matrix dar. Mithilfe der Relationen der
Gruppenpréasentation erhélt man

- a0 )= () = ()

Somit ist

11 .
[(51, (52] = T](élG/, (52G/> =1"n30° T] ZQ) s (jQ

= m | (i1 iz s is) ® Ey)

= 3| (1A + ... +i4Ay) h) =13 ( 2o ) J2
J 11 12

J J4

>~ W

_ 5i1j2 Bfi4j2 +i1j3+i2j4
1 2 .

Falls i; #,, 0 ist, gilt wegen [0y, 03] = 1 somit jy =, 0. Ist nun 7y =, 0, so gilt ebenfalls
J2 =, 0, da min{k € {1,2,3,4} | i) # 0} < min{k € {1,2,3,4} | jp # 0} ist. Also
sind

Jo=,0
und [8y, 6] = B593129 Folglich gilt

—iljg =p i2j4. (303)
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Desweiteren suchen wir nach Folgerung 1.13 zwei Elemente mit 43,9, € G, so dass
{1} U, V' und U'NV' = {1} fiir U := (61, 62,03, Z(G)) und V' := (01, 02, d4, Z(G))
gllt Weiter gllt U = <[(53,(51], [53,52]> und V' = <[(54,51], [54,(52]> nach Lemma 1.5
wegen G' = Z(@G). Insbesondere gilt

{1} # ([03, 1], [03, 2]), ([04, 01], [d4, G2]) (3.0.4)

und
([63,01], [03, G2]) M ([0a, 01] , [d4, 62]) = {1}. (3.0.5)
Wir nehmen an, es existieren zwei Elemente 63 und J, mit obigen Eigenschaften.
Analog zu oben ex1st1eren ohne Emschréinkung ki,..., kg, l1,...,l4 € N mit 03 =

k1, k2 k3 Iy I3
afrabzabsoft und 6, = allalzalials.

Weiter folgert man analog zu oben, dass

i
. —ky ke - 12
[537 61] = 3 (—kg —k4 kl kg) 'ig
iy
— 1 <—k2i1*+ k1i2) _ ﬂl—kgil—f—klizﬁg

und [0s, 6,] = [ ab?ak? okt od2alt] = piisthi gind. Folglich sind ebenfalls [64, ;] =
By lai1+l1d2 - 33 und [54 52] _ 611J3+l2J4

Falls nun [(53, 51] = [54, 51] =1 iSt, gllt <[(53, 51], [(53, 52]>, <[54, (51], [54, 62]> € {{1}, <62>}
Mit 3.0.4 ergibt sich somit ein Widerspruch zu 3.0.5. Also kann man ohne Ein-
schrankung annehmen, dass —kqi; + k12 %, 0 ist. Da 6o # 1 ist, gilt j3 #, 0 oder
Ja #Zp 0. Angenommen es ist j; #, 0, dann hat man
. . . .. .. 3.03 .o .. . N
(_kﬂl + k1l2) “J4a =p kriojs — kojata =p —k1i1J3 — kojai =p —(k1j3 + k2j4)21
Somit ist k1j3 + kajs #, 0. Es sei nun js #, 0. Es gilt

. . . .. .. 303 .. .. . N
(—kair + kiia) - Jz =p k1jsio — kotirjs =p kijsla + kojaia =p (k1js + kaja)is
Damit gilt in beiden Féllen k;j3 + kojs %, 0
Dementsprechend folgt

([0,0:] [0, 02]) = (Byrenhuie. gy, ppivtheie) = (grleinthin. gg 5))
= <5;k211+k112762> — <ﬁ1752> -G = Z(G)
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und damit gilt ([0s, d2], [d3, 92]) N1 ([0, 1], (04, 02]) # {1}, falls ([04,61], [04, 2]) 7# {1}
ist. Also existieren keine Elemente 03 und ¢, mit den gewiinschten Eigenschaften.
Es folgt die Behauptung.

8. Fall: ¢15.

Analog wie im obigen Fall zeigt man, dass keine Gruppe in der Isoklinieklasse mit
einem tensor-zerlegbaren Charakter existiert.

9. Fall:  ¢45.

s sei G = ¢r7(2211)a = (o, an, o, 5, B, | [, 0] = gen, [B, 0] = 7 = 7,09 =
ag,af = afy =" =1 (1 = 1,2)). Damit ist G' = (@, a3,7) und G/G" =
(aG',onG', BG") = (C,)°. Mit V := (o, ) G' und U := (ay, ) G" hat man ((3)G")’
{1}, [, (B)G'] = (a3) und [ag, (5)G'] = (7). Folglich sind V' = (ag), U = ()
Z(G) und U' N V' = {1}. Desweiteren ist (a9, a3,7) C Z(U) # Z(G) = {(az,7).
Somit besitzen die Gruppen der Isoklinieklasse nach Folgerung 1.13 einen tensor-
zerlegbaren Charakter.

Nl

10. Fall: ¢18'

Es sei G = ¢18(2211)a’ = <04a0417042»a375a’7 | [aiaa] = 441, [al,ﬁ] = of =
O{?O@, p= 3

as, o, B = B2 =v,0f" = al,; =97 =1 (i = 1,2)) mit o}’ := { a}y?, p=5
af, p>5.

Dann sind Z(G) = (as,7), G' = (az, a3,7) und [G',G] = (a3) = C,.

Es seien U und V zwei maximale Untergruppen von G mit U’, V' # {1} und U'NV’ =
{1}. Da U und V maximal sind, gilt G’ C U, V. Angenommen es sind U Z Cg(az2)
und V' ¢ Cg(az). Dann gilt [U,G'| = [U, as] # {1} und [U,G'] C [G,G] = (a3) =
Cp. Damit erhélt man [U,as] = (a3) und analog [V, as] = (a3). Also ist a3 €
[U, 062] N [V, Oég] Q U/ N V/.

Da V maximal und ay ¢ Z(G) ist, hat man somit ohne Einschrinkung V =
Cq (a2) = (1, a9, 3,7, B). Allerdings ist somit a3 Element von V' und ebenfalls
von U'NV’, da U < Cg(ag) ist. Also existieren keine maximalen Normalteiler U und
V' mit den gewiinschten Eigenschaften. Damit besitzt G keinen tensor-zerlegbaren

C-Charakter.
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11. Fall: ¢19.

Es sei

G = ¢p19(2211)a = (a, a1, 0, B, B1, B2 | [ou, 0] = B, [B, 6] = af = B,
[a,a1] = Br,0? =P =7 =1 (i = 1,2)).

Dann ist G' = (B, 1, 52) und Z(G) = (By, B2). Es seien V := (o, ) G' und U :=
(g, ) G'. Wegen ((«)G') = {1} hat man {1} # V' = [y, (a)G'] = (f;) und
{1} #U" = |, (@) G'] = (Ba). Zudem ist U’ = (fy) C Z(G) und o € Z(U) \ Z(G).
Mit Folgerung 1.13 erhilt man die Behauptung.

12. Fall: §b20.

Es sei G := <b20(2211)a = (04, ay, g, 3, B, Bo \ [0417042] = B3, [ﬁvai] = B [04,041] =
0/2’51_(3> = fo, o = B, = P = 57 =1 (1 = 1,2)). Dann ist G’ = (, 51, 52) und
Z(G) = (B, B2). Wegen [8,G] C Z(G) folgt [B, i ak2a] = [B, )" - [B, aa]* -
(B, alfs = flﬁé’” fiir ki, ko, k3 € N mit Lemma 1.5.

Wegen € G’ ist somit H := (a)G’ der einzige abelsche Normalteiler von G' der
Ordnung p*. Angenommen es existieren zwei maximale Untergruppen U und V von
Gmit V' # {1}, U # {1} und U'NV' = {1}. Dann ist UNV = H,daUNV
abelsch von der Ordnung p* ist. Es existieren ki, ko, l1,lo € N mit U = (o} ab?)H
und V = (ol a2)H. Weiter sind [aq, o], [oq, B8], [a2,a] und [ag, 5] € Z(G). Damit
ist [(a1, a0), H] < Z(G). Es folgt wiederum mit Lemma 1.5, dass

[af'ag?, a®8’] = [ar, o] - o, B]° - [az, ] - [az, 5]

= Byne gt gyt
fiir ay,as,a,b € N ist. Wegen Z(G) = (B, ) ist somit U’ = [k H] =
(85, R BE2Y sowie V! = [adal, H] = (8L, B B2). Da U # {1}, V' # {1} und
U'NV" = {1} sind, kann man ohne Einschrénkung annehmen, dass k; =, 0, ky %, 0
und I; #, 0 sind. Also hat man V' = (8}, 1 32) = (By, Ba). Wegen U’ C (B, B)
gilt U' N V" # {1}. Dies ist ein Widerspruch zu U' NV’ = {1} und es folgt die
Behauptung.

13. Fall: ¢21.
Es sei G = ¢21(2211)a = (o, a1, 09,83, 51, B2 | [oa, 0] = B,[B, 5] = Bi, [, 0] =
0‘12051(3) = o, [, ] = 5f7@11)5;(3) =f,af =pP =0 =1 (i =1,2)). Dann ist G' =
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(B, P1,P2) und Z(G) = (B1, B2). Analog wie im Fall ¢og zeigt man, dass (a)G" der
einzige abelsche Normalteiler von G der Ordnung p* mit G’ als Untergruppe ist und
dass keine Untergruppen V und U mit den gewiinschten Eigenschaften existieren.

14. Fall: ¢23.

Es sei G := ¢93(2211)a = (@, a1, g, a3, u, 7 | [, @] = g, [0, o] = v, P =
ag, o =17 =1 (i =1,2,3)). Dann ist G' = (a9, a3, aq,7) und Z(G) = (au, 7).
Mit V := () G’ und U := (aq) G’ hat man [G : U] =[G : V] =p, {1} # V' =
(as, aq) und {1} # U" = (). Damit erhélt man U' NV’ = {1} und V' Z Z(G). Es
folgt die Behauptung mit Folgerung 1.13.

p __
1=

Die Isoklinieklasse ¢q3 ist die einzige Isoklinieklasse von {¢12, ¢17, 419, 23}, in der
die Kommutatorgruppen der Elemente die Ordnung p* besitzen. Somit liegt die von
D. Ritter konstruierte Gruppe in ¢o3.

4
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Kapitel 4

Charaktertafeln der
Isoklinieklassen ¢17 und ¢q

Im vorherigen Kapitel haben wir gezeigt, dass Elemente der Isoklinieklassen ¢1s, ¢17,
¢19 und ¢o3 die einzigen Gruppen der Ordnung p° fiir p € P\ 2 sind, welche einen
tensor-zerlegbaren Charakter besitzen. Wir bestimmen im Folgenden die Charak-
tertafeln von jeweils einem gewéhlten Verteter dieser Isoklinieklassen. Anschlieflend
priifen wir, ob der tensor-zerleghbare Charakter auch nichttrivial tensor-zerlegbar ist.

Dabei werden wir die Isoklinieklassen ¢15 und ¢93 nicht betrachten, denn ¢3 wurde
bereits von D. Ritter behandelt und ¢;5 ist jene Isoklinieklasse, welche ein direktes
Produkt zweier nichtabelscher Untergruppen besitzt.

Es seien I :={1,...,p} und I* :={1,...,p — 1}.

Prr

Wir betrachten G := ¢17(2211)a = (o, a1,0,03,8,7 | [, 0] = iy, [B,01] =
P =, = az,0f =af, =~ =1(i = 1,2)), U := (a,3,a2,a3,7) und V :=
<a1a6a (1/2,(1{3,’7>.

Wir nehmen zunéchst die Konjugiertenklassen von ¢17(2211)a aus Tabelle 4.1 als
vorldufig an und beweisen als Erstes die Tabellen 4.3-4.5. Dann bestimmen wir alle
irreduziblen Charaktere. Letzendlich beweisen wir die Korrektheit der angegebenen
Konjugiertenklassen.

Beweis der Tabellen 4.3-4.5:  Es sind U’ = (a3) und

U/U" = (aU’, U, apU’ U") = (BU") x (aU’) x {apU’) = C\2 x C,, x C,,.

95
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Bezeichnung | Vertreter Parameter Lange | Anzahl
oy .c ag’y° as,c € [ 1 p*

Gay.c ayy® | apelcel | p |plp—-1)
qaag BPag? bel* a3el P p(p—1)
ot a’fy | aelbeel | p* [pPPp—1)
q317b7a3 acluﬁbagg ay € I*v b7 az € I p2 pQ(p - 1)
By a Bray’ bas € I* P | (p—-1)7
Q@ ars ataf pP a,a,,b € I* p’ (p—1)°
a7 4, aaft a,a; € I* p? (p—1)?

mit [ :={1,...,p}, I":={1,...,p—1}.

Tabelle 4.1 — Konjugiertenklassen von ¢;7(2211)a

Somit ist der Homomorphismus

@2:U—>C*,

«

B
Qi
a3
fy

11111

Cihp
Ci
Cihp
!
¢

wohldefiniert, wobei ¢ eine primitive p?-Einheitswurzel, i € I* und h € I sind.

Weiter sind V' = {(«q, 5, ao, a3, 7y), V'

(v) und V/V" = (o, V', BV, V', asV') =

(V') x (BV") x (V") x (V") = C, x C, x C,, x C,. Also sind die Homomorphismen

und

NV = Cr

kK V — C*,

aq

11

USRI

11111

1
1
/l/}l
1
1

wohldefiniert, wobei ¢ eine primitive p-Einheitswurzel und ¢ € I'* sind.

Nun gilt
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(i) — B A B
(Sof;l)ozl ‘Czhp—kzhp <z+k1p Czhp 1 Czp’

(ii) o A I und
(Y ¢(2)z 1k 1
() e z,ﬁ f O;Z P fiir k € N,

Beweis:

zu (i):  Esist a® = aay’, B = B7 und « zentralisiert oy, as sowie 7. Daraus
folgt die Behauptung durch Induktion iiber k.

zu (i), (iii):  Esist of = ajae, af = asas und « zentralisiert 3, ag und . Daraus
folgt die Behauptung durch Induktion iiber k.

Es seien

a = 1/1"3

ap W
'_> m

Vilm - G = C*, 6 ¢

” Qo > 1

Q3 > 1

v o= 1

fiir k,l und m € I. Wegen G' = (ap, a3,7) und G/G’ = (aG’) x (a1 G") x (BG") = C3
sind vy, wohldefiniert und es gilt

{Vkym | k,l,m € I} = {lineare Charaktere von G}.

Wir zeigen nun, dass die Charaktere ¢} 1% -vp o0, N1 vom und &8 15 190
irreduzibel sind.

Da U sowie V maximale Untergruppen von G und ¢}, A\ sowie £’ nicht invariant
unter G sind, folgt Te(v}) = U und T (N') = Te(k') = V. Folglich sind die Charak-
tere ! 15, A11¥ sowie k1€ irreduzibel und somit ebenfalls @i 1< vy o0, X115 1 11m
und &° T‘G/ “Vk,0,0-

Die Werte fiir die Charaktere in der ,vorldufigen” Charaktertafel 4.2 ergeben sich

aus den Tabellen 4.3-4.5. Exemplarisch bestimmen wir ¢! 15 (a?8%y¢) und \ 1§
(a*Bba$?) fiir a,i, h,a; € I* und ¢, b,a3 € 1.
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1. Fall: —ha+0b#,0

Man hat ¢ TU (aBPy¢) = Zk 0(¢h) ( a3bye) = Z Cihpafkihpagib+kipbcipc —
Czhap+zb+zpc ZP 1<Cp)kz —ha+b) __ Clha—‘rzb—i-zpc p l(Cp) —0.

2. Fall: —ha+b=,0.
Es ist (p;z Tg (aaﬁb,}/c> — Cihpa-l—ib—‘ripc zz;é (<p>ki(7ha+b) =p- Cihpa—&—ib—i—ipc.
N

1

Desweiteren gilt \' 17 (o 16b 5 = SN (o plagt) = TP T) (3)iasyjias —
%0, wobei wy, : Zp_ Pt = Da/2 fijr w € Z ist.

Oben wurde bereits gezeigt, dass
Ay :=A{vkim | k,l,m € I} = {lineare Charaktere von G}
ist. Wir zeigen nun

Ay = @18 voo li € I bk € IYU{NAY v | i€ I 1,m € I}
U{HZT‘C}' V0,0 ‘ 1€ [*,k S [}
= {irreduzible Charaktere von G' vom Grad p},

sowie

Ay = {poty NAVli e {lp— 1}
= {irreduzible Charaktere von G vom Grad p?},

und somit ist Irrc(G) = Ag U A; U A,.

Dafiir zeigen wir zunéchst fir i,7',¢" € {1,...,p — 1} und h,k, k', [,I',m,m’' €
{1,...,p}, dass Folgendes gilt:

(1) @15 Vioo # i 15 Voo fiir (i, k,h) # (7K, 1),
(i) NG vogm 7 NG vo e fir (i,1,m) # (@', 1, m'),
(i) &1 vo0m # KNG voom fir (i,m) # (@, m),

(iv) @15 Vhoo # XN G Vorm, K 1 Vo0m und
)

(V )\ZTV I/()lm;éli TG I/O,O,m’-
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Entsprechend der Tabelle 4.2 ist

fiir w € Z. Es sei nun w € Z \ pZ. Dann ist w, = 24+ S22 {g e {1,...,p— 1} |
w(g —1)q/2 =, i} -¢" = f(¥) mit f € Q[X]\ {0} und grad(f) < p — 1. Das
Minimalpolynom von 1) ist das Kreisteilungspolynom v := 14+ X + X2+ ... 4 XP~1,
Da f von geringerem oder gleichem Grad wie das Minimalpolynom v und ungleich
0, v ist, gilt f(¢) # 0. Also ist w,, # 0.

Fir w € pZ gilt w,, = p. Zusammenfassend ist

wy £ 0 (4.0.1)

fir alle w € Z.
zu (i):  Essind
1S voo(v) = pCP # ¢ = 1S v o0(7)
fiir @ # 4/, ’ . . .
On 15 Uroo(az) = pCP" £ pC™ " = @) 15 v o 0(a)
fir h £ A und i = 7',

i —h+h=,0 i i (R ’ ’ il ’
P15 vroo(aB) =T pl PR S pTIP ) — o 48 b 0,0(aBY)

fir h=h € I*, 1 =14 und k # k' sowie
902 TLGJ Vgoola) = p¢k # pibk/ = Wi/ T8 Vi’ 0,0

firh=h =0,i=4¢ und k # k'
zu (ii):  Es sind

NG o pm(az) = pbt £ po" = NG g (3)
fiir ¢ #£ 7/, ’ .
NG Lo rm(B) = p™ # p™ = NG gy (B)

fiir m # m’ sowie nach 4.0.1

. / -/
A TxG/ ~V0,l,m(a1) = wiwl # Wﬂ/fl A’ TIG/ Vo1 m/
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firi =4 und [ #1['.

zu (iii):  Es sind

KA vo0m(az) = pb' # pt" = "1 1o 0,0 (02)
fiir ¢ # 4/ sowie
K15 vo0m(B) = pU™ # pv™ = &1 o0, (B)

fiir m #£ m/'.

zu (iv):  Es sind

SOZT(J Vk00(7) = pCP #p= A T\G/ Vo,1m ()
und ‘ .

¥ 1e Vio0(8) =0 # Py = KT 10,0,m(8)-
zu (v): Esist X1F o pm(Baz) = 0 # pp™e2 = 6747 v, 0,m (Bas).
Somit gilt

(Al = {18 vroo | i € I bk € TYO{NAY -voum | i € IF,1,m € I}
U{KAS voom |3 € TF,m € T}
= Plp—-D+pp—D+pp—1)=2"—p"—p.

Da ¢}, Tg N T‘Cj vom zentralen Typ und (b 19 NG (1))2 = pt = |G Z(G)] ist,
gilt (o 18 N G i 18 M 1) = 1. Somit sind die Charaktere o) 16 -\ 1 fiir
1,7 € I irreduzibel.
Weiter gilt o} 15 -M1E # b 16 N 4G fiir (4,5) # (i/,5), denn es sind

ot N (as) = P! # "0 = 9515 N1 (as)
fiir 7 # 5/ und
eo 1 NG (7) = PP # ¢ = o 15 N1 (7)
fiir i # 4. Also ist [Ag| = (p — 1)%

Da A; C {irreduzible Charaktere von G vom Grad p'} fiir ¢ € {0,1,2} ist, gilt
D veouaua, (X(1))? = [Ao| - 14 [As] - p? 4 [As] - p* = |G]. Somit folgt Irre(G) =
AgU A1 U A,.
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Fiir den Beweis von Tabelle 4.1 verwenden wir, dass G' = (o, as,
(G, G 1G) = G, Z(G) = {a3,7), [, G] = (a3), [(8),G] = (
falls ({5, a2), G] = (s, ) gl

Beweis von Tabelle 4.1 Es sei ¢f := {qj,. | as,c € I} und ¢q;,...,q] seien ent-
sprechend definiert. Betrachtet man die Vertreter der Elemente von ¢. modulo
G' = {(ag,as,7) und beachtet man Z(G) = (az,7), gilt offenbar ¢ N ¢ = O fiir
i,7 € {1,...,7} und i < j, auBler moglicherweise fiir i = 2 und j = 5. Analog
gilt qgal’b + qs,’a,l’b,, q;dl =+ qg,,d,l fir a,d’,ay,ay,b,b,a,d',a1,d, € I*, (a,a1,b) #
(a',ay, ) und (a,ay) # (@', a}). Wegen Z(G) = (as,7) ist ¢° die Menge der Konju-
giertenklassen von G der Lange 1. Desweiteren gilt:

';) G/G" =

und eben-

(i) qayc # q;,wc, fir ag,aly € I*, ¢, € I und (ag, ¢) # (aj, ),
(ii) qi% + q§,7a§ fiir b,0' € I*, ag,ay € I und (b, a3) # (V,a}),
(ili) qpq, 7 qi?/,a; fur 0,0, as, ay € I* und (b, az) # (V, ab),
(iv) ¢2na2 =10,
(V) @pe# @y fiiva,a € I*, 0,0, ¢, € I und (a,b,¢) # (a',V, ) sowie

(vi) qé‘;hb’as =+ qia’b,’aé fir ay,a} € I*, b,0',a3,a} € I und (a1, b, a3) # (a7,V, af).

zu (i):  Wir nehmen an, es existiert ein g € G mit (a527¢)? = (a5?)97°¢ = agévc/. So-

mit sind o5?[ag?, g]7° = a;’w und [a5?, g] = a22 “ e Wegen [a32, 9] € [G',G] =
(aig) ist a22 "= = 1. Da [{ag,7)] = p?, (a9,7) # Z(G), (as,y) = Z(G) und
|Z(G)| = p? ist, gilt az & (a9,7). Folglich sind a) = as und ¢ = c.

zu (ii):  Angenommen es existiert ein g € G mit (8%a%*)? = ¥y % Man erhalt
analog zu (i), dass [3°, g] = 5b’_bagg_a3 ist. Desweiteren ist

8%, 9] € [(8), G] = (). (4.0.2)
Wegen v/ —b e {—p+1,...,p — 1} sind dementsprechend ' = b und a = as.
zu (iii):  Es sei ¢ € G mit (8°a3?)9 = 51”@;‘5. Wegen G' = (aw, asz,y) kann man

ohne Einschréinkung b = ' annehmen. Damit sind B2, g] = Ba% und

folglich [3%a5?, g] = a2 **. Desweiteren hat man [3%a3?, g] € [(B, as), G] = (a3,7) =
{(aig, BP). Somit ist auch afy = as.
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zu (iv): Die Aussage folgt analog zu (ii).

zu (v): 1. Fall: (a,b) # (a/,V). BEs gilt a’fy°G" = a*B*'G’" # PG =
a® Y ~¢G’. Daraus folgt die Behauptung.

2. Fall: (a,b) = (a/,t/) und c# . Essei h € I mit —ha+b=,0.

Dann ist gOlll Tg (Oéaﬂb’yc) — pcpha—l-b-&-pc 7& pcpha—i-b—&—pc’ — 90]11 Tg (Oéaﬁb”)/cl).

zu (vi): 1. Fall:  (ay,b) # (a}, V). Esist 3G’ # a1 3" G,

2. Fall:  (a;,b) = (a},¥) und a3 # ay. Nach 4.0.1 ist M 1§ (o' Bag?) =
Way % 7 W, Y1 = M1 (0" Ba5?).

Damit erhiilt man |PU...U¢/| =p* +p(p—1)+p(p—1)+(p—-1)*+(p—-1p+
p—1)p+(p@—-12+(@-13+(p-1? =3 -3p+1=|4U...UA,y|. Also
haben wir alle Konjugiertenklassen bestimmt und es muss nur noch die Lange der
Konjugiertenklassen gezeigt werden.

Mit der Charaktertafel und der zweiten Orthogonalitétsrelation folgen die Konju-
giertenklassenlingen der Elemente von ¢, ¢, ¢2, ¢%, ¢°,¢% und ¢7. Desweiteren ist
G’ = (ay,as3,7). Somit sind die Lingen der Konjugiertenklassen in ¢2 nach oben
durch p? beschrinkt.

Da die Konjugiertenklassen eine Partition von G bilden, ergeben sich auch die
Lingen der Konjugiertenklassen in ¢2. O
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Bezeichnung | Vertreter Parameter Lange Anzahl
qgl’bQ 11)1 32 bl, bQ el 1 p2
Qo a® By acl' byel P (p—1)p
G, a’ e By acl bel p (p—Dp
qg,al,bg aaa?lﬂgm ay € [*7 a, 62 el p2 (p - 1)]92
Gy b g2 By ap eI byel P’ (p—1p
Qo a’f’ laelbel*\{p—a}| p* |(p—1(—2)
a B bel P (p—1)
q;%bl oﬂoffﬂfl a,ay € I*,by €1 p? (p—1)%
qs’aw? a’aftay? ay, a0 € I*,a €1 p? (p—1)*
I={1,...,p}, I*:={1,...,p—1}.

Tabelle 4.6 — Konjugiertenklassen von ¢19(2211)a

P19 :
Wir betrachten G := ¢19(2211)a = (o, o1, 2, B, 1, B2 | o, o] = B, [B, o] = o

Bia [aval] = Blvap = Bp = Bf = 1(l = 172)> Weiter seien U = <O[1,0[,6,51,52>
und V' = <a27@75751a62>- Es sind G’ = <B7Bl7ﬁ2>v Z<G) = <Bl?62> und G/G/ =
(aG', 1 G', eG') = CF. Man beweist zuniichst die Tabellen 4.8, 4.9, 4.10 und 4.7,
dies erfolgt vollkommen analog wie im vorherigen Fall. Wir beweisen hier nur die

Tabelle 4.6.

Beweis der Tabelle 4.6: Betrachtet man die Vertreter der Konjugiertenklassen mo-
dulo G’ und beachtet man, dass Z(G) = (81, B2 ist, gilt offenbar ¢'Ngl = O fiir 7, j €
{0,...,8}\{2} und i < j, auBler moglicherweise fir (7, 5) € {(1,2), (1,5),(2,5)}. Auf-
grund von [{«, B, B1, B2), G| = [(, B), G] = (B, B2) gilt damit auch, dass ¢ Ngl =0
fir (i,7) € {(1,2),(1,5),(2,5)} ist. Desweiteren sind [¢°| = p?, |q}| = (p — 1)p,
@2l = (p = Up, 2| = (p = 1)(p — 2) und || = p — 1 wegen [5y" 3y, G] = {1},
(8%, G] = (B1), [@*B~BY,G] = (Ba), [a®B®,G] C (B1, Bo), [BY,G] = (B, B) fiir
a,b/ € I*, by,by € I und b € I* \ {p — a}. Beriicksichtigt man noch die vorldufige
Charaktertafel 4.7, so folgt, dass die Konjugiertenklassen in ¢> und die Konjugier-
tenklassen in ¢} jeweils paarweise verschieden sind. Dies verdeutlichen wir an ¢*. Es

. b . aly b . . .
sei a2 konjugiert zu ay*f)" und aq,ay € I* sowie by, 0] € I. Dann ist zunéchst
ay = al, und es folgt

Wwa, = MY (05287) = MY (05°6)") = .
Wegen w_g, # 0 nach 4.0.1 ist " = % und damit b; = b/.
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Wir zeigen nun |¢7| = (p — 1)*p. Es seien a,az,d’,ay € I* und by, b} € I. Falls nun
(a,a2) # (', a3) ist, gilt g7 o, 0, # Qi 0p 4y Wegen G' = (B, By, Ba).

Es seien nun (a,as) = (a/,a}) und by # b}. Dann ist

p—1
ME (@*ag81) = €, = O Zw cala-ta/2Han y 1)

=1

p—1
a 1)q/2+qa (1)
£ ) ( p2(a=1)a/2 e 4 1) €a,a0.,

9=

= M (@58,

Man beachte hierbei, dass

p—1 p—1
1+ Z 77D—ag(q—l)q/Q-I—qa =92+ Z 1/}a2(q—1)q/2+qa 7£ 0
qg=1 q=1

—a2qZp—2a—az

ist, denn das Minimalpolynom von v ist 1 + X + ... + XP~! € Q[X]. Also sind
47l = (- 1)%.
Wegen G’ = (8, 31, B2) gilt offensichtlich |¢8| = (p — 1)*p.

Analog wie im Fall ¢q7 folgt nun die Behauptung. 0
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©* 1 1 1 1
(¢) 1 1 1 g
((pi>a2_2 wi 1 in 1 ?/fi
(sz)a;k w(é)z 1 wkz 1 ¢z

NPt

(g)ea" | p@-DE-2i2 1 ye-Di 1 i

Tabelle 4.8 — Konjugierte von ¢ in ¢19(2211)a

Im Folgenden wollen wir untersuchen, ob die tensor-zerlegharen Charaktere der
oben aufgefithrten Gruppen trivial tensor-zerlegbar sind oder nicht. Es sei G €
{$17(2211)a, ¢19(2211)a}. Weiter seien U,V < G, ¢ € Irre(U) und X € Irre(V),
so dass 1§ ‘A 1§ irreduzibel ist. Falls nun ¢ 1§ ‘A 1§ trivial tensor-zerlegbar ist,
dann existiert per definitionem ein Normalteiler N von G mit (A1 -0 1%) 1%= px,
Xx(1) = p und x € Irre(V). Ohne Einschriankung kann man nach Lemma 3.15 an-
nehmen, dass Z(G) C N ist. Da die tensor-zerlegbaren Charaktere der Gruppen
$17(2211)a und ¢19(2211)a vom zentralen Typ sind und |Z(G)| = p? ist, gilt

{o, falls n ¢ Z(G)

x(n) = p-A(n)-p(n), fallsne Z(QG)

fiir n € N und somit hat man |[N|- (x,x)n = p? D omeze) 1 = p? - p? = p*, woraus
wiederum |N| = p* folgt. Wegen |G/N| = p? gilt G’ C N. Folglich ist es sinnvoll
irreduzible Charaktere von Normalteilern der Ordnung p* mit G’ C N zu betrachten.
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Qs o o) B P

Y 1 1 1 1
(Ad)er 1 W W1
(AF)er” Wi ey U |

O A A

()\j)af”“ Y- P=DE=2i/2 =17 oy r-Di i ]

Tabelle 4.9 — Konjugierte von A’ in ¢19(2211)a

aq a B B P

K 11 ¢ 1 1
(k)% g1t 1

(Ki>a;p+l w(p—l)i 1 wi 1 1

Tabelle 4.10 — Konjugierte von x in ¢19(2211)a
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4.1 Bemerkung:

Die tensor-zerlegbaren Charaktere der Gruppen der Isoklinieklassen ¢;7 und ¢19 sind
trivial tensor-zerlegbar.

Beweis:
Wir verwenden Bemerkung 3.17.

zu ¢17:  Man betrachte wieder den Verteter ¢17(2211)a. Es sei nun N := («, ag, as, )
D (a9, a3,7) = G'. Wegen G' C N ist N ein Normalteiler von G. Weiter sei
i € Irre({ae, o, 7)) wie folgt definiert:

0y 05 7
i ‘ INRUA
wobei 1 eine primitive p-te Einheitswurzel ist und 4,7 € {1,...,p — 1} sind. Man
beachte hierbei, dass (as, as,v) = (a2) x (a3) x (y) = CJ ist.
Es ist af = asas und Z(G) = (as, 7). Durch Induktion iiber k ergibt sich

‘062 Qs 7

uey [N gty

fiir £ € Ny und somit gilt

0 falls n ¢ Z(QG) ; ,
N ’ I AG yiaG

. i .- n) = . ) — ')\ nj.
P Mg T( 2,03,7) (n) {p_pwmgch’ falls 1 = a2 (o T A V) (n)
Damit ist also (@216 XN4G) In=p - Xij mit xi; = pi; TV fiir alle 4, j € I*. Die
Charaktere ¢ 15 A1 sind also trivial tensor-zerlegbar.
Zu ¢19: Es seien G := ¢19(2211)CL und N := <alaﬁ751762> 2 <5761a/62> = G
Desweiteren sei y; ; € Irre((8, f1, B2)) wie folgt definiert:

18 B B
Hi,j ‘ Loyt gl
wobei ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel ist und 4,5 € {1,...,p — 1} sind. Man
beachte, dass (3, 81, f2) = (B) x (B1) x (Ba2) = C7 ist.
Es ist 4% = p; und Z(G) = (1, f2). Durch Induktion iiber k erhilt man

|8 BB
o [k g
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fiir £ € Ny. Damit gilt

0, falls n ¢ Z(G . ;
FLO) _ 4G NG (n).
2

N
. n) = . .
p 'MT(B,BMM ( ) {p . p¢zb1¢Jb2’ falls n = 1

Analog wie oben folgt die Behauptung. O
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