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Vorwort

And the earth becomes my throne
I adapt to the unknown

Under wandering stars I've grown
By myself but not alone

I ask no one

And my ties are severed clean

The less I have the more I gain
Off the beaten path I reign

Rover, wanderer, nomad, vagabond
Call me what you will

But I'll take my time anywhere

I'm free to speak my mind anywhere
And Ill never mind anywhere
Anywhere I roam

Where I lay my head is home.

Aus Wherever I May Roam
von James Hetfield und Lars Ulrich.

Diese Arbeit beschiiftigt sich mit endlichen Quasigruppen, d. h. mit endlichen Mengen
@, auf denen eine bindre Verkniipfung derart definiert ist, dass jedes Element von @ so-
wohl in jeder Zeile als auch in jeder Spalte der Verkniipfungstafel genau einmal erscheint.
Insbesondere ist also jede endliche Gruppe eine solche Quasigruppe. Da die Theorie der
endlichen Gruppen viel weiter fortgeschritten ist als diejenige der Quasigruppen, erscheint
es nur statthaft, Verbindungen zwischen diesen beiden algebraischen Strukturen zu un-
tersuchen, um aus der Kenntnis gewisser Gruppen ein moglichst umfassendes Bild der
Struktur von Quasigruppen zu erhalten. Nun gibt es natiirlich diverse Moglichkeiten, der-
lei Verbindungen zu konstruieren, sodass fiir diese Arbeit eine Auswahl getroffen werden
musste. Da in jeder Zeile und Spalte der Verkniipfungstafel einer Quasigruppe @ jedes
Element genau einmal auftritt, lassen sich alle Zeilen und Spalten auch als Permutationen
der Sg, der symmetrischen Gruppe auf der Menge (@, auffassen. Die von all diesen Permu-
tationen erzeugte Untergruppe der S = 5)g| heifit die Multiplikationsgruppe von (). Man
sieht leicht, dass diese transitiv auf ) operiert und es dréngt sich zuallererst die Frage
auf, welche endlichen, transitiven Gruppen als Multiplikationsgruppe einer Quasigruppe
auftreten. Diese Frage soll in dieser Arbeit ein wenig beleuchtet werden.



8 Vorwort

Die dazu benétigten grundlegenden Begriffe und Konzepte werden in Kapitel |I| bereit ge-
stellt. Aulerdem werden dort auch einige alternative Zusammenhénge zwischen der Theo-
rie der Quasigruppen bzw. Loops (diese sind Quasigruppen mit einem neutralen Element)
und der Gruppentheorie aufgezeigt.

Kapitel [T beschéftigt sich mit der Struktur von Multiplikationsgruppen. Ist @ eine Quasi-
gruppe und M(Q) ihre Multiplikationsgruppe, dann kann der C-Vektorraum CQ mit Basis
@ wegen der Operation von M(Q) auf @ als CM(Q)-Modul aufgefasst werden. Der erste Ab-
schnitt dieses Kapitels zeigt die Kommutativitit des Rings der CM(Q)-Endomorphismen
von CQ, woraus im zweiten Abschnitt mit darstellungstheoretischen Mitteln gefolgert wird,
dass der Modul C@Q in eine direkte Summe paarweise nicht-isomorpher einfacher CM(Q)-
Moduln zerfillt.

In Kapitel verlasst der geneigte Leser die grenzwertfreie Zone. Dort wird gezeigt, dass
fast alle Multiplikationsgruppen symmetrisch oder alternierend sind. Obwohl die Idee die-
ses Beweises relativ einfach ist, gerit man bei der Ausgestaltung der Details in manch
finstrem Wald in diverse Raufhindel mit Tendenz zur Bluttat.

Kapitel IV beschéftigt sich schlielich mit Algorithmen zur Konstruktion von Quasigrup-
pen mit gegebenen Multiplikationsgruppen. Die Implementierung dieser Algorithmen in
GAP ([GAPO06]) sowie die so erzielten Ergebnisse sind im Anhang aufgelistet.

Die Ergebnisse zeigen, dass zwar durchaus viele der vielfachheitsfreien (im Sinne von Kapi-
tel, transitiven Gruppen Multiplikationsgruppen sind, es aber doch mehrere Ausnahmen
gibt. Das kleinste Gegenbeispiel liefert die Gruppe ((1,4)(2,5), (1,3,5)(2,4,6)) < Se. Diese
operiert transitiv und ist vielfachheitsfrei, die Quasigruppen der Ordnung 6 weigern sich
aber dennoch beharrlich, sie als ihre Multiplikationsgruppe anzuerkennen.

Das Thema der Arbeit verdanke ich Herrn Gerhard Hif. Thm danke ich sowohl fiir die
Einfithrung in die Algebra als auch fiir seine jederzeit duflerst hilfsbereite Betreuung dieser
Arbeit. Nicht zuletzt danke ich ihm auch fiir seine Unterstiitzung beziiglich meines Prakti-
kums in Boston. Zudem hatten in Thomas Breuer, Christoph Kohler, Frank Liibeck, Max
Neunhoffer, Johannes Orlob und Christian Weber auch zahlreiche weitere Mitarbeiter des
Lehrstuhls jederzeit ein offenes Ohr fiir meine Probleme, wenn der Wald vor lauter Baumen
mal wieder zu verschwinden drohte.

Ein ganz besonderer Dank geht an meine Familie, insbesondere an meine Eltern. Sie unter-
stiitzten mich jederzeit in meinem Tun und Handeln (auch in schwierigen (Schul-)Zeiten,
als ich ihnen keine grofie Freude war) und erméglichten mir so erst die Erkundung sowohl
der Mathematik in Aachen als auch diverser Winkel und Kulturen dieses Planeten. Diese
Erfahrungen, die zu machen sie mir die Gelegenheit gaben, haben wesentlich zu meiner
personlichen Entwicklung beigetragen.

Zuguterletzt ist es mir noch ein personliches Anliegen, der Européischen Union fiir das Le-
ben in fast vollendeter Freiheit, das zu fithren ich bislang das Gliick hatte, zu danken. Ich
mochte sie an dieser Stelle ermutigen, weiter gegen die Krusten des mittelalterlichen, klein-
staatlichen Denkens zu kimpfen und den Weg zur européischen Einheit allen Widrigkeiten
zum Trotz weiter mit aller Konsequenz zu beschreiten.




Kapitel I

Einfithrung

Dieses Kapitel dient der Erlauterung der fiir diese Arbeit grundlegenden Begriffe. In
werden dabei die elementaren Begriffe Quasigruppe, Multiplikationsgruppe und Konju-
giertenklasse definiert, wiahrend in [§2| das aus der Gruppentheorie bekannte Konzept der
Isomorphie auf Quasigruppen verallgemeinert wird. Die Definitionen sind gréfitenteils aus
[PA190] oder [Smi86] iibernommen. Die letzten beiden Abschnitte dieses Kapitels stellen
einige Verbindungen zwischen Quasigruppen und bestimmten Gruppen her. Wihrend in
die Begriffe des Zentrums bzw. der Automorphismengruppe einer Gruppe auf Quasi-
gruppen verallgemeinert wird, ist der Zugang in |§4) kategorieller Natur.

81 Quasigruppen

(1.1)Definition Eine Menge @ # () mit einer Verkniipfung - : Q x @ — @ heifit Quasi-
gruppe, wenn durch die Kenntnis zweier Elemente der Gleichung

TYy==z
mit x,y, z € @ das dritte Element eindeutig bestimmt ist.

Besitzt (Q, -) zusiitzlich ein neutrales Element, d. h. ein Element e € Q, dase-q =¢q-e = ¢
fiir alle ¢ € @ erfiillt, so heifit (Q,-) ein Loop.

(1.2)Bemerkung Sei (@, ) eine Quasigruppe und x - y = z eine Gleichung in Q. Die
bei gegebenem y und z eindeutige Losung x wird mit z/y bezeichnet und z\z sei die
eindeutige Losung y bei gegebenem = und z. Diese neuen Verkniipfungen / und \ auf @
heiBen Division von rechts bzw. Division von links. Die Struktur (@, -, /,\) erfiillt dann

x/y))'/y =z
z-y)y = x
v @\y) = y (1)
w\(z-y) = vy

Sei umgekehrt eine Menge @ mit drei binéiren Verkniipfungen -, / und \ gegeben, die
erfiillen, dann ist (@, -) eine Quasigruppe (vgl. [Smi86, S.15]).
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(1.3)Definition Sei @ eine Quasigruppe. Fiir € @ sind die Translationen
R(z):Q—Q,q—q-z ud L(z):Q—Q,q—z-q

Permutationen von @ und M(Q) := (R(z), L(z) | z € Q) < Sg heiit die Multiplikations-
gruppe von . Analog dazu heilen LM(Q) := (L(z) | x € Q) linke Multiplikationsgruppe
und RM(Q) := (R(z) | = € Q) rechte Multiplikationsgruppe.

Ist @ speziell eine Gruppe, so ist M(Q) durch die kurze exakte Sequenz
A T
1-2Z(Q) = QxQ—M@Q) —1

gegeben mit A : Z(Q) - Q x Q,z+ (2,2) und T : Q x Q — M(Q), (z,y) — L(z) ' R(y)
(vgl. [Smi90, S. 436]). Das bedeutet, dass A und 7" Gruppenhomomorphismen sind, wobei
A injektiv, T surjektiv und zusétzlich ker 7' = im A ist.

Es ist klar, dass die rechte, die linke und die beidseitige Multiplikationsgruppe auf natiir-
liche Weise transitiv auf ) operiert.

(1.4)Definition Betrachte die diagonale Operation " von M(Q) auf @ x @, d.h.

§:QxQ—QxQ,(x,y)— (rg,yg)  fiir g € M(Q).

Die Bahnen C1, ..., Cy unter dieser Operation heilen Konjugiertenklassen von Q). Also ist
z. B. die Diagonale @), die Gleichheitsrelation auf @, eine solche, da M(Q) transitiv auf Q
operiert. Weiter ldasst sich jeder Konjugiertenklasse C; die entgegengesetzte Konjugierten-
klasse

= {(z,y) | (y.2) € Ci}

zuordnen.

Ist @ eine Gruppe, so wird jede Konjugiertenklasse C' durch

Cl):={yeQ|(l,y) eC}

eindeutig bestimmt und diese Mengen C'(1) stimmen mit den iiblichen Konjugiertenklassen
von Gruppen iiberein (zur Argumentation siche [JS84, S.44] und [Smi86, S.83]).

Im Folgenden seien alle auftretenden Quasigruppen endlich.

(1.5)Definition Sei @ eine Quasigruppe und seien C1, ..., Cy ihre Konjugiertenklassen,

dann heifien die durch die Elemente von @ indizierten |Q| x |Q|-Matrizen A®) = (a;(;;) mit
1<i<dund

Ty

0 1 falls (z,y) € C;
0 sonst

i-te Adjazenzmatrizen.
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82 Isomorphie und Isotopie von Quasigruppen

In diesem Abschnitt werden die Konzepte der Isomorphie und Isotopie von Quasigruppen
eingefiihrt und die Auswirkungen solcher Operationen auf Multiplikationsgruppen unter-
sucht.

(1.6)Definition Es seien (Q,-) und (Q’,0) Quasigruppen. Ein Homomorphismus von
(@, ) nach (Q',0) ist eine Abbildung ¢ : Q — @', die
(1) o (q2¢0) = (q1 - @2)

fiir alle g1,¢qo € Q erfiillt. Ein bijektiver Homomorphismus von Quasigruppen heifit Iso-
morphismus.

(1.7)Bemerkung Es seien (L,-) und (L, o) Loops mit neutralen Elementen e bzw. f.
Ist ¢ : L — L' ein Homomorphismus, dann gilt ep = f.

Beweis. Es gilt
ep = (e-e)p = (ep) o (ep)
sowie
ep = [fo(ep).
Wegen der Eindeutigkeit der Losung ist also f = ep.
U

(1.8)Definition Es seien (Q, ) und (Q', o) Quasigruppen sowie 7, p, 1 : Q — Q' bijektive
Abbildungen. Das Tripel (7, p, 1) heifit Isotopismus, falls

(1) o (q20) = (@1 - @2)¥
fiir alle g1, g2 € Q gilt. Die Quasigruppe @’ heifit dann ein Isotop von Q.

Ist (m,0,v): (Q,:) — (Q,0) ein Isotopismus und ist @ endlich mit

xl xQ PEEY a:.Z PEEErY xn
T1 | 211 <12 " 21 T Zln
T2 | 221 222 -t 2t Zop
x] z]l zj2 PEEY Z]Z PEEEEY z]n
Tn | Bnl Rn2 °°° Rni """ Rnn

als Verkniipfungstafel, so erhélt man die Verkniipfungstafel von Q" durch

o riy X229 0 XLy IpPp
T | 2y z2Y o 2 o 21
Tom |z zap e 2ot e zon®)
T |z zig ez o Zind)
TnT | 2n1 Zn2t o 2 o Zpndd
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Aus|(1.6)|und |(1.8)|folgt ebenfalls sofort, dass eine Abbildung ¢ : @ — @’ genau dann ein
Isomorphismus ist, wenn (@, ¢, ¢) ein Isotopismus ist.

FEine spezielle Klasse von Isotopismen ist die Folgende.

(1.9)Definition Seien (Q,-) und (Q, o) Quasigruppen. Ein Isotopismus (7, ¢,idg) von
(Q,-) nach (Q, o) heifit prinzipaler Isotopismus.

Die Kenntnis aller prinzipalen Isotope einer Quasigruppe ist bis auf Isomorphismus gleich-
bedeutend mit der Kenntnis aller Isotope.

(1.10)Satz Sind (Q,-) und (Q’,0) isotope Quasigruppen, dann ist (@', o) isomorph zu
einem prinzipalen Isotop von (Q,-).

Beweis. [Pf190, I11.1.4].
U

Die folgenden Bemerkungen beleuchten den Zusammenhang zwischen Isomorphie und Iso-
topie von Quasigruppen auf der einen Seite und den zugehorigen Multiplikationsgruppen
auf der anderen Seite.

(1.11)Bemerkung Multiplikationsgruppen isomorpher Quasigruppen sind isomorph.
Die analoge Aussage gilt auch fiir einseitige Multiplikationsgruppen.

Beweis. Seien (Q,-) und (Q’,0) Quasigruppen und sei ¢ : @ — Q' ein Isomorphismus,
d. h. es ist (7 - y)p = xp o yp fiir alle 7,y € Q. Es gilt also ¢} o g = ((¢jo™Y) - (ghe™))p
fiir alle ¢}, ¢, € Q" und es folgt fiir z,¢' € Q'

tLigo(qd) = qox
= ((d'¢7 ") (xp e
= 2¢ 'L (d¢ e
sowie
xR(Q’,o)(q/) = SCOq,
= ((ze™H) - (de e

= 20 'R (d'¢ )
Da ¢ bijektiv ist, durchliuft ¢’¢~! jeweils ganz Q und es ist also LM(Q',0) =
@ 'LM(Q, )¢ und analoge Aussagen gelten fiir rechte und beidseitige Multiplikations-

gruppen.
U

Dieses Ergebnis soll nun auf isotope Loops ausgeweitet werden. Dazu ist aber noch die
folgende Folgerung aus |(1.10)| notwendig.




§2. Isomorphie und Isotopie von Quasigruppen 13

(1.12)Lemma Es sei (Q,-) eine Quasigruppe und (L, *) ein zu (Q,-) isotoper Loop.
Dann existieren Elemente f, g € @, sodass (L, %) isomorph ist zu (Q, o), wobei

goq =qR(g)""-dL(f)7!

fiir alle ¢, ¢ € Q definiert sei.

Beweis. (Vgl. [Pf190] I11.2.1]) Nach|(1.10)|existieren eine Quasigruppe (@, o) und bijektive
Abbildungen 7, ¢ : @ — @Q, so dass (L,*) = (Q,0) und (m,¢,idg) : (Q,-) — (Q,0) ein
Isotopismus ist. Fiir alle ¢, ¢ € Q gilt dann:

goqd =(gn Hmo(do Np=qrt g . (1.2)

Da (Q, o) isomorph zu einem Loop ist, existiert ein bzgl. ,,o¢ neutrales Element e € Q. Mit
f=er !t und g := ep! gilt dann fiir ¢,¢’ € Q

¢ =eoq =er gt =g Lien™") = ¢'p7 L(f)

und

g=qoe=qn - egofl = qﬂflR(enpfl) = qﬂflR(g).

Da q,q € Q beliebig waren, ist also ¢ = L(f) und 7 = R(g). Setzt man dieses in [[.2|ein,
so erhélt man

goqd =qR(9)"" - ¢'L(f)".

0

(1.13)Bemerkung Multiplikationsgruppen isotoper Loops sind isomorph. Die analoge
Aussage gilt auch fiir einseitige Multiplikationsgruppen.

Beweis. Seien (Q,-) und (@', *) isotope Loops. Nach |(1.12) existieren f,g € @, sodass
das Bild (Q,o) des Isotopismus (R(q,.y(9), L(g,)(f),idg) isomorph zu (Q’,*) ist, d. h.

LM(Q, 0) = LM(Q', ), RM(Q.0) = RM(Q', +) und M(Q, o) = M(Q, %) nach Es
geniigt demnach, die Behauptung fiir (Q,-) und (Q, o) zu zeigen.

Aus folgt

woy=aRQ.(9)" ¥l ()"

fiir alle z,y € (). Dann gilt aber auch

tRgo(f)=zof=aRg.(9)"" fLig ()" =aRq.(9)"

sowie
yLQo)(9) = 90y =9gR.)(9) ™ yL) (/) =yLigy(f)™
und demnach R(gq)(f) = R(g,)(9) " und L(g.0)(9) = L(,)(f) . Insgesamt folgt also

z-y=axRq.(9) oyl (f) =R () oyLge (9™

fiir alle z,y € Q. Fiir x,q € @ ist weiter

qL(go)(x) =x0q=aRq.)(9) " alg.)(f) " =aLg,)(f) 'L, (@Rg.(9)™"),
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d. b
Ligo) (@) = Loy (f) ' Lig)(xRg(9) ™)

fiir alle z € Q. Analoge Rechnungen liefern

Rgoy) = R(Q,~>(9)_1R(Q YL >(f)_1
Ligy(@) = L©o(9) " Lige) (@R (f)™)
Ro)W) = Ro(f) 'Rie (yL(Q, (97"

fiir alle x,y € Q. Dies bedeutet aber LM(Q, ) = LM(Q, o), RM(Q,-) = RM(Q, o) und
M(Q7 ) = M(Qv O)'

,_.\/

O

Diese letzte Aussage ist fiir Quasigruppen, die keine Loops sind, falsch. Seien z. B. auf
Q = {1,2,3} die folgenden beiden Verkniipfungen - und o definiert:

bzw.

Dann ist (Q,-) sogar eine Gruppe, (Q,o) aber kein Loop, da kein beziiglich o neutrales
Element existiert. Aulerdem ist (m, ¢, 1) € S3 x S3 x Sz mit 7 := (1,2) und ¢ =1 =idg
ein Isotopismus von (@Q,-) nach (Q,o0); es ist aber M(Q, ) = C3 die zyklische Gruppe mit
drei Elementen, wihrend M(Q, o) = S5 ist.

83 Dialog zwischen Quasigruppen und Gruppen

Dieser Abschnitt stellt einige Verbindungen zwischen der Gruppentheorie und der Theorie
der Quasigruppen her. Das erste Ergebnis beinhaltet die Automorphismengruppe einer
Quasigruppe. Wie in der Gruppentheorie ist ein Automorphismus ein Isomorphismus einer
Quasigruppe auf sich selbst, und die Menge aller Automorphismen einer Quasigruppe
bildet mit der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe.

(1.14)Satz Die Automorphismengruppe Aut @ einer Quasigruppe @ ist isomorph zu
Untergruppen der Automorphismengruppen Aut LM(Q), Aut RM(Q) und Aut M(Q).

Beweis. (Vgl. [Pfl90, 1.6.1]) Seien o € Aut @ und z,y € @ beliebig. Dann gilt xR(y)o =
(zy)o = (z0)(yo) = zoR(yo). Also ist 0 'R(y)o = R(yo) € RM(Q) fiir alle y € Q.
Damit ist die Abbildung

a: Aut Q@ — Aut RM(Q)

o = (r— o tro)

wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt fiir alle » € RM(Q) und alle
o,0’ € Aut Q

r((c0')a) = (00') Yroo’ = o' Lo roo’ = (67 ro) (0’ a) = r(oa)(d’a).
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Ist o € kera, dann gilt ¢R(q') = qo~'R(¢')o fiir alle ¢,¢’ € Q. Wendet man auf beiden
Seiten den Automorphismus o~! an, so folgt

(g0 g™ = (g0 )q".

1

Wegen der Definition einer Quasigruppe folgt dann ¢'oc~' = ¢ fiir alle ¢’ € Q. Also ist «

injektiv und es gilt Aut Q = im o < Aut RM(Q).

Die Behauptung fiir die anderen Multiplikationsgruppen folgt mit der gleichen Argumen-
tation wegen o~ 'L(y)o = L(yo) € LM(Q).
U

Nach den Automorphismen einer Quasigruppe werden nun die Autotopismen einer Quasi-
gruppe untersucht. Ein Autotopismus einer Quasigruppe @ ist ein Isotopismus von ) auf
sich selbst. Die Verkniipfung zweier Autotopismen (71, 1, 1) und (2, p2,12) von @ sei
definiert als

(71, 01, 91) (T2, 02, ¥2) 1= (T172, P12, Y112).

(1.15)Lemma Die Menge Atp @ aller Autotopismen einer Quasigruppe ) bildet eine
Gruppe mit neutralem Element (idg,idg,idg).

Beweis. Seien (w1, p1,%1) und (72, @2, 12) Autotopismen von ). Dann sind die Abbildun-
gen mime, p1pe und Y11 1 QQ — @ als Verkettung bijektiver Abbildungen bijektiv, und es
gilt fiir alle ¢, ¢’ € Q:

(gmima)(q'p192) = ((qm1)(d' ¢1))v2 = (qq')192.

Also ist auch (w7, p1¢2,¥11P) ein Autotopismus von Q. Mit (m,¢,¢)"! =
(m71, 71,971 folgt dann die Behauptung.
U

(1.16)Lemma Es seien @, Q' Quasigruppen und § := («, 5,7) : Q@ — Q' ein Isotopismus.
Ist n := (7, ¢, 1) ein Autotopismus von ), dann ist

6 tnd = (o tra, BB,y )

ein Autotopismus von @’.

Beweis. (Vgl. [Pfl90} 111.3.3]) Da die Komponenten von §~!n§ jeweils bijektive Abbildun-
gen von ' nach @’ sind, geniigt es, die Isotopieeigenschaft nachzupriifen. Dazu seien
qi, ¢, € Q' beliebig und ¢1, g2 € Q die eindeutig existierenden Elemente mit ¢ia = ¢} bzw.
¢28 = ¢b. Dann gilt

(o 'ma)(gyB7 eB) =

I
~~ Y~ /N N/~
L
=
o
N
~—
)
3
—_
<
=2
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(1.17)Satz Die Autotopismengruppen isotoper Quasigruppen sind isomorph.

Beweis. (Vgl. [P190, 111.3.4]) Seien @ und Q" Quasigruppen und (o, 3,7) : @ — Q' ein
Isotopismus. Nach ist die Abbildung

0: AtpQ — Atp Q'
(o, 0) — (o tra, B B, 1)

wohldefiniert.

Fir ny = (71, @1, %1),m2 1= (72, p2,12) € Atp Q gilt

(mn2)0 (M2, 0102, P192)0

= (o 'mmea, B 01028, v h1ibay)
(o 'ma, B 18,7 ry) (o tmaa, B 0o B,y Mbay)
(

mo)(m20).

Es ist 6 also ein Gruppenhomomorphismus. Ist ein Autotopismus (7, ¢, 1) im Kern von 6,
dann gilt o 'ra = 7B =y Yy = idgr. Dies ist aber nur fiir 7 = ¢ = 1 = idg erfiillt,
und 6 ist damit injektiv.

Ist (7/,¢',9") € Atp @', dann ist (an’a™t, '3~ y'v~1) nach |(1.16)| ein Autotopis-

mus von @, der durch 6 auf (7'¢’,1’) abgebildet wird. Also ist 6 ein Isomorphismus von
Gruppen.

O

Schliefllich noch ein Ergebnis iiber das Zentrum von Loops, das hier aber nur angegeben
wird.

(1.18)Definition FEin Element ¢ einer Quasigruppe Q heifit linksnuklear, falls L(qz) =
L(xz)L(q) fur alle z € @ gilt. Analog heifit g rechtsnuklear bzw. mittelnuklear, falls
R(zq) = R(x)R(q) bzw. L(xq) = L(q)L(x) fir alle x € @ gilt. Ist ¢ € @ links-, rechts- und

mittelnuklear, dann ist ¢ nuklear.

(1.19)Definition Fiir eine Quasigruppe @ ist der linke Nukleus LN(Q) definiert als die
Menge aller linksnuklearen Elemente von (). Analog ist der rechte Nukleus RN(Q) die
Menge aller rechtsnuklearen Elemente, und der mittlere Nukleus MN(Q) die Menge aller
mittelnuklearen Elemente von Q. Der Schnitt N(Q) := LN(Q) N MN(Q) N RN(Q) heifit
der Nukleus von Q).

Aus der Definition folgt, dass die Nuklei die folgende Gestalt haben:

LN(Q) = {q€Q]q(zy) = (qgo)y fiir alle z,y € Q}
RN(Q) = {¢€Q|(zy)g=z(yq) fir alle z,y € Q}
MN(Q) = {q€ Q] (zqy = z(qy) fir alle z,y € Q}.

Nach [Pf190} I.3.4] sind LN(@), RN(Q) und MN(Q) Gruppen, falls sie nicht leer sind. Da
das neutrale Element eines Loops immer nuklear ist, folgt daraus das folgende Ergebnis.

(1.20)Bemerkung Alle Nuklei eines Loops bilden eine Gruppe.
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(1.21)Definition Das Zentrum Z(Q) einer Quasigruppe @ ist definiert als

Z(Q) :={q € N(Q) | L(q) = R(q)}-

(1.22)Bemerkung Das Zentrum eines Loops ist eine Gruppe.

Beweis. Sind q,q' € Z(L) fiir einen Loop L, dann geniigt es wegen (1.20) und der Tatsache,
dass das neutrale Element von L in Z(L) enthalten ist, zu zeigen, dass L(qq') = R(qq)
erfiillt ist. Fiir beliebiges = € L gilt:

zL(qqd) = (q9)x
= q(¢'x), da ¢ linksnuklear
= (¢x)g  wegen L(q) = R(q)
(zq')g  wegen L(¢') = R(q')

= z(q'q), da g rechtsnuklear

= w(qq)  wegen L(q) = R(q)

= zR(qq)

U

(1.23)Satz Fiir isotope Loops L, M gilt:
(a) LN(L) & LN(M),
(b) MN(L) = MN(M),
(c) RN(L) = RN(M),
(d) Z(L) =2 Z(M).
Beweis. [Pf90, I1.2.6]. :

84 Kategorieller Dialog zwischen Loops und Gruppen

Dieser Abschnitt beschreibt einen kategoriellen Zusammenhang zwischen Loops und spe-
ziellen Tripeln gruppentheoretischer Daten, wie er von Aschbacher in [Asc05] beobachtet
wurde.

(1.24)Definition Ein Tripel ¢ = (G, H, K) heifit Loop-Folder, falls G eine Gruppe,
H < G eine Untergruppe und K C G eine Teilmenge von G ist, die die 1 enthélt und
dariiber hinaus fiir alle ¢ € G eine Transversale von HI\G = {HY% | v € G} ist. Die
Gruppe G heifit einhillende Gruppe, H die Gruppe der inneren Abbildungen und K die
Menge der Translationen von &. Gilt zusétzlich G = (K), dann ist £ eine Loop-Hiille. Der
Loop-Folder £ heifit treu, falls der von der Operation von G auf den Rechtsnebenklassen
H\G duch Rechtsmultiplikation induzierte Homomorphismus ¢ : G — Sp\ ¢ injektiv ist.
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(1.25)Definition Es seien L ein Loop mit neutralem Element 1, K := {R(z) | z € L}
die Menge der Translationen von rechts, sowie H := Stabgryyz)(1). Die Gruppe H ist die

Gruppe der (rechten) inneren Abbildungen von L, und die Hiille ¢(L) von L ist definiert
als (L) := (RM(L), H, K).

Der Begriff der inneren Abbildung in [(1.25) und |(1.24)] entstammt der Gruppentheorie.
Nach [Pfl90, Theorem 1.5.2] gilt namlich fiir einen Loop L mit neutralem Element 1

Staby(z)(1) = (R(x,y), L(z,y),T(2) | 2,y € L)

mit
R(z,y) :=R(x)R(y)R(zy) ",
L(z,y) :=L(x)L(y)L(yz)""  und
T(x) :=R(x)L(x)"".

Falls L zusétzlich eine Gruppe ist, dann ist wegen der Assoziativitit R(x,y) = L(z,y) = id
fiir alle z,y € L. Da die T'(x) aber genau den Konjugationsautomorphismen entsprechen,
stimmt Stabyy(z,) (1) mit der Gruppe der inneren Automorphismen von L iiberein. Ist L aber
keine Gruppe, dann sind die Elemente von H nicht notwendigerweise Automorphismen von
L. Dieses zeigt zum Beispiel der Loop L = {1,2,3,4,5} mit der folgenden Verkniipfungs-
tafel:

1 2 3 4 5
111 2 3 4 5
212 3 4 5 1
313 51 2 4
414 1 5 3 2
515 4 2 1 3
Es ist nun R(2) = (1,2,3,5,4) und R(3) = (1,3)(2,4,5). Also ist (4,5) =

(1,2,3,5,4)(1,3)(2,4,5)(1,2,3,5,4) = R(2R(3)R(2) € RM(L) und damit (4,5) €
Stabra(r)(1). Obwohl (4,5) demnach eine innere Abbildung von L ist, liegt wegen
2(4,5) - 4(4,5) = 2-5 =1 # 4 = 5(4,5) = (2-4)(4,5) kein Automorphismus von L
VOr.

(1.26)Bemerkung Die Hiille ¢(L) eines Loops L ist eine treue Loop-Hiille.

Beweis. Nach Definition ist RM(L) = (K). AuBerdem ist H als Stabilisator des neutralen
Elements eine Untergruppe von RM(L). Wegen R(1) = idy ist das neutrale Element
von RM(L) in K enthalten. Seien nun R(z), R(y) € K fir ein ¢ € RM(L) in derselben
Nebenklasse von RM(L) nach H?, d. h. R(z)R(y)~" = g~ 'hg mit einem h € Stabgay(r)(1).
Mit ¢ := 1g € L ist qg~'hg = q, also auch qR(x)R(y)~! = ¢. Das beudeutet, dass in L
die Gleichung qr = qy gilt. Wegen der definierenden Eigenschaft einer Quasigruppe folgt
x = y und insbesondere R(x) = R(y). Also enthéilt jede Nebenklasse von RM(L) nach HY
fiir alle g € RM(L) hochstens ein Element aus K. Da RM(L) transitiv auf L operiert, ist
€(L) wegen |[H9\RM(L)| = |[RM(L) : H| = |L| = |K]| fiir alle ¢ € RM(L) eine Loop-Hiille.

Falls L = {1} ist, ist die Treue von €(L) klar. Fiir |L| > 1 existiert fiir beliebiges 1 # g €
RM(L) ein x € L mit zg # x. AuBerdem existiert wegen der transitiven Operation von
RM(L) auf L ein go € RM(L) mit 1go = x. Dann ist aber gggggl ¢ H, d. h. g liegt nicht
im Kern von ¢ : RM(L) — Sg\rwmr), 9 — (Hg1 — Hgig). Da 1 # g € RM(L) beliebig
war, ist ¢ injektiv und €(L) treu.

O




84. Kategorieller Dialog zwischen Loops und Gruppen 19

(1.27)Definition Eine Kategorie C' besteht aus

e ciner Klasse Ob C von Objekten;

e ciner Familie Mor C' von Mengen (Mor(A,B))a seobc mit Mor(A,B) N
Mor(A’, B") = 0 fiir alle A,A’,B,B’ € Ob C mit A # A’ oder B # B’; die Ele-
mente von Mor(A, B) heiflen Morphismen von A nach B und werden mit ¢ : A — B
notiert;

e ciner Abbildung Mor(X,Y) xMor(Y, Z) — Mor(X, Z), (f,g) — fg firalle X,Y, Z €
Ob C, die die folgenden beiden Axiome erfiillt:

(i)sind f: W - X,g: X >Yund h: Y — Zmit W, X,Y,Z € Ob C, dann gilt
flgh) = (fg)h;

(ii) fiir jedes X € Ob C existiert ein Morphismusidx : X — X, sodass f = idx f fiir
jeden Morphismus f : X — Y sowie g = gidx fiir jeden Morphismus g : ¥ — X
erfiillt sind.

(1.28)Beispiele

(a) Es seien € := (G, H,K) und ¢ := (G', H', K') Loop-Folders. Ein Morphismus 7 : £ —
&' ist ein Gruppenhomomorphismus 7 : G — G’, der Hr < H' und K7 C K’ erfiillt.
Die Klasse der Loop-Folders bildet mit diesen Morphismen eine Kategorie.

(b) Der Morphismus 7 : £ — & aus (a) ist surjektiv, falls sowohl 7 : G — G’ als auch 7 :
K — K’ surjektiv sind. Die Klasse der treuen Loop-Hiillen bildet mit den surjektiven
Morphismen eine Kategorie.

(¢) Ein Morphismus 7 : £ — &’ von Loop-Folders heifit ein Isomorphismus, falls w : G — G’
ein Gruppenisomorphismus ist.

Verbindungen zwischen zwei Kategorien werden durch Funktoren ausgedriickt. Diese sind
Abbildungen, die die Struktur einer Kategorie erhalten.

(1.29)Definition Es seien C' und D Kategorien. Ein Funktor F' : C — D ordnet jedem
X € Ob C ein Objekt XF € Ob D sowie jedem f : X — Y &€ Mor C einen Morphismus
fF:XF —YF € Mor D zu, sodass

o iIdxF = idxp fiir alle X € Ob C und
o (fg)F = (fF)(gF) firalle f: X -Y,g:Y — Z € Mor C

erfiillt sind.

(1.30)Bemerkung (Vgl. [Asc05, 1.3.]) Es seien L,L" Loops und ¢ : L — L’ ein
surjektiver Loophomomorphismus. Weiter seien ¢(L) = (RM(L),H,K) und €(L') =
(RM(L'), H', K') die Hiillen von L bzw. L'.

(a) Die Abbildung 7 : K — K', R(z) — R(x) lésst sich zu einem surjektiven Morphismus
€(¥) : (L) — ¢(L") von treuen Loop-Hiillen fortsetzen.
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(b) Durch e wird ein Funktor von der Kategorie der Loops mit den surjektiven Loopho-
momorphismen in die Kategorie der treuen Loop-Hiillen wie in[(1.28)|(b) definiert.

Beweis. Sei A := {4y~ ({y}) | y € L'} die Menge der Fasern von 1 und sei S der Stabilisa-
tor der Partition A von L in S7,. Die Gruppe S operiert auf dem Loop L’ via (zt¢))s = (zs)y
fiir alle x € L und alle s € S. Diese Operation ist wohldefiniert, denn im Fall x¢) = z'¢
liegen z und z’ in einer gemeinsamen Faser von 1. Wegen s € S liegen dann aber auch s
und 2’s in einer gemeinsamen Faser, sodass (zs)y = (2/s)i gilt. Sei ¥ : § — Sp/ der von
dieser Operation induzierte Homomorphismus.

Seien nun x1,ze € L mit x19) = x99 und sei R(x) € K beliebig. Dann gilt

(1 R(2)Y = (z12)¢ = (219)(2¢) = (w29)(21)) = (w22)Y = (22 R(2))1),

d. h. es ist K C S, insbesondere RM(L) < S. AuBerdem gilt R(x)i) = R(x)r fiir alle
R(z) € K wegen

(W) (R(x)¥) = (y(R(x))Y = (yx)v = (yy)(zv) = (y)R(zv) = (y¥)(R(x)T)
fir alle y € L, es ist also 1& eine Fortsetzung von ™ auf S. Wegen RM(L) < S und

(K')y = RM(L') erhilt man eine Fortsetzung () := ¢ : RM(L) — RM(L') von . Diese
ist surjektiv, da m surjektiv ist.

SchlieBlich sei h € H beliebig. Wegen |(1.7)| folgt

L(he()) = (1) (ha)) = (L) = L = 1.

Da h € H beliebig war, folgt He(v)) < H' und es ist €(¢) demnach ein surjektiver Mor-
phismus von treuen Loop-Hiillen.

O

Diese Konstruktion soll im Folgenden in gewissem Mafle umgekehrt werden. Es soll also ein
Funktor [ von der Kategorie der Loop-Hiillen und der surjektiven Morphismen von Loop-
Hiillen in die Kategorie der Loops und der surjektiven Loophomomorphismen definiert
werden, sodass die Hintereinanderausfithrung von [ und ¢ in beliebiger Reihenfolge bis auf
Isomorphie die Identitéit ergibt.

(1.31)Bemerkung Es sei £ = (G, H, K) ein Loop-Folder. Die Menge H\G bildet mit
der Verkniipfung Hg; * Hgs := Hkko fiir g1, g2 € G einen Loop [(§). Hier sind k1, ks € K
die eindeutig bestimmten Elemente mit Hgy = Hky bzw. Hgy = Hko.

Beweis. Es seien g € G und k € K mit Hg = Hk. Dann Hl1« Hg = Hlk = Hk = Hg
sowie Hg+« H1 = Hkl = Hk = Hg. Also ist H1 ein neutrales Element von {(§).

Zu gegebenem y € G seien x,x' € G mit Hx * Hy = Hx' * Hy. Es seien weiter Hx = Hk,
Hz' = HK und Hy = Hko mit k, k', ks € K. Dann ist also Hkko = HE'ko. Dies ist aber
gleichbedeutend mit Hxr = Hk = Hk' = Hx'.

Schliellich sei x € K gegeben, und es seien y,3’ € G mit Hx *x Hy = Hx * Hy', also
Hkky = HEkE,, wobei k, ko, k) € K mit Hx = Hk, Hy = Hky und Hy' = HE, seien.
Daraus folgt (H¥)ky = (H")k). Daraus folgt ko = kj, da K eine Transversale von H*\G
ist, insbesondere gilt Hy = Hy/'.

U
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(1.32)Bemerkung

(a) Es seien ¢ := (G,H,K) und ¢ := (G',H',K') Loop-Folders und 7 : £ — ¢ ein
Morphismus von Loop-Folders. Die Restriktion I(7) := I(§) — (&) mit (Ha)l(7) :=
H'(ar) fiir a € G ist ein Loophomomorphismus.

(b) Durch [ wird ein Funktor von der Kategorie der Loop-Folders wie in [(1.28){a) in die
Kategorie der Loops mit den Loophomomorphismen definiert.

Beweis. Sind a,b € G mit Ha = Hb, dann existiert ein h € H mit a = hb. Wendet man
auf beiden Seiten 7 an, erhélt man ar = (hr)(br). Da m ein Morphismus von Loop-Folders
ist, existiert ein A’ € H' mit hm = b/, also ar = h/(br) mit einem h’ € H'. Damit ist die
Abbildung

I(m) : H\G — H'\G',Ha — H'(ar)

wohldefiniert.

Fiir z,y € K gilt dann, da 7 : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus ist,

(Hx)l(m) « (Hy)l(r) = H'(xm)* H'(yr)

Also ist I(m) ein Loophomomorphismus, da K eine Transversale von H\G ist.

O

(1.33)Lemma Sei & := (G, H, K) ein Loop-Folder und ¢¢ der von der Operation von G
auf H\G induzierte Gruppenhomomorphismus

ve 1 G — Spnagy 9 — (Hge — Hgag).

Ferner seien K := Ko, H:= Hpe sowie G = G@¢. Dann gilt:

(a) Die Einschrankung ¢¢|x ist injektiv;

(¢) |G:H|=|G: H|;

~

(d) €:= ((K),(K)N H,K) ist eine Loop-Hiille;

(e) Falls & eine Loop-Hiille ist, dann ist ¢z : G — G ein surjektiver Morphismus von
Loop-Hiillen.
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Beweis. (a) Seien k, k' € K mit kpe = k'pe. Dann ist H2k = H%E' fur alle go € G.
Daraus folgt die Behauptung, da K fiir alle go € G eine Transversale von H92\G ist.

(b) Sei g € G. Wegen der Definition von G existiert ein ¢ € G mit gype = g. Es existiert
also ein k € K mit Hg = Hk, und damit auch ein h € H mit 9= hk. Wendet man nun
auf beiden Seiten ¢¢ an, so erhélt man eine Darstellung g = hk mit h := = hpe € H und

k= k‘(pg € <K>

(c) Ist g € ker g, dann gilt Hgy = Hgog fiir alle go € G. Insbesondere mit go = 1 folgt
dann g € H, d. h. es gilt ker p¢ = ker p¢|y. Mit dem Homomorphiesatz erhélt man

A |G
5o |Gl [kerpe] |G|
G:Hl=—=—-"T"- G:H
o= - T e
| ker el m|

(d) Es ist zu zeigen, dass K fiir alle j € G eine Transversale von ((K) N H)9\(K) ist. Alle
anderen Figenschaften einer Loop-Hiille sind nach Konstruktion von é klar. Wir zeigen
zunéchst, dass jede der zu betrachtenden Nebenklassen einen Vertreter aus K enthilt.
Sind ¢1,4g2 € (K> beliebig, so existieren Elemente g1, g2 € (K) < G mit gipe = g1 bzw.
92¢¢ = g2. Da £ ein Loop-Folder ist, existiert also ein k € K mit H9% gy = H9k, d. h. es
gilt g192 = hg1k mit einem h € H. Wegen g1, g2,k € (K) ist sogar h € H N (K). Wendet
man nun auf beiden Seiten ¢, an, so folgt gi1g2 = hglk mit einem h = hcpg e HN <K) und
einem k := ke € K. Mit diesem k gilt dann ((K) N H)9' gy = ((K) N H)9'k.

Es bleibt noch zu zeigen, dass |K| = |[(K) : (K) N H)| gilt:

N (R o B

—  KEOLK)-H]
G|<K>I'|H|

= % wegen (b)

= |G:H|

= |G: H| wegen

= |K]|, da K eine Transversale von H\G ist
K| wegen (a)).

(e) Da ¢ eine Loop-Hiille ist, gilt (K) = G und damit
(K),(K)nH,K) = (G,GNH,K) = (G, H,K).

Nach Definition der Hiite ist ¢¢ : G — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, der

Hpe = H und Kope = K erfiillt.
U

(1.34)Lemma Fiir einen Loop L mit neutralem Element 1 gilt:

(a) l(e(L)) = (H\RM(L), *) mit H := Stabgyz)(1) und ,+* wie in|(1.31)
(b) HR(z) * HR(y) = HR(zy) fiir alle z,y € L;

(c) die Abbildung ¢r, : L — l(e(L)),z — HR(zx) ist ein Loopisomorphismus;
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(d) ist ¢ : L — L' ein surjektiver Loophomomorphismus, dann gilt I(e(1))) = ¢} "o, mit
pr bzw. ¢ wie in ;

(e) ist &£ = (G, H, K) ein Loop-Folder, dann gilt (1(¢)) = £ und 1(¢) = I(€) mit £ wie in
(1.33); auBlerdem gilt e(I(7)) = gpglmpg fiir jeden surjektiven Morphismus 7 : £ — ¢’
von treuen Loop-Hiillen.

Beweis. (vgl. [Asc05, 1.7.]) (a) Folgt direkt aus den Definitionen von [ und e.

)
(b) Es ist R(zy) € HR(x)R(y) zu zeigen. Dieses folgt aus 1R(x)R(y) = xy = 1R(zy) und
damit R(xy)R(y)"'R(z)~! € H.

(¢) Die Homomorphieeigenschaft von ¢y, folgt aus (b)), da fiir alle z,y € L gilt:
(zpr) * (ypr) = HR(z) * HR(y) = HR(zy) = (zy)¢L-

Die Bijektivitédt von ¢y, ist klar.

(d) Sei z € L beliebig. Nach Konstruktion wird HR(z) durch €(¢) und durch I(e(¢))) auf
HR(z1)) abgebildet. Also gilt (HR(x))l(e(v))) = HR(xy) = appr = HR(z)p] " Peor.

(e) Es ist €(l(§)) = (G'H',K') mit K/ = {R(k) | k¥ € K}, G’ := (K') und H' :=
Stab(gy (1). Dabei steht R(k) fiir die Abbildung Hg — Hgk € RM(I()) fiir alle g € G.
Also ist K' = K¢ = K und G’ = G.

Ist schliefllich x € Stabg (1), dann hat = eine Darstellung z = R(ki)--- R(k,) mit
ki,...,ky, € K und es gilt

((Hlx Hky) « Hko) % -+ ) % Hk,, = (((Hk1 % Hko) x Hkg) - -+ ) * Hk,, = H1.
Also folgt aus der Definition der Verkniipfung ,,x“
H(((kik2) -+ )kn) = H.

Daraus folgt ((kik2)---)kn € H N(K), d. h. x = R(k1)R(k2) - R(ky) € H N (K).
Ist umgekehrt * € H N (K), dann existieren Elemente ki,...,k, € H N (K) mit
x = R(ki)R(k2) - R(kn) und es lisst sich obige Argumentation umkehren. Damit ist
€(l(§)) =& und I(e(1(§))) = 1(§), woraus mit (c) die Behauptung I(§) = I(§) folgt.
Wegen (K') = G’ geniigt es fiir den Beweis der letzten Behauptung R(k)e(l(w)) =
R(k)goglmpg fir alle k € K zu zeigen. Aus der Definition von €, [ und ¢ bzw. g
folgt R(k)e(l(m)) = R(kl(r)) = R(kn) = kmper = k(pgcpglmpgx = R(k)goglmpgl.

U

(1.35)Satz Essei X die Kategorie der Loops mit den surjektiven Loophomomorphismen,
und F die Kategorie der treuen Loop-Hiillen mit den surjektiven Morphismen von Loop-
Hiillen. Die Funktoren ¢ : X — F und [ : F — X erfiillen [(e(X)) = X und €({(£)) = ¢ fur
alle Objekte X aus X bzw. ¢ aus F. Ferner sind die Kategorien X und F &quivalent, d. h.
das Diagramm

Ue(L) s Ue()
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kommutiert fiir alle L, L’ € Ob X und alle ¢ € Mor(L, L’), und das Diagramm

§ ¢

pe l@g’
e(1(€)) o eU€))

kommutiert fiir alle £, € Ob F und alle 7 € Mor(&, £').

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus |( . Da £ eine treue Loop-Hiille ist,
ist der Homomorphismus ¢ aus|(1.33)injektiv und damlt nach [EE]@ ein Isomorphismus
&€ — £ Also ist e(l1(€)) = € wegen |( @ Daraus folgt mit und |( @ auch
die Aquivalenz der beiden Kategorlen

O




Kapitel IT

Vielfachheitsfreiheit von M(Q)

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass Multiplikationsgruppen vielfachheitsfrei sind,
d. h. dass CQ als CM(Q)-Modul in eine direkte Summe paarweise nicht-isomorpher ein-
facher Moduln zerfallt. Dazu wird zunéchst in die Struktur des sogenannten Vertau-
schungsrings nidher untersucht, ehe dann in mit Mitteln der Darstellungstheorie das
gewiinschte Ergebnis erzielt wird.

81 Der Vertauschungsring

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der Ring aller CM(Q)-Endomorphismen von CQ
fiir alle endlichen Quasigruppen @@ kommutativ ist. Die Idee dieses Beweises folgt dabei
im Groflen und Ganzen [Jac04, 2.3.8-2.3.11] fiir spezielle Association Schemes.

Es operiert M(Q) transitiv auf Q. Fiir g € M(Q) sei X(g) die Matrix beziiglich der Basis
Q@ von CQ des von g bewirkten Endomorphismus von CQ), d. h. es ist

1, falls W' =wyg

0, sonst

(X(g))w,w’ = {

(2.1)Definition Der Ring V(Q) := Endcyq)CQ € EndcCQ heiit der Vertauschungs-
ring von Q.

V(Q) besteht also aus allen Matrizen A € CIQIXIQl die mit allen X (g)’s vertauschen, d. h.
AX(g9) = X(g)A fiir alle g € M(Q).

(2.2)Bemerkung Die Abbildung
p:QxQ—MQ),(4¢4q)— Rlg\9) "R(¢\d)

erfiillt fiir alle ¢,¢’ € Q

(a) qp(q,q') =4,
(b) plg,q) = 1.
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Beweis. (a) Fiir ¢,¢' € Q ist

ap(a,q) = qR(q\a) 'R(q\d) = qR(d\d") = ¢~ (¢\d') = 4.

(b) Klar.
U

(2.3)Lemma Sei ¢; € Q fest gewéhlt und sei C;, 1 < i < d, definiert wie in|(1.4), Weiter
seien Cy(¢") :=={q € Q| (¢,q) € C;} fiir ¢ € Q und

vii= Y pla,q) € CM(Q) (IL.1)

q€Ci(q1)

fir 1 < i < d. Ist quig = qgu; fiir alle 1 < i < d,q € Q und g € M(Q), dann sind die
Matrizen der C-linearen Abbildungen

a;: CQ — CQ,u — uvy; (I1.2)

beziiglich der Basis Q von CQ genau die Adjazenzmatrizen A® und es gilt ADAG) =
ADAD figr alle 1 < 4,5 < d.

Beweis. Wir miissen «; auf die Elemente von @ anwenden. Fiir ¢ gilt wegen [(2.2)((a)

avi = a1 Y pla,q)

q€Ci(q1)

= > ap(a,q)

q€Ci(q1)

= > q (IL.3)

q€Ci(q1)

Die Matrix von «a; hat demnach in der ¢ entsprechenden Zeile genau dann den Eintrag 1,
wenn (q1,q) € C; ist, und 0 sonst.

Sei nun ¢1 # ¢ € Q. Fiir g € M(Q) mit ¢19 = ¢ folgt dann mit der Voraussetzung und
11.3

dvi=qgi=qug=| > q|lg= > ag
q€Ci(q1) q€Ci(q1)

Also ist in der Matrix von «; der Eintrag (¢/,¢”) genau dann 1, wenn gilt ¢ € C;(q1)g =
Ci(q19) = Ci(¢'), d. h. (¢, ¢") € C;. Damit ist der erste Teil der Aussage bewiesen.

Mit g € @ ist wegen der Voraussetzung

quiv; = ¢ Z p(ql,q') Z :0@17(1”)

7'€Ci(q1) q"€Cj(q1)

= > quip(qr.q")

q"€Cj(q1)

= > aplq,d")v
q"€Cj(q1)
= qujv;.
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Daraus folgt o;a; = ajo;. Damit vertauschen aber auch ihre Abbildungsmatrizen und
diese sind nach der ersten Aussage genau die Adjazenzmatrizen von Q.

O

Im Folgenden sei H := Stabyyq)(q1) = {9 € M(Q) | ¢19 = q1} der Stabilisator eines
Elementes ¢1 € Q.

(2.4)Bemerkung Fiir festes ¢; € @ besitzt jedes g € M(Q) eine eindeutige Darstellung
g = hp(q1,q) mit einem h € H und einem ¢ € Q.

Beweis. Setze ¢ := q1g € Q und h := gp(q1,q)~". Es ist zu zeigen, dass q; von h stabilisiert
wird. Es gilt mit z := R(q1\q) wegen q1z = q1 - ((1\q) = ¢ = q19:

ah = qgplq,qg)
= qgR(a1\q19) 'R(a1\q1)
= qzz 'R(g\q1)
= q-(g\a)=aq,

womit die behauptete Existenz bewiesen ist. Seien nun ¢’ € Q und A’ € H mit g =
h'p(qi1,q'). Die Eindeutigkeit obiger Darstellung folgt nun wegen ¢ = ¢19 = ¢1h/'p(q1,4¢") =

apla,d) =4
]

(2.5)Lemma Sei ¢; € Q wieder fest gewiihlt und seien [, s € CM(Q) mit g1/ = ¢1 5. Dann
gilt xl = xs fiir alle z € CM(Q) mit xh = z fiir alle h € H.

Beweis. Sei g € M(Q). Nach |(2.4)| existieren eindeutige Elemente h € H und ¢ € @ mit
g = hp(q1,q). Daher lisst sich [ darstellen als

1= ongholarq)

qeQ heH

mit 0y,, € C. Analog kann man s schreiben als

s=Y Y ohho(a1,9)

qeQ heH
mit J;W € C. Also ist mit @
al = > Y ongnhp(a,q)

qeQ heH

= D ) ongnplaq)

qeQ heH

= DD onat

qeQ heH

Analog gilt

qs=Y_> 0o} ,.0

qeQ heH
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Ein Koeffizientenvergleich liefert nun

Zah‘l Zghq

heH heH

fir alle ¢ € @ und es folgt wegen zh =z

-y (Z) o) =Y (Z) plara) = s

qeQ \heH q€Q \heH
U

(2.6)Lemma Sei ¢; € @ fest und v;,1 < i < d, wie in m Dann gilt giv;h = qiv; fiir
alle h € H.

Beweis. Aus folgt

qvih = Z qh.

q€Ci(q1)

Nun ist ¢ € Cy(q1), d. h. (q1,q) € C;, genau dann, wenn (g1h,qh) € C; ist. Da g1 von h
stabilisiert wird, ist dies gleichbedeutend mit (q1,¢h) € C; und damit gh € C;(q1). Also

gilt
quih="> qh= > q=aqu

q€Ci(q1) q€Ci(q1)

wegen [[1.3]
U

(2.7)Satz Der Vertauschungsring V(@) ist kommutativ und die Abbildungen a, ..., aq
wie in bilden eine C-Basis von V(Q).

Beweis. Seien g € Q und g € M(Q) und sei v; wie in Wir zeigen zunichst a; € V(Q),
d. h. quig = qgv;. Sei dazu ¢; € Q. Dann gilt wegen [(2.2)((b):

R(g\a1) 'R(ai\a1)g = ap(q1,q1)g

q9

qgp(q1, q1)

= qgR(g1\a1) 'R(a\qv). (IL.4)

Die linke Seite obiger Gleichung lésst sich umformen zu

R(g\q1) 'R(a\a1)g = ((qR(a\q1)™ ") (¢1\ar))g
(g \q1) L(gR(q1\q1)™"))g
= qL(g) " LgR(e\a1) Ny

und die rechte zu

qgR(p\q1) 'R(g\q1) = (q9R(@\q1)™") - (¢1\ 1)
= (¢1\a1)L(qgR(q1\q1) ")
= qL(q) " L(ggR(a\q1) ™).




§2. Vielfachheitsfreiheit von M(Q) 29

Einsetzen in liefert

a1 L(g)) "' L(gR(a\a1)™")g = a1 L(q1) " L(ggR(g1\q1) ).
Nach |(2.6)| sind damit die Voraussetzungen von |(2.5)| mit = ¢y v; erfiillt und es gilt

@10 L(q1) ' L(qR(g1\q1) 19 = q1viL(q1) " L(ggR(q1\q1) ).

Beriicksichtigt man noch so wird die linke Seite zu

> aL(@) 'LgR(g\a) g = > (¢\x)L(gR(@\q1) Mg

zeCi(q1) z€Ci(q1)

= Y (@R(@\g)™") - (¢1\x))g

z€C;(q1)

= Z qR(¢1\q1) ' R(q1\x)g

z€Ci(q1)

= > ap(q,2)g = quig
zeCi(q1)

und die rechte Seite zu

> #L(q) ' LiggR(a\q1) ") > (¢\e)L(qgR(q1\q1) ")

z€Ci(q1) z€Ci(q1)

= Y (e9R(@\a) ") (¢1\x)

z€Cyi(q1)

= ) aR(@\q) 'R(qi\x)

zeCi(q1)

= Y agp(ar,x) = qgui.
zeCi(q1)

Folglich ist qu;g = qgv; und somit a; € V(Q).
Andererseits sind dann aber auch die Bedingungen von |(2.3)| erfiillt, sodass die a;’s linear

unabhéngig sind (die Adjazenzmatrizen haben disjunkte Tréger). Es geniigt also zu zeigen,
dass V(Q) von den «;’s erzeugt wird. Sei dazu ¢ € V(Q) und (aq,q)q,qcq die Matrix von
¢ beziiglich der Basis @, d. h. es gilt gp = 3 1 agq¢'- Daher ist fiir g € M(Q)

Y agedg=apg=a9p =Y aggqd"-
qeQ 7'€Q

Ein Koeffizientenvergleich liefert dann aqy = ag9,44 fur alle (¢,¢') € @ x Q und g €
M(Q). Die Matrix von ¢ ist also ,konstant auf den Konjugiertenklassen“ und somit eine
Linearkombination der Adjazenzmatrizen.

O

§2 Vielfachheitsfreiheit von M(Q)

In diesem Abschnitt wird bewiesen, dass Multiplikationsgruppen vielfachheitsfrei sind.
Dazu werden zunéchst einige Grundlagen aus der Darstellungstheorie benotigt. Es sei in
diesem Abschnitt immer G eine endliche Gruppe und A eine endlich erzeugte C-Algebra.
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(2.8)Definition Eine Darstellung von A ist ein C-Algebrenhomomorphismus
X:A—Cv

Dabei ist n der Grad der Darstellung. Zwei Darstellungen X,Y von A heiflen dquivalent,
falls eine Matrix Z € GL,(C) mit

X(a)=2Z"'Y(a)Z

fir alle a € A existiert.

(2.9)Bemerkung Darstellungen von A stehen in engem Zusammenhang zu A-Rechts-
moduln. Wahlt man fiir einen A-Modul M eine C-Basis, dann ist

X:A— (Cdimc(M)Xdimc(M),a — X(a)

eine Darstellung von A, wobei X (a) die Matrix des von a € A bewirkten Endomorphismus
von M beziiglich der gew#hlten Basis ist. Verschiedene Basen fiithren natiirlich zu ver-
schiedenen Darstellungen. Da die Abbildungsmatrizen dann aber fiir alle a € A simultan
dhnlich sind, sind solche Darstellungen dquivalent.

Ist umgekehrt X eine Darstellung von A vom Grad n, so wird C'*" via va := vX(a) fiir
v € CY™" und a € A zu einem A-Modul.

Aus der Definition &quivalenter Darstellungen folgt sofort, dass die zugehdrenden A-
Moduln isomorph sind. Ist ¢ ein Isomorphismus zwischen zwei A-Moduln M und N mit
Matrix P € GL,(C) (nach Wahl von C-Basen von M und N) und X bzw. Y die zugeho-
rigen Darstellungen, dann ist Z(a) := P~1X (a)P eine Darstellung, die zu N gehért, d. h.
X und Y sind dquivalent.

(2.10)Definition Sei X eine Darstellung von A. Falls X &quivalent zu einer Darstellung

Y mit
Y(a) = ( Xl*(a) XQO(Q) )

fir alle @ € A, und falls der Grad von X; und X jeweils grofler als 0 ist, so heifit X
reduzibel, ansonsten heifit X irreduzibel. Die Notation X ~ X; + X5 bedeute, dass X
dquivalent zu einer Darstellung Y wie oben ist.

(2.11)Bemerkung Aus|(2.10)|folgt, dass ein A-Modul M genau dann einfach ist, wenn
die von ihm bewirkte Darstellung X irreduzibel ist. Ist ndmlich U < M ein Untermodul
von M mit C-Basis B, so nimmt X nach Ergédnzung von B zu einer Basis von M die

Gestalt
xw= (" )

an, wobei X die zur Basis B gehorende Darstellung von U und X5 eine Darstellung von
MU ist. Ist umgekehrt X reduzibel, also von obiger Form, dann existiert ein Untermodul
U < M, der X1 bewirkt.

(2.12)Definition Ein Gruppenhomomorphismus X : G — GL,(C) heiit Darstellung
vom Grad n von G. Die Darstellung G — GL1(C) = C*, g — 1 heifit triviale Darstellung
von G.
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(2.13)Bemerkung Ist X eine Darstellung der Gruppenalgebra CG, dann ist X|g eine
Darstellung von G. Umgekehrt wird aus einer Darstellung X von G durch lineare Fortset-
zung eine Darstellung von CG, d. h.

X(Z agg) = Z ag X (g).

geG geG

(2.14)Definition Sei X eine Darstellung von G. Die Abbildung
x:G — C,
g + Spur(X(g))

heifit der Charakter von X. Ist X irreduzibel, dann heifit auch y irreduzibel. Der zur
trivialen Darstellung gehorende Charakter 1¢ : G — C, g +— 1 heifit trivialer Charakter
von G.

Isomorphe CG-Moduln haben also identische Charaktere.

(2.15)Definition Ein A-Modul M heifit halbeinfach, falls fiir alle Untermoduln U < M
ein Untermodul U’ < M mit M = U @ U’ existiert.
Die Algebra A heifit halbeinfach, wenn A als A-Rechtsmodul halbeinfach ist.

Eine einfache Folgerung aus dieser Definition ist die Tatsache, dass Untermoduln und
Faktormoduln halbeinfacher A-Moduln wieder halbeinfach sind.

Die folgenden Sitze besagen, dass jede Darstellung einer endlichen Gruppe vollstéindig in
irreduzible Konstituenten zerfillt.

(2.16)Satz Ein endlich erzeugter A-Modul M ist genau dann halbeinfach, wenn er die
direkte Summe einfacher A-Moduln ist.

Beweis. [Isa76) 1.10,1.11].

U
(2.17)Satz Die Gruppenalgebra CG ist fiir beliebige endliche Gruppe G halbeinfach.
Beweis. Direkte Folgerung aus dem Satz von Maschke (vgl. [AB95, S. 116)).

U
(2.18)Satz Jeder endlich erzeugte CG-Modul ist halbeinfach.
Beweis. [Isa76], 1.9].

U

Im Hinblick auf die Algorithmen in Kapitel IV|ist es giinstig, nicht mehr nur Moduln oder
Darstellungen, sondern auch Charaktere zu betrachten.

(2.19)Definition und Bemerkung Eine Abbildung A : G — C heifit Klassenfunkti-
on, wenn sie konstant auf den Konjugiertenklassen von G ist. Die Menge aller Klassen-
funktionen bildet einen C-Vektorraum mit den irreduziblen Charakteren von G als Basis
(vgl. [AB95, 14, Proposition 10]).
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(2.20)Bemerkung Fiir Klassenfunktionen A und p von G sei eine Abbildung durch

= i 2 MoH)

geG

(A )

definiert. Dann gilt:

(a) (-,-) definiert ein Skalarprodukt auf dem Raum der Klassenfunktionen und die irredu-
ziblen Charaktere bilden eine Orthonormalbasis (vgl. [Lan02, XVIIL5.2]).

(b) Nach [Isa76, 2.5] hat G nur endlich viele irreduzible Charaktere x1,..., x%. Es gilt
genau dann A = Zle cixi fiir eine Klassenfunktion A, wenn (\,x;) = ¢; fiir alle
1<i <k gilt.

(2.21)Definition Es operiere G auf der Menge Q = {w1,...,wp}. Der CG-Modul CQ2
heifit Permutationsmodul und die davon bewirkte Darstellung X von G die zur Operation
gehorende Permutationsdarstellung, d. h. es ist

1, falls w;g = wj

X(9)ij = { 0.

Der Charakter x von X heit Permutationscharakter. Es ist also x(g) = {w € Q | wg = w}|
fir alle g € G.

sonst.

(2.22)Bemerkung Es seien G und 2 wie in |(2.21)| Fiir die Anzahl r der Bahnen von
G auf ) gilt

r=(x1a),
wo x der Permutationscharakter ist. Die Anzahl der Bahnen ist also gleich der Vielfachheit
des trivialen Charakters in y.

Beweis. [Isa76, 5.15].
U

(2.23)Lemma von Schur Fiir einen einfachen CG-Modul V' gilt Endcg (V) = (idv)c,
d. h. ist X : G — GL,(C) eine irreduzible Darstellung von G und ist P € C"*" mit
X(g9)P = PX(g) fir alle g € G, dann ist P = AE,, fiir ein A € C.

Beweis. [CR62, 27.3].
U

(2.24)Definition Seien A = (a;;) € K™*™ und B € K"** fiir einen Korper K. Das
Kroneckerprodukt A ® B € K™*™5 yvon A und B ist definiert als

anB cee almB
A ® B = aijB

anlB ce ant

Nach diesen vorbereitenden Anmerkungen kann nun schliefflich die Vielfachheitsfreiheit
der Multiplikationsgruppen gezeigt werden. Im Beweis kommen dabei die Ideen aus [BI84,
II.Theorem 1.4] zum Tragen.
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(2.25)Satz Die Multiplikationsgruppe M(Q) einer Quasigruppe @ ist vielfachheitsfrei,
d. h. der Permutationsmodul CQ zerféllt in paarweise nicht isomorphe einfache CM(Q)-
Moduln.

Beweis. Wegen [(2.9)] und [(2.11)] geniigt es zu zeigen, dass die Permutationsdarstellung
X der transitiven Operation von M(Q) auf @ in paarweise nicht dquivalente irreduzible
Darstellungen zerfillt. Wegen ist der triviale Charakter von M(Q)) genau einmal
in dem zu X gehorenden Permutationscharakter enthalten. Seien X1 = 1yy(q),. .., X, die
paarweise nicht dquivalenten irreduziblen Konstituenten von X. Weiter sei f; der Grad
von X; und e; die Vielfachheit von X; in X, d. h. esist X ~ Y7, €;X;. Da M(Q) transitiv
auf @ operiert, gilt also e; = 1. Da CM(Q)-Untermoduln con CQ CM(Q)-invariant sind,
existiert dann eine Matrix U € GLg|(C) mit

B(g) :== U™ X (g)U = diag(X1(g), X2(9), -- -, Xa(9), - - -, Xr(9); - -, X, (9))

TV
€2 €r

fiir alle g € M(Q). Eine Matrix P kommutiert genau dann mit allen B(g)’s, wenn P die
folgende Blockdiagonalgestalt hat:

P = diag(My, ..., M,),

wobei M; € Cefixeifi mit diag(X;(g),...,Xi(g)) kommutiert. Also hat jedes M; eine

€i

Darstellung
My - My
My - M

wobei fiir jedes ¢ jedes M ](,? € C/*fi mit allen X;(g)’s kommutiert. Nach dem Lemma
von Schur |(2.23)| gilt dann M](,? = \jily,. Es ist also M; = N; ® Ey, mit einer beliebigen

Matrix N; € C%*¢. Die Matrix P sieht damit folgendermafien aus:

P:diag(Nl,N2®Efl,...,NT®EfT). (11.5)

Also besteht U1V (Q)U aus Matrizen der Form und da V(@) nach|(2.7) kommutativ
ist, ist auch U1V (Q)U kommutativ und es miissen folglich alle N; € C sein, d. h. e; = 1
firallel <i<r.

O

(2.26)Bemerkung Die Aussage in |(2.25)| ist fiir einseitige Multiplikationsgruppen im
Allgemeinen falsch. Betrachte dazu die Quasigruppe @ := {1,...,6} mit der folgenden
Verkniipfungstafel:

-1 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6
2121 6 5 4 3
3|13 4 5 6 1 2
414 3 2 1 6 5
5|15 6 1 2 3 4
6|16 5 4 3 2 1
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Dann ist
) 6, fallsg=1
GIM@Q) — g { 0 R

der Permutationscharakter von LM(Q) = ((1, 3,5)(2,4,6), (1,4)(2,3)(5,6)) = Ss.
Die irreduziblen Charaktere von LM(Q) sind gegeben durch

‘1 g h
i1 1 1
Y|l -1 1

3|2 0 -1

Dabei sind 1,9 := (1,4)(2,3)(5,6) und h := (1,3,5)(2,4,6) Vertreter der Konjugierten-
klassen von LM(Q). Also ist LM(Q) wegen x = x1 + x2 + 2x3 nicht vielfachheitsfrei.




Kapitel 111

Der Satz von Cameron

In diesem Kapitel geht es darum, den Satz von Cameron zu beweisen, den dieser in [Cam92]
prasentierte. Er besagt, dass fast alle Multiplikationsgruppen einer Quasigruppe der Ord-
nung n symmetrisch oder alternierend vom Grad n sind. Der Beweis wird hier nur fiir linke
Multiplikationsgruppen gefiihrt. Fiir rechte Multiplikationsgruppen geht dies analog und
der beidseitige Fall folgt sofort.

Ist @ eine Quasigruppe mit |@Q| = n und LM(Q) € {An, Sn}, so liegt LM(Q) in einer
y,maximalen“ Untergruppe von S,. Eine Untergruppe H < S, heifle in diesem Kapitel
maximal, falls K = A,, gilt, wann immer H $ K < S, ist. Der erste Schritt ist also, eine
untere Schranke fiir die Anzahl von Quasigruppen der Ordnung n herzuleiten. Dies wird im
ersten Paragrafen iiber SDRs gemacht. Der zweite Abschnitt beschéftigt sich dann mit dem
Fall, dass LM(Q) primitiv ist, und der dritte mit dem imprimitiven Fall. In beiden Féllen
wird eine obere Grenze fiir die Anzahl der Quasigruppen, fiir die LM(Q) (im-)primitiv ist,
gegeben.

81 Quasigruppen der Ordnung n

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit der Anzahl verschiedener Quasigruppen zu einer
gegebenen Ordnung n. Da es aber sehr schwierig ist, eine geschlossene Darstellung hierfiir
zu finden (sind die ersten r Zeilen der Verkniipfungstafel einer Quasigruppe bekannt, so ist
die Anzahl der Erweiterungen zu einer Quasigruppe keineswegs konstant, sondern von der
speziellen Wahl dieser r Zeilen abhéngig), wird hier nur eine untere Schranke angegeben.

(3.1)Definition Es seien T' eine Menge und 71, ...,7T,, Teilmengen von 7. Ein SDR
(system of distinct representatives) von T7,...,T,, besteht aus Reprisentanten z; €
Ti,...,x,m € Ty mit x; # x; fir ¢ # 7.

Eine (r x n)-Matrix heifit ein lateinisches Rechteck, falls in jeder Zeile die Zahlen 1,...,n
vorkommen und die Spalten keine Zahl doppelt enthalten. Ist r = n, so heiffit diese Matrix
ein lateinisches Quadrat und ist nichts anderes als die Verkniipfungstafel einer Quasigrup-
pe. Sind nun die 7;,1 < i < n, die Mengen derjenigen Zahlen aus {1,...,n}, die in der
i-ten Spalte eines (r x n)-lateinischen Rechtecks R nicht vorkommen, dann entsprechen
SDRs der T;’s genau den Erweiterungen von R zu einem ((r + 1) X n)-lateinischen Recht-
ecks (vgl. [Hal86, S. 54]). Die Frage ist also, wie viele SDRs solch ein R mindestens besitzt.
Zur Losung dieser Frage wird der folgende Begriff benétigt.
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(3.2)Definition Es seien K ein Korper und A = (a;;) € K™*" eine Matrix. Die Perma-
nente von A ist definiert als

per A := E 117" Annr-
TESy

Diese Definition erinnert an die Determinante einer Matrix und es ldsst sich genau wie bei
der Determinanten zeigen, dass die Permanente multilinear ist.

Es seien T1,...,T;, wieder definiert wie vor|(3.2)| und A die (n x n)-Matrix mit den Ein-
trégen a;j, wobei a;; = 1, falls j € T;, und 0 sonst. Fiir 7 € S,, betrachte die Summanden

n
Jr = H Qg im
=1

der Permanenten von A. Es ist fr genau dann ungleich 0, und dann gleich 1, wenn a; ;» = 1,
also im € T; fiir alle i. Das wiederum bedeutet, dass 17, ..., nw ein SDR von T1,...,T,
ist. Also ist die Permanente der Matrix A gleich der Anzahl von SDRs der T;’s.

Es ist |T;| = n — r fiir alle 4, und daher sind auch alle Zeilensummen von A gleich n — 7.
Andererseits kommt jedes Element i € {1,...,n}, in genau r Spalten von R vor und ist
demnach in n — r der Mengen T; enthalten. Folglich sind auch die Spaltensummen von A
alle gleich n — r. Es geniigt also, die Permanente einer Matrix mit konstanten Zeilen- und
Spaltensummen abzuschétzen. Fiir den Spezialfall einer doppelt stochastischen Matrix,
d. h. einer Matrix, deren Zeilen- und Spaltensummen alle gleich 1 sind, formulierte van
der Waerden 1926 eine entsprechende Vermutung, die gut 50 Jahre spéter nahezu zeitgleich
von Falikman und Egorychev mit verschiedenen Ansétzen bewiesen wurde.

(3.3)Satz (van der Waerdens Vermutung) Sei A eine doppelt stochastische (n x n)-
Matrix. Dann gilt

perd > —
n

Beweis. [Ego81], [Fal81].
U

Fiir Matrizen A mit konstanter Zeilen- und Spaltensumme k := n — r gilt wegen der
Multilinearitéit der Permanenten per A > n!(k/n)"™. Es gibt also mindestens ebenso viele
Moglichkeiten, ein lateinisches Rechteck mit r Zeilen um eine Zeile zu erweitern. Insgesamt
ergibt sich folgendes Korollar.

(3.4)Korollar Fiir die Anzahl Q(n) von Quasigruppen der Ordnung n gilt

o> T (£) - 0

k=1

Beweis. Klar.
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82 Primitive Gruppen

In diesem Abschnitt wird untersucht, wieviele Quasigruppen der Ordnung n eine primitive,
aber von S, und A,, verschiedene linke Multiplikationsgruppe besitzen. Zu Beginn werden
die benotigten Begriffe definiert.

(3.5)Definition Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge € transitiv operiere.

(a) A C Q heifit Block, falls Folgendes erfiillt ist:

(i) A#0
(ii) Fiir alle g € G gilt Ag = A oder AgnN A = {).

(b) G heiit imprimitiv auf Q, falls ein Block A mit |A] > 1 und A # Q existiert. Ande-
renfalls heifit G primitiv.

Im Folgenden sei € > 0 fest gewahlt. Der erste Satz besagt, dass primitive Gruppen ,.klein“
sind.

(3.6)Satz Es existiert ein N € N, sodass fiir jede primitive Gruppe G vom Grad n > N
mit G & {A4,,S,} gilt

n1/2+a

Gl <2

Dieser Satz wurde durch die Untersuchung kohérenter Konfigurationen von Babai [Bab81]
im nicht zweifach transitiven Fall und von Pyber allgemein bewiesen. Diese Beweise be-
nutzen dabei nicht die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen, mit deren Hilfe
Cameron [Cam81] stérkere Schranken beweisen konnte.

Mit Hilfe dieser oberen Schranke kann auch die Anzahl der primitiven Gruppen abgeschétzt
werden.

(3.7)Lemma Jede endliche Gruppe G besitzt ein Erzeugendensystem mit maximal
log, |G| Elementen.

Beweis. Fiir zyklische Gruppen ist die Behauptung klar. Sei GG eine nicht-zyklische Gruppe
der Ordnung n und sei 1 # z1 € G beliebig. Setze G := (z1) S G. Es ist dann |G| > 2.
Sind die Gruppen G1i,...,G;—1 = (x1,...,2i—1) S G konstruiert, dann wihle ein Element
x; € G\ Gij—1 und setze G; := (1,...,Ti—1,2;) < G. Dann ist |G; : G;—1| > 2 und es folgt
mit Induktion |G;| > 2°. Dieses Verfahren bricht bei einem n € N mit G,, = G ab. Wegen
|G| = |Grn| = 2" ist log, |G| > n und es ist also z1,...,z, ein Erzeugendensystem von G
mit maximal log, |G| Elementen.

U

(3.8)Lemma Fiir n > N mit N wie in|(3.6) existieren hochstens

(n!)

primitive Gruppen vom Grad n, die verschieden von S,, und A,, sind.

nl/2+e
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Beweis. Sei G eine primitive Gruppe der Ordnung n, die verschieden von S, und A, ist.
Nach hat G maximal die Ordnung 2”1/2+E, und nach existiert ein Erzeugenden-
system von G mit maximal n'/?*¢ Elementen. Da alle Erzeuger in S, liegen, gibt es also
fiir jeden Erzeuger n! Moglichkeiten. Insgesamt gibt es somit maximal

(n')n1/2+5

Gruppen mit der gewiinschten Eigenschaft.

O

Ist H < S, eine Untergruppe von S,,, dann existieren hochstens |H|" lateinische Quadrate
mit LM(Q) < H, da man fiir jede der n Zeilen eine der |H| Permutationen aus H wihlen
kann. Daraus ergibt sich das folgende Ergebnis.

(3.9)Bemerkung Es sei N € N wie in|(3.6), Fiir n > N gilt fir die Anzahl P(n) der
Quasigruppen der Ordnung n, deren linke Multiplikationsgruppen primitiv, aber weder S,

noch A,, sind:

nl/2+e 3/2+4¢

P(n) < (n!) il

Um den Grenzwert von P(n)/Q(n) fiir n — oo zu berechnen, werden noch die folgenden
beiden Lemmata bendtigt.

(3.10)Lemma Fiir alle n € N gilt n! > <ﬁ)n.
e

Beweis. Angenommen, die Behauptung gelte fiir ein n € N. Da die Folge (1 + 1/m)™
monoton wachsend gegen e konvergiert, gilt dann (1 + 1/n)" < e. Multipliziert man beide
Seiten mit (n + 1)n"™/e" 1, so erhilt man

men (D)= (M)

Es gilt also nach Annahme

(n+ 1) =(n+1)nl > (n+1) (g)n > <”: l)nH.

Da der Fall n = 1 klar ist, ist die Behauptung bewiesen.

(3.11)Lemma Fiir 0 < ¢ < £2 und fiir alle n € N mit

9\ 1=
n = =: 12
(1 - 25)

1/2—¢

gilt
logn <n
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Beweis. Die Funktionen f : (0,00) — R,z + logz und ¢ : (0,00) — R,z + /2% sind

auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar mit

1 1—2¢
/ _t ’ o
f (.’L’) - T und g (‘T) - 2x1/2+5‘
Sei nun x > x¢. Durch Potenzieren mit (1 — 2¢)/2 folgt
1-—2e

Nun werden noch beide Seiten mit z'/2t¢ multipliziert und anschlieBend der Kehrwert

gebildet und es folgt
1 1—-2¢
flx) = =S opl/zre = g'(z)

fur alle x > xg.

Schlieflich gilt g(xo) = 2/(1 — 2¢) und, unter Beriicksichtigung der an ¢ gestellten Bedin-
gungen,

2 2 2 2 2
<

-2 B1-2:S1-2 ®1-e2 1-2%

f(zo) = 9(xo).

Also ist f(z) < g(z) fir alle x > z.
U

Damit sind alle notwendigen Vorarbeiten, um zu zeigen, dass der Fall einer Quasigruppe
mit primitiver, aber weder alternierender noch symmetrischer linker Multiplikationsgruppe
fast nie auftritt, erledigt.

(3.12)Satz Es gilt

Beweis. Es seien N € N und € > 0 wie in[(3.6)| bzw. [(3.11)] Nach [(3.4)| und [(3.9)| gilt fiir
n > N:

o< P (nh)n'/?e L gn¥/EEe
S QM) (nl)2n
2n3/2+snn2

(n!)2n7n1/2+6

2n3/2+5 nnz 62n2 _p3/2+e

(I11.1)

p2n2—n3/2+e
2n3/2+5 62n2 _n3/2+e

2 —nd/2e
exp(2n?)

xp((n? — n3/2+) log )
2 3/2+€

N

(111.2)

@

xp(2n? — n%logn +n logn)
exp(2n? — n%logn + n?) (I11.3)
= exp(n?(3 —logn)) — 0 fiir n — oo,

wobei in und [IIL.3] jeweils [(3.10)| bzw. [(3.11)| benutzt wurde und e > 2 in einge-

setzt wurde.

N
0

O
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83 Imprimitive Gruppen

In diesem Abschnitt werden die gleichen Untersuchungen wie in [§2| fiir maximale transitive,
aber nicht primitive Untergruppen der S,, angestellt.

(3.13)Satz Es sei G eine Gruppe, die transitiv auf Q operiere und A C Q ein Block. Sei
ferner R ein Reprisentantensystem von H\G, wobei H := Stabg(A) der Stabilisator von
A in G sei. Dann gilt:

(a) Q=U,cgAr und Ar N A7 =0 fiir r # 1/,
(b) Ag ist ein Block fiir alle g € G.

Beweis. (a) Sei w € Q und wy € A. Da G transitiv operiert, existiert ein g € G mit
w = wpg. Ist weiter g = hr mit einem h € H und einem r € R, so folgt wegen w = wpg €
Ag = Ahr = Ar die behauptete Darstellung von §2.

Sind 7, € R mit Ar N A7’ # (), dann ist auch ANArr~1 £ 0, d. h. Ar'r~1 = A, da A
ein Block ist. Also ist 7/r~! € H und folglich r = r’. Die Aussage in (b) ist eine direkte
Folgerung aus (a).

U

Wegen (b) ist die nun folgende Definition sinnvoll.

(3.14)Definition Es operiere G transitiv auf 2 und es sei A C 2 ein Block. Die Menge
{Ag | g € G} ist eine Partition von € in Blocke und heifit Blocksystem.

Ist nun P := {Aj,..., A} ein Blocksystem einer Permutationsgruppe G und U < G eine
Untergruppe, dann gilt A; N Au € {0, A;} fiir alle w € U und alle 1 < i < k, d. h. P ist
auch ein Blocksystem von U. Also sind die maximalen Untergruppen von G, die imprimitiv
operieren, genau die Stabilisatoren jedes erdenklichen nicht-trivialen Blocksystems (d. h.
1 < k < n). Speziell fir die symmetrische Gruppe gilt dann:

(3.15)Bemerkung Die maximalen, imprimitiven Untergruppen der S,, sind genau die
Gruppen H := Stabg, (P), wobei P eine Partition von {1,...,n} in & > 1 Mengen
Py, ..., P der Grofie |P;| = m > 1 bezeichnet.

(3.16)Bemerkung Die Stabilisatoren H aus |(3.15) haben die Ordnung (m!)*k!.

Beweis. Fir 1 < i < nsei P, := {pi1,...,pim}. Fiir alle h € H definiere 7, € Sj durch
P;h = Py, sowie, fiir 1 <@ <k, ¢p; € Sy, durch

Pigh = Dimy jeon.q-
Dadurch wird eine Abbildung
a:H— Spx Shohe (Th,@nts - k)

definiert. Sind h,h' € H mit ha = h'a, dann gilt

/
Pijh = Piryjon: = Pimysjons ; = Pijh
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fiir alle 1 <4 < k und alle 1 < 5 < m. Folglich ist h = A/ und « injektiv. Sei umgekehrt
(7,01, .., ) € Sk x S¥ . Dann definiere

h: {1,...,n} — {1,...,n}
(i—1)m+j — (7' —=1)m+ jo

mit 1 < ¢ < kund 1 < 5 < m. Nach Konstruktion ist h € H mit ha = (7, p1,...,9k).
Also ist a bijektiv und es folgt die Behauptung wegen |Sy, x S¥ | = k! - (m!).

U
Die Bahnen der Operation von S,, auf der Menge aller Partitionen von {1,...,n} mit

gleich groflen Teilen sind die Mengen By, j, := {P | P = {Py, ..., P} Partition mit |P;| =
m,1 < i < k} mit km = n. Fiir k,m > 1 gibt es also zu jeder Partition in £ Mengen der
Grofle m genau |S), : H| maximale, imprimitive Untergruppen der S,,, wobei H wieder der
Stabilisator einer solchen Partition sei.

Da die Stabilisatoren zweier Partitionen aus derselben Bahn konjugiert sind, gibt es fiir
eine fest vorgegebene Partition P mit Stabilisator H demnach maximal

H(n):=|S,: H|- [H" =n!- [H"" = (mk)! - (m!)*mk=1 . (prymh=1

Quasigruppen @, fiir die LM(Q) in einer zu H konjugierten Gruppe enthalten ist. Da n
hochstens n Teiler besitzt, gilt also

I(n) < n-H(n) =mk - (mk)! - (m!)FmF=D . (g1ymk=1 (I11.4)
wobei I(n) die Anzahl derjenigen Quasigruppen der Ordnung n bezeichne, deren linke
Multiplikationsgruppe imprimitiv ist.

Zur Berechnung des Grenzwertes von I(n)/Q(n) sind zwei Félle zu unterscheiden, da die

Abschétzungen in |(3.4)| und 1.4 fiir den Fall £ = 2 zu schwach sind.

§3.1 k #£2

In diesem Abschnitt sei also k # 2 fest gewéhlt. Zur Berechnung des Grenzwertes wer-
den noch die folgenden Bemerkungen benétigt. Die erste beinhaltet Stirlings Formel zur
Abschéitzung der vorkommenden Fakultéiten nach oben bzw. nach unten, und die zweite
berechnet mit der Regel von L’Hospital (vgl. [HeuO1, 50.1]) den Grenzwert der am Ende
des Beweises von |(3.19) auftretenden Formel.

(3.17)Lemma (Stirlings Formel) Fiir n € N gilt

n!
1< < ol/(12n)

2mn (%)

Beweis. [EK94, Example 22].
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(3.18) Bemerkung

(a) Die Funktion f: R — R,z +— 2* hat die hoheren Ableitungen

' k(k—1)----- (k+1—d)zF% falls1<i<k
fORSRz— < K, falls i = k
0, falls i > k.

(b) Die Funktion

k kx
fTR>Rzw— <e‘13/12>
hat die Ableitungen

f R—)IR7.’1}'|—>C<613/12>

fiir ¢ > 0, wobei 0 < ¢ € R eine von ¢ abhéngige positive Konstante ist.

(c) Es gilt

mk

lim —— = 0.
m—o0 k m
(613/12>

Beweis. Die Aussage aus (a) ist klar. In (b) ist der Fall ¢ = 0 klar. Gilt die Behauptung
fiir ein 4, so ist

, k
i+1 _ /
() = c¢-exp/(zklog M)
= -kl . .
€ RI08 33 <613/12>

Wegen k > 3 ist k/e'®/12 > 1, also auch cklog 615% > 0.

k
(c)Sei f:R—=Rz—2Fundg:R — R,z +— (ﬁ) ", Aus (a) und (b) folgt mit der
Regel von L’Hospital

lim 22 = 1 = lim —— =0,
e13/12

fl@) [P k!
9

da k > el3/12

(3.19)Satz Fiir festes k # 2 gilt

LI
nm Q(n)
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Beweis. Einsetzen von |(3.4)| und [III.4| liefert
I(n) _ (m|) (mk—1) (k")mk Lok <(mk)mk mk
)

(n) ((mk)tymh=1 (mk)!
_ (m') (mk—1) (ky)mk L.k e(mk)? .
b ((mk)me=T1 Varkm™ )
wkm

mk(mk—l) _ (m)mk(mkfl) - hmk=1)/(12m) _ (foymk—1 - mke(mk)? : )

< e 1I1.6
((mk)ym*=1 . 2k ™
27rmk(mk—1)—mk _ (%)mk(mkfl) ) (k')mkil - mk exp ((mk)2 + k(rlnzlzl))

= ((mk)ymk=1". gmk/2

\/mk(mk_l)_mk - mk(mk=1) . (EN)™ =1 mkexp (mk + 7k(mkm D)
= ((mk)ymk=1 . gmk/2

\/%k(mkfl)*mk -k (mk—1) | (k!)mk—l - mk exp (ka‘g + k(TQIZD>
< (IT1.7)

2rmk k—1 . (mk)mk(mk—l) . kmk/2

\/%mk2 - (Y™ - m exp <m2k2 + LT;;”)
< RSy (I11.8)

\/ﬂmlﬂ o (mER /2L (jym ey <m2k2 n k(?zlzl))
< Jemk(mk—1)

mk
V2R (k1) - kRS2 G o (4 B
= mk
mk
m* exp(1amk)
< (x/ kK- W}) (I11.9)
mk
k

= \/ﬂk kK- — (3.18) 0 fiir m — oo.

Dabei wurde in [IIL5] IIL6] und [IIL.7] jeweils Stirlings Formel [(3.17)] eingesetzt. In [IIL.8
wurde mk? > (k — 2)mk — k + 1 fiir alle m € N benutzt und schlielich gilt [II1.9| wegen
(mk? +2)/(2mk) < k und 1+ k(mk — 1)/(12m3k?) < 13/12 fiir alle m € N.

0

§3.2 k=2

Nun wird der Fall behandelt, dass die linke Multiplikationsgruppe einer Quasigruppe im-
primitiv mit einem zweielementigen Blocksystem ist. Dazu ist aber zunéchst ein kleiner
Streifzug durch einige Grundbegriffe der Graphentheorie vonnéten.

(3.20)Definition Ein Paar (V, E) heifit Graph, falls ) # V eine endliche Menge und
E C {{vi,v2} C V | v1 # vy} ist. Die Elemente aus V heiflen die Ecken, diejenigen
aus E die Kanten von G. Eine Ecke v € V inzidiert mit einer Kante {vi,v2} € E, falls
v € {vy,v2}. Zwei Ecken vy,vy € V' heiflen adjazent, wenn {vy, v} € E.
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Der Graph (V, E) ist die Vereinigung der Graphen (V', E') und (V" E"), falls V. = V'UV”
und E = E' U E” gilt. Diese Vereinigung heifit disjunkt, falls sowohl V/ und V" als auch
E’ und E” disjunkt sind. Ist |[V| = n und E = {{v1,v2} C V | v1 # v}, dann heifit
Gp, = (V, E) der vollstindige Graph auf n Punkten.

(3.21)Definition Ein Graph G = (V, E) heifit bipartit mit Bipartition A, B, falls nicht-
leere Teilmengen A, B C V mit AUB =V und AN B = () existieren, sodass E C {{a,b} |
a € A,b e B} erfiillt ist.

(3.22)Definition Es seien G = (V, E) ein Graph und = € V. Der Grad der Ecke x € V
ist definiert als dg(z) := [{{z,v} | v € V} N E|. Existiert ein » € N mit dg(z) = r fiir alle
x € V, so heifit der Graph r-regulir.

(3.23)Definition Falls in einem Graphen G = (V, E) paarweise verschiedene Elemen-
te vo,...,vp € V mit E' := |J;_;{{vi—1,vi}} C E existieren, dann heifit der Teilgraph
vovr -+ vp := ({vo, ..., v}, E') ein Weg der Linge r in G. Ist vg - -- v, ein Weg in G und
ist {v,,v0} € E, dann ist der Teilgraph vg - - - v,vg := ({vo, ..., v}, E' U{v,,v9}) ein Kreis
der Linge r + 1 in G.

(3.24)Definition Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge M C E heifit Matching,
falls mNm/ = 0 fiir alle m, m’ € M mit m # m’ ist. Ein Matching M von G heift perfektes
Matching von G, falls V- = J,,,cps m ist.

(3.25)Bemerkung Die Vereinigung zweier (nicht notwendig verschiedener) perfekter
Matchings des vollstdndigen Graphen G,, ist eine disjunkte Vereinigung von Kreisen gera-
der Lange und Wegen der Linge 1.

Beweis. Seien M und M’ zwei Matchings von G,, = (V,,, E,,). Falls diese Matchings iiber-
einstimmen, dann ist ihre Vereinigung, der Graph (V,,, M), die disjunkte Vereinigung von
Wegen der Linge 1. Sei also nun M # M’ und S := M N M’'. Dann ist die Vereinigung
von M und M’ die disjunkte Vereinigung der Graphen G’ := (V’,S) und G := (V, E) mit
V=V, \V,E:=E,\Sund V' :={v eV, | {v,w} € S fiir ein w € V,,}. Der Graph
G’ ist die disjunkte Vereinigung von Wegen der Linge 1, und der Graph G ist 2-reguliir,
da jede Ecke mit jeweils genau einer Kante aus den beiden Matchings inzidiert und diese
verschieden sind. Nun geniigt es zu zeigen, dass G die disjunkte Vereinigung von Kreisen
gerader Linge ist.

Ist vg € V und vg - - - v, ein ldngster von vy ausgehender Weg in G (dieser existiert wegen
der Endlichkeit von V'), so existiert wegen der 2-Regularitéit von G ein 0 < ¢ < r mit
{vp,v;} € E. Wire i # 0, so wire dg(v;) > 3 ein Widerspruch. Also ist vg - - - v,vg ein
Kreis. Durch analoge Argumentation fiir die noch nicht getroffenen Ecken erhélt man,
dass G eine disjunkte Vereinigung von Kreisen ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Kreise gerade Lange haben, dass also » wie oben
ungerade ist. Ist vg - - - v,vg ein solcher Kreis, dann gilt ohne Einschrankung fiir 0 <¢ < r
und vy41 = g

{vi, 001} € M, falls i gerade
o M’, falls 7 ungerade.

Wire r gerade, dann wire {vg, vy}, {v,,v9} € M ein Widerspruch. Die Kreise haben also
gerade Lénge.

O
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(3.26)Definition Es seien G = (V, E) ein Graph und v € V. Die Menge Ng(v) =
{w e V | {v,w} € E} heifit die Nachbarschaft von v in G. Fiir eine Teilmenge S C V ist
Ng(S) == U,es Na(v) die Nachbarschaft von S.

(3.27)Satz (Heiratssatz) Es sei G = (AU B, E) ein bipartiter Graph mit Bipartition
A, B. Es existiert genau dann ein Matching M von G mit |M| = |A|, wenn die Bedingung
INa(S)| = |S| fiir alle Teilmengen S C A erfiillt ist.

Beweis. [JMT04, Theorem 14.3.7].
g

(3.28)Korollar Ist r € N und G = (AU B, E) ein r-regulérer, bipartiter Graph mit
Bipartition A,B, dann ist |A| = |B].

Beweis. Sei ) # S C A. Ist |S| < r, dann ist |S| < r = [Ng(v)| < |Ng(S)| mit einem
beliebigen v € S.

Sei nun S C A mit |S| > r und es gelte |Ng(S")| > |9’| fiir alle S” C A mit |S'] < |S].
Angenommen, es wire |Ng(S)| < |S|, dann wére [Ng(S\ {vo})| = |S\{vo}| und Ng(vo) C
Nea(S\ {vo}) fiir beliebiges vy € S. Sei G' := (V' E") mit V' := S5\ {vo} UNg(S\ {vo})
und E' := {{v1,v2} € E |v1 € S\ {vo}}). Aus [Ng(S\ {vo})| = |5\ {vo}| folgt wegen der
r-Regularitiat von G

Y. de@)= ) de()= Y dals)=r-1S\{uw}=r-|Na(S\ {vo})l:

2€NgG(S\{vo}) s€S\{vo} s€S\{vo}

Daraus folgt dg/ (z) = r fiir alle x € Ng(S\{vo}). Also kann vy zu keinem = € Ng(S\ {vo})
adjazent sein, da G r-regulér ist. Dies ist aber ein Widerspruch zu Ng(vg) € Ng(S\{vo}).

Damit erfiillt der Graph die Voraussetzungen von |(3.27) und es existiert ein Matching M
mit |M| = |A], d. h. |A| < |B|. Vertauscht man in obiger Argumentation A und B, so
erhilt man ein Matching M’ mit |M’'| = |B|, also |B| < |A].

U

(3.29)Bemerkung Fiir m € N sei X die Menge derjenigen Permutationen auf 2m
Punkten, deren Zykel alle gerade Linge haben (insbesondere gibt es keine Fixpunkte).
Dann gilt

m

x| =JJ@i- 1%

=1

Beweis. Definiere

A= {(M,M") |M, M’ perfekte Matchings des
vollstandigen Graphen Ga,, = ({1, ,2m}, Eap)},

B := X sowie V := AU B. Nach ist M UM fur (M,M') € A die disjunkte
Vereinigung von Wegen der Liange 1 und r Kreisen gerader Linge. Den Wegen der Lénge
1 ldsst sich eindeutig eine Transposition in der Ss,, zuordnen. Des weiteren lassen sich
jedem der r Kreise gerader Lénge 2 Permutationen aus X zuordnen, ndmlich fiir jede
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Orientierung des Kreises eine. So werden also jedem Element aus A genau 2" Elemente
aus B zugeordnet.

Umgekehrt sei G fiir m € B diejenige disjunkte Vereinigung von Wegen der Lénge 1 und r
Kreisen gerader Lénge, die den Zykeln von 7w entsprechen. Zu konstruieren sind nun alle
Paare perfekter Matchings des vollstdndigen Graphen, deren Vereinigung G ergibt. Ist vouy
ein Weg der Linge 1 in G, dann muss {vg, v1} sowohl in M als auch in M’ enthalten sein.
Ist vy - - - vsvg ein Kreis gerader Lénge und {vg,v1} € M, dann ist

T o) € M, falls i gerade
Vi Vit1 M', falls ¢ ungerade.

Die umgekehrte Aussage gilt, wenn {vg,v1} € M’ ist. Da r solcher Kreise in G existieren,
werden also jedem Element von B auch 2" Elemente aus A zugeordnet. Der durch diese
Zuordnungen entstehende bipartite Graph ist demnach 2"-regulér und nach |(3.28)| gilt
Al = |B| = |X].

Zu zeigen ist noch, dass der Graph Go),

perfekte Matchings besitzt. Sei w; € {1,...,2n} beliebig und M ein perfektes Matching
von Gop,. Dann existiert genau ein wy € {1,...,2n} \ {w1} mit {wy,we} € M. Weiter ist
M’ := M\ {w;,ws} ein perfektes Matching des vollstéindigen Graphen auf der Eckenmenge
{1,...,2n} \ {w1,wy}. Nach Induktion existieren also

m—1
(2i — 1)
i=1

Mboglichkeiten fiir M’. Da zudem noch 2m — 1 Wahlmdoglichkeiten fiir wo existieren, folgt
nun die Behauptung.

O

Solche Permutationen, deren Zykel alle gerade Lange haben, kommen fiir grofles m € N
im Wesentlichen nicht vor.

(3.30)Bemerkung Es sei X wie in|(3.29)| Dann gilt:

XL T 1Y _
A s o {15 ) =0
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Beweis. Aus|(3.29)| und Stirlings Formel |(3.17)| folgt

X (13- (2m —1))?

|Som| (2m)!
135 2m — 1
= 5 15 o
1-2-3-4 (2m —1) - (2m)
2244 (2m) - (2m)
B (2m)!
- 22m . ()2

2 /mm - (22)*™ . exp(1/(24m))
22m . (V2mm - (2)")*

2/mm - 22™ . p?m . e)ip(l/(24m)) - exp(2m)
22m . exp(2m) - 2wm - m2m
exp(1/(24m))

Jrm

N

O

(3.31)Lemma Es sei @ eine Quasigruppe der Ordnung n, deren linke Multiplikations-
gruppe ein Blocksystem mit zwei Elementen besitze. Dann vertauscht die Hélfte der Zeilen
von @ (als Permutationen aufgefasst) die beiden Blocke.

Beweis. Ohne Einschrinkung seien die Elemente von @ mit 1, ..., n bezeichnet sowie P :=
{1,...,n/2} und P, := {n/2+1,...,n} die beiden Blocke. Auerdem seien 71, ..., 7, € S,
die als Permutationen aufgefassten Zeilen von Q. Fiir jedes m; gilt dann entweder Pym; = Py
oder Pym; = P». Also vertauscht m; genau dann die beiden Blocke, wenn 1m; € Py gilt.
Da nach der Definition einer Quasigruppe auch in der ersten Spalte von @ jedes Element
genau einmal auftritt, ist dies genau fiir die Hélfte der Zeilen von @ erfiillt.

O

(3.32)Lemma Bei der Hilfte aller Quasigruppen der Ordnung n, deren linke Multiplika-
tionsgruppe ein Blocksystem mit zwei Elementen hat, vertauscht die erste Zeile die beiden
Blocke.

Beweis. Es sei G eine auf {1,...,n} imprimitiv mit einem zweielementigen Blocksystem
{P1, P} mit 1 € P; operierende Gruppe. Setze

Q¢ = {Q | Q Quasigruppe mit LM(Q) = G}.
Die i-te Zeile eines solchen ) werde mit g ; € S, bezeichnet. Dann definiere
Fa = {Q € Qg | 17TQ,1 S Pl}

und
Ve :={Q € Q¢ | 1lmgq € Py}.

Es ist also Fg die Menge derjenigen Quasigruppen aus Q¢, deren erste Zeile die Blocke
fest lassen, wihrend die erste Zeile der Quasigruppen aus Vg die Blocke vertauschen.
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Definiere nun einen bipartiten Graphen (FgUVg, F) mit Bipartition Fg, Vg. Fir Q1 € Fa
und Q2 € Vg sei {Q1,Q2} € E genau dann, wenn Q2 aus Q1 durch Permutation der Zeilen
hervorgeht.

Sei nun Q) € F¢ beliebig. Die erste Zeile jeder zu 1 adjazenten Quasigruppe Q2 entspricht
dann einer der nach n/2 Zeilen von @, die die Blocke vertauschen. Die restlichen
n — 1 Zeilen von )2 entsprechen dann einer Permutation der {ibrigen n — 1 Zeilen von Q.
Da aber Permutation von Zeilen einer Quasigruppe die linke Multiplikationsgruppe nicht
verindert, konnen diese n — 1 Zeilen auch beliebig permutiert werden. Insgesamt hat also
jedes @1 € Fg den Grad (n/2) - (n—1)! = inl.

Eine analoge Argumentation zeigt auch, dass jedes Q2 € Vo den Grad %n! hat, sodass der
Graph (Fg U Vg, E) reguldr und bipartit ist. Aus folgt dann, dass die erste Zeile
der Hilfte der Quasigruppen mit gegebener Multiplikationsgruppe die Blocke vertauscht.
Die Behauptung folgt nun, indem man dieses Ergebnis auf jede imprimitive Gruppe mit
zwei Blocken anwendet.

0

(3.33)Lemma Jede Permutation 7 € S, kommt als erste Zeile einer konstanten Anzahl
von Quasigruppen vor.

Beweis. Es sei m € S, beliebig. Definiere die Mengen

A :={Q |Q Quasigruppe der Ordnung n, deren erste
Zeile der Permutation id € S, entspricht},

B :={Q |Q Quasigruppe der Ordnung n, deren erste

Zeile der Permutation 7 entspricht}

und
E:={(Q,Q) € Ax B| Q@ entsteht aus ) durch Permutation der Spalten}.

Die Behauptung folgt jetzt aus|(3.28), da der Graph (A U B, E) bipartit und n!-regulér
ist.

O

Nun kann auch bewiesen werden, dass der Fall einer Quasigruppe, deren linke Multiplika-
tionsgruppe imprimitiv mit einem zweielementigen Blocksystem ist, fiir groles n € N im
Wesentlichen nicht eintritt.

(3.34)Korollar Im Fall £ = 2 gilt mit I(2m) und Q(2m) wie in |II1.4| bzw. |(3.4)

I(2
lim (2m)

i Qm) ~

Beweis. Wegen hat die Hélfte der Quasigruppen, deren linke Multiplikationsgruppe
zwei Blocke besitzt, die Eigenschaft, dass ihre erste Zeile die beiden Blocke vertauscht. Da
genau dann eine m-elementige Teilmenge von {1,...,2m} existiert, die von einer Permu-
tation m € S, auf ihr Komplement abgebildet wird, wenn alle Zykel von 7w gerade Lénge
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haben, entspricht die erste Zeile der Hilfte der Quasigruppen mit zweielementigem Block-
system einer Permutation aus X wie in|(3.29), Wegen |(3.33)| kommt jede Permutation aus
Som als erste Zeile von x Quasigruppen vor und es gilt dann

I(2
lim (2m)

2z| X| . 2|1 X|
< lim = =
e Q2m)

0

wegen ((3.30)

Das Ziel dieses Kapitels folgt nun direkt.

(3.35)Korollar Fast alle linken Multiplikationsgruppen von Quasigruppen der Ordnung
n sind symmetrisch oder alternierend auf n Punkten, d. h. es gilt

lim HQ | @ Quasigruppe der Ordnung n mit LM(Q) & {Sy, An}}| _

0.
n—o0 Q(n)

Beweis. Folgt direkt aus den Vorbemerkungen zu Kapitel [ITI] auf Seite (3.19)
und
0
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Kapitel IV

Algorithmen

In diesem Kapitel werden die Algorithmen vorgestellt, die zu den Programmen im Anhang
und schliefflich zu den Ergebnissen im Anhang [B| fithren. Das Ziel ist es zu berechnen,
welche Gruppen als Multiplikationsgruppen von Quasigruppen vorkommen. Wie vor|(1.4)
bemerkt, sind Multiplikationsgruppen transitiv. Da die transitiven Gruppen bis zum Grad
30 in GAP [GAPO06] bis auf Konjugation bekannt sind, kann man sich also von vornherein
auf Gruppen in dieser Bibliothek beschrinken. Eine weitere notwendige Bedingung fiir die
Existenz einer Quasigruppe @ mit M(Q) = G fiir eine gegebene Gruppe G wurde in |(2.25)
hergeleitet. Es wurde gezeigt, dass G vielfachheitsfrei sein muss. Der erste Abschnitt dieses
Kapitels beschéftigt sich also mit der Frage, wie man dieses Kriterium bei einer Gruppe
iiberpriifen kann. Im zweiten Abschnitt wird dann schliefSlich ein Algorithmus beschrieben,
der konstruktiv zu einer gegebenen Gruppe eine bzw. alle Quasigruppen berechnet, die
diese Gruppe als Multiplikationsgruppe haben, falls welche existieren.

81 Vielfachheitsfreiheit

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus entwickelt, der berechnet, ob eine gegebene
transitive Gruppe G vielfachheitsfrei ist oder nicht. Dabei sei vorausgesetzt, dass die ir-
reduziblen Charaktere dieser Gruppe bekannt sind bzw. berechnet werden kénnen. Die
theoretischen Grundlagen des Vorgehens wurden schon in (§2| von Kapitel 11| gelegt. Dort
wurde gezeigt, dass das Betrachten des zur Operation gehérenden Permutationsmoduls
bzw. des entsprechenden Permutationscharakters dquivalent sind. Nach hat G nur
endlich viele irreduzible Charaktere y1, ..., xx und es bilden diese eine C-Basis des Raumes
aller Klassenfunktionen. Der Permutationscharakter g kann also zerlegt werden in

k
0= Z CiXk
i=1

mit ¢, ..., cx € NU{0}, da g ebenfalls ein Charakter ist. Es geniigt demnach zu iiberpriifen,
ob ¢; < 1 fiir alle 1 < 7 < k erfiillt ist. Dieses kann aber ebenfalls nach durch Bilden
aller Skalarprodukte (g, x;) mit 1 < i < k berechnet werden. Damit ergibt sich insgesamt
der folgende Algorithmus, der in implementiert ist.
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(4.1)Algorithmus

Eingabe Eine transitive Gruppe G

Ausgabe true, falls G vielfachheitsfrei ist, false sonst.

1. Berechne den Permutationscharakter ¢ von G.
2. Berechne die irreduziblen Charaktere x1,...,x% von G.
3. Fihre fiir alle 1 < i < k folgende Schritte aus:

(a) Berechne das Skalarprodukt (o, x;) = ﬁ > gec 0(9)xi(9)-
(b) Falls (o, x;) > 1, brich ab und gib false aus.

4. Gib true aus.

§2 Konstruktion von Quasigruppen

In diesem Abschnitt sollen nun zu einer gegebenen Gruppe G eine bzw. alle Quasigruppen
Q@ mit M(Q) = G konstruiert werden. Die Gruppe G sei ohne Einschriankung als Permuta-
tionsgruppe auf n Punkten gegeben und die Elemente der Quasigruppen seien mit 1,...,n
bezeichnet. Diese beiden Algorithmen sind bis auf die Abbruchbedingung vollig identisch.
Waéhrend der erste Algorithmus nach Berechnung einer gesuchten Quasigruppe abbricht,
sucht der zweite weiter, bis alle Quasigruppen mit der gewiinschten Eigenschaft berechnet
wurden.

Sei also eine Gruppe G wie oben gegeben. Dann sind die Linkstranslationen einer etwaigen
Quasigruppe @ mit M(Q) = G Elemente aus G. Identifiziert man die Quasigruppe mit
ihrer Verkniipfungstafel, so bedeutet das, dass alle Zeilen und Spalten, als Permutationen
aufgefasst, Elementen aus G entsprechen. Ist nur ein lateinisches Rechteck gegeben, so
stellt sich die Frage, ob dessen Spalten zu Elementen von G erweitert werden kénnen.

(4.2)Definition Ein Tupel s := (s1,52,...,8,)" € N™*! mit N := {1,...,n} und 1 <
r < n heifit erweiterbar bzgl. G < Sy, falls ein ¢ € G mit ig = s; fir alle 1 < i < r
existiert. Ist 7 < n, dann heiflt ein Element s,11 € N eine Erweiterung von s bzgl. G, falls
(81, -+, 8, 8041)" bzgl. G erweiterbar ist.

(4.3)Definition Ein lateinisches (r x n)-Rechteck R mit 1 < r < n heifit lateinisches
Rechteck bzgl. der Gruppe G, wenn jede als Permutation aufgefasste Zeile von R ein Ele-
ment der Gruppe G ist und auflerdem jede Spalte von R bzgl. G erweiterbar ist.

Die Strategie wird nun sein, sukzessive Zeilen zu allen lateinischen Rechtecken von G
hinzuzufiigen, bis eine Quasigruppe mit der gewiinschten Eigenschaft gefunden wird.
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§2.1 Erweiterungen

Es sei in diesem Abschnitt ein lateinisches (r x n)-Rechteck R bzgl. G mit den Spalten
i = (Si1, ..., i) fiir 1 <i < n gegeben.

(4.4)Definition Fiir » < n heifit ein Element g € G Erweiterung von R, falls ig fiir alle
1 < i < n eine Erweiterung von s; bzgl. G ist.

Ist R das lateinische Rechteck, das aus R durch Hinzufiigen einer Erweiterung g € G von
R entsteht, dann ist R ein lateinisches Rechteck bzgl. G. Ist umgekehrt R’ ein (r+1) X n-
lateinisches Rechteck bzgl. G, dessen ersten r Zeilen R entsprechen, dann entspricht die
(r + 1)-te Zeile von R’ einer Erweiterung ¢ € G von R. Also berechnet der folgende
Algorithmus, der in implementiert ist, alle Moglichkeiten, R um eine Zeile zu einem
lateinischen Rechteck R’ von G zu erweitern.

(4.5)Algorithmus

Eingabe Eine Gruppe G < Sy; ein lateinisches (r x n)-Rechteck R bzgl. G

Ausgabe FEine Liste aller Erweiterungen von R

1. Sei [y die Liste der Elemente von G.

2. Berechne fiir alle 1 < j < n die Liste [;, die aus /;_; durch Streichung aller Elemente
g € lj_1, fiir die jg in der j-ten Spalte von R enthalten ist, hervorgeht.

3. Berechne fiir alle 1 < j < n die Liste l,j, die aus l,,j_1 durch Streichung aller
Elemente g € l,,4;_1, fiir die jg keine Erweiterungen von s; ist, hervorgeht.

4. Gib die Liste lg, aus.

Der zweite Schritt des obigen Algorithmus dient der Laufzeitverbesserung, da nur noch die
Elemente aus GG im dritten Schritt betrachtet werden miissen, die R zu einem lateinischen
Rechteck erweitern.

82.2 Konstruktion einer Quasigruppe

In diesem Abschnitt soll zu einer gegebenen, auf n Punkten operierenden Permutations-
gruppe G die Verkniipfungstafel einer Quasigruppe ¢ mit den Elementen {1,...,n} und
M(Q) = G berechnet werden. Die Strategie fiir dieses Unterfangen ist es, so lange Er-
weiterungen lateinischer Rechtecke von G zu berechnen, bis ein lateinisches Quadrat mit
der gewiinschten Eigenschaft entsteht oder alle Moglichkeiten nicht zum Ziel fithren. Dies
leistet der folgende, in implementierte Algorithmus.




54 Kapitel IV. Algorithmen

(4.6) Algorithmus

Eingabe Eine Permutationsgruppe G und die Anzahl n der Punkte, auf denen G transitiv
operiert

Ausgabe Eine Quasigruppe @ mit M(Q) = G, falls eine solche existiert

e Initialisiere zunéchst ein lateinisches (1 x m)-Rechteck, dessen einzige Zeile einem
beliebigen Element von G entspricht.

e Berechne nun mit alle Kandidaten fiir die zweite Zeile und erweitere das Recht-
eck um den ersten Kandidaten (bei willkiirlicher Sortierung der Kandidaten). Man
erhélt so ein lateinisches (2 x n)-Rechteck von G. Fihrt man so fort, erhélt man
schliefllich ein lateinisches (i x n)-Rechteck R; von G, fiir das es keine Erweiterun-
gen mehr gibt oder fiir das alle Erweiterungen im Verlauf des Algorithmus schon
betrachtet worden sind.

— Ist i < n, dann ist R; nicht zu einer Quasigruppe @ mit M(Q) = G erweiterbar.
Losche also die letzte Zeile und fahre in der (i — 1)-ten Zeile mit dem néchsten
Kandidaten fort.

— Ist ¢ = n, dann ist R, die Verkniipfungstafel einer Quasigruppe ) mit
M(Q) < G, da nach Konstruktion alle Zeilen und Spalten von @) Elementen
aus G entsprechen.

* Falls |G| < |IM(Q)| gilt, ist eine Quasigruppe mit gewiinschter Multiplika-
tionsgruppe konstruiert, sodass der Algorithmus hier abgebrochen werden
kann.

x Gilt |G| £ IM(Q)|, dann ist es nicht notwendig, in der letzten Zeile neue
Kandidaten zu testen, da diese durch die ersten n — 1 Zeilen eindeutig
bestimmt ist. Gehe also zuriick in die vorletzte Zeile und teste dort den
néchsten Kandidaten.

e Sind alle Kandidaten (also alle Elemente von G) fiir die erste Zeile vergeblich getestet
worden, so bricht der Algorithmus ohne Erfolg ab.

Da nach fast alle Multiplikationsgruppen von Quasigruppen der Ordnung n symme-
trische oder alternierende Gruppen auf n Punkten sind, sind solche Quasigruppen relativ
schnell zu konstruieren. In diesem Fall ist es also besser, auf den dritten Schritt in Algorith-
mus zu verzichten, da dieser fiir grofe Gruppen sehr aufwéndig ist. Da fiir G = A,
die Spalten einer konstruierten Quasigruppe ) nicht mehr notwendigerweise Elementen
der A,, entsprechen, ist dann allerdings nicht mehr gewéhrleistet, dass die Multiplikations-
gruppe von () eine Untergruppe von A, ist, und es muss in diesem Fall in die Abfrage
|G| < IM(Q)| durch G = M(Q) ersetzt werden. Ist aber G ¢ {A,, S,}, dann bringt der
dritte Schritt von eine substanzielle Laufzeitverbesserung mit sich.

82.3 Konstruktion aller Quasigruppen

Dieser Abschnitt dient der Vollsténdigkeit. Es sollen nun alle Quasigruppen mit einer
gegebenen Multiplikationsgruppe konstruiert werden. Wie zuvor bemerkt, unterscheidet
er sich von nur in der Abbruchbedingung. Er sei hier aber dennoch aufgelistet. Die
Implementierung findet sich in
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(4.7)Algorithmus

Eingabe Eine Permutationsgruppe G und die Anzahl n der Punkte, auf denen G transitiv
operiert

Ausgabe Alle Quasigruppen @ mit M(Q) = G, falls solche existieren

e Initialisiere zunichst ein lateinisches (1 x n)-Rechteck, dessen einzige Zeile einem
beliebigen Element von G entspricht.

e Berechne nun mit alle Kandidaten fiir die zweite Zeile und erweitere das Recht-
eck um den ersten Kandidaten (bei willkiirlicher Sortierung der Kandidaten). Man
erhiilt so ein lateinisches (2 x n)-Rechteck von G. Fiahrt man so fort, erhdlt man
schliefllich ein lateinisches (i x n)-Rechteck R; von G, fiir das es keine Erweiterun-
gen mehr gibt oder fiir das alle Erweiterungen im Verlauf des Algorithmus schon
betrachtet worden sind.

— Ist i < n, dann ist R; nicht zu einer Quasigruppe @ mit M(Q) = G erweiterbar.
Losche also die letzte Zeile und fahre in der (i — 1)-ten Zeile mit dem néchsten
Kandidaten fort.

— Ist ¢ = n, dann ist R, die Verkniipfungstafel einer Quasigruppe ) mit
M(Q) < G, da nach Konstruktion alle Zeilen und Spalten von @) Elementen
aus GG entsprechen.

« Falls |G| < |M(Q)]| gilt, ist eine Quasigruppe mit gewiinschter Multiplika-
tionsgruppe konstruiert und es kann diese gespeichert werden.

— Da die letzte Zeile durch die ersten n — 1 Zeilen eindeutig bestimmt ist, ist es
nicht notwendig, weitere Kandidaten fuer diese zu testen. Gehe also zuriick in
die vorletzte Zeile und teste dort den néchsten Kandidaten.

e Sind alle Kandidaten (also alle Elemente von G) fiir die erste Zeile getestet worden,
so bricht der Algorithmus mit der Ausgabe aller gespeicherten Quasigruppen ab.

Die Bemerkungen nach [(4.6)| treffen natiirlich auch auf|(4.7)|zu.
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Anhang A

GAP-Routinen

In diesem Abschnitt werden die in Kapitel [V|beschriebenen Algorithmen in GAP [GAP06]
implementiert. Das erste Programm bezieht sich auf Algorithmus und berechnet, ob
eine gegebene Permutationsgruppe vielfachheitsfrei ist. Die Forderung, dass die Gruppe
als Permuationsgruppe gegeben ist, stellt aber keine Einschriankung dar, da jede Gruppe
mittels des Pakets SONATA [Son07] und des Befehls AsPermGroup in eine Permutations-
gruppe umgewandelt werden kann.

Eingabe: FEine Permutationsgruppe grp
Ausgabe: true, falls grp vielfachheitsfrei ist, false sonst
Benoétigte Pakete: Keine

IsMultFree := function(grp)
local NC, i, irrs, IrrCh, mul;

# Permutationscharakter verschaffen

NC := NaturalCharacter (grp);

# die irreduziblen Charaktere der Gruppe berechnen
IrrCh := Irr(grp);

irrs := Length(IrrCh);

for i in [1..irrs] do
# Vielfachheit jedes irreduziblen Charakters
# im Permutationscharakter berechnen
mul := ScalarProduct (NC,IrrCh[i]);

if mul > 1 then
# irreduziblen Charakter gefunden, der mehrfach
# im Permutationscharakter enthalten ist
return false;

fi;

od;

# jeder irreduzible Charakter ist hoechstens einmal im
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# Permutationscharakter enthalten, also Gruppe
# vielfachheitsfrei
return true;

end ;

Programmcode A.1: IsMultFree.g

Es folgen drei Programme, die fiir die Berechnungen von Quasigruppen mit gegebener
Multiplikationsgruppe in und von Bedeutung sind. Die ersten beiden berechnen
alle Erweiterungen eines gegebenen lateinischen Rechtecks bzgl. einer Gruppe. Hat man
auf diese Weise sukzessive Zeilen zu einem lateinischen Rechteck hinzugefiigt, so erhilt
man schlielich ein lateinisches Quadrat, also die Verkniipfungstafel einer Quasigruppe,
von der nur noch iiberpriift werden muss, ob sie die gewiinschte Multiplikationsgruppe
hat. Dieses wird in unternommen.

Eingabe: Eine Spalte col eines lateinischen Rechtecks, eine Zahl el,
eine Liste groupels, die die Permutationen einer Gruppe
enthélt

Ausgabe: true, falls el eine Erweiterung von col bzgl. der Gruppe
mit den Elementen groupels im Sinne von ist; false
sonst

Benoétigte Pakete: Keine

HasExtension := function(col,el,groupels)

local g,len,i,help;

help := ShallowCopy(col);
Add (help,el);
len := Length(help);

for g in groupels do
for i in [1..1len] do
if i"g <> help[i] then
# Dieses Element erweitert die Spalte nicht,
# probiere sofort neues
break;
elif i = len then
return true;
fi;
od;
od;

return false;

end ;

Programmcode A.2: HasExtension.g
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Eingabe: Fine Liste els von Permutationen und ein lateinisches
Rechteck mat
Ausgabe: Eine Liste aller Erweiterungen von mat im Sinne von |(4.4)

Benotigte Pakete: Keine

1 Candidates := function(els,mat)
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33

local transp,j,deg,col,groupels;

groupels := els;
# Anzahl der Punkte, auf denen operiert wird
deg := Length(mat[1]);

# Matrix transponieren, damit die Elemente von
# <transp> die Spalten von <mat> sind
transp := TransposedMat (mat);

# Spaltenweise alle Elemente entfernen, die <j>
# auf ein Element abbilden, das schon in der
# <j>-ten Spalte vorhanden ist
for j in [1..degl do
els := Filtered(els,x-> not (j"x in transpl[jl));
od;

# nun noch alle Elemente entfernen, die in einer Spalte
# dazu fuehren, dass diese nicht mehr zu einem Element
# der Gruppe erweitert werden kann
for j in [1..degl do
col := transpljl;
els := Filtered(els,x->HasExtension(col,j x,groupels));
od;

# nun stehen in <els> genau diejenigen

# Permutationen, die <mat> zu einem um eine
# Zeile groesseren lateinischen Rechteck

# erweitern

return els;

34 end;
Programmcode A.3: Candidates.g
Eingabe: Ein lateinisches Quadrat matrix und eine Gruppe group
Ausgabe: true, falls M(matrix)=group gilt, false sonst

Bendstigte Pakete: LOOPS [Loo06]

1 AreWeHappy := function(matrix,group)

2

3

local qgrp,mgrp;
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5 # <matrix> als Quasigruppe auffassen

6 ggrp := QuasigroupByCayleyTable(matrix);
7 # und Multiplikationsgruppe berechnen
8 mgrp := MultiplicationGroup (qgrp);

10 # Nach Konstruktion ist <mgrp> eine Untergruppe von

11 # <group>; pruefe also nur die Ordnung
12 return Size (mgrp) >= Size(group);

13

14 end;

Programmcode A.4: AreWeHappy.g

Nun kann auch das Hauptprogramm implementiert werden, das eine Quasigruppe mit
gegebener Multiplikationsgruppe zu berechnen trachtet und dafiir wie in |(4.6)|beschrieben
vorgeht.

Eingabe: Eine Permutationsgruppe group, die auf deg Punkten ope-
riert
Ausgabe: Die Verkniipfungstafel einer Quasigruppe der Ordnung deg

mit group als Multiplikationsgruppe, falls eine solche exis-
tiert, die leere Liste [], falls keine existiert
Bendstigte Pakete: LOOPS [Loo06]

1 GenerateQuasigroup := function(group,deg)
2

3 local els,i,mat,nrs,len,j,cand, numcand;
4

5 els := Elements(group);

6 len Length(els) ;

7 # in der Variablen <i> wird gespeichert, welche
Zeile des zu konstruierenden lateinischen
Quadrats gerade betrachtet wird

= 1,

in der Variablen <mat> soll sukzessive die
Verknuepfungstafel einer Quasigruppe aufgebaut

10

11

12

H O H - = H

13 werden

14 mat := [];

15 # in der Variablen <nrs> wird gespeichert, welche
16 # Permutationen aus <group> in welcher Zeile in
17 # Frage kommen

18 nrs := [];

19

20 # <cand> enthaelt alle Kandidaten fuer jede Zeile
21 cand := [];

22 numcand := [];

23
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# initialisiere <nrs> mit dem ersten Element fuer

# jede der <deg> Zeilen; ausserdem ist zunaechst jedes
# Element ein Kandidat fuer jede Zeile

for j in [1..degl do

nrs[j] := 1;
cand[j]:=1[1;
cand [j] := els;
numcand [j] := len;
od;
while nrs[1] <= len do
if i > 1 and numcand[i] = len then

# existiert schon eine Zeile in <mat>, so
# berechne alle Kandidaten, die <mat> zu einem
# <i>x<deg>-lateinischen Rechteck erweitern,
# falls noch nicht geschehen
cand[i] := Candidates(els,mat);
numcand [i] := Length(cand[i]);
fi;

# schreibe den <nrs>[<i>]-ten Kandidaten in die
# i-te Zeile, falls dieser existiert
if nrs[i] <= numcand[i] then

mat [i] := [];

for j in [1..deg] do
mat [i][j] := j~cand[il[nrs[il];
od;

if i = deg then
# an dieser Stelle ist <mat> ein lateinisches
# Quadrat; falls die Multiplikationsgruppe
# wie gewuenscht ist, gib <mat> aus und
# brich ab
if AreWeHappy (mat,group) then
return mat;
else

+*

die Multiplikationsgruppe ist nicht
wie gewuenscht; da die letzte

Zeile aber durch die anderen
eindeutig bestimmt ist, ist es

nicht notwendig, hier andere
Elemente zu testen; gehe also

direkt zurueck zur vorletzten

Zeile und loesche die letzten beiden

H OH OH R H H H H

Zeilen
Remove (mat) ;
Remove (mat) ;
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i = i-1;
# Kandidat fuer vorletzte Zeile
# aendern
nrs[i] := nrs[il+1;
# letzte Zeile wieder offen
nrs[degl := 1;
cand [deg] := els;
numcand [deg] := len;
fi;
else
# <mat> ist noch kein lateinisches
# Quadrat, gehe also in die naechste
# Zeile
i = i+1;
fi;
else
# an dieser Stelle sind alle Kandidaten fuer die
# <i>-te Zeile ausprobiert, d.h. mit der speziellen
# Wahl der ersten <i>-1 Zeilen gibt es keine
# moegliche Wahl fuer die <i>-te Zeile, die <mat>
# zu einem lateinischen Rechteck macht
if i = 1 then
# in diesem Fall gibt es also keine
# Quasigruppe mit den gewuenschten
# Eigenschaften
return [];
else
# ansonsten letzte Zeile loeschen und
# wieder vorherige mit dem naechsten
# Kandidaten betrachten
Remove (mat) ;
i = i-1;
nrs[i] := nrs[i] + 1;
# alle folgenden Zeilen wieder offen lassen
for j in [i+1..deg] do
nrs[j] := 1;
cand[j] := els;
numcand [j] := len;
od;
fi;
fi;
od;

return [];
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end;

Programmcode A.5: GenerateQuasigroup.g

Der Vollstéandigkeit halber sei auch noch der folgende Code hier aufgelistet, der nach allen
Quasigruppen mit gegebener Multiplikationsgruppe diirstet. Der Weg zu diesem Gliick ist

in |(4.7)| kartographiert.

Eingabe: Eine Permutationsgruppe group, die auf deg Punkten ope-
riert
Ausgabe: Eine Liste, die die Verkniipfungstafeln aller Quasigruppen

der Ordnung deg mit group als Multiplikationsgruppe ent-
halt, falls solche existieren, die leere Liste [], falls keine exis-
tiert

Benétigte Pakete: LOOPS [Loo06]

GenerateAllQuasigroups := function(group,deg)
local els,i,mat,nrs,len,j,cand,numcand,res;

# in der Variablen <res> sollen alle gefundenen
# Loesungen abgespeichert werden

res := [];
els := Elements (group);
len := Length(els);

# in der Variablen <i> wird gespeichert, welche

# Zeile des zu konstruierenden lateinischen Quadrats
# gerade betrachtet wird

i = 1;

# in der Variablen <mat> soll sukzessive die

# Verknuepfungstafel einer Quasigruppe aufgebaut

# werden

mat := [];

# in der Variablen <nrs> wird gespeichert, welche

# Permutationen aus <group> in welcher Zeile in Frage
# kommen

nrs := [];

# <cand> enthaelt alle Kandidaten fuer jede Zeile
cand := [];
numcand := [];

# initialisiere <nrs> mit dem ersten Element fuer jede
# der <deg> Zeilen; ausserdem ist zunaechst jedes
# Element ein Kandidat fuer jede Zeile
for j in [1..degl do
nrs[j] := 1;
cand[j] := els;
numcand [j] := len;
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od;

while nrs[1] <= len do

#
#
#
#

existiert schon eine Zeile in <mat>, so
berechne alle Kandidaten, die <mat> zu einem
<i>x<deg>-lateinischen Rechteck erweitern,
falls noch nicht geschehen

if 1 > 1 and numcand[i] = len then

cand := Candidates(els,mat);
numcand [i] := Length(cand[i]);

fi;

#
#

schreibe den <nrs>[<i>]-ten Kandidaten in die
i-te Zeile, falls dieser existiert

if nrs[i] <= numcand then

mat [i] := [];

for j in [1..degl] do
mat [i][j] := j~cand[i] [nrs[il];
od;

if i = deg then
# an dieser Stelle ist <mat> ein lateinisches
# Quadrat; falls die Multiplikationsgruppe
# wie gewuenscht ist, speichere <mat> in
# <res> und suche weiter
if AreWeHappy (mat, group) then
# ShallowCopy notwendig, da ansonsten
# nur ein Verweis auf <mat> in
# <res> gespeichert wird
Add (res,ShallowCopy (mat));
fi;

da die letzte Zeile durch die anderen
eindeutig bestimmt ist, ist es nicht
notwendig, hier andere Elemente zu testen;
gehe also direkt zurueck zur vorletzten
Zeile und loesche die letzten beiden

H H H K H H

Zeilen

Remove (mat) ;

Remove (mat) ;

i = i-1;

# Kandidat fuer vorletzte Zeile
# aendern

nrs[i] := nrs[i]+1;

# letzte Zeile wieder offen

nrs [degl:=1;

cand [deg] := els;
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numcand [deg] := len;

else
# <mat> ist noch kein lateinisches
# (Quadrat, gehe also in die naechste
# Zeile
i = i+1;
fi;

else
# an dieser Stelle sind alle Kandidaten fuer die
# <i>-te Zeile ausprobiert, d.h. mit der speziellen
# Wahl der ersten <i>-1 Zeilen gibt es keine noch
# nicht betrachtete moegliche Wahl fuer die
# <i>-te Zeile, die <mat>
# zu einem lateinischen Rechteck macht
if i = 1 then
# in diesem Fall gibt es also keine
# weitere Quasigruppe mit den gewuenschten
# Eigenschaften
return res;
else
# ansonsten letzte Zeile loeschen und
# wieder vorherige mit dem naechsten
# Kandidaten betrachten
Remove (mat) ;
i = i-1;
nrs[i] := nrs[i] + 1;
# alle folgenden Zeilen wieder offen lassen
for j in [i+1..degl] do
nrs[j] := 1;
cand[j] := els;
numcand [j] := len;
od;

od;

return res;

125 end;

Programmcode A.6: GenerateAllQuasigroups.g
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Anhang B

Ergebnisse

81 Legende und Notation

In diesem Teil werden die mit Hilfe der in Anhang implementierten Program-
me erzielten Ergebnisse aufgefithrt. Dabei wurden zuniichst mittels des Befehls
Al1TransitiveGroups (NrMovedPoints,<n>) alle transitiven Gruppen vom Grad <n> be-
rechnet. Zu jeder dieser Gruppen werden in diesem Abschnitt die folgenden Daten ange-
geben:

der Name der Gruppe in GAP,

die Gruppenordnung, berechnet durch Size (<gruppe>),

e cin Erzeugendensystem der Gruppe, berechnet durch Generators0fGroup (<gruppe>),

die Struktur der Gruppe, berechnet durch StructureDescription(<gruppe>),

eine Information zur Vielfachheitsfreiheit der Gruppe (Spalte VF in den Tabellen ab
Grad 5), berechnet durch IsMultFree(<gruppe>), vgl.

Zur Ilustration des Ergebnisses aus wurden dann fiir die transitiven Gruppen G
vom Grad n < 4 durch GenerateAllQuasigroups (<G>,<n>) (vgl. alle Quasigruppen
@ mit M(Q) = G berechnet. Quasigruppen werden in diesem Abschnitt jeweils durch ihre
verkiirzten Verkniipfungstafeln représentiert, z. B. wird die Quasigruppe @ = {1,2} mit
der Verkniipfungstafel

[Nl
N | =
NN

durch die Matrix

(2 7)
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dargestellt. Fiir hohere Grade ist es allerdings nicht mehr praktikabel, alle auf diese Weise
berechneten Quasigruppen hier zu notieren, da deren Anzahl bei wachsendem n rapide
zunimmt. Fir n = 5 gilt z. B. schon:

transitive Gruppe G | Anzahl der Quasigruppen @ mit M(Q) = G
Cs 5
D1 15
C5 X 04 60
As 4200
Ss 156600

Hier ist noch zu beachten, dass auf diese Weise natiirlich nicht alle Quasigruppen bis
zur Ordnung 5 ihre Aufwartung machen, da die transitiven Gruppen in GAP nur bis
auf Konjugiertheit angegeben sind. Ist aber H < .S, transitiv und @) eine Quasigruppe
mit M(Q) = H, dann existiert wegen fiir jede konjugierte Gruppe HY, g € Sy,
eine Quasigruppe Q' mit M(Q') = HY, sodass g : @ — @’ ein Isomorphismus ist. Da
sich dieses Argument umkehren ldsst, ist die Anzahl der Quasigruppen mit vorgegebener
Multiplikationsgruppe also konstant auf den Konjugiertenklassen von Untergruppen der
Sh.

Fiir die vielfachheitsfreien, transitiven Gruppen G vom Grad n > 5 wurde wegen oben
beschriebener Problematik mit GenerateQuasigroup(<G>,<n>) (vgl. nur noch eine
Quasigruppe @ mit M(Q) = G berechnet, falls eine solche existiert. Ist zu einer Gruppe
im Folgenden keine Quasigruppe angegeben, dann bedeutet das, dass diese Gruppe keine
Multiplikationsgruppe einer Quasigruppe ist.

§2 Grad 2

o G=152=((1,2) =5, |G| =2, ist vielfachheitsfrei und die Multiplikationsgruppe
der folgenden Quasigruppen:

(21)(12)
83 Grad 3

e G=A3={((1,2,3)) = (3, |G| = 3, ist vielfachheitsfrei und die Multiplikationsgruppe
der folgenden Quasigruppen:

1 2 3 2 31 3 1 2
231,131 2|, 1 2 3
3 1 2 1 2 3 2 31

e G =1S3=(1,2,3),(1,2)) = S3, |G| = 6, ist vielfachheitsfrei und die Multiplikati-
onsgruppe der folgenden Quasigruppen:

1 2 3 1 3 2 1 3 2 2 1 3 2 1 3
312,213,321, [132].[321]
2 31 321 2 1 3 321 132
2 3 1 31 2 321 321

123, {231,132 [213

31 2 123 2 1 3 13 2
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§4. Grad 4

§4 Grad 4

C4, |G| = 4, ist vielfachheitsfrei und die Multiplika-

~

((1,2,3,4))

4 =

C(4)
tionsgruppe der folgenden Quasigruppen:

OG:

M <f —~ AN

AN <H -

— ™ <A

<t — N ™M

AN <H -

— ™ <A

<t — N ™M

™M <f —~ AN

— ™ <A

<t — O M

™M <f —~ AN

AN <H A

<t — N M

™M <f —~ AN

AN <t A

— ™ <A

Cy x Cq, |G| = 4, ist vielfachheitsfrei

((1,4)(2,3), (1,2)(3,4)) =

= 2[x]2 =

E(4)
und die Multiplikationsgruppe der folgenden Quasigruppen:

o (G =

— AN M <H

AN~ <

oM <f — A

<t ™ N ~

AN~ <

— AN N <A

<t ™ N

N < — A

o < — A

<t ™ N

— AN N <H

AN~ <

<t ™ N ~

N < — A

AN~ <

— AN <

Ds, |G| = 8, ist vielfachheitsfrei und die Multipli-

~

D(4) = ((1,2,3,4),(1,3))
kationsgruppe der folgenden Quasigruppen:

o (G =

9

9

9

9

9

AN~ <N N F AN A F O A NN N AN AN A
M F = AN HF A AN F AN AN HN NN AN
< MO AN A A NN FOAN A FT AN H A A ANNNHF NN A A
AN HF AN F A AN AN F AN HFOAN A NN A
AN N FHF A O AN A F VAN F FON A O~ NN H
N FHF A AN F O A A FNOHO AN A A4 ANN FHANANFHA NN <A
T H AN N A4 FOANANN F A AN AN A FN A F NN AN
S AN F AN A FTO N AT N F AN FHF AN NN
< 4 AN N AN A FN A FOANF NN AN AFTN A <N AN
MM AN A F MO A F F NN~ = FMOAN A FMOANAN NN —
NN F A F O O~ <F NN~ FTOHOAN A NN~ <
N HF MO AN A F O AN AN A TN NN A H NN A AN
T MO AN A NN F A O A FFTON A NN F A NN~ A
M AN A FT O A F 4NN 4 FOAN A FMOANAN A<M
AN N F A/ AN 4 F O AN A FN FHF A ANAN A <HMN AN
S F N AN A F N AN NN <A OAN AT ON AN AN A

Ay, |G| = 12, ist vielfachheitsfrei und die Multiplika-

tionsgruppe der folgenden Quasigruppen:

((1,2,3),(2,3,4))

o G=A4=
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AN <F N 4 O AN F A F A MO AN FTANA AN FTAANN A <F NN — — N AN
< AN AN AN A A FANND N AN FFTANAN AN AFAN A F AN NN A
M= AN F F A M ANMA A FANAM AN = Fr=MOANNMNM—AF N~ N
SN FAN AF NN AN A FTANFTO AN AN FONF A F AN AN AN
N — M M AN NN — HFAMNM FNON— NHFN =N~ FN — <M
< NN~ AN HN A A NN NN AN AN AN AN M AN NN~ <A
N FHF A AN F AN AN F A F N AN NN FFAN AN A NN HOANN A
S AN F AN FTAAN AT NN A FHNO T AN AN FOON A AN A
F MmO NN F A NN A NF AN FFANMAN A NN FNFN A M H AN
N A F A AN A FN F AN AN OF AN NN A <FFON N A ANH A NN
NN A fF F MO AN A " N FT AN F NN A = FANMNM N AFTN AN FT NN A M
— F AN N AN HFANFN AN A FN”NONF AN F AN HFAN AN NN A
AN N AN A F NN FT A FTAAN FTAAN AFANANNO” NN~ <F NN
N A AN F F 4 N0 AN F O AN AN FTANFTN A F NN NN~ — N <FH AN
N FHF N = M AN A AN N AN AN FNNN NN NN A
—S N FAN A FANO NN A FANANFN AN AN FTONF A FT NN FAN AN

S4, |G| = 24, ist vielfachheitsfrei und die Multiplika-

((1,2,3,4), (1,2)) =

tionsgruppe der folgenden Quasigruppen:

e G=54

< AN =N <N AN <A™
N A F AN O AN F A NN <t A
ANfFfNHN 4 N4 N F NN A <A
M AN A F NN NN
T AN~ N F AN <H AN
N F AN O AN A <F O A<
AN =N F AN N~ NN <t
NN FT AN M <N <A™
<t N 4 AN < A4 N AN <FANAHM
N A AN <F N AN~ N~ A<
AN <F N A AN AN NN <
AN F N AN AN < <M A
T —H MO AN FAN A AN
N F AN~ M AN N~ <t AN
AN N~ <F AN H AN AN <
S ANFN AN FAN AT AN
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9

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

N =4 AN F MO~ F N A4 ANNFON A F N A ANF FN A FANANN S FAN AN FTNOHOAN A F S ANMNM AN~ <F NN~
< N A4 AN F A/ AN FANANAN FHF A OANFTANA AN AN FAANF AN AN AN TN AFTO AN~ FF 0N FAN—AMN
AN <F N AN FN A ANFMNH A NN FrA NN FHrA NN~ NN FNA— OAN A FNOANF =N FTAN—AMN— AN
AT N AN IFTANA AN FTAN A FTAND AFTON AN FN A NIFTA A NIFTFTAN A FONAFNHOAN AN FN NN
N A F AN M ANF A O A ANF NN A N AF AN FTOHOAN A FANAN AN FHF A AN FNH 4 A F AN NN FHA NN <H
< MO AN HF A MO AN FTANAN A F AN FTAN A NN FANFTND A ANFTN A NN F AN~ F NN F N~ AN
AN <= M AN AN AN FH AN NN A F NN~ FNF AN A FTANODANAAFTOANFT A NN~ <F N F NN F AN A
S AN FHF AN AN F AN TN A FTAN A FAND A ANAFTNO A NANF AN FTAN A FTAN A FOHOAN NN F AN FMN
N FAN—~ O F N O F AN NN~ F O~ F FN AN F A OANF 0N F AN F 0NN FN A AN~ D<A
= M AN FTANAN AN FTANAAN FTOHONAN A F AN AN FNO NN~ F AT N AN F A AN~ TN N <O AN A
AN A F AN AN FANFTO A NN AFTNOHO AN AN FTN AN FTNAN—ONF AN AN FNONF OO AN N FH AN
S AN FN AN FANAN AN AN A FTON A FON AANNDF A ANFTN 4NN AFOHAN A FANMN A NNFN QN FMN
N F A A N F AT AN N AF AN OTNFT A ONF A FO AN F 4NN FANAN AN FTAN A F N0 ANF NN~ N
< A4 AN FTAN A FTAN A FNH A F A AN AN A AN F A NNFNH A NN~ F AN FH— FNOAN—~ <N~ AN
NN F A AN A FO AN AN NN F AN~ FN A ANFNF AN A ANFN A <FAN NN AN~ FAN N FHAN
AN HF O ANF A NN A FTAND A FON AN FTNO AN HF AN TN A FTAN A FAND A ANNNF —~ NN
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AN F N A4 AN F A NN O FANA AN A ANF N FTANA—A NN~ FNO A ANFANF AN NN FANF N AN~ N
=/ AN FTANA AN FTNH A AN~ FONFTNH " NN F AN FHFrA NN FH—A N FANANF NN~ <F NN AN A
M AN F O A N F OANF A O AN FNO AN FANA AN FrAOANFANAANM FTNOHANAN—AFONAFANN A FN M
N T A A FOAN A FAN A NN F ANFTN AN FAAFTAN A FOAN A AN FANFN A0 N FAN
AN F = M AN A F AN AF N IFANAN AN A FTANNFHF NN A ANFN A FAN NN A F N AN NFN AN~ N
< = M AN FAN A F A AN AN A FANH AN N FNONFT N AN = <FN TN~ N FN N~ <N N~ N
M ANANF 4 O A FT AN NOANAF A F 0N FOANA A FTANN A FTANANND A FAND A F O FNO AN FN N FNNMN A
SN AN FH A FANN A FOHOANA A ANFTNO A AN F AN ANF AN FTANA A FTAN A NN A NFNO O ~ NN
AN <= N AN N F AN F A N F AN F AN NN~ <FN A FTANODAN—AFOAN A FNAN—FNONFTN N — N
< AN A F AN AN F /AN AN F A AN AN FHFTANANFND A NF AN AN F A NAFTOONFTN— NN A FHFN A ANH
N A4 AN F N F AN O A FF AN FTOAN A F AN FTANAN S F AN FTOHOAN A FNV AN F AN FANMN
N FTANA AN FANAAFTOHOANAN A NN A ANFTN AN FTAN AN ANAFH AFNONAN A FNHANA A AN N FAN N FAN
AN <F =M AN A FTO AN FT A N AFNO N FTAANOANFT AN AFANNDANF—NOANF A NFN NN D A
< AN S F AN A F A NN FTOAN A NN FANF O NFND 4 AN A F N AN F O AN ONF N~ A<
N 4 F AN N F A AN NN A F N A FNO A AN F A OANFTANA AN F A AN FTNHN AN FTN AN F—0OANFAN— N
—S M AN AN AN FAFANN AFOAN A NN 40N F A0 ANFHF A FOAN A FANANNMN A ANFN” NN AN AN
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9

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

NN A F F AN A F AN F AN FTNO AN FANA—~NONANF N A F NN A FFON A FAN—AN” F—~ NN
N A F AN F A AN F AN NOANF A N ANFN A ANFFTN AN FANANN A F AN FNOHAN N FTAN A <HMNAN
< AN A A 0N A NN FAFTOAN AN FTNO AN FANA A FAN A FAN A NOFTANNODAN A FNFAN—~ NN A
S F AN AN A FO AN F A AN AT ANFTO A NFTO AN AN FHFTANDAFT AT AN AFTO N AN F NN~
NN A FF N AN F AN AN F AN AN FOAN A FTA—ANONFTANAN A NN AF AN A FNO AN FNO AN FAN—~ N
M ANF 1 O FTANAN— O FANAN—A NOANF AN FTANANN A FANFNA—AN F A NOANF NN~ FANMNM” A NN < —~ < DN
< = AN AN FTANA A ANANFN A FAN A AN FHFANOANF AN FTN A FTAN NN FOANFT O FN— N~ AN <
N MO AN AN FT AN AT AN AT ANAFT AN ANFTO A AN AN FAN AN AN AN AN AN AN AN
NN A4 F AN AN FF NN A FANA AN F AN FTAND A F NN NOANF AN AN A FANFNO AN <FANMN —
M AT A O AN F = O A FNH A AF O~ F N A ANF OV A F NN TN AN FT AN AN A NFN A <F NN
< A4 MO AN F O A AN A FOAN A FTOAN A FNOHOANA AN FAN AN FAN A FOHOANAN T ANAFN” A NOANFNFAN—~ N~ <F N
N T AN A F AN AN AT NN F A NN F A NFH AN NN A AN AT AT A NFTNO AN AN AN A
NN F A AN F A F O A AN FTAND A F O ANFANND A F 0NN FANA AN ANF N AN FOAN A FHFANN
N AN~ F N A4 ANFOANF A N FANNODANA A F N A FTANNANF S FrA N AN FTA AN FTAN A~ QNNFNH NN
< A MO AN FT AN AN A FAN A FTANAN A FANAN 4NN F AN ANF A NFTN A FOAN AN FANNF NN N
S F AN A F O AN AN F AN AT AN AN A0 AN AN AN A FAN A NFH AN N AN AN AN
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< 4 AN FTAN A A FANAN A ANAFN A FNOHOANA AN FAN A AN F N FANA A OANF A NOANFH N~ FANMN” AN
AN HF A ANFHFFNO AN TN AN F A AN FAND A FON A AN TN A FTAN A FON A FTAMN AN FAN
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Anhang C

Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung

(-,) Skalarprodukt auf dem Raum der Klassenfunk-
tionen einer Gruppe, |(2.20)

q1/q2 Division von rechts in Quasigruppen, (1.2)

q1\q2 Division von links in Quasigruppen,

H\G Menge der Rechtsnebenklassen der Gruppe G
nach der Untergruppe H < G

® Kronecker-Produkt von Matrizen, |(2.24)

T komplex konjugiertes Element zu x € C

1g trivialer Charakter der Gruppe G,

A i-te Adjazenzmatrix von @,

Ay, alternierende Gruppe auf {1,...,n}

Atp Q Autotopismengruppe einer Quasigruppe @,
(1.15)

Aut Q Automorphismengruppe einer Quasigruppe @,
S.

C Korper der komplexen Zahlen

cmxn Ring der (m x n)-Matrizen iiber C

CM C-Vektorraum mit der Menge M als Basis

C; Konjugiertenklasse von @,

C; ! entgegengesetzte Konjugiertenklasse von
Ci(1.4)

Ci(a) 2.3)

da(z) Grad der Ecke z im Graphen G, |(3.22)

dimc V C-Dimension des Vektorraumes V'

e Eulersche Zahl

€ Funktor aus ’(1.25)‘ und ’(1.30)‘

Endgr(M) Ring der R-Endomorphismen von M

G, vollsténdiger Graph auf n Punkten, |(3.20)

GL,(C) Gruppe der invertierbaren (nxn)-Matrizen iiber
C

idg Die Abbildung Q — Q,q+— ¢

I(n) Anzahl der Quasigruppen von Ordnung n mit

imprimitiver linker Multiplikationsgruppe, [I11.4
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Symbol Bedeutung

im Bild eines Gruppenhomomorphismus

ker Kern eines Gruppenhomomorphismus

l Funktor aus ’(1.31)‘ und ’(1.32)‘

log natiirlicher Logarithmus

L(x) Linkstranslation mit z € @,

LN(Q) Menge der linksnuklearen Elemente einer Qua-

sigruppe @, |(1.19)
LM(Q) linke Multiplikationsgruppe von Q4(1.3)
M(Q) Multiplikationsgruppe von @, [(1.3)

MN(Q) Menge der mittelnuklearen Elemente einer Qua-
sigruppe Q,

Mor C Familie der Morphismen einer Kategorie C,
(1.27)

N(Q) Menge der nuklearen Elemente einer Quasigrup-
pe @

Ng(S) Nachbarschaft einer Eckenmenge S im Graphen
G

Ob C Klasse der Objekte einer Kategorie C,

P(n) Anzahl der Quasigruppen von Ordnung n, de-

ren linke Multiplikationsgruppe primitiv, aber
weder S, noch A, sind, |(3.9)

per Permanente einer Matrix, |(3.2)
Q Quasigruppe, |(1.1)
Q(n) Anzahl der Quasigruppen der Ordnung n, |(3.4)

R(z) Rechtstranslation mit = € @, |(1.3)

RN(Q) Menge der rechtsnuklearen Elemente einer Qua-
sigruppe Q,

RM(Q) rechte Multiplikationsgruppe von Q

Sm Symmetrische Gruppe auf der Menge M

Sn Symmetrische Gruppe auf der Menge {1,...,n}

Stabg(x) Stabilisator eines Elements x aus einer Menge
M in einer auf M operierenden Gruppe G

V(Q) Vertauschungsring von @,

£ Loop-Folder bzw. Loop-Hiille, [(1.24)

X~ X1+ Xy (210)
Z(Q) Zentrum einer Quasigruppe @, |(1.21)
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