Gruppe A
Scheinklausur, 2. Teil, 15.2.2002

Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hil3

Name: Matrikelnummer:

Kreuzen Sie bei jeder Frage entwedéa“ oder,Nein“ oder nichts an.

Auswertung der Multiple-Choice-Aufgaben: Ein richtiges Kreuz ergibt-1 Punkt, ein
falsches Kreuz ergibt 1 Punkt, keine Angabeahlt0 Punkte. In jeder Aufgabe bekommen
Sie mindesten8 Punkte.

1 | Es seiK ein Korper,A € K™*™ eine Matrix undu 4 ihr Minimalpolynom. Sind die folgenden
Aussagen richtig?

Ist der Grad vonu 4 gleich1, dannistAB = BAfuralleB € K™*". COJa [ONein
Ist K = Rundu, = X3 — 6X? + 9X, dann istA diagonalisierbar. OJa ONein
Istus =X —1,dannistd = E,,. OJa [ONein

2 | Es seiK ein Korper,A € K™*" eine Matrix undy 4 ihr charakteristisches Polynom. Sind die
folgenden Aussagen richtig?

Ist x4 = X™, dann existiert eine Zahh mit 1 < m < n,sodassA”™ =0 | O0Ja [INein
ist.

Ist x4 = (X —1)", dannistd = E,,. OJa [ONein
Ist K =R, n=2,SpA =0unddetd < 0, dann istA diagonalisierbar. | JJa [JNein

3 | Es seiK ein Korper undV” ein Vektorraum der Dimension mit n > 4. Sind die folgenden
Aussagen richtig?

Ist (vi,v9,vs3,...,v,) eine geordnete Basis vonV, dann ist{dJa [ Nein
(vg,v1, 3, ...,v,) €ine geordnete Basis von.

Ist (vq,...,v,-1) linear unabBngig, dann existiert eim € 1/, so dass 0Ja [ Nein
(v1,...,v,-1,v) €ine geordnete Basis vanist.

Es existiert eird-dimensionalefR-Vektorraum, der nur Untervekt@ume| (JJa [ Nein
der Dimensionen, 2 und4 hat.

4 | Es seiK ein Korper,A € K™ eine Matrix, y 4 ihr charakteristisches Polynom und ihr
Minimalpolynom. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Ist A diagonalisierbar ung, = (X — 1)", dannistd = E,,. OJa O Nein
Ist 14 = x4, dann istA diagonalisierbar. OJa [INein
Ist ua = x4, dann istA ahnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix. OJa [ONein




Es seienk ein Korper undA, B € K™ mit n > 2. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Falls fur A gilt, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte genau dinend | (JJa [ Nein
sonst lauter Nullen stehen, so ist det {1, —1}.

Ist die Determinante vod B ungleich Null, dann sindd und B beide in-| (0 Ja [ Nein
vertierbar.

Ist 7 eine beliebige Permutation auf Ziffern, dann hat die PermutationC] Ja [ Nein
7 o das Signun.

Es sei[X| der Polynomringiber dem Krper K in der UnbestimmterX'. Sind die folgenden
Aussagen richtig?

K[X] ist ein endlich-dimensionalék -Vektorraum. OJa [ONein

Ist A eine K-Algebra, dann gibt es zu jedem € A genau einenk- | JJa [JNein
Algebren-Homomorphismus : K[X] — A, fur denp(X + 1) = a gilt.

Jedes normierte Polynome K [X] kann als ein Produkt normierter, irref1Ja [ Nein
duzibler Polynome geschrieben werden.

Es seif : R" x R" — R ein Skalarprodukt auR™. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Zu jedem0 # v € R™ gibt es einw € R™, so dass}(v, w) # 0 ist. (OJa [ONein

Es gibt einv € R", so dasgi(v,v) = —1 ist. OJa [ONein

Sind0 # v € R" und0 # w € R™ und gilt 3(v, w) = 0, dann sindb undw | 0 Ja [ Nein
linear unabAngig.

Es seiK ein Korper undV ein endlich-dimensionalek’-Vektorraum undpy ein K-Endomor-
phismus vori/. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Jeder Eigenvektor vop spannt einerp-invarianten Untervektorraum auf; (0 Ja [ Nein

Falls die Dimension des Kerns vangro3er alsl ist, so ist die Dimension (JJa [ Nein
des Eigenraums vop zum Eigenwerd mindestensg.

¢ hat einen Eigenwert. (OJa [JNein

Jede Nullstelle des Minimalpolynoms varist ein Eigenwert vornp. OJa [ONein
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Beantworten Sie die folgenden Aufgaben schriftlich. Beweisen Sie alle Ihre Behauptungen.
Schreiben Sie ayédes BlattIhren Namen und Ihre Matrikelnummer.
Fangen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite an.

9 | Invertieren Sie die Matrix

2 11
A=|30 4 |eQ®
31 2
mit Hilfe des in der Vorlesung vorgestellten Verfahrens.

Dokumentieren Sie genau, welche Umformungen Sie in jedem Schritt vornehmen und geben
Sie am Ende die Matrixi~! explizit an. (4 Punkte)

10 | Es seid € FJ** die folgende Matrix s = {0,1, —1}):

1 0 1 -1

s 1 -1 -1 -1

0 0 0 1

0o 0 1 0

(i) Berechnen Sie das charakteristische Polynom #amd geben Sie die Eigenwerte von

A an. (1 Punkt)
(i) Bestimmen Sie die Dimensioneamtlicher Eigerdiume vonA. (2 Punkt)
(i) Bestimmen Sie das Minimalpolynom va#. (2 Punkt)
(iv) Ist A in F;** diagonalisierbar? (1 Punkt)

11 | Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Behauptung! lsin K -Vektorraumuber einem
Korper K und sindu, v undw Vektoren aus’” mit der Eigenschaft, dass jedes der Pdare),
(u, w) und (v, w) linear unabBAngig ist, dann ist auch die Folge, v, w) linear unab&ngig.

(4 Punkte)
12 11
Es seid := _ € Q*%undyp : Q**2 — Q?*2 die Abbildung, die durch die
Vorschrifto(B) = B - A (normales Matrixprodukt!)ir alle B € Q**? definiert ist.
(i) Zeigen Sie, dasg eineQ-lineare Abbildung ist. (1 Punkt)
(i) Berechnen Sie die Matrix\/Z () der linearen Abbildunge beziglich der geordneten
Basen
s ([0 10 0 1 0 -1
“\\o1){lo -1)'\1o0/)'\1 0
e ((10 0 1 0 0 00
“\\oo/)'\oo)'\10)'\o1))°
(2 Punkte)
(iii) Geben Sie eine Basis von Kerp) an. (2 Punkte)
(iv) Geben Sie eine Basis von Bild) an. (2 Punkte)

13 | Es seiK ein Korper undA € K™*" eine Matrix, wobein € N undn > 2 ist. Das Minimal-
polynom vonA sei gleichX™~!. Zeigen Sie, dass dann das charakteristische Polynomivon
gleich X™ ist. (4 Punkte)




Gruppe B
Scheinklausur, 2. Teil, 15.2.2002

Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hil3

Name: Matrikelnummer:

Kreuzen Sie bei jeder Frage entwedéa“ oder,Nein“ oder nichts an.

Auswertung der Multiple-Choice-Aufgaben: Ein richtiges Kreuz ergibt-1 Punkt, ein
falsches Kreuz ergibt 1 Punkt, keine Angabeahlt0 Punkte. In jeder Aufgabe bekommen
Sie mindesten8 Punkte.

1 | Esseif: R” x R" — R ein Skalarprodukt auR™. Sind die folgenden Aussagen richtig?
Zu jedem0 # v € R™ gibt es einw € R, so dasgj(v, w) # 0 ist. OJa O Nein
Es gibt einv € R", so dasgi(v,v) = —1ist. OJa [ONein

Sind0 # v € R" und0 # w € R™ und gilt 3(v, w) = 0, dann sindb undw | 0 Ja [ Nein
linear unabAngig.

2 | Es seienk ein Korper undA, B € K™*™ mitn > 2. Sind die folgenden Aussagen richtig?
Falls fur A gilt, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte genau dinend | (JJa [0 Nein
sonst lauter Nullen stehen, so ist det {1, —1}.
Ist die Determinante vord B ungleich Null, dann sindd und B beide in-| (0 Ja [ Nein
vertierbar.
Ist = eine beliebige Permutation auf Ziffern, dann hat die PermutationC] Ja [ Nein
m o w das Signuni.

3 | Es seiK ein Korper,A € K™*™ eine Matrix undy 4 ihr charakteristisches Polynom. Sind die
folgenden Aussagen richtig?

Ist x4 = X™, dann existiert eine Zahh mit 1 < m < n,sodassA”™ =0 | OJa [ Nein
ist.

Ist x4 = (X —1)", dannistd = E,,. OJa [ONein
Ist K =R, n=2,SpA =0unddetd < 0, dann istA diagonalisierbar. | (JJa [JNein

4 | Es seiK ein Korper,A € K™*" eine Matrix, y 4 ihr charakteristisches Polynom und ihr
Minimalpolynom. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Ist A diagonalisierbar ung4 = (X — 1), dannistd = E,,. OJa ONein
Ist u4 = x4, dann istA diagonalisierbar. OJa [Nein
Ist ua = x4, dann istA ahnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix. OJa [ONein




Es sei [ X| der Polynomringiber dem Krper K in der UnbestimmterX'. Sind die folgenden

Aussagen richtig?

K[X] ist ein endlich-dimensionaldx -Vektorraum. OJa [ONein
Ist A eine K-Algebra, dann gibt es zu jedem € A genau einenk- | JJa [JNein
Algebren-Homomorphismug : K[X] — A, fur denp(X + 1) = a gilt.

Jedes normierte Polynome K[X] kann als ein Produkt normierter, irretd Ja [ Nein

duzibler Polynome geschrieben werden.

Es seiK ein Korper undV ein endlich-dimensionalek’-Vektorraum undpy ein K-Endomor-

phismus vori/. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Jeder Eigenvektor vop spannt einerp-invarianten Untervektorraum auf; (0 Ja [ Nein
Falls die Dimension des Kerns vangrof3er alsl ist, so ist die Dimension [JJa [J Nein
des Eigenraums vop zum Eigenwerd mindestensg.

© hat einen Eigenwert. (OJa [JNein
Jede Nullstelle des Minimalpolynoms varnist ein Eigenwert vorp. (OJa [ONein

Es seiK ein Korper undV ein Vektorraum der Dimension mit n > 4. Sind die folgenden

Aussagen richtig?

Ist (vi,v9,vs3,...,v,) eine geordnete Basis vonV, dann ist{dJa [ Nein
(vg,v1, 3, ...,v,) €ine geordnete Basis von.

Ist (vq,...,v,-1) linear unabBngig, dann existiert eim € 1/, so dass O0Ja [ Nein
(v1,...,v,-1,v) €ine geordnete Basis vanist.

Es existiert eird-dimensionalefR-Vektorraum, der nur Untervekt@ume| (JJa [ Nein

der Dimensioned, 2 und4 hat.

Es seiK ein Korper,A € K™*" eine Matrix undu 4 ihr Minimalpolynom. Sind die folgenden

Aussagen richtig?

Ist der Grad vonu 4 gleich1, dannistAB = BA fur alleB € K™*". O Ja [ONein
Ist K = Runduy = X3 — 6X? + 9X, dann istA diagonalisierbar. OJa ONein
Istus =X —1,dannistd = E,,. O0Ja [ONein




Scheinklausur 2. Teil, WS 200Gruppe B

Beantworten Sie die folgenden Aufgaben schriftlich. Beweisen Sie alle Ihre Behauptungen.
Schreiben Sie ayédes BlattIhren Namen und Ihre Matrikelnummer.
Fangen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite an.

9 | Invertieren Sie die Matrix

2 11
A=|30 4 |eQ®
31 2
mit Hilfe des in der Vorlesung vorgestellten Verfahrens.

Dokumentieren Sie genau, welche Umformungen Sie in jedem Schritt vornehmen und geben
Sie am Ende die Matrixi~! explizit an. (4 Punkte)

10 | Es seid € FJ** die folgende Matrix s = {0,1, —1}):

1 0 1 -1

s 1 -1 -1 -1

0 0 0 1

0o 0 1 0

(i) Berechnen Sie das charakteristische Polynom #amd geben Sie die Eigenwerte von

A an. (1 Punkt)
(i) Bestimmen Sie die Dimensioneamtlicher Eigerdiume vonA. (2 Punkt)
(i) Bestimmen Sie das Minimalpolynom va#. (2 Punkt)
(iv) Ist A in F;** diagonalisierbar? (1 Punkt)

11 | Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Behauptung! lsin K -Vektorraumuber einem
Korper K und sindu, v undw Vektoren aus’” mit der Eigenschaft, dass jedes der Pdare),
(u, w) und (v, w) linear unabBAngig ist, dann ist auch die Folge, v, w) linear unab&ngig.

(4 Punkte)
12 11
Es seid := _ € Q*%undyp : Q**2 — Q?*2 die Abbildung, die durch die
Vorschrifto(B) = B - A (normales Matrixprodukt!)ir alle B € Q**? definiert ist.
(i) Zeigen Sie, dasg eineQ-lineare Abbildung ist. (1 Punkt)
(i) Berechnen Sie die Matrix\/Z () der linearen Abbildunge beziglich der geordneten
Basen
s ([0 10 0 1 0 -1
“\\o1){lo -1)'\1o0/)'\1 0
e ((10 0 1 0 0 00
“\\oo/)'\oo)'\10)'\o1))°
(2 Punkte)
(iii) Geben Sie eine Basis von Kerp) an. (2 Punkte)
(iv) Geben Sie eine Basis von Bild) an. (2 Punkte)

13 | Es seiK ein Korper undA € K™*" eine Matrix, wobein € N undn > 2 ist. Das Minimal-
polynom vonA sei gleichX™~!. Zeigen Sie, dass dann das charakteristische Polynomivon
gleich X™ ist. (4 Punkte)




