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Aufgabe 1.
Sei K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum, vy,...,v, € V und 1 <i,j < n.
Sind folgende Aussagen richtig?
Ist (v1,...,v,) linear unabhéngig, so ist v; #v; firi#j ........... @Ja [J Nein
Ist {v1,...,v,} linear unabhéngig, so ist v; #v; firi #j ........... OJa |O]Nein
Ist (vq,v2) linear abhéngig, so gibt es s € K mit vo =s-v1 ......... OJa  |O|Nein
Sind (v, v9), (v2,v3) und (v, vs) linear unabhéngig, so ist
(v1, V9, v3) linear unabhéngig ........... .. ... o i O Ja @Nein
(v1,v9) ist linear unabhéngig genau dann, wenn (v; + vg, v2)
linear unabhingig ist ....... ... . ... @J a [J Nein
Aufgabe 2.

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten iiber dem Korper Fy

— ist nicht eindeutig l6sbar, wenn m >mnist ........ ... . o L OJa |O[Nein
— kann genau 6 Losungen haben, wenn m < mnist ................... U Ja Nein
— ist stets losbar, wenn m <mnist ...... ... oo OJa  |[O|Nein
— hat immer eine nicht-triviale Losung, wenn es homogen ist ....... L Ja Nein
— kann genau 4 Losungen haben, wenn m=n —1ist .............. @Ja [J Nein
Aufgabe 3.

Sei V.= RE und ¢, : V — V definiert durch ¢1(f)(z) = f(x + 1), ¢ : V — V durch
wo(f)(z) = f(z) + 1 und p3: V — V durch ¢3(f)(z) = f(2?) fiir f € V und 2 € R.

w1 st injektiv oo ] Ja L] Nein
w1 ist linear ... L]Ja (] Nein
Wo st linear .. ... o [ Ja @Nein
po st surjektiv ... O] Ja [J Nein
ws ist linear ... L]Ja L] Nein
Aufgabe 4.

Es sei (e, e, e3) die Standardbasis des R3. Es gibt eine lineare Abbildung ¢ : R® — R3 mit
wler) =p(e2) = @(e14€2) = €3 wvvvviiii i O Ja Nein
wler) = pleg) = @1+ €2) = €3 tvvriii @Ja [J Nein
Kern(p) = Bild(p) oo O Ja @Nein
Kern(p) > Bild(p) oo Ja O Nein
pler +ea) =plea+e3) =@(er+€3) =€3 oovninniniiiiiiii.. '0JJa O Nein

Aufgabe 5.

Es sei V = K?*? mit einem beliebigen Kérper K. Welche der folgenden Mengen sind

Teilrdume von V'?

{AeV |SpurA =0} ..o [0]Ja

{AeV | RgA=1} o 0 Ja
11 0 0

{faevia D] =10 0]} [Ga

(AEV [ A2 =0} oo e O Ja

{AeV | A=AT} [O]Ja

] Nein
@Nein
O Nein

@Nein

] Nein
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Aufgabe 6.

Fiir jeden Korper K, jedes n € N, alle A, B € K™ und alle s € K gilt: -
det(A+ B)=det A+det B . ...t O Ja  |ONein
det(sA) =sdet A ..o O Ja  |ONein
det(AB) =det(BA) ..o [OJJa O Nein
det A=detB = det(A—B)=0 ..., O Ja  |O|Nein
Ist A2=FE,,soistdet A=1 ... ... .. ... . . i i U Ja  |O]Nein
Aufgabe 7.

Fiir A € C™" sei y = x4 = det(X - E,, — A) das charakteristische Polynom und p = 4 das
Minimalpolynom von A. Dann gilt fiir jedes solche A:

Ist feClX]mit f(A) =0,80ist x| f oo, OJa [ONein
Ist feClX]mit x| f,soist f(A)=0 ... 'O)Ja O Nein
Ist A" =0,s0ist x = X oo 'O0JJa O Nein
Ist A" =0, 80 it 1= X o Ll Ja @Nein
Ist u=X"=3,s0ist x =X"—=3 ... @Ja L] Nein
Aufgabe 8.

Fiir alle Vektorrdume V' und alle ¢ € End V' gilt:

Hat ¢ den Eigenwert 1, so ist ¢ invertierbar ........................ Ll Ja @Nein
Hat ¢ den Eigenwert 0, so ist ¢ nicht invertierbar .................. E Ja 0] Nein
Hat ¢ den Eigenwert 1, so hat ¢? = ¢ o ¢ ebenfalls den Eigenwert 1 Ja [J Nein
Hat ¢? den Eigenwert 0, so hat ¢ ebenfalls den Eigenwert 0........ Ja (] Nein
Ist p? = idy und ¢t Eigenwert von ¢, soist t € {1,—1}. ............ O]Ja [0 Nein

Aufgabe 9. Sei 2 < n € Nund A = [a;;] € Q*"**" mit

B { 0 firi=j (mod 2) (d.h. ¢ — j ist gerade)
ij = -

1 sonst
Dann gilt:
R A = m Ll Ja @Nein
R A = 2 @J a [] Nein
det A = 1 o L Ja @Nein

A ist diagonalisierbar ........ .. .. Ja (] Nein

Das Minimalpolynom ist X3 —n2X ................................ Ja [ Nein

Aufgabe 10. Es seien K ein Koérper und A, B € K™*".

Ist A kongruent zu einer Diagonalmatrix, dann ist A symmetrisch ..@Ja [J Nein
Jede symmetrische Matrix ist kongruent zu einer Diagonalmatrix ...[J Ja Nein
Sind A und B kongruent, so sind sie d&hnlich ............... ... ... O Ja  |O|Nein
Sind A und B kongruent, so haben sie die gleiche Determinante ....[J Ja Nein
Sind A und B &hnlich, so haben sie die gleiche Spur ............... @Ja L] Nein
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Aufgaben mit Begriindung

Aufgabe 11.
Bestimmen Sie alle ¢t € R, fiir die das Gleichungssystem iiber R
try + a2 + x3 = 1
2:1)1 + t{L’Q + 31‘3 =0
rT + X2 + x3 = 1

(a) losbar ist,
(b) eindeutig l6sbar ist.

(¢) Zu jedem t gebe man die Dimension des Losungsraums des zugehorigen homogenen

Systems an. (6 Punkte)
Aufgabe 12.
Es sei K ein Korper, V = K?*2,
p:V -V
A — AT+ A

und B = (E11, Erg, Ea, Egy). Hierbei ist E;; die Matrix, die an der Stelle (4, j) eine Eins und
sonst lauter Nullen hat, und AT ist die transponierte Matrix zu A.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.

(b) Berechnen Sie g[p]s.

(c) Geben Sie je eine Basis von Bild ¢ und von Kern ¢ an.

(d) Welche Bedingung muss K erfiillen, damit V' = Bild ¢ 4+ Kern ¢ ist? (6 Punkte)

Aufgabe 13.
Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A,, = (a;j)1<ij<n € Q™" fiir alle n € N, wobei

aij:{z—i—l fiiri =3

j o fiiri#g
ist. Alle Umformungen sind zu erkléren. (6 Punkte)
Aufgabe 14.
Es sei V = F)*! und
1110
SO . V — V . . 1 0 O ]_ 4x4
v Ap WE A=y g €
01 11

(a) Berechnen Sie das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von .
(b

)

) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von .

(c) Geben Sie zu jedem Eigenraum eine Basis an.
)

(d) Berechnen Sie die Jordansche Normalform von ¢. (7 Punkte)




