Klausur zur Algebra I (WS 89/90)
Prof. Dr. Neubtser

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe und schreiben
Sie auf jedes Blatt Ihren Namen. Tragen Sie auf das Deckblatt, welches
Sie Thren Losungen beiheften, Ihren Namen, Thre Matrikelnummer sowie
den Namen Thres Ubungsgruppenleiters ein. Es sind keine Hilfsmittel
zugelassen. Die Bearbeitungszeit betragt 180 Minuten. Zum Beste-
hen der Klausur miissen mindestens 30 Punkte erreicht werden. Bitte
beachten Sie, dafl ausfiihrliche Begriindungen einen wesentlichen Teil der
Losung einer Aufgabe bilden. Die Aufgaben konnen in beliebiger Rei-
henfolge bearbeitet werden. Viel Erfolg!

Wir machen darauf aufmerksam, dafl bis zum Ende des auf die Vor-
lesung folgenden Semesters nicht abgeholte Klausuren (und Ubungen)
vernichtet werden. Anspruch auf Anrechnen besteht dann nicht mehr.
Aufgabe 1.

Bestimmen Sie alle Untergruppen und Normalteiler von G L (2) (=5Ly(2)),
der Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen (der Determinante 1) mit
Eintragen im Korper mit 2 Elementen. 9 Pkte.

Aufgabe 2.
Zeigen Sie, dafl jede Gruppe der Ordnung 1990 auflosbar ist. 8 Pkte.

Aufgabe 3.

(a) Sei G eine Gruppe und A, N Normalteiler von G. Zeigen Sie: Wenn
A einfach ist, dann ist entweder A C N oder AN N = {1}.

(b) Benutzen Sie (a) und die Einfachheit von A, um nun zu zeigen, daf
{1}, A5 und S5 die einzigen Normalteiler von S5 sind. 10 Pkte.

Aufgabe 4.
Bestimmen Sie alle Nullteiler, Einheiten und Ideale in Z/8Z. 8 Pkte.

Aufgabe 5.

Sei R= ZJi) = {a+bi|a,be Z} (mit i* = —1) und I = (2) das von 2
erzeugte Ideal in R.

(a) Bestimmen Sie Représentanten fiir die Restklassen von R nach I.

(b) Zeigen Sie (zum Beispiel unter Benutzung von (a)), daf  kein Prim-
ideal ist. 6 Pkte.



Aufgabe 6.

Welche der folgenden Polynome aus @z] sind irreduzibel ?

(a) f=a3+22% + o +1

(b) f=a°—182% +92? + 152 + 6

(c) f=a"+1

Begriinden Sie Ihre Antworten ! 6 Pkte.

Aufgabe 7.

Sei f:=a%+2x —2 € Qz] und K := Qx]/(f).

(a) Zeigen Sie, daf§ f irreduzibel ist.

(b) Nach (a) ist K ein Korper (das braucht nicht mehr gezeigt zu wer-
den). Bestimmen Sie das Inverse des Elementes (f) + x4+ 1 € K (d.h.
finden Sie ein Polynom ¢ € @Q[z] mit Gradg < 2und g-(z+1)—1 € (f)).
7 Pkte.

Aufgabe 8.

Sei f=a'—-9¢€ Qx].

(a) Zeigen Sie, daf} jeder irreduzible Faktor von f separabel tiber @ ist.
(b) Bestimmen Sie einen Zerféllungskérper L von f und dessen Dimen-
sion iiber @.

(c) Berechnen Sie Aut(L).

(d) Bestimmen Sie alle Kérper M mit @ C M C L. 10 Pkte.



