Klausur, 25.07.2011

Lineare Algebra I fiir Informatiker, SS 2011, Dr. T. Hanke

Name: Matrikelnummer:

Bearbeiten Sie die folgenden Rechenaufgaben und schreiben Sie die Ergebnisse in den dafiir vorge-
sehenen Platz. Sie brauchen Thre Ergebnisse nicht zu begriinden, fiir Begriindungen und Ansitze gibt
es keine Punkte. Fiir die richtige Antwort bekommen Sie die angegebene Punktzahl. Fiir eine falsche
Antwort gibt es Null Punkte.

1 | Sein > 2und V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis {b1, ..., b, } und sei die lineare
Abbildung ¢ : V — V definiert durch by +— 0, b; — b;_; fiiri = 2,....n — 1, und b,, —
bn_1 + by.

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom Y., von ¢. (3 Punkte)
Xp =

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von ¢ mit ihren algebraischen Vielfachheiten. (2 Punkte)

(c) Geben Sie Basen fiir die Eigenrdume von ¢ an. (2 Punkte)

(d) Fiir welche n ist ¢ diagonalisierbar? (1 Punkt)

2 | Es sei Fy = {0, 1} der Korper mit 2 Elementen. Bestimmen Sie die Menge aller z € F mit

Ax = b, wobei A € IE‘;“E’ und b € I} die folgenden sind: (4 Punkte)
11110 0
1 00 11 1
A= , b= Ergebnis:
01011 0
1 1111 1




Sei die lineare Abbildung ¢ definiert durch:

@:R1X3HR2X2, QJ|—><;>SL’

—_ O
—_ = =

(a) Geben Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der Standardbasis £ von R'*3 und der

geordneten Basis B = (E11, F1z, Fa1, Fy,) von R**? an: (3 Punkte)
EME () =
(b) Was ist der Rang von ¢? Rang(p) = (I Punkt)
(c) Geben Sie eine Basis C von Kern(yp) an. (2 Punkte)
C —
(d) Geben Sie eine Basis D von Bild(y) an. (2 Punkte)
D—
1 2
Wir betrachten R® mit dem Standardskalarprodukt. Sei v; = -1 |,v = 0 und
0 -1
E = <Ul, 1)2>.

(a) Bestimmen Sie einen Vektor v5, der v; zu einer Orthogonalbasis von F erginzt.

v = (2 Punkte)
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4 (Fortsetzung) 2
(b) Berechnen Sie die orthogonale Projektion v’ vonu = | —2 | auf E.
3

(2 Punkte)

(c) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels o zwischen dem Vektor u aus Teil (b) und E.

cos(a) = (1 Punkt)
. . . 3t
Fiirt € Rsei B, = ( 1 > e R?x2,

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von B;. (1 Punkt)
(b) Bestimmen Sie die Determinante von B;. (1 Punkt)
(c) Fiir welche Werte von ¢ ist B; invertierbar? (1 Punkt)
(d) Fiir welche t € Z ist B, invertierbar in Z2*2? (I Punkt)
(e) Fiir welche t € R besitzt B, einen Eigenvektor? (1 Punkt)
(f) Fiir welche ¢ € R ist B; diagonalisierbar? (1 Punkt)

(g) Fiir welche t € C ist B; diagonalisierbar, wenn wir B; als Matrix in C?*? auffassen?

(h) Fiir welche ¢t € R ist B; triangulierbar?

(2 Punkte)

(1 Punkt)

(i) Geben Sie eine Matrix T' € R?*? an, fiir die 7! B_gT eine Diagonalmatrix ist.

(2 Punkte)




Beantworten Sie die folgenden Aufgaben schriftlich. Beweisen Sie alle Thre Behauptungen.
Schreiben Sie auf jedes Blatt [hren Namen und Ihre Matrikelnummer.
Fangen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite an.

6

Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und B eine Orthonormalbasis von
V. Sei ¢ € End(V'). Dann heilt ¢ selbstadjungiert, wenn fiir alle v, w € V gilt (¢p(v), w) =
(v, p(w)). Zeigen Sie:

(a) ¢ ist genau dann selbstadjungiert, wenn M () symmetrisch ist. (3 Punkte)

(b) Sei  selbstadjungiert. Dann ist fiir jeden ¢-invarianten Unterraum U < V auch U~ ein
p-invarianter Unterraum. (2 Punkte)

Sei K ein Korper, V' ein K -Vektorraum und ¢ € End(V). Sei M eine Menge von Eigenvek-
toren von ¢ zu paarweise verschiedenen Eigenwerten. Zeigen Sie, dass M linear unabhéngig
ist. (5 Punkte)

Sei A € R**3 mit charakteristischem Polynom y 4(X) = X? — 3X? 4+ 2X. Was ist der Rang
vom A? Beweisen Sie Thre Aussage. (4 Punkte)




