1.

Musterlosung zur Klausur Math. Grundlagen am 9.3.2007, Gruppe A

(a) R ist ein Korper, also insbesondere ein Integritdtsbereich. Laut Satz
5.11 ist R[z] dann ebenfalls ein Integritdtsbereich. Laut Satz 5.10
besitzt jeder Integritdtsbereich einen Quotientenkorper.

(b) Erste Art: Man errdt die Nullstelle 2 des Zahlers und die Nullstelle
—2 des Nenners.

(2 +22-52—-2):(x—2) = 22 +3zx+1
(2®+52°+ T2 +2): (z+2) = 2°+3z+1

Daher ist f(z) = 2—;3
Zweite Art: Euklidischer Algorithmus liefert

geT(z® + 22 — bz — 2,23 + 522 + Tz + 2) = 22 + 3z + 1.

(2 +2°—52—2): (2°+3z+1) = -2
(22 +522 +724+2): (2®+3z+1) = z+2

Daher ist f(z) = 3.
(c) D =R\ {—2}. Injektiv: Sei
1 — 2 T2 — 2
1+ 2 N To + 2

Dann ist
1T — 2.’132 + 2.’171 —4 = 129 + 2.7}2 — 2$1 —4

also 4z, = 4z, also r; = x5. Funktion ist injektiv.

Surjektiv: Wire ;—:Lg =1, sowdrez —2 =z + 2, also =2 = 2 4.

Funktion ist nicht surjektiv. (Es gilt Bi(f) =R\ {1}, siehe Skizze.)
(d)
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2. (a) Esgilt 1+4=+/2(cos(Z) +isin(Z)). Daher ist

(1+4)7 =2 (cos(—-) +isin(—1)) = v2' (1 +1)

Also ist Re((1 +14)'7) = v2

(b) z = 1.41 = X jst in Q und es gilt v/2 — z = 0.0042..., also ist
|z — /2] < 0.01.

(c) 2007 =2-1003 + 1,
1003 = 2 501 + 1,
501 =2-250 + 1,
250 = 2- 125 + 0,

125=2-62+ 1,
62=2-31+0,
31=2-15+1,
15=2.7+1,
7=2-3+1,
3=2-1+1,
1=2-0+1.

Also ist die Binardarstellung: 11111010111.

(d) 190747 mod 184493 = 6254
184493 mod 6254 = 3127
6254 mod 3127 = 0.

Also ist der ggT gleich 3127.



3.

(a)

Sei G = {e,a,b}, wobei e, a,b paarweise verschieden sind. Da e das
neutrale Element sein soll, gilt

axe=exa=a, bxe=exb=0b exe=ce.

Betrachten wir jetzt a x b.

Wiére a x b = a, so wiirde (da a invertierbar) folgen, dass b =e 4
Wiére ax b = b, so wiirde (da b invertierbar) folgen, dass a = e
Also gilt axb = e. Vollig analog zeigt man bxa = e. Also ist a=! = b.

Betrachten wir jetzt a x a.
Wireaxa=e,sowirea=a"'=b}

Wire axa = a, so wiare a = e 4

Also gilt a x a = b. Vollig analog zeigt man bx b = a. Also:

Laut Aufgabe 2 auf Blatt 17 gilt z°°4®) = e, wobei ord(z) = |H(z)|.
Laut Aufgabe 6 auf Blatt 19 ist |H(z)| ein Teiler von |G| = n. Also
gilt ord(z) - k = n fiir ein k € N. Daher

- xord(z)-k — (mord(:c))k: — ek —e.

Da 103 eine Primzahl ist, ist Rig3 = {0, ..., 102} ein Koérper. Also ist
G := Ryp3 \ {0} eine Gruppe beziiglich der Multiplikation z -3 ¥y =
xy mod 103. Diese Gruppe hat n = 102 Elemente und das neutrale
Element 1. Also gilt z'°2 mod 103 = 1 fiir alle z € G, insbesondere
fiir z = 101.



4. (a) Ist A durch elementare Zeilenumformungen in I,, iberfithrbar, so gibt
es eine invertierbare Matrix U € R™™™ mit
U'| UA=1I,
A=U"1' |.U
AU = 1,.
Also ist A invertierbar (mit A=' = U).
Zu jedem A € R™*™ gibt es laut Satz 6.7 invertierbare Matrizen U,V € R**"
mit I o
oav=[ 5 0]

Ist A invertierbar, so folgt

_ Ir 0 -1 4-1
U= { b0 } via
Daran sieht man, dass die letzten n — r Zeilen von U Nullzeilen sind. Da U
invertierbar ist, folgt n = r. Also UAV = I,, und somit UA = V! und da-
her VUA = I,,. Da VU ein Produkt elementarer Zeilenumformungsmatri-
zen ist, kann man A durch elementare Zeilenumformungen in 7, iiberfiihren.

(b)
1 001 11 1 001 1 1
0101 23— -110(012 —
00 1|1 4 9 -1 0 1|0 3 8
1 001 11 1 0O 01 11
-1 1 0|01 2 — —1 1 0 |01 2 —
2 =3 1/]0 0 2 1—3/2 1/2001
0 3/2 —1/2|1 1 0 3 =5/2 1/2]1 0 0
-3 4 -1/01 0 — -3 4 —-1/0 1 0
1 -3/2 1/2/0 0 1 1 -3/2 1/2/0 0 1
Also ist
3 —5/2 1/2
A7l =| =3 4 —1
1 —=3/2 1/2

(c) Um P = E; ... Ey zu schreiben, wobei E; Spaltenvertauschungsmatrizen
sind, muss man I, durch Spaltenvertauschungen in P iiberfiithren. Das geht
z. B. so: erst Vertauschung 1 <+ 4, dann Vertauschung 1 < 3, dann
Vertauschung 1 <> 2. Also

0 001 0010 0100
P:0100 0100 1000
0 010 1000 0010
1 000 0001 0001



5. (a) Reflexiv: Es gilt A = I,,,AI,.
Symmetrisch: Ist A ~ B, also B = UAV, so ist U !BV ! = A. Da die
Inverse einer invertierbaren Matrix invertierbar ist, folgt B ~ A.

Transitiv: Ist A~ B und B ~ C, also B =UAV und C = U;BVj, so folgt
C = U;UAVV;. Da das Produkt invertierbarer Matrizen invertierbar ist,
folgt A~ C.

(b) Laut Satz 6.7 gibt es zu jedem A € K™*™ invertierbare Matrizen U,V

mit

I. 0

0 0|
Also gibt es zu jedem A ein B von dieser Gestalt mit A ~ B. Dies beweist,
dass zwei Matrizen A;, A, mit demselben Rang r dquivalent sein miissen,
I. 0
0 0

Aquivalenzklassen wie mogliche Werte von 7. Da 0 < r < min{m,n}, gilt
somit |[K™*" /~ | < min{m,n} + 1.

B:UAV:[

denn es gilt dann A; ~ |: } ~ Ajy. Also gibt es hochstens so viele



6. Esgilt: (1,1) <(1,2) <(1,3) <...<(2,1) <(2,2) < (2,3) < ...

(a) Sei M eine nichtleere Teilmenge von N? und
N={m|3n:(m,n) e M}

Dann ist N eine nichtleere Teilmenge von N. Diese besitzt laut Wohlord-
nungssatz ein kleinstes Element, etwa m*. Da m* € N ist

P={n|(m*n)e M}

eine nichtleere Teilmenge von N. Diese besitzt ein kleinstes Element, etwa
n*. Dann ist (m*,n*) € M das beziiglich < kleinste Element von M, denn
fiir jedes (p,q) € M gilt p € N und somit m* < p. Falls m* = p, so ist
g € P und somit n* < ¢q. Also gilt (m*,n*) < (p, q).

(b) Nicht notwendig: Das obige Beispiel ist eine Wohlordnung, aber
{(m,n) e N | (m,n) < (2,1)} = {(1,n) | n € N}

ist nicht endlich.

Hinreichend: Wenn jedes Element z € M nur endlich viele “Vorgénger”
(also y € M mit y < x) hat, kann man keine unendliche strikt absteigende
Folge 1 > z9 > x3 > ... von Elementen von M bilden.



