Musterlosung zur Klausur Math. Grundlagen am 29.3.2007

1. (a)
nmod5=0=n?>mod5= 0mod5=0
nmod5h=1=n’mod5= 1lmod5=1
nmod5=2=n’>mod 5= 4mod5 =4
nmod5>=3=n’mod5= 9mod5 =14
nmod5=4=n?>mod5=16mod 5=1

Ist also n? mod 5 = 0, so muss n mod 5 = 0 gelten.

(b) Angenommen, /5 = 2 mit m,n € Z, n # 0. Wir diirfen oBdA
annehmen: m,n € N und teilerfremd. Dann ist 5n? = m?2, also ist m?
durch 5 teilbar. Laut (a) ist dann auch m durch 5 teilbar. Also m = 5y fiir
ein p. Dann ist 5n% = (5u)? = 25u%, was n? = 5u? impliziert. Also ist n?
durch 5 teilbar und somit auch laut (a) auch n. Nun sind sowohl m als auch
n durch 5 teilbar, was im Widerspruch zur angenommenen Teilerfremdheit
steht.

(c) Es ist klar, dass K nicht der Nullring ist, denn K enthélt Q.
Zu zeigen ist also: a + bv/5 # 0 = Je,d € Q mit (a + bv/5)(c + dv/5) = 1.
Sei a + bv/5 # 0 gegeben. Dann ist (a,b) # (0,0). Daraus folgt

a® — 5b* # 0.

Denn: Sei a® — 5b* = 0. Ist b = 0, so folgt a = 0, also (a,b) = (0,0). Ist
b+#0, sofolgtSzZ—j und somit \/EI%EQ@
Also ist

a—b/5 a —-b
= K
a? — 5b? a2—5b2—i_a2—5b2\/Se

und es gilt

a—b\/g_1

(a+ b\/g) R



2. Es muss gelten

= 56+ 29
= bip+ 34

fiir p, ¢ € Ny. Erste Gleichung mal 57 minus zweite Gleichung mal 56 liefert
x=56-57(q—p)+57-29—56-34=23192(q — p) — 251.
Den kleinsten Wert von x in N erhélt man fiir ¢ — p = 1, dann ist
x = 2941.
Den zweitkleinsten Wert erhélt man fiir ¢ — p = 2, dann ist

x = 6133.



3. Laut Aufgabe 3 auf Blatt 25 ist die Matrix A genau dann invertierbar, wenn
3A+9) —(A+2)(A+1) #0,

also wenn 25 — \? £ 0 bzw. \ ¢ {£5}.

1. Fall: X ¢ {£5}: A invertierbar, daher Az = b eindeutig losbar (z =
A7).

2. Fall: A =5. Es ergibt sich
3 6 B 6
71477 =6 |
was keine Losung hat.

3. Fall: A = —5. Es ergibt sich

At |

was mehrere Losungen hat, zum Beispiel 1 = 2,29 = 0 oder x1 = 0,29 =
—1.5.

Anderer Zugang, iiber Gauf3-Algorithmus:

3 A+1| 6 1 A2 1 Ad 2
— — 2
A+2 A4+9| -6 A+2 A+9| -6 0 @ —2X—10
Auch hier sieht man: 25 — A\? # 0 = eindeutige Losung. Fiir A = 5 ist
—2X — 10 # 0, also gibt es keine Losung. Fiir A = —5 ist =2\ — 10 = 0,
also gibt es mehrere Losungen.



4. Man muss die Partitionen einer vierelementigen Menge abzihlen (siehe Auf-
gabe 1 auf Blatt 22).

1. Fall: Partition in 1 Teilmenge: 1 Moglichkeit

2. Fall: Partition in 2 Teilmengen: 7 Moglichkeiten (laut Aufgabe 2 auf
Blatt 22)

3. Fall: Partition in 3 Teilmengen: Da 4 = 24141 die einzige Moglichkeit
ist, 4 als Summe dreier natiirlicher Zahlen zu schreiben, muss eine Teilmenge
2 Elemente haben, die anderen beiden je 1.

Es gibt daher genau so viele Partitionen in 3 Teilmengen, wie Moglichkeiten,

2 Elemente aus 4 auszuwéhlen. Das sind (;l) = 24;—;, = 6 Moglichkeiten.

4. Fall: Partition in 4 Teilmengen: 1 Moglichkeit

Insgesamt gibt es also 1+7+6+1=15 Partitionen bzw. 15 Aquivalenzrelationen
auf einer Menge mit 4 Elementen.



5. (a) f(zy) = (zy)? = wyzyzy = 23> = f(2)f(y) wegen Kommutativitit
flx+y) = (x+y) =23+ 2%y + zyr + yx* + vy® + yry + v’z + 3° =
23+ 32%y + 3wy? +y2 = 23 +4° = f(x) + f(y) wegen Kommutativitit und
3=1+1+1=0
f)y=1=1
(b) Fiir Injektivitdt geniigt es zu zeigen (laut Aufgabe 4 auf Blatt 15):
2=0=2=0.

Sei 23 = z- 22 = 0. Da R Integrititsbereich, folgt = 0 oder 22 = 0. Aber
aus 22 = x - x = 0 folgt, wieder wegen “Integrititsbereich”, dass z = 0.
Also gilt in jedem Fall z = 0.



(224 4523 +1522 +172 +10) : (223 +132% +17z +10) = 2 —4
224 41323 +1722 +10z
—82% =222 47z +10
—823 —5222 —68z —40
+5022 +75z 450

(22 +1322 +17z +10) : (502 +75z +50) = =z+1

223 4322 422
1022 +15z +10
1022 +152 +10

0 R.

Also ist der ggT das Polynom 5022 + 75z + 50 = 25(22% + 3z + 2) bzw.

2224+ 32+ 2.

Zu 16sen ist also (laut Aufgabe 2 auf Blatt 23)

was

ergibt.

3
z2+§z+1:0,

3., VT

21’2 = —— 47—

4 4



