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Vorwort

Wer das Unmdgliche méglich macht,
sollte dennoch das Wahrscheinliche
nicht ganz aus dem Auge verlieren.

Ulrich Roski

Die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppen ist eine der schonsten, beliebtesten
und wichtigsten Bereiche der Algebra, mit vielen tiefen Beziehungen zu anderen Gebieten
der Mathematik wie Kombinatorik, Lie-Theorie und algebraischer Geometrie. In der vor-
liegenden Arbeit wird ein Bogen zur Kohomologie geschlagen. Genauer gesagt untersuchen
wir die Isomorphietypen der zweiten Kohomologiegruppen von symmetrischen Gruppen
mit Werten in Spechtmoduln {iber den ganzen Zahlen.

Zur Motivation dieser Fragestellung betrachten wir zunéichst eine Vermutung von
Szczepanski, die lautet: Fiir jede endliche Gruppe G existiert eine Bieberbachgruppe mit
Holonomiegruppe G und einer Q-vielfachheitsfreien Holonomiedarstellung (siehe [Sz03]).
Im Vokabular der Erweiterungstheorie bedeutet das: Fiir jede endliche Gruppe G existiert
ein k € N und eine torsionsfreie Erweiterung I' von Z* mit G, so dass die durch I' bewirkte
Darstellung von G auf ZF vielfachheitsfrei iiber Q ist.

Solange dieses Problem nicht in dieser Allgemeinheit geltst ist, kann man sich fragen, ob
die Vermutung fiir bestimmte Gruppen zutrifft, beispielsweise fiir symmetrische Gruppen.
Um keine falschen Erwartungen zu wecken: Die vorliegende Arbeit beantwortet diese Frage
nicht. Aber ihr Thema erwéchst aus diesem Kontext.

Wenn wir nimlich die zu einer Erweiterung gehorige Operation von S, auf Z¥ zu einer
Operation auf QF fortsetzen, dann wird Q* mit dem Satz von Maschke zu einem halbein-
fachen QS,-Modul und ist damit eine direkte Summe aus Spechtmoduln. Spechtmoduln
iiber Q erhélt man durch Konstantenerweiterung von Spechtmoduln iiber Z mit Q. Da-
her bewirkt eine direkte Summe aus Spechtmoduln S* mit A F n iiber Z, in der jeder
Spechtmodul nur einmal auftaucht, eine Q-vielfachheitsfreie Darstellung von S,, auf dieser
direkten Summe.

Auf Basis dieser Uberlegungen liegt es nahe, Erweiterungen von Spechtmoduln iiber Z mit
den zugehérigen symmetrischen Gruppen zu untersuchen. Deren Aquivalenzklassen wer-
den gemifl dem Hauptsatz der Erweiterungstheorie klassifiziert durch die Elemente der
zweiten Kohomologiegruppen von S, mit Werten im jeweiligen Spechtmodul. Und eben
mit deren Bestimmung befasst sich die vorliegende Arbeit.



6 VORWORT

Das erste Kapitel beleuchtet den benotigten mathematischen Hintergrund. Wir beginnen
mit einem Abschnitt iiber verschiedene Grundbegriffe und grundlegende Aussagen aus
der Darstellungstheorie von Gruppen, um dann im zweiten Abschnitt speziell die Darstel-
lungstheorie von symmetrischen Gruppen ins Auge zu fassen. Hier werden Konstruktion
und Eigenschaften von Spechtmoduln erldutert. Zentraler Punkt hierbei ist eine Version
der Branching Rules fiir Spechtmoduln iiber beliebigen Integritéitsbereichen.

Es folgt in Vorbereitung auf den Begriff der Fox-Derivationen und das Zassenhaus-Verfah-
ren ein kurzer Abschnitt iiber endlich prisentierte Gruppen. Der vierte Abschnitt liefert
Grundlagen aus der homologischen Algebra und erklart die Interpretation von ersten und
zweiten Kohomologiegruppen als Faktorgruppen von Derivationen beziehungsweise Fak-
torensystemen. Und schliefflich stellt der letzte Abschnitt des ersten Kapitels das eben
erwiahnte Verfahren nach Zassenhaus vor, das die Berechnung von Kohomologiegruppen
der Form H'(G,QF/ZF) ermoglicht.

Das zweite Kapitel erldutert zunéichst die GAP-Implementierung der Bestimmung des Iso-
morphietyps von H?(S,,, 52) unter Verwendung des Zassenhaus-Verfahrens. Hierbei konnte
ich aufbauen auf die Diplomarbeit von Dr. Reinhard Waldmiiller (sieche [Wa02]). Er hat das
Zassenhaus-Verfahren fiir beliebige Gruppen mit beliebigen Prisentationen programmiert.
In der vorliegenden Situation lésst sich die Berechnung allerdings wesentlich beschleunigen
durch den Umstand, dass wir hier auschliellich symmetrische Gruppen betrachten und so
zusétzliche Informationen mit verarbeiten kénnen.

Auf der Basis der so erhaltenen Ergebnisse werden dann einige theoretische Aussagen
iiber die gesuchten Kohomologiegruppen hergeleitet. Dariiber hinaus gibt eine Beobach-
tung der berechneten Daten Anlass zu diversen Vermutungen, deren Beweis mir bis dato
leider nicht gelungen ist. Auf eine Vorstellung dieser Vermutungen mochte ich dennoch
nicht verzichten.

Mein Dank gilt in erster Linie Herrn Professor Hif}, der mir dieses reizvolle Thema zur Be-
arbeitung anbot und dessen wertvolle Hinweise meine Uberlegungen immer wieder auf den
rechten Pfad zuriick lenkten. Insbesondere danke ich ihm fiir die entscheidenden Ratschlige
fiir den Beweis von Lemma (2.3.1).

Ich danke weiterhin allen Mitarbeitern des Lehrstuhls D, die mit hilfreichen Anregun-
gen zum Gelingen dieser Diplomarbeit beitrugen. Besonders wichtig war fiir mich der
Literaturhinweis von Dr. Matthias Kiinzer auf Kapitel 17 von [Ja78] fiir den Beweis der
verallgemeinerten Branching Rule (1.2.31 (b)). Und nicht zuletzt mochte ich Dr. Frank
Liibeck nennen, der jederzeit ein offenes Ohr fiir meine Fragen und Probleme hatte und
dessen Kenntnisse in GAP mir von unschétzbarem Wert waren.



Kapitel 1

Grundlagen

Wir verwenden folgende notationelle Konventionen:

e Die Menge der positiven ganzen Zahlen wird mit N bezeichnet, und es ist Ny :=
NuU{0}.

e Die symmetrische Gruppe auf einer endlichen Menge X wird mit Sx bezeichnet. Fiir
Y C X identifizieren wir Sy mit dem Stabilisator von Y in X.
Die symmetrische Gruppe auf n Punkten wird mit S,, := Sx fir n € N und X :=
{1, ...,n} bezeichnet. Dementsprechend fassen wir S,, als Untergruppe von S, auf.

e Abbildungen und Gruppenoperationen werden von links geschrieben, sofern nichts
anderes gefordert wird. Moduln sind damit bis auf wenige gekennzeichnete Ausnah-
men immer Links-Moduln.

1.1 Darstellungen von Gruppen

Im Folgenden sei immer G eine Gruppe (multiplikativ geschrieben), R ein Integritétsbe-
reich und V ein endlich erzeugter freier R-Modul vom Rang n.

1.1.1 Definition und Bemerkung

Eine Darstellung von G auf V ist ein Homomorphismus ¢ : G — Autg(V). In diesem
Fall operiert G auf V via gv := (¢(g))(v) fir alle g € G,v € V.

Nach Wahl einer Basis {vi,...,v,} von V erhalten wir als Matrixdarstellung von G
vom Grad n iiber R den Homomorphismus ¢ : G — GLn(R),g — M. Hierbei
bezeichnet M, die Abbildungsmatrix vom Automorphismus ¢(g) zur gewihlten Basis.
In diesem Fall operiert G auf R™ via gv := (¢(g)) - v fiir alle g € G,v € R™.

1.1.2 Definition
Es sei ¢ : G — Autpr(V) eine Darstellung von G auf V.
(a) Ein R-Untermodul W <V heifit G-invariant, wenn gW < W fiir alle g € G.

(b) Es sei R ein Korper. Dann heifit ¢ reduzibel, wenn V gleich {0} ist oder einen
echten, nichttrivialen, G-invarianten Unterraum besitzt, ansonsten irreduzibel.
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1.1.3 Definition

(a) Die Gruppenalgebra von G iiber R (Bezeichnung: RG) ist der freie Modul iiber
R mit Basis G und Multiplikation:

(Z agg)(z bgg) = Z cgg it ¢y 1= Z apby,  fiir alle ag, by € R, g € G.

geG geG geG h,k€G,
hk=g

(b) Ein RG-Modul, der als R-Modul endlich erzeugt und frei ist, heifit RG-Gitter.

1.1.4 Bemerkung

Jede Darstellung ¢ : G — Autr(V) ldsst sich linear zu einer Darstellung ¢’ : RG —

Endg(V') fortsetzen:
(> agg) =Y agp(g).
geG geqG

Damit wird V via ¢’ zu einem RG-Gitter: av := (¢'(a))(v) fiir alle a« € RG,v € V.
Analog kann man eine zu ¢ gehorige Matrixdarstellung fortsetzen zu einer Matrixdar-
stellung ¢’ : RG — R™™,a = My, fiir alle a € RG. Hierbei bezeichnet M, die
Abbildungsmatrix vom Endomorphismus ¢'(a) zur gewihlten Basis. Damit wird R™ via
@' zu einem RG-Gitter.

1.1.5 Bemerkung

Es sei V ein RG-Gitter und W < V ein G-invarianter R-Untermodul. Dann induziert die
Operation von G auf V eine Operation von G auf V/W via g(v+ W) := (gv) + W fiir alle
g € G,v € V. Dadurch wird V/W zum RG-Modul.

Insbesondere induziert eine Operation von G auf Z" eine Operation auf F; = Z" /pZ" fur
jede Primzahl p.

Des Weiteren induziert eine Operation von G auf Z" eine Operation auf Q" via gv =
(@' (g))v fiir alle g € G,v € Q™. Mit obiger Aussage erhalten wir auflerdem eine Operation
auf Q"/Z".

1.1.6 Definition und Bemerkung

(a) Ein Modul heifit einfach, wenn er ungleich {0} ist und keinen echten, nichttrivia-
len Untermodul besitzt. Er heifit halbeinfach, wenn er eine direkte Summe aus
einfachen Untermoduln ist.

(b) Es sei W <V ein R-Untermodul des RG-Moduls V. Dann sind dquivalent:

o W ist G-invariant.
o W ist RG-invariant.
e W ist ein RG-Untermodul von V.

Wenn also R ein Korper, dann ist die zu V' gehérige Darstellung ¢ : G — Autg(V')
genau dann irreduzibel, wenn V' ein einfacher RG-Modul ist.
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1.1.7 Lemma und Definition

Es sei W ein R-Untermodul von V. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) Der Faktormodul V/W ist torsionsfrei.
(b) Falls av € W ist fiir ein 0 #a € R und ein v € V, so ist v € W.

In diesem Fall heifit W rein. Ein reiner RG-Untermodul ist ein G-invarianter reiner R-
Untermodul.

Falls eine R-Basis von W existiert, die sich zu einer R-Basis von V ergénzen lisst, so ist
W rein.

Beweis:

Der Faktormodul V/W ist genau dann torsionsfrei, wenn gilt: a(v + W) # 0+ W fir alle
0+#a€ R,ve V\W. Dies ist dquivalent zu: av ¢ W fiir alle 0 # a € R,v € V\W.

Nun sei {v1,...,v,} eine R-Basis von V, so dass {vi,...,vy,} fiir ein m < n eine R-Basis
von W ist. Fiir 0 # a € R und v := )" | bjv; ist av genau dann in W, wenn alle b; = 0
sind firm+1<i¢<n. O

Im Folgenden sei immer H < (G eine Untergruppe von G.

1.1.8 Definition
Es sei V ein RG-Modul und W ein RH-Modul.

(a) V wird durch die eingeschriankte Operation zum RH-Modul. In diesem Fall bezeich-
net man V =V lfl als den auf H eingeschrinkten Modul.

(b) RG kann man auf natiirliche Weise als RG-RH-Bimodul auffassen. Dann hat
W 1%:= RG % W eine eindeutige Struktur als RG-Modul via a(g ® w) := (ag) @ w

fir alle a,g € RG,w € W. Man bezeichnet W Tf] als den zu G induzierten
Modul.

1.1.9 Lemma

Es sei G endlich und {gi, ..., gm} ein Reprisentantensystem der Nebenklassen von H in
G. Weiter sei W ein RH-Gitter mit R-Basis {w1,...,w,}. Dann ist {g; ® w; |1 < j < m,
1 <i < n} eine R-Basis von W Tg.

Beweis:
Es ist RG = @ gjRH als RH-Rechts-Modul. Also ist RG ein freier RH-Rechts-Modul

7=1
mit RH-Basis {g1, ..., gm }. Mit der Distributivitét des Tensorproduktes gilt:

Wi% = RGQW = Q@RHEAW) = gul@W).
RH 7j=1 RH 7=1 RH

Damit ist W 1§ ein freier R-Modul mit Basis wie behauptet (siehe auch [CR81],
S. 228/229). O
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1.1.10 Lemma

Es sei R’ ein Integrititsbereich mit R < R’, G sei endlich und W ein RH-Gitter. Dann
sind R QW 14) = (R QW) 1% als R'G-Moduln.
R R

Beweis:

Essei{g1, ..., gm } ein Reprisentantensystem der Nebenklassen von H in G und {wq, ..., wy }
eine R-Basis von W. Dann gilt:

RQW15) = (re(gow)|reR 1<j<m1<i<n)

R
= (1®(@gow)|[1<j<m1<i<n)p

(RW) 18 = (g @w)|[reR,1<j<m,1<i<n)g
R
= (gi@lew)|l<sj<ml<i<n)p
Bei den angegebenen R’-Erzeugermengen handelt es sich um R’-Basen. Der so erhaltene
R'-Modul-Isomorphismus 1 ® (g; ® w;) — g; ® (1 ® w;) respektiert die Operation von G.
Damit folgt die Behauptung. O

Die folgenden Aussagen bendttigen wir spéter fiir den Beweis der Branching Rule fiir
Spechtmoduln iiber einem Korper der Charakteristik 0. Im Folgenden sei R ein Korper;
zur Verdeutlichung schreiben wir daher K := R.

1.1.11 Satz von Maschke

Es sei G endlich mit char(K) t |G|. Dann ist jeder KG-Modul halbeinfach. (Insbesondere
ist KG selbst halbeinfach.)
Beweis:

Siehe [CR81], (3.14). O

1.1.12 Definition und Bemerkung

Es seien V und W zwei KG-Moduln. Dann ist Homgq(V, W) ein K-Vektorraum, und
i(V,W) :=dimg(Homgg(V,W)) ist die sogenannte intertwining number von V' und
W. Sie besitzt folgende Eigenschaften:

(a) Falls V =V; @ Va, dann ist i(V, W) = i(Vy, W) + i(Va, W).
(b) Falls KG halbeinfach ist, dann ist i«(V, W) = (W, V).

Beweis:
Siehe [CR62], (43.11). O

1.1.13 Satz (Lemma von Schur)

Es sei K algebraisch abgeschlossen, und V' und W seien zwei einfache K G-Moduln. Dann
ist Homgg(V,W) = 0, falls V und W nicht isomorph sind, und es ist Homgg(V,V) =
(idy k-
Beweis:

Siehe [CR62], (27.3). O
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1.1.14 Lemma

Es sei K algebraisch abgeschlossen, V' sei ein halbeinfacher und W ein einfacher KG-
Modul. Dann ist i(V, W) die Anzahl der direkten Summanden einer festen direkten Sum-
menzerlegung von V', die isomorph zu W sind.

Beweis: l

Es sei V := @ V; mit einfachen V;. Mit (1.1.12 (a)) ist «(V,W) = > i(V;,W). Die
j=1 j=1

Behauptung folgt damit aus dem Lemma von Schur. (]

1.1.15 Satz (Frobenius-Reziprozitit)

Es sei G endlich, V ein KG-Modul und W ein K H-Modul. Dann ist Hom g g (W,V l%) =
Hompa(W 16, V).

Beweis:

Die folgende Abbildung definiert einen K-Vektorraum-Isomorphismus (siche [AB95], S.
165):

fiHomguy(W,V %) — Homga(W 15, V), ¢ [f(¢) : W 1IG—V, g@w s g-(w)].

O
Bemerkung:
Die Aussage gilt auch allgemeiner iiber einem kommutativen Ring statt iiber einem Korper
(siehe [CR81] (8.10)).

1.1.16 Folgerung

Es sei G endlich und K algebraisch abgeschlossen mit char(K) 1 |G|. Weiter seien V' ein
einfacher KG-Modul und W ein einfacher K H-Modul. Dann ist V' ebenso oft als direkter
Summand in W Tfl enthalten wie W als direkter Summand in V lg enthalten ist.
Beweis:

Mit dem Satz von Maschke (1.1.11) ist K H halbeinfach. Daher gilt mit (1.1.12 (b)) und
der Frobenius-Reziprozitit: i(V |G, W) = i(W 1%, V).

Da nach dem Satz von Maschke auch V' Lg und W T% halbeinfach sind, und da aulerdem
K algebraisch abgeschlossen ist, ist (1.1.14) anwendbar, und es folgt die Behauptung. O

1.2 Spechtmoduln

In vielen Anwendungen werden Spechtmoduln nur iiber Koérpern betrachtet. Das Kon-
zept ist aber viel méchtiger: Man kann sie auf die gleiche Weise iiber jedem beliebigen
Integritétsbereich konstruieren. Fiir die vorliegende Arbeit sind speziell die Spechtmoduln
iiber den ganzen Zahlen von Interesse.

Viele Aussagen zu Spechtmoduln iiber Koérpern gelten genau so fiir Spechtmoduln iiber
beliebigen Integritéitsbereichen, andere wiederum nicht. Dies verkompliziert die allgemei-
nere Betrachtungsweise oft erheblich. Ein Beispiel sind die sogenannten Branching Rules
(1.2.28). Der Beweis ihrer Verallgemeinerung fiir Integritétsbereiche (1.2.31) erfordert er-
heblichen Mehraufwand, auf den wir hier leider nicht verzichten kénnen.
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Im Folgenden seien n,n, m,m € Ng.

1.2.1 Definition

(a)

Eine verallgemeinerte Partition von 7 ist eine Folge A := (Aq, ..., Ay) mit A; €
Np fiir alle 1 < 7 < m und Zil A; = n. In diesem Fall schreiben wir: A = n. Des
Weiteren sei m' := max{A; |1 <1i < m}.

Notation: Falls A; = Ajy1 = ... = Ajj—1 fiir ein 4 und ein j € N, so kann man dafiir
in der Partition abkiirzend Ag schreiben, zum Beispiel (3,03,22) := (3,0,0,0,2,2).

Eine (echte) Partition von n ist eine verallgemeinerte Partition A := (A1, ..., A\p,) =
n mit der zusétzlichen Bedingung, dass Ay > Ay > ... > A\, > 0. In diesem Fall schrei-
ben wir A F n. Hier ist m’ = max{\; |1 <i < m} = A;.

Des Weiteren sind hier alle A\; € N. Damit ist die leere Folge ) (mit m = 0) die
einzige echte Partition der 0.

Fir A = (A1,..,Am) B fosei A" := (A},..,AL,) E 7 definiert durch A} :=
[{i e {1,....,m}|A; > j}| firallel <j<m

Fiir eine echte Paritition A ist (\)’ = A. Fiir verallgemeinerte Partitionen gilt das
nicht, da A’ immer eine echte Partition ist (siehe auch die Bemerkung in 1.2.2 (a)).
Daher bilden wir A’ meist nur fiir echte Partitionen. In diesem Fall sprechen wir von
einer konjugierten Partition.

Ein Paar von Partitionen ist ein Tupel (A\,A) mit A := (A\,...,; \) F n und
A:=(A1,...,Am) E 7, wobei n < 7 und m < m ist und auBerdem gilt: \; < A; fur
alle 1 <i<m.

Insbesondere definiert (A, A) ein Paar von Partitionen.

Im Folgenden seien immer A := (Aj,...,Ap) | 7 eine verallgemeinerte Partition und
A = (A1, ..., Am) F n eine echte Partition. Aussagen iiber A gelten damit insbesondere
auch fiir \. Wenn A\ und A gemeinsam auftreten, seien sie so gewihlt, dass (A, A) ein Paar
von Partitionen ist.

1.2.2 Definition

(a)

(b)

Ein Young-Diagramm [A] ist eine linksbiindige Anordnung von 7 Knoten in m
Zeilen, so dass fir 1 < i < m die i-te Zeile jeweils A; Knoten enthélt.

X X X
Beispiel: [(3,1,2)] = x
X X

Bemerkung: Bei einer echten Partition A erhilt man das Young-Diagramm [X\'] zur
konjugierten Partition, indem man bei [A] Zeilen und Spalten miteinander vertauscht.

Ein Young-Diagramm [(A, A)] zu einem Paar von Partitionen (A, A) erhiilt man aus
[A] durch Einrahmen der zu [A] gehoérigen Knoten.

X X | X
Beispiel: [(2,1,1),(3,1,2)] = | x
X | X
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1.2.3 Definition

(a) Trégt man die Zahlen von 1 bis 72 in beliebiger Reihenfolge in ein Young-Diagramm
[A] ein, so erhélt man ein sogenanntes A-Tableau (oder einfach Tableau). Mit T'(A)
sei die Menge aller A-Tableaus bezeichnet.

4 1 3
Notation: 6 ist zum Beispiel ein Tableau zu (3,1,2) = 6.
5 2

(b) EsseiteT(A).

(i) Fir 1 <i <m sei hi(t) :=={k € {1,...,n} | k steht in der i-ten Zeile von ¢} die
Menge der Eintrédge der i-ten Zeile von t.

(ii) Fir 1 < j <m/ sei v;(t) := {k € {1,...,7} | k steht in der j-ten Spalte von t}
die Menge der Eintrége der j-ten Spalte von t.

(¢) Ein (A, A)-Tableau ist ein A-Tableau, bei dem wir unterscheiden zwischen Eintragen
innerhalb und auflerhalb von [A]. Deren Definition ergibt sich auf natiirliche Weise
aus (a) und (1.2.2(b)). Die Menge der (A, A)-Tableaus sei mit T'(\, A) bezeichnet.
Wir kénnen jedes (A, A)-Tableau als A-Tableau auffassen, in dem wir die Untschei-
dung zwischen inneren und dufleren Eintrdgen ignorieren.

1.2.4 Bemerkung und Definition

Sy operiert auf der Menge T'(A): Fiir m € S und ¢ € T(A) sei 7t dasjenige A-Tableau, in
dem jeder Eintrag k durch 7k ersetzt wurde. Diese Operation ist transitiv. Auf T'(\, A)
operiert S; genau so; die Unterscheidung zwischen inneren und dufleren Tableau-Eintrédgen
spielt dabei keine Rolle.

Damit lassen sich folgende Untergruppen von Sj definieren:

(a) Der Zeilenstabilisator von ¢ € T'(A) sei definiert durch
Staby(t) :=={m € Sq |kehi(t) enmkechi(t) VI<k<n1<i<m}.

Es ist Stabp(t) = Sa, X ... X Sy,,. Falls die Eintrége von ¢ zeilenweise gelesen von 1
bis 7 geordnet sind, so heifit Staby,(t) auch die zu A gehorige Young-Untergruppe
von Sj.

(b) Der Spaltenstabilisator von ¢t € T'(A) sei definiert durch
Stab,(t) :={m € Sp | k € vj(t) &k €vj(t) V1<k<n1<j<m}
Es ist Staby(t) = Sy, x ... X SA;ﬁ/.
(¢) Fiir t € T'(A\, A) definieren wir den eingeschriinkten Spaltenstabilisator durch
Stab)(t) := Stab,(t) N {7 € S; | 7k = k fiir k auBerhalb [A] }.

Hierbei ist Stab,(t) der Spaltenstabilisator, den wir erhalten, wenn wir ¢ als A-
Tableau auffassen.
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1.2.5 Definition und Bemerkung

(a) Die Relation ~x€ T(A) x T(A) sei definiert durch ¢t ~5 t' genau dann, wenn
Staby,(t) = Staby(t') ist, also wenn h;(t) = h;(¢') ist fiir alle 1 < i < /. Es handelt
sich dabei um eine Aquivalenzrelation.

(b) Eine Aquivalenzklasse [t] beziiglich ~, heift A-Tabloid (oder einfach Tabloid).
Notation: Im Vergleich zur Tableau-Schreibweise werden die Zeilen durch Linien
voneinander getrennt und die Eintrage jeder Zeile aufsteigend sortiert. Zum Beispiel

4 1 3 1 3 4
schreiben wir fiir das zu ¢ := 6 gehorige Tabloid [t] := 6
5 2 2 5

Die Menge aller A-Tabloide sei mit T'(A) bezeichnet.

(c) Wir bezeichnen ~,-Aquivalenzklassen von (), A)-Tableaus als (), A)-Tabloide. (Ei-
ne Unterscheidung zwischen Eintrégen innerhalb und auflerhalb von [)\] ist bei Ta-
bloiden natiirlich nicht sinnvoll. Die Bezeichnung als (A, A)-Tabloid beschreibt also
weniger eine Eigenschaft der Aquivalenzklasse als vielmehr eine Eigenschaft ihrer
Elemente.) Die Menge aller (), A)-Tabloide sei mit 7'(\, A) bezeichnet.

Si, operiert auf T'(A) durch 7[t] := [nt] fiir alle 7 € S;,t € T(A). Auch diese Operation ist
transitiv.

Im Folgenden sei R ein Integritidtsbereich.

1.2.6 Definition und Bemerkung

Der Permutationsmodul M* := M 1/% zur verallgemeinerten Partition A ist der freie
R-Modul auf der Menge der A-Tabloide. M* hat den Rang:

n!
[T (A

Setzt man die Operation aus (1.2.5) R-linear auf M* fort, so erhiilt man eine Darstellung
von RS; auf MA. Auf diese Weise wird M zu einem zyklischen R.S7-Modul, der von
jedem beliebigen A-Tabloid erzeugt wird.

Beweis:

Es ist |[T(A)| = nl. Zwei Tableaus t,t' € T(A) sind genau dann dquivalent beziiglich ~y,
wenn ein o € Staby(t) existiert mit ot = t'. Dieses o ist per Definition der Operation
eindeutig bestimmt. Daher gilt mit (1.2.4(a)) fiir alle t € T'(A):

1]l = |Stabr(t)] = J](AD.
=1

Daraus folgt:

n!
[T (A

Da Sj transitiv auf T'(A) operiert, ist M*? ein zyklischer RS;-Modul wie behauptet. [

Rangr(M*) = |T(A)| =
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1.2.7 Definition
Esseit € T(\A).

(a) Es sei s} := >_restabd(t) SIN(T)T € RS
Falls A = A ist, schreiben wir x; := ) = 2 reStaby(t) SYn(T)T € RSy und nennen
dieses Element signierte Spaltensumme von t.

(b) Ein Element der Form e} := x[t] € M® heift (), A)-Polytabloid (oder einfach
Polytabloid).
Falls A\ = A ist, schreiben wir e; := e} = #[t] € M* und nennen dieses Element
A-Polytabloid.
Bemerkung: Die Gestalt des Polytabloids e} wird nicht nur durch das Tabloid [t],
sondern auch durch das Tableau ¢ bestimmt, da in ' dessen eingeschriinkter Spal-
tenstabilisator verwendet wird.

1.2.8 Definition und Bemerkung

Den von den Elementen e mit ¢ € T(\, A) erzeugten RSz-Untermodul von M4 bezeichnen
wir mit SAN = Sg"A). Es ist S(®4) = M und insbesondere S0 = 0.

Falls A = A ist, dann heiBt S* := S} = SI(?’A) = (et |t € T(\))Rs, der Spechtmodul
iiber R zur Partition A.

1.2.9 Lemma
(a) Esseit € T(A\A) und o € S;. Dann ist oep = €.
(b) Jeder Modul S®4) (und damit insbesondere jeder Spechtmodul) ist zyklisch als
RS,,-Modul und wird von jedem beliebigen (A, A)-Polytabloid erzeugt.

Beweis:

(a) Fiir 7 € Stab)(t) ist omo~! € Stab)(ot), denn es gilt fiir jede Spalte v;(t) =:
{tl, ...,tl} von t:
oo Hoty,...,ot} = omvj(t) = ov(t) = {oty,...,0t}.
Dabei wird jedes ot;, das in ot auBerhalb von [)] liegt, von omo~! festgelassen, da
in diesem Fall auch ¢; in ¢t auBerhalb von [A] liegt und daher von 7 festgelassen

wird. Damit ist die Abbildung Stab)(t) — Stab)(ot), 7 +— omo~! wohldefiniert
und bijektiv, und wir erhalten:

okl = Z sgn(m)omo !
wEStaby (t)
= Z sgn(oro Noro™ = Z sgn(n)n' = k),
mEStaby (t) ' €Staby (at)
Damit folgt:
A A A A A
oep = oki[t] = kKyolt] = rylot] = e

(b) Es sei tg € T(\ A). Da S; transitiv auf T'(A\, A) operiert, existiert fiir jedes ¢ €
T(XA) ein o € Si mit oty = t. Mit (a) gilt dann e} = oep) € (e )rs, . O
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Eine R-Basis von S(4) (also insbesondere von S*) kann unabhiingig vom verwendeten In-
tegrititsbereich angegeben werden. Bevor dies in (1.2.21) geschieht, benétigen wir zunéchst
den Begriff der Standard-Polytabloide, eine Totalordnung auf 7'(\), das Konzept der Se-
quenzen sowie den Begriff der Garnir-Elemente.

1.2.10 Definition

(a) Ein (A, A)-Tableau, dessen Eintriige innerhalb von [A] sowohl zeilenweise als auch
spaltenweise aufsteigend geordnet sind, heiffit Standard-Tableau. Die Menge aller
Standard-Tableaus zu (A, A) sei mit ST(\, A) bezeichnet. Falls A = A ist, schreiben
wir ST'(A) := ST (A, ).

(b) Es sei t ein Standard-Tableau. Dann heifit [t] Standard-Tabloid.

(c) Es sei t ein Standard-Tableau. Dann heiBt ¢; Standard-Polytabloid. Die Menge
aller Standard-Polytabloide zu (A, A) sei mit SP(A, A) bezeichnet. Falls A = A ist,
schreiben wir SP(\) := SP(\, ).

1.2.11 Bemerkung

(a) Falls A = A ist, enthilt jedes Tabloid hochstens ein Standard-Tableau. Im Allgemei-
nen kann ein Standard-(\, A)-Tabloid aber mehrere Standard-Tableaus enthalten.

(b) Esseit € ST(A\,A) und 1 # o € Stab)(t). Dann ist ot # ST (), A), und es gilt:

= Z sgn(om)molt] = e} € SP(\A).

wEStaby (t)

sgn(a)eét

Das bedeutet, dass man auch mit manchen Nicht-Standard-Tableaus ein Standard-
Polytabloid bilden kann.

1.2.12 Lemma

Auf T(A) wird eine Totalordnung definiert durch: [t;] < [tz2] genau dann, wenn ein i
existiert mit:

(a) Aus i € hy(t1) und i € hy(t2) folgt I < I
(b) Jeder Eintrag j > i liegt in der gleichen Zeile von ¢; und ts.

Mit anderen Worten: Wir betrachten den grofiten Eintrag, der sich in unterschiedlichen
Zeilen von t1 und to befindet. Ist der zugehorige Zeilenindex in ¢; kleiner als in ¢9, dann
ist [t1] < [to]. (Siehe auch [Ja78], Definition 3.10.)

Beweis:

Fiir [t1] # [t2] € T(A) seien:

my :=max{i € {1,...,n}|aus i € hy(t;) und i € hy(t2) folgt I > 1"}

mgy :=max{i € {1,...,n}|aus i € hy(t1) und i € hy(t2) folgt I <1}

Dann ist mj # mg, und alle j > max{m, ma} liegen jeweils in der gleichen Zeile von ¢;
und t9. Falls m; < mg ist, dann ist [t1] < [to] beziiglich i := mg. Falls mg < m ist, dann
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ist [ta] < [t1] beziiglich i := my. Das heift, fiir zwei Tabloide [t1] und [t2] tritt immer genau
einer der drei Falle [¢t1] = [t2], [t1] < [t2] oder [t2] < [t1] ein.

Die Relation ist auch transitiv, denn wenn [t1] < [t2] beziiglich ¢ und [t2] < [t3] beziiglich
j ist, dann ist [t1] < [t3] beziiglich max{i, j}. O

1.2.13 Lemma

Eine Folge (v1,...,v;) von R-Linearkombinationen in M”, bei denen die jeweils groBten
vorkommenden Tabloide alle verschieden sind, ist R-linear unabhéngig.

Beweis:

Da die grofiten vorkommenden Tabloide alle verschieden sind, konnen wir ohne KEin-
schrénkung annehmen, dass fiir alle 2 < j <[ das grofite Tabloid aus v; grofler ist als das
grofite aus v;_1. Damit ist das grofite Tabloid aus v; gréfer als alle anderen vorkommenden
Tabloide. Falls also Zé-:l a;v; = 0 ist, muss q; = 0 sein. Somit folgt die Behauptung per
Induktion. O

1.2.14 Bemerkung

(a) Es sei t € ST(A,A). Das grofite Tabloid (mit einem Koeffizienten ungleich 0) in
e} € SP()\, A) als Linearkombination von Tabloiden ist [¢], denn:
Es sei 1 # m € Stab)(t). Dann wird jeder Eintrag von ¢ durch 7 entweder in eine
andere Zeile getauscht oder festgelassen. Weiter sei ¢ der grofite Eintrag von ¢, der
durch 7 in eine Zeile mit kleinerem Index getauscht wird. Da ¢ ein Standard-Tableau
ist, ist ¢ < i und 7j = j fiir alle j > ¢. Damit ist [rt] < [¢] beziiglich i.

(b) Die Abbildung ST (A\) — SP(M),t — e; ist eine Bijektion. Dies folgt aus (a) und
(1.2.11(a)).

(¢) Auf T'(A) kann man analog zu Tabloiden eine Spaltenéquivalenz definieren. Die zu-
gehorigen Aquivalenzklassen seien mit [[t]] bezeichnet fiir t € T(A).
Auf diesen Aquivalenzklassen kann man analog zu (1.2.12) eine Totalordnung defi-
nieren: Es sei [[¢1]] < [[t2]], wenn der groBite Eintrag in ¢, der in einer anderen Spalte
liegt als in to, in einer Spalte mit kleinerem Index liegt.

1.2.15 Definition und Bemerkung

(a) Eine Sequenz vom Typ A ist eine Folge der Lange 7, die fiir alle 1 < i < 7 genau
A;-mal den Wert i enthiilt. Es existiert eine Bijektion zwischen T(A) und der Menge
aller Sequenzen vom Typ A: [t] wird abgebildet auf die Sequenz, deren j-ter Eintrag
1 ist fiir j € hl(t)

(b) Die Eintrége einer Sequenz werden folgendermaflen bewertet:

e Jeder Eintrag 1 ist gut.

e Ein Eintrag i + 1 ist gut, wenn die Anzahl der vorangegangenen guten i echt
grofler ist als die Anzahl der vorangegangenen guten i + 1. Ansonsten ist der
Eintrag ¢ + 1 schlecht.

Die Anzahl der guten ¢ in einer Sequenz sei mit v; bezeichnet.
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Mit Hilfe dieser Bewertung kann man ein Tableau t' als Vertreter der Aquivalenzklas-
se [t] konstruieren, indem man sukzessive die Zahlen von 1 bis 7 auf folgende Weise in
das Young-Diagramm [A] einfiigt: Wenn der j-te Eintrag der Sequenz ein gutes ¢ ist,
wird j so weit links wie moglich in die i-te Zeile eingetragen; wenn der j-te Eintrag
ein schlechtes ¢ ist, wird j so weit rechts wie moéglich in die i-te Zeile eingetragen.
(Die Bedeutung dieses speziellen Vertreters wird in (1.2.16) verdeutlicht.)

(c) Es sei [t] ein (A, A)-Tabloid. Wir nennen [t] gut, wenn in der zugehorigen bewerteten
Sequenz vom Typ A gilt, dass ; > A; ist fiir alle 1 < ¢ < m. In diesem Fall bezeichnen
wir auch den in (b) konstruierten Aquivalenzklassenvertreter # als gut, ebenso das
Polytabloid ei‘,. Alle anderen (A, A)-Tableaus, -Tabloide und -Polytabloide heiflen
schlecht.

1.2.16 Lemma

Ein (A, A)-Tabloid [¢] ist genau dann gut, wenn es ein Standard-(\, A)-Tabloid ist. Damit
enthilt ein Standard-(\, A)-Tabloid genau ein gutes (A, A)-Tableau.

Beweis:

Wir kénnen den Vertreter ¢ von [t] aus (1.2.15 (b)) auch ohne die zugehorige bewertete
Sequenz konstruieren, ndmlich folgendermafien:

Zunéichst werden die Elemente der ersten Zeile aufsteigend geordnet. Dann werden die
Zeilen 2 < ¢ < m sukzessive auf die folgende Art sortiert: Die Eintrdge werden fiir die
Positionen j = 1 bis ; sukzessive so gewihlt, dass sie in der i-ten Zeile minimal mit der
Eigenschaft sind, grofier als der (j —1)-te Eintrag in der i-ten Zeile und als der j-te Eintrag
in der (i — 1)-ten Zeile zu sein. (Fiir j = 1 entféllt die erste Bedingung.) Fiir die Position
~; + 1 ist kein Wert mehr iibrig, der beide Bedingungen erfiillt. Die verbleibenden Eintrage
werden absteigend geordnet.

Durch die Minimalitétsbedingung erzeugt man auf diese Weise einen Vertreter von [t], der
den groftmoglichen zusammenhéngenden Bereich enthilt, in dem die Eintrige zeilen- und
spaltenweise aufsteigend geordnet sind. Daher enthélt [¢] genau dann ein Standard-(A, A)-
Tableau, wenn ~; > A; ist fiir alle 1 < i < m. O

1.2.17 Beispiel
Die Sequenzen vom Typ A := (2,3) = 5 entsprechen folgenden Tabloiden und Tableaus:

11 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 4 2 4
+ + + + = 3 45 3 4 5 -+ + + + 1 3 5 3 5 1
12 1 2 2 1 3 1 3 2 1 2 2 1 25 2 5
+ + + - 2 4 5 2 4 5 -+ + - + 1 3 4 3 4 1
1 2 2 1 2 1 4 1 4 2 2 1 1 2 3 4 3 4
+ + - + + 2 3 5 2 5 3 - - + + + 1 2 5 5 2 1
1 2 2 2 1 1 5 1 5 2 2 1 2 1 3 5 3 5
+ + - - + 2 3 4 2 4 3 - - + + + 1 2 4 4 2 1
2 1 1 2 2 2 3 2 3 2 2 2 1 1 45 4 5
- 4+ + + 1 4 5 4 5 1 - - - 4+ + 1 2 3 3 2 1
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In den Sequenzen sind gute Eintrige durch + und schlechte durch — markiert. Wenn wir
die Tableaus als ((2%), (2, 3))-Tableaus auffassen, dann sind die fettgedruckten Tableaus
die guten. Dariiber hinaus gibt es noch folgende Standard-((22), (2, 3))-Tableaus:

1 2 e12 1 3 613 1 4 614
3 5 4 3 4 5 4 5 2 2 4 5 3 5 2 2 3 5
1 2 1 2 1 3 1 3
S S
5 3 3 4 5 2 5 4 2 4 5

1.2.18 Bemerkung

Es sei t ein Standard-(\, A)-Tableau. Im obigen Beispiel wird noch einmal verdeutlicht,
dass [t] mehrere Standard-Tableaus enthalten kann, wie bereits in (1.2.11 (a)) erwéhnt.
Fiir alle ¢ € [f] N ST(X, A) ist e} ein Standard-Polytabloid, in dem [f] = [t] das gréBte
vorkommende Tabloid ist (siche 1.2.14 (a)). Von diesen ist aber nur e} mit ' definiert wie
in (1.2.15 (b)) ein gutes Polytabloid. Dies ist weiter unten in Satz (1.2.21) beim Ubergang
von Aussage (a) zu Aussage (b) zu beachten.

1.2.19 Definition

Es sei t € T(A) und j < m/. Weiter seien () # X C v;(t) und @ # Y C v;41(¢). Durch
{o1,...,01} sei eine Menge von Nebenklassenvertretern von Sx x Sy in Sxyy gegeben.
Dann heifit Gxy := 22:1 sgn(og)or € RSy ein Garnir-Element.

1.2.20 Lemma

Es seien t € T(A\,A), X,Y und oy, ...,0; wie oben. Zusétzlich soll gelten, dass die Werte
aus X UY in ¢ innerhalb von [A] liegen und dass [X UY| > A} ist. Dann ist Gxyep = 0.
Beweis:

Wir verallgemeinern den Beweis aus [Ja78], Theorem 7.2, der dort fir ¢t € T'(\) gefiihrt
wird.

Zunichst betrachten wir den Fall R = Z. Es sei ¥xy := )

Wahl von X und Y ist Sx x Sy C Stab)(t). Daher gilt:

Sxykp = Z sgn(m)m Z sgn(o)o

sgn(m)m € ZS;. Nach

TESx XSy

TESx XSy O‘EStab%(t)
= Z Z sgn(mo)ro = Z Z sgn(c o’ = | X|'|Y|' k).
TESx XSy oeStab)(t) mESx XSy o’ EStab)(t)

Weiter gilt fir Xxyy =, sgn(m)m € ZSi:

TESxUY

!
Yxuy = Z Z sgn(opm)oLm

k=1 weSx xSy

l
= ngn(ak)ak Z 3gn(7r)7r = nyyz_)gy.
k=1

TESx XSy
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Nun sei 7 € Stab)(t). Nach Wahl von X und Y liegen die Werte aus X UY auch in 7t
innerhalb von [A]. Wegen [X|+[Y] = [XUY| > )} konnen die Werte aus X UY" in ¢ nicht
alle in verschiedenen Zeilen liegen. Daher existieren zwei Eintrége k1 € X und k2 € Y, die
in derselben Zeile von 7t liegen. Daraus folgt mit o := (k1, k2) € Sxuy N Staby(1t):

Z sgn(m)w[rt] = Z sgn(mo)mo(rt] = — Z sgn(m)[Tt].

TESXxUY TESXxUY TESxUY

Damit ist X xyy[rt] = 0. Insgesamt folgt also:

0 = Z Sgn(T)EXUy[Tt] = ZXUyIﬁZZ\[t] = GX,yEXQ/K?[t] = GX’y‘X“’Y“eZ\.
TEStab) (t)

Da wir R = 7Z vorausgesetzt haben, folgt daraus, dass G X’yef‘ = 0 ist. Wenn die Aussage
aber iiber Z gilt, gilt sie auch iiber jedem beliebigen Integritétsbereich. (I

(AA)

Damit kénnen wir nun eine R-Basis von S angeben.

1.2.21 Satz
(a) SO = (e} [t € ST\, A) )
(b) SAA) st ein RS;-Gitter mit R-Basis { e} |t ist gut }.
(c) S* ist ein RS,-Gitter mit R-Basis SP()).

Beweis:

(a) Es ist zu zeigen, dass jedes Polytabloid ei‘ als R-Linearkombination von Standard-
Polytabloiden geschrieben werden kann. Wir verallgemeinern dazu den Beweis von
[Ja78], Theorem 8.4, der dort nur fiir Spechtmoduln gefithrt wird.

Fiir jedes t € T(A) existiert ein 7, € Stab)(t), so dass die Eintrige von ;¢ innerhalb
von [)] spaltenweise aufsteigend geordnet sind. Dann ist e}, = sgn(m;)e; (siehe auch
1.2.11 (b)). Daher geniigt es, diejenigen t zu betrachten, bei denen die Eintréige von
t innerhalb von [\] spaltenweise aufsteigend geordnet sind.

Wenn ¢ ein Standard-Tableau ist, sind wir fertig. Wenn nicht, existieren nach Vor-
aussetzung ein 1 <4i < m und ein 1 < j < m/ — 1, so dass fiir h;(t) Nv;(t) := {k1}
und h;(t) Nwjp1(t) := {k2} gilt, dass k; und ko innerhalb von [A] liegen und ki > ko
ist. Wir setzen X := [}, hp(t) Nv;(t) und YV := JL_, hi(t) Nvjy1(t). Da kp und ko
innerhalb von [A] liegen, ist [X UY'| = X’ + 1. Daher ist (1.2.20) anwendbar:

! !
0 = Gxye} = ngn(ak)aket)‘ = ngn(ak)eﬁkt.
k=1 k=1

Wenn wir o1 := 1 wihlen, erhalten wir daraus:
l
e = = sgn(on)e,
k=2
Jeder der Nebenklassenvertreter o, von Sx x Sy in Sxyuy auler o7 muss mindestens
einen Eintrag aus der Spalte j in die Spalte j+ 1 tauschen. Da die Eintrége in ¢ nach
Voraussetzung spaltenweise aufsteigend geordnet sind, und da k; > ko ist, befindet
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()

sich der grofite Eintrag von ogt, der in einer anderen Spalte liegt als in ¢, in einer
Spalte mit hoherem Index. Es ist also [[oxt]] > [[t]] (siehe 1.2.14 (c)).

Somit konnen wir per Induktion annehmen, dass eékt bereits eine Linearkombination
von Standard-Polytabloiden ist. Der Induktionsanfang liegt dabei bei der groften
Spaltendquivalenzklasse [[to]]: Mit der Argumentation wie beim Induktionsschluss
kann sich e} fiir jedes t € [[tp]] nur durch ein Vorzeichen von einem Standard-
Polytabloid unterscheiden (vergleiche auch 1.2.11 (b)), denn sonst miisste noch eine
groflere Spaltenéiquivalenzklasse existieren.

Mit (1.2.13), (1.2.14 (a)) und (1.2.16) folgt, dass die Menge der guten (A, A)-Poly-
tabloide R-linear unabhéngig ist. Zu zeigen ist nun, dass jedes Element z € SA)
eine Linearkombination von guten Polytabloiden ist.

Wegen (a) kann man x als Linearkombination von Standard-Polytabloiden schreiben.
Daher ist mit (1.2.14 (a)) das groBite vorkommende Tabloid ein Standard-Tabloid.
Nun sei [t] dieses groBte in x vorkommende Tabloid und ap € R der zugehorige
Koeffizient. Mit (1.2.16) enthilt [¢] ein gutes ¢'. Da [t'] = [t] auch das gréBte in e}
vorkommende Tabloid ist, sind alle Tabloide in = — a[t]eg\, e SMA) Kleiner als [t].
Damit folgt die Behauptung per Induktion. (Falls [t] bereits das kleinste Standard-
Tabloid ist, muss = — ay e} = 0 sein.)

(Zum Vergleich siehe auch [Ja78], Theorem 17.13. Dort wird die Aussage fiir Kérper
statt fiir beliebige Integritétsbereiche bewiesen.)

Falls A = A ist, entspricht SP(A) mit (1.2.11 (a)) und (1.2.16) genau den guten
A-Polytabloiden. Also folgt die Behauptung aus (b). O

1.2.22 Bemerkung

Aus (1.2.21 (c)) ist ersichtlich, dass die Konstruktion eines Spechtmoduls unabhéngig vom
Integritéitsbereich R ist. Das bedeutet insbesondere, dass der Rang von S* mit (1.2.21 (c))
und (1.2.14 (b)) immer gleich der Anzahl der Standard-A-Tableaus ist. Diese ist genau
dann gleich 1, wenn A € {(n),(1")} ist. Im Allgemeinen kann sie mit der sogenannten
Hakenformel (1.2.23) bestimmt werden.

Des Weiteren gilt fiir jeden Integritéitsbereich R’ mit R < R':

RSy = (reuv|reR,vesSy)z = (1®elte STN\))p = Sp.
R

1.2.23 Satz (Hakenformel)

Fiir einen Knoten z im Young-Diagramm [A] sei die Hakenldnge h, definiert durch

hy := |[{Knoten rechts von z}| + |{Knoten unterhalb von z}| 4+ 1. Dann gilt:
n!
ST(\)| =
STO =
z€[N]
Beweis:

Siehe [JK81], Theorem 2.3.21. O
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1.2.24 Beispiele fiir Spechtmoduln

(a) S™ ist der Spechtmodul zur trivialen Darstellung o + 1 fiir o € S,,.
(b) S ist der Spechtmodul zur alternierenden Darstellung o — sgn(o) fiir o € Sp,.

(c) S (n=11) ist vom Rang k = n — 1, und eine zugehorige Matrixdarstellung wird be-
schrieben durch:

|
1
(1,2) — A := 1 ,
1
1 -1 - -1 -1
1
(1,2,....,n) — B := 1 )
1 0
oder durch: (1,2) — X; := A,
1
1
(i,it1) — 5 = - fiir 2 <i<n—1.

1
(Dabei steht der fettgedruckte Eintrag an der Position (i,1).)

Beweis:

(a) Zu XA = (n) gibt es nur ein einziges Standard-Tableau ¢. Es ist Stab,(t) = {1} und
SPA) ={e;= 1 2 --- n }. S, operiert daher trivial auf S*.

(b) Zu X = (1™) gibt es wieder nur ein einziges Standard-Tableau t. Es ist Stab,(t) = Sy,
und SP(A) = {ex = > _ g sgn(m)n[t]}. Fiir alle o € 5, gilt:

oey = Z sgn(o’n)on(t] = sgn(o) Z sgn(m)7'[t] = sgn(o)e;.
TESh €Sy

(c) Die Standard-Tableaus zu A = (n — 1,1) haben die Gestalt

t; = 12 i w2 -om firallel <i<n-—1.



1.2. SPECHTMODULN 23

Damit ist Stab,(t;) = {1,(1,i+1)}, und die Standard-Polytabloide sind gegeben
durch:

. 1 2 - 4 42 -~ n 2 - n
€; = [ti]—(l,l+1)[ti]: H—l — 1 .

Sy, operiert folgendermafen auf den Standard-Polytabloiden:

[ ] (1,2)61 = —€1

(1,2)e; = i—ll—l 2 - i |2 -m ; 3 --m =¢; —ep firi>1
L] (1,2, ...,n)en_l = —€1
1 2 - i+l H3 - n 1 3 n
1,2, ... = —
( ) 45 an)ez T2 l
=ey1—e firi<n-—1
e Seinun 2 <43 <n-—1:
. 1 2 - 4 +H2 - n 2 - n
(172 + 1)672—1 = i+l - L =€
. 1 2 -+ i—1 i+l --- 2 ...
(1,1 + 1)e; = ; ! s o 1 % o—ei
(ii+ 1)ej = e; fiir j ¢ {i — 1,4} o
Damit folgt die Behauptung. O

Fiir einen Korper K werden die einfachen K S,-Moduln und damit die irreduziblen Dar-
stellungen der S, iber K durch je einen der beiden folgenden Fille beschrieben:

1.2.25 Satz

Es sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann sind die Spechtmoduln S;‘( zu allen
Partitionen A F n einfache KS,-Moduln, und jede Isomorphieklasse von einfachen K.S,,-
Moduln enthélt genau einen Spechtmodul.

Beweis:

Siehe [Ja78], Theorem 4.12. O

1.2.26 Definition und Satz

Es sei p eine Primzahl und K ein Korper der Charakteristik p.

(a) Eine Partition A = (A1, ..., \py) F n heifit p-regulér, wenn aus \; = \j11 = -+ = \j4y
folgt, dass [ < p ist.
Fiir p-reguliire Partitionen sei D7 := S /(S N Sxb).

(b) Die Moduln D}\( zu allen p-regulidren Partitionen A F n sind einfache KS,,-Moduln,
und jede Isomorphieklasse von einfachen K.S,-Moduln enthélt genau einen solchen
Modul Dy
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Beweis:
Siehe [Ja78|, Theorem 11.5.

O

Bemerkung:

Jede Partition ist ,,co-regulér®. W#hlt man statt char(K) = 0 die Bezeichnung char(K) =
00, so liefert die Erweiterung von (b) um den Fall p = oo die Aussage von Satz (1.2.25),
denn in diesem Fall ist Sp N Syt = 0 (siehe [Ja78], Corollary 4.11).

Eine wichtige Eigenschaft von Spechtmoduln wird beschrieben durch die sogenannten
Branching Rules.

1.2.27 Bezeichnungen
(a) Es sei S* | := S* lgz_l der auf S,_; eingeschrinkte Spechtmodul, und S* 1 :=

SA T§:+1 sei der zu S,41 induzierte Spechtmodul.

(b) I = {1 <i <m| N = (A1, oo, Mimt, Ai = L A, ooy A) 0 — 1}
Iy = {1 <i1<m | Nt = ()\1, vy i1, A+ 1 A, ,/\m) Fn+ 1} U {m—|— 1}

Bemerkung: Es ist \(mTD+ .= (X, .., \,,1) F n+ 1 fiir alle A F n. AuBerdem ist
m € Iy_ und 1 € I, fiir alle A - n.

Weiter sei A— := {\" |3 € [,_} und A\ := {\F|i € I\, }.

(Diese etwas umsténdliche Beschreibung ist fiir (1.2.31) niitzlich.)

1.2.28 Satz (Branching Rules)
Es sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann gilt:

(a) Essind S | und G}}\ St isomorph als K S,,_i-Moduln.
HEA—

(b) Es sind Sy 1 und € S} isomorph als K.S,41-Moduln.
HEN

Beweis:

Fiir einen Korper der Charakteristik 0 sind mit dem Satz von Maschke (1.1.11) alle K.S,-
Moduln halbeinfach, und mit (1.2.25) sind die Spechtmoduln iiber K einfach. Daher folgen
beide Aussagen aus der unten vorgestellten allgemeineren Variante (1.2.31). Allerdings
kann man die Giiltigkeit von (b) auch einfacher zeigen als mit dem recht aufwendigen
Beweis von (1.2.31 (b)):

Es sei zundchst K = C. Dann ist K algebraisch abgeschlossen, und die Frobenius-Rezi-
prozitit ist in Form von (1.1.16) anwendbar. Die Behauptung fiir C folgt dann aus (a),
denn fiir alle A - n und alle p - n + 1 gilt:

1, falls p € A+
0 , sonst

i(S*1,5%) =i(S* |,8) = {

Weiter gilt unter Verwendung von (1.1.10) und (1.2.22):

CR(Sp1) = Sp1 = P Sg = CQ D 5
Q HEN+ Q pex+

Hiermit folgt die Aussage zunéchst fiir K = Q und damit fiir char(K) = 0. O
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1.2.29 Folgerung
(a) [STN)| = X ST(n)|

HEN—

(b) (n+ STV = X ST (n)|
HEN

Beweis:
Die Aussagen folgen aus den Branching-Rules (1.2.28), aus (1.2.22) und aus (1.1.9). O

Eingeschrinkte und induzierte Spechtmoduln iiber beliebigen Integritéitsbereichen sind
im Allgemeinen nicht isomorph zu direkten Summen von Spechtmoduln. Sie besitzen aber
eine sogenannte Spechtreihe:

1.2.30 Definition

Es sei V ein RS,-Gitter mit einer Filtrierung 0 =: Zy < Z; < --- < Z,. := V aus reinen
Untergittern, so dass Z;/Z;_ fiir alle 1 < j < r als RS,-Modul isomorph zu einem
Spechtmodul ist. In diesem Fall sagen wir: V besitzt eine Spechtreihe.

1.2.31 Satz

a) Der eingeschriankte Spechtmodu esitzt eine Spechtreihe. Diese wird folgen-
D i hriankte Specht dlSI)% besitzt eine Spechtreihe. Di ird fol
dendermafien beschrieben:
Es sei Iy~ =: {i1,..., 4} mit i1 < ip < ... < i, = m. Dann existiert eine Filtrierung

0=Zy<2Z1 << Z = Spl,

so dass fiir alle 1 < j < r jeweils Z;/Z;_1 und SN isomorph als RS,,_1-Moduln
sind.

(b) Der induzierte Spechtmodul Sf% T besitzt eine Spechtreihe. Diese wird folgendender-
maflen beschrieben:
Es sei Iy =: {i1,...,45g} mit m+1 =43 > i3 > ... > iy = 1. Dann existiert eine
Filtrierung
0=2y< 721 <+ < Zy = SﬁT,

so dass fiir alle 1 < j < ¢ jeweils Z;/Z;_1 und S>‘ij i isomorph als RS,+1-Moduln
sind.

Beweis:

(a) Es sei t € T(A) und 1 < j < r. Falls n der letzte Eintrag in der i;-ten Zeile von ¢
ist, dann erhalten wir daraus ein Tableau £ € T'(A\%~), indem wir den Knoten, der n
enthilt, weglassen. Damit konnen wir (durch Wahl von geeigneten Aquivalenzklas-
senvertretern) fiir 1 < j < r jeweils einen R-Modul-Homomorphismus

[t], falls n € hy,(t)

Y2 NG~
vy s ME— M7 [t]’_){O, sonst
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definieren. Dies ist aulerdem ein RS,,—1-Modul-Homomorphismus, denn fiir ¢t € T'(\)
und 7 € Sy—1 ist n € hy;(7t) genau dann, wenn n € h;,;(t) ist. Nun wéhlen wir fiir
1<5<8r:

Zj = <6t | te ST()\) mit n € hil(t) Uu...u hz‘j (t) >R'

Fir 1 <5 <r gilt nun:
(i) Esist Z; ein reiner RS,_;-Untermodul von S* |.

(ii) Esist Rangr(Z;) — Rangr(Z;— ):RangR(SAij_).
(ili) Esist Z;_1 < Kern(9;).
(iv) Esist 9;(Z;) = S .
Mit (iii) ist Z;_1 < Z; N Kern(d;) = Kern(dj|z;), und es folgt:
Rangr(¥;(Z;)) = Rangr(Z;) — Rangr(Kern(d;|z;))
< Rangr(Z;) — Rangr(Zj-1) = Rang($*"") " Rangr(9,(2))).

Also herrscht iiberall Gleichheit. Damit und mit (i) ist Z; 1 = Kern(J;|z;), und es
folgt die Behauptung.
Nun zum Beweis der Aussagen (i) bis (iv):

(i) Esseit e ST(\) mit n € h;;(t) und 7 € S,—1. Dann ist n auch in h;, (7t). Mit

dem Beweis von (1.2.21) folgt, dass me; = e € Z;j ist, denn fiir alle t € ST(N),
bei denen n in einer Zeile mit hoheren Index liegt, ist [f] > [rt]. Darum kann e;
in der Darstellung von me; als Linearkombination von Standard-Polytabloiden
nicht vorkommen. Also ist Z; ein RS,_1-Untermodul. Per Konstruktion ist er
rein.

(ii) Die Abbildung {t € ST(X)|n € hy,(t)} — ST(X97),t + { ist bijektiv. Damit
folgt die Behauptung.

(iii) Es sei t € ST(A) mit n € hy;_,(t) und 7 € Stab,(t). Da n in einem Standard-
Tableau der letzte Eintrag in seiner Spalte ist, ist n € h;, (7t) U ... U hy,_, (7).
Es ist also ¥;([7t]) = 0 und damit auch 9;(e;) = 0.

(iv) Esseit € ST()\) mit n € hy(t), also e; € Z;. Dann gilt:
Djler) = > sgn(m)0;([mt]) + > sgn(m)o;([xt])

wEStaby (t)NSy—1 TEStaby (t)\Sn—1
= Z sgn(m)w[t] +0 =
wEStaby ()
Mit dem Beweis von (ii) folgt die Behauptung.

(b) Der Beweis dieser Aussage bedarf zusétzlicher Vorarbeit. Er wird in Folgerung (1.2.39
(a)) formuliert. O

Wir kehren von den Spechtmoduln wieder zur allgemeineren Situation zuriick. Im Fol-
genden sei also wieder durch A = (A1,..A,) F nund A = (Ay,...A) | 7 ein Paar von
Partitionen (A, A) gegeben.
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1.2.32 Bemerkung

Es sei A = (Al,)\gl...,)\m). Da in einer Sequenz jede 1 gut ist, ist per Konstruktion die
Menge der guten (A, A)-Tableaus gleich der Menge der guten (A, A)-Tableaus, wenn man

sie jeweils als A-Tableaus betrachtet. Damit ist S AA) = gAA) Ty Folgenden kénnen wir
also ohne Einschrinkung annehmen, dass A\; = Ay ist.

1.2.33 Definition
Essei A # A. Fir m+1 < i < m setze A; := 0. Weiter sei 2 < ¢ < m mit A, < A, und
>\ch = Acfl-

(a) Falls A\¢ < Ae_q ist, sei Ac(A, A) := (AT, A). Falls \. = A1 ist, sei Ac(\, A) := (0,0).
Es wird also [A] in [A], falls moglich, um einen Knoten vergrofiert. (Das A steht fiir
,add*). Beispiel:

X X X B X X X B
X X =, X X 2 (0,0)
X | x x X X | x

(b) Es sei A := (A1,...; Ao, Ae1 4+ (Ae — Ae), Aoy Actty ooy Aiy) = 7. Falls ¢ > 2 ist,
sei Re(A\,A) := (X, A°). Fiir ¢ = 2 sei Ry(\,A) := (A, A?) mit X := (A2, Xa, ..., ).
Es werden also alle Knoten aus der c-ten Zeile von [A], die nicht innerhalb von [A]
liegen, in die néichsthohere Zeile verschoben. (Das R steht hier fiir ,,raise®). Beispiel:

X X X X

X X X
R3 Ro
— X X X — X

X X X
XX X
X

X X X
X X X

Bemerkung:

Es sei noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dass A.(A, A) und R.(\, A) im Fall
Ae < Acund A1 < A._1 nicht definiert sind, auch wenn man das leicht tun kénnte. Aber
fiir die Aussage (1.2.36) miissen wir diese Fille ausschlieflen.

1.2.34 Bemerkung

(a) Bs sei A.(\,A) definiert. Dann ist S4MA) < A ein reiner RS;-Untermodul,
denn:
Fiir A.(\, A) = (0,0) ist die Aussage klar. Sei also nun A.(A\, A) # (0,0). Die (A, A)-
Tableaus entsprechen, als A-Tableaus betrachtet, genau den (A\“*, A)-Tableaus. Da-
bei sind gute (A°*T, A)-Tableaus auch gute (A, A)-Tableaus. Fiir t € T(A“T, A) ist
Stab)(t) < Stab)*'(t). Wihle Nebenklassenvertreter oy, ...,0; von Stab}(t) in
Stab)”" (t). Dann gilt fiir alle (A", A)-Polytabloide:

l
ei‘H = Z sgn(m)[t] = Z Z sgn(o;m)o;mlt]

reStab)’t (1) i=1 meStab)(t)

= ngn(ai)ai Z sgn(m)w(t] = ngn(ai)aiei‘ e SN

i=1 wEStaby (t) 1=1
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Des Weiteren gilt fiir ein gutes A.(\, A)-Polytabloid e} wegen (1.2.14 (a)), dass [{]
das groBte in e} vorkommende Tabloid ist; es hat den Koeffizienten sgn(1) = 1.
Wenn wir also e?” als Linearkombination von guten (A, A)-Polytabloiden schreiben,
so kommt e} mit Koeffizient 1 vor, und fiir alle anderen vorkommenden guten Po-
lytabloide ei‘, gilt, dass [t'] < [t] ist. Daraus folgt, dass man die Menge der guten
A.(\, A)-Polytabloide zu einer R-Basis von SO ergéinzen kann, indem man alle
guten (A, A)-Polytabloide ef‘, hinzufiigt, fiir die ¢’ als A.(\, A)-Tableau schlecht ist.

Also ist §4<A) mit (1.1.7) ein reiner Untermodul.

Es sei R.(A,A) definiert, ¢t ein (A, A)-Tableau und R.t dasjenige R.(\,A)-Tableau,
das man erhilt, wenn man die letzten A. — A. Eintrige aus der c-ten Zeile von t
unter Beibehaltung der Reihenfolge an die (¢ — 1)-te Zeile anhéngt. Dann ist die
Abbildung T'(A\,A) — T (X, A°),t — Rt eine Bijektion.

Es sei A # A. Dann existiert ein 2 < ¢ < m, fiir das A.(\,A) und R.(\, A) definiert
sind, da nach Voraussetzung Ay = A; ist. Falls dabei A.(\,A) = (0,0) ist fiir alle
2 < ¢ < m, fiir die A.(\,A) definiert ist, so existiert eine Folge c1, ..., ¢, so dass
A Re, o.Rey (A, A) = (0,0) ist fiir alle 1 <k <!—1 und
(i) AgRe,_,---Rey (A A) # (0,0) oder
(i) AgRe,_y--Rey(AA) = (0,0) und Re,...Rc, (A, A) = (u, p) ist fiir eine Partition
wkn.

Dazu betrachten wir zunichst den folgenden Fall: Es existieren 1 < ¢/ < ¢ < 1, so
dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

Ao =Ny > Aog1, Ae<Ae, und \j=A; =X fird+1<i<c—1.

Dann erfiillt die Folge ¢,c¢ — 1, ...,/ + 1 die Bedingung aus (i). Beispiel:

X X X X X X X X
X Re X Re_1 X X Ac_o X X
— — —

X X | X X X
X X X X X

Falls der obige Fall nicht gilt, so existiert ein ¢ mit Ay < Ay und \; = A1 fiir alle
1 < i < . Wihle dann ¢ minimal mit der Eigenschaft, dass A\, < A. ist, und beginne
die gesuchte Folge mit ¢,c—1,...,2. Wenn Zeile ¢ die einzige ist, in der sich A von A
unterscheidet, so ist Ry - -+ Re(X\, A) = (, ) mit g = (Ac, A2, ...; A ), und es gilt (ii).
Andernfalls erfiillt Ry - - - R.(\, A) die Bedingungen vom obigen Fall, und wir kénnen
die Folge dementsprechend fortsetzen. Beispiel:

X X X X
=
w

X X X X
X
X
l:o
[ ]

X X X X

X

Es sei s((A, A)) die Menge aller Sequenzen vom Typ A, die einem guten (A, A)-Tabloid
im Sinne von (1.2.15 (b)) entsprechen. Falls A.(\, A) = (0,0) ist, ist s(A:(\, A)) = 0.
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Ansonsten ist die Mindestanzahl der guten ¢ in einer Sequenz aus s(A.(A, A)) grofler
oder gleich der Mindestanzahl der guten c in einer Sequenz aus s((A, A)). Damit ist
S(4e(\, A)) € s((A, A)).

Des Weiteren ist [s((A, A))\s(Ac(A,A))| = [s(Re(A,A))]. (Zum Beweis siehe [Ja78],
Theorem 15.14.)

1.2.35 Definition und Bemerkung

Es sei 2 < ¢ <1, so dass Re(\, A) definiert ist. Weiter sei t € T(A) und Uy C T(A°) die
Menge aller A¢-Tabloide [u] mit h;(u) = h;(t) fiir i ¢ {c — 1, ¢} und he(u) C he(t). (Dann
ist he—1(t) € he—1(u).) Damit definiert die Abbildung

Yo MM — MY, = Y [u]
[uleUp,
einen RS;-Modul-Homomorphismus, denn es gilt:
IO SR S )]
[uleUp, [u]eUyy [w]€Urq
1.2.36 Satz
Es sei 2 < ¢ < m, so dass A.(A\,A) und R.(\, A) definiert sind. Dann gilt:
(a) ¢c(S(A’A)) — SRC(A,A).
(b) Kern(ih.) N SAA) = gAAA),
Beweis:

(a) Fiir ein Tabloid [t] und jedes Tabloid [u] € U} sei das Tableau u so gewdhlt, dass
es in allen Zeilen mit Index ungleich ¢ — 1 und ¢ mit ¢ tibereinstimmt. Insbesondere
konnen wir R.t als einen derartigen Aquivalenzklassenvertreter wahlen, und es gilt
wegen Stab) (t) = Stab) (R.t):

’ii\ [Ret] = “?{Ct[Rct] = 61/}zct'

Fiir alle anderen Tabloide [u] € Uy existiert ein Eintrag k1 € h(t) innerhalb [A]
mit k1 € he—1(u). In diesem Fall sei ko € he—1(t) derjenige Eintrag, der in ¢ direkt
tiber ky liegt. Wegen he—1(t) C he—1(u) ist ko € he—i1(u) und damit (k1, k2)[u] = [u].
AuBerdem ist (ky, ko) € Stab)(t). Damit folgt:

S sgn(malu) = Y sgn(mymhn, ko)lu]

wEStaby (t) wEStaby (t)

= — Z sgn(m)[ul.

wEStaby (t)

In diesem Fall ist also s [u] = 0. Also gilt fiir alle ¢ € T'(\, A):

Ye(ed) = ve(rtlt]) = wpve(lt]) = w7 Y [u] = K[Ret] = ey

Mit (1.2.34 (b)) folgt die Behauptung.
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(b) Zuniichst zeigen wir, dass ¥.(S4PN)) = 0 ist. Falls A.(\,A) = (0,0) ist, ist
diese Aussage trivial. Andernfalls betrachten wir die A.(\, A)-Polytabloide ¢}
SAC()\,A)

Fiir jedes Tableau u definiert wie in (a) existiert ein k1 € h.(t) innerhalb von [A°*] mit
ki € he_1(u). Daher folgt analog zur entsprechenden Aussage in (a), dass £} [u] = 0

ist fiir alle [u] € Uy, und wir erhalten:

ve(e)) = 12 T0t) = /TN = Y /] =0

[u} GU[t] ['u,} GU[t]

Also ist S4MA) C Kern(ye) N SOY). AuBerdem wissen wir wegen (1.2.21 (b)),
(1.2.34 (d)) und

SO/ (Kern(pe) NSO = 4 (SAY) = sHOD,

dass Rang(S4<MMN) = Rang(Kern(ip.) NSMY) ist. Da 44 mit (1.2.34 (a)) ein
reiner Untermodul ist, folgt die Behauptung. Il

1.2.37 Satz

Fiir jedes Paar von Partitionen (X, A) besitzt SO eine Spechtreihe.

Beweis:

Falls A = A ist, ist SO = S selbst ein Spechtmodul. Mit Hilfe von (1.2.34 (c)) kénnen
wir nun eine Induktion iiber den Rang der betrachteten Moduln durchfiihren:

Falls A # A ist, so existiert ein 2 < ¢ < m, so dass A.(\, A) und R.(\, A) definiert sind.
Falls fiir ein solches c gilt, dass A.(\, A) # (0, 0) ist, so besitzen §4<*A) und §E(AA) nach
Induktionsvoraussetzung eine Spechtreihe, und es folgt die Behauptung fiir SAA),

Falls Ac(\,A) = (0,0) ist fiir alle ¢, fiir die der Ausdruck definiert ist, so existiert eine
Folge ¢y, ..., ¢, so dass einer der beiden folgenden Fille eintritt:

e Es existiert eine Partition u — n, so dass SAA) isomorph ist zum Spechtmodul
Sr) = St vermoge der Abbildung e, © ... 0 Y,

e Es ist S*Y) isomorph zu ey Bley (WA vermoge der Abbildung v, , o ... 0 9, .

Wegen Acchz_1"'Rcl ()‘7A) 7é (@;@) besitzen SACchlfl“'Rcl()\’A) und SRCZ"'Rcl()"A)
nach Induktionsvoraussetzung eine Spechtreihe, und es folgt die Behauptung. U

1.2.38 Lemma

Es sei A := \™tD+ Dann sind SO und S 1 isomorph als RS,,11-Moduln.

Beweis:

Die Permutationen o; := (i, + 1,....n 4+ 1) € Sp41 fiir 1 < ¢ < n + 1 bilden eine Menge
von Nebenklassenvertretern von S, in Sy, 41. (Dabei ist 0,41 = 1.) Also ist mit (1.1.9) eine
R-Basis von S* 1 gegeben durch die Menge {0; ® ¢; |1 <i <n+1,t € ST()\) }.

Fiir t € T(\) sei ¢t dasjenige (A, A)-Tableau, das im Inneren mit ¢ iibereinstimmt. (Der
Eintrag im zusiitzlichen Knoten ist damit n + 1.) Per Definition der o; folgt, dass o;t* €
ST(A,A) genau dann gilt, wenn ¢ € ST()) ist. Da die guten (A, A)-Polytabloide hier
genau die Standard-Polytabloide sind, ist mit (1.2.21) eine R-Basis von S gegeben
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durch die Menge {0’1'62\+ |1 <i<n+1,te ST(N) }. Damit erhalten wir einen R-Modul-
Isomorphismus, definiert durch:

p: S, gA T, aiei; —o e, 1<i<n+41,teST(N).

Firme Sppqund 1 <4 <n+1ist J;ilﬂ'O'z‘ € Sp. Fiir t € ST()\) schreibe U;ilﬂdiet =
D ove ST(x) '€ als R-Linearkombination. Dann ist a;ilﬁaiei; = e ST(N) at/et’\/+ als R-

Linearkombination in S*A). Damit erhalten wir:

p(n(oies)) = elomi(oimoie))) = o Y apome))

. #'€ST(N\)
= Z ap(ori @ey) = op @ (0,; TO6;) = To; Qe = wp(oi€4+).
veST(N)
Damit ist ¢ ein RS),+1-Modul-Isomorphismus. (]

1.2.39 Folgerung

Aus (1.2.37) und (1.2.38) folgt die in (1.2.31 (b)) formulierte Variante der Branching Rule.
Die Reihenfolge der Spechtmoduln ergibt sich dabei unmittelbar aus der Konstruktion der
Induktion im Beweis von (1.2.37).

Beispiel: Spechtreihe fiir §4.2%,1) = 5((42%,1),(4,2%,12))

X X X X X X X X X X X X X X X X X
Rs | X X Ry | X X Rs | X X|X Ry | X X

X X X XX X X X X

X | X X X X

145 44 4. |42 = )\t

X X X X
o (0,0)
X X

= )\5+ = \4t 2~ )2+

1.3 Endlich prisentierte Gruppen

1.3.1 Definition und Bemerkung

(a) Essei F eine Gruppe und X C F. F heif}t freie Gruppe auf X, falls gilt: Zu jeder
Gruppe H und jeder Abbildung f : X — H existiert genau ein Homomorphismus
¢ : F — H mit ¢|p = f. In diesem Fall heifit X auch freies Erzeugendensystem
von F (denn (X )= F).

Zu jeder Menge X existiert eine freie Gruppe auf X (sieche [Su82], Theorem 6.4).

(b) Es sei G eine Gruppe und S C G. Dann heifit (S)) := ﬂ N normaler Ab-
N<G,SCN
schluss von S in G. Esist (S)) = (g7 'sg|g € G,s € S) der (eindeutige) kleinste
Normalteiler von G, der S enthélt.
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(c) Eine Prisentation einer Gruppe G ist eine zu G isomorphe Gruppe (X |R), de-
finiert durch eine Menge X, der freien Gruppe F auf X, R C F und (X |R) =
F/( R).

Die Gruppe ( X | R) heifit eine endliche Présentation, falls X und R endlich sind.
Besitzt G eine endliche Présentation, dann heiffit G endlich prisentiert.

1.3.2 Bemerkung

(a) Es sei G eine Gruppe und S C G mit (§') = G. Dann existiert eine Menge X, eine
Bijektion f : X — S und eine Prisentation G = ( X | R) (siehe [Su82], Theorem 6.6,
Corollary 2). Ist G endlich, dann ist G endlich présentiert (siehe [Su82], Theorem
6.9, Corollary 2).

(b) Es seien G und H Gruppen und G = ( X | R) eine Priisentation von G. Weiter sei
f + X — H eine Abbildung und F' die freie Gruppe auf X. Es sei ¢ : F — H der
Homomorphismus mit ¢|x = f.

Wenn die Elemente f(z) € H fiir alle x € X die Relationen R erfiillen, das heifit,
wenn @(r) = 1 fiir alle » € R, dann existiert ein Homomorphismus ¢ : G — H mit
¢ = @ om, wobei m die Komposition aus der kanonischen Abbildung F' — F/{ R))
und dem Isomorphismus zwischen der Prisentation und G ist.

Ist insbesondere H = ( f(x)|x € X ), dann ist H isomorph zu einer Faktorgruppe
von G.

Interpretation: (X | R) ist die grofite Gruppe, die von einer Menge X erzeugt wird,
deren Elemente die Relationen R erfiillen.

1.3.3 Definition und Bemerkung

a) Essei G eine Gruppe und ¢, h € G. Dann heifit [g, h] := ghg~'h~! der Kommutator
(a) g g ghg

von g und h.
Falls [g, h]* = 1 ist fiir ein k € N, so gilt auch [h, g7 % = [¢7, h71]* = [}, g]F = 1.

(b) Essei G’ := ([g,h]|g,h € G) <G die Kommutatorgruppe von G. Dann ist G/G’
die groBte abelsche Faktorgruppe von G und wird présentiert durch G :=(X|R)
mit R := RU{[z,y]|z,y € X,z # y} (siehe [CMT72], 1.2).

1.3.4 Lemma

Es sei G = (X|R) endlich prisentiert mit G/G’ = G endlich. Dann ist | X| < |R|. (Dies ist
insbesondere dann der Fall, wenn G endlich ist.)

Beweis:

Es sei X :={z1,...,z;} und R:= {r,....,rp}. Fir 1 <i <lund 1 < j < m seien m; ; die
Summe der Exponenten von z; in r; und s; := Zi:l m; je; € Z! mit Einheitsvektoren e;.
Weiter sei S := (s1, ..., Sm)z. Dann wird mit (1.3.2 (b)) durch

@:F—>ZZ/S, Ti—e;+Sfirl <i<l|

ein Homomorphismus ¢ : G — Z!/S induziert, denn es ist ¢([z;,zx]) = 0 fiir alle
1 <,k <1, da Z!/S abelsch ist, und es ist ¢(r;) = Zi:l mjje; + S =s;+5 =0. Da
die e; + S die Faktorgruppe Z'/S erzeugen, ist ¢ surjektiv. Da G endlich ist, ist auch
Bild(@) = Z!/S endlich und damit m > I. O
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1.3.5 Beispiel

(a) Fiir n € N, n > 2 ist eine Prisentation der S,, gegeben durch:

Hy == (s1,.eySn—1| 5? Vi<i<n-—1,

(sisi+1)3 V1 Sign—2,
(si85)2  V1<i,j<n-—1,j—i>2).

(b) Fiir n € N, n > 3 ist eine Présentation der S,, gegeben durch:

Beweis:

Gn = <a7b‘a’2ubn7 (ab)nilv [avbj]2 V2 Sj < %>

(a) Siehe [GP00] (1.4.1).

(b) Durch a — (1,2) und b — (1,2,...,n) wird ein Epimorphismus ¢ : G,, — S,
definiert, da ¢(a) und ¢(b) die Relationen von G,, erfiillen und S,, erzeugen.
Des Weiteren gibt es einen Homomorphismus ¢ : H,, — G,,, definiert durch s; — a
und s; — b lab~! fiir 2 < i < n — 1, denn die ¥ (s;) erfiillen die Relationen von

H,:
(i)
(i)

(iii)

Esist a? =1 und (b tab= )2 = b~ ta?p " =1 fir2<i<n-—1.

Fiir i = 1 ist ¥((s;541)%) = (a(bab™ 1))3 = 1, denn:

Fiir n = 3 gilt: (abab™1)? = (abab?®)? = ((ab)?b)® = b% = 1.

Fir n > 4 ist § > 2, und es gilt:

Wegen (1.3.3 (a)) ist [a,b]? = 1 fiir alle 2 < j < n — 2. Somit folgt fiir alle
2 < j <n — 2 per Induktion, dass 1 = (ab™')7=1(b/*1ab=7)(ab)?~!(bab~?) ist:
j=2: (ab= ) (b3ab=?)(ab)! (bab~2) = ab?ab 2ab?ab™2 = [a,b?]? =1
j—i+1lfir2<j<n-—3:

1= (ab=1y =Y/ tab=7)(ab)! ! (bab—?)

= (ab=")7 Y (abTtab= UV abi+1b7) (ab) 1 (bab—?)

= (ab~ 1) (¥ 2ab= D) (ab) (bab—?)

Mit 5 = n — 2 gilt dann:

1= (ab= )" 30" tab="*2)(ab)"3(bab—?)

= (baba)(b~tab?®)(b"tab=1a)(bab=?)

= babab~'abab~tabab?

Daraus folgt 1 = b~'b = (abab~!)3 und somit die gewiinschte Aussage.
AuBerdem ist ¥((s;si401)%) = (b tab™ 1) (b'ab™?))3 = bi~Y(abab=1)3p~H! =
byt =1 fiiralle2<i<n-—2

Es ist einerseits (a(b’"1ab=*1))2 = 1 fiir alle 3 < j < n — 1 und andererseits
(b= tab= (B Lab7*1))2 = 1 fiir alle 2 < 4,5 < n—1 mit j—i > 2. Letzteres
ist dquivalent zu (ab’~'ab=71%)? = [a, b/ ~}]? = 1. Dies gilt, weil j — i > 2 ist.

Damit ist ¢ also ein Homomorphismus. Wegen (s1) = a und 9(s182...8p-1) =
a(bab=1)(b2ab=2)...(b" 2ab~""2) = (ab)" 2ab "% = (ab)" bt = b ist ¢ surjek-

tiv.

Insgesamt folgt nun die Aussage (b): Da nach (a) S, = H,, ist, existieren ein Epi-
morphismus von S;, nach G,, und einer von G,, nach S,,. Da S,, endlich ist, folgt die
Behauptung. O
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1.4 Kohomologie von Gruppen

Die Grundlagen aus der homologischen Algebra sollen hier relativ knapp behandelt wer-
den. Das heifit insbesondere, dass allgemeine Aussagen zu abelschen Kategorien hier nur
fiir die Kategorien der R-Moduln iiber beliebigen Ringen R formuliert werden. Auflerdem
beschrinken wir uns auf Aussagen zur Kohomologie und verzichten auf die dualen Aus-
sagen zur Homologie, auch wenn einige Referenzen auf Beweise verweisen, die auf dieser
Dualitét basieren.

Grundbegriffe der Kategorientheorie finden sich zum Beispiel in [We94], Appendix A.

1.4.1 Definition

Ein Komplex C := {C"}, ¢z ist eine Familie von R-Moduln zusammen mit Abbildungen
d":=d% : C" — C™1 5o dass d"*1 o d" = 0 ist. Weiter bezeichne:

o Z"(C):= Kern(d") C C™ die Menge der n-Cozykel,

e B"(C) := Bild(d"~') C C™ die Menge der n-Corsnder und

e H"(C) :=Z"(C)/B™(C) den n-ten Kohomologie-Modul von C.
Beachte dabei, dass B"(C) C Z™(C) ist wegen d" o d"~! = 0.

1.4.2 Definition und Bemerkung

(a) Eine Folge (M;, ¢;)icz von R-Moduln M; und R-Modul-Homomorphismen ¢; : M; —
M;+1 heifit eine (lange) exakte Sequenz, falls Bild(y;) = Kern(p;+1) fiir alle
1€ Z.

(b) Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz, bei der alle M; bis auf hochs-
tens drei aufeinanderfolgende trivial sind. Notation:

f

0 — M 4 ML M — 0.

Dabei ist f injektiv wegen Kern(f) = 0, und g ist surjektiv wegen Bild(g) = M".
Damit ist M’ = Bild(f) = Kern(g) und M/Kern(g) = Bild(g) = M". Insbesondere
ist also fiir jeden Untermodul U < M die Sequenz

0 —U LML MU — o0

exakt, wobei f die Einbettung und ¢ die kanonische Abbildung ist.

(Die Notation fiir beliebige exakte Sequenzen erfolgt analog. Wenn die Homomor-
phismen aus dem Zusammenhang klar oder nicht relevant sind, wird ihre Bezeich-
nung im Diagramm oft weggelassen.)

(c) Eine exakte Sequenz von Komplexen ist eine Folge (C}, ¢;);cz von Komplexen Cj :=
{C]'}nez und Familien von Homomorphismen ¢; := {¢} : C* — CJ' | }nez, so dass
(CF, ] )iez fiir alle n € Z eine exakte Sequenz von R-Moduln ist, und so dass
auferdem gilt: ! o d = dl', | o P
Eine kurze exakte Sequenz von Komplexen ist dementsprechend eine exakte Sequenz
von Komplexen, bei der alle C; bis auf héchstens drei aufeinanderfolgende trivial sind.
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1.4.3 Satz
Essei 0 — C LpsE_ 0 eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Dann ist
M (z™(C)) € Z™(D) und f*(B"(C)) € B™(D), und damit sind die Abbildungen

f*:H"(C) — H"(D), ¢+ B"(C)w f"(c) + B"(D)

R-Modul-Homomorphismen fiir alle n € Z. Analog lassen sich R-Modul-Homomorphismen
g™ konstruieren. Des Weiteren existieren natiirliche verbindende Homomorphismen
6" H*(C) — H™1(A), so dass

gnfl sn— f‘n gn o f‘n+l

S meve) Y5 By S ey 2L o) 2L et L

eine lange exakte Sequenz ist.

Beweis:

Fir ¢ € Z"(C) = Kern(dy) ist 0 = f"™ o di(c) = d} o f"(c) und damit f"(c) €
Kern(d}) = Z™(D).

Fir ¢ € B"(C) = Bild(dn_l) existiert ein ¢ € C" ' mit d () = c. Damit ist
() = frodi () = iy Lo fr(¢) € Bild(dyy ) = B(D).

Damit sind die Abbildungen f (und analog die Abbildungen g"™) wohldefiniert. Per Kon-
struktion sind sie R-linear mit Bild(f") = Kern(g").

Fiir die Definition der 6™ siehe [KS94] (1.5). Direktes Nachrechnen ergibt, dass Kern(0") =
Bild(g") und Bild(6") = Kern(f"*1) ist. O

1.4.4 Bemerkung

Die direkte Summe von Komplexen Cj sei definiert durch:
m m
D Cr :={D 7 }nez,
=1 =1
zusammen mit den Abbildungen

m m
d”:@Cl"—>@C’l"+1, cLt ot em e dg (ar) + o+ dE (em).
=1 =1

Damit gilt:

Kern(d") = @ Kern(dg,) und Bild(d"™") = @ Bild(d; "),
=1 =1

und es folgt:

Pz
T

) = @(Z(C)/BHC) = @zi(cn/éB%cl)

=1 =1 =1

N
Il
—

EBs
EBs

= 2(@ /B 0) = H(G )

l

Il
—
o~
Il

1
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1.4.5 Definition

Ein additiver Funktor F' auf R-Moduln heiflt links exakt, wenn fiir jede kurze exakte
Sequenz 0 - A — B — C — 0 die Sequenz 0 — F(A) — F(B) — F(C) exakt ist. (Im
Allgemeinen ist dabei F(B) — F(C) nicht surjektiv.)

1.4.6 Definition und Bemerkung

Ein R-Modul I heifit injektiv, wenn fiir alle R-Moduln A und B mit einem injektiven
Homomorphismus f : A — B und einem Homomorphismus « : A — I ein Homomorphis-
mus (3 : B — I existiert, so dass a« = G o f.

Zu jedem R-Modul M existiert ein injektiver Homomorphismus M — I in einen injektiven
R-Modul I.

Beweis:

Siehe [Br73], Definition 27, Satz 21. O

Im Folgenden sei M ein R-Modul.

1.4.7 Definition und Bemerkung

Eine Auflésung von M ist ein Komplex I mit I™ = 0 fiir n < 0 zusammen mit einer
Abbildung d : M — I°, so dass die Sequenz

d0

Tt & L

exakt ist. Die Auflésung heifit injektiv, wenn jedes I" injektiv ist.
Fiir jeden R-Modul M existiert eine injektive Auflésung.

Beweis:
Siehe [We94], Lemma 2.2.5, Lemma 2.3.4. O

1.4.8 Definition und Bemerkung

(a) Essei F ein links exakter Funktor auf R-Moduln. Wegen (1.4.7) kénnen wir fiir jeden
R-Modul M eine injektive Auflosung I wihlen und damit den rechtsabgeleiteten
Funktor R'F folgendermafien definieren:

R'F(M) := H(F(I)) fiir alle R-ModulnM, i € Ny,

wobei der Komplex F(I) definiert ist durch {F(I")},ez. Die Definition von R'F ist
unabhéngig von der Wahl der injektiven Auflésung (siehe [We94], 2.5.1).

Da die Sequenz 0 — F(M) — F(I°) — F(I') nach Voraussetzung exakt ist, gilt
immer RVF(M) = F(M).

(b) Fiir jeden R-Modul A ist F' := Hompg(A, —) links exakt. Die Ext-Gruppen sind
definiert durch:

Exty(A, M) := R'Homg(A, —)(M) fiir alle R-Moduln M, i € Ny.
Insbesondere ist mit (a) Ext%(A, M) = Hompg(A, M).

Im Folgenden sei G eine Gruppe und R = ZG. Von nun an ist also M ein ZG-Modul.
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1.4.9 Definition und Bemerkung
(a) Der Funktor (=) auf ZG-Moduln sei definiert durch
MY :={meM|gm=mVgeG}.

Betrachte Z als trivialen G-Modul, also mit gz = z fiir alle g € G, z € Z. Dann ist
die Abbildung Homzg(Z, M) — MY, a +— (1) ein ZG-Modul-Isomorphismus.

(b) Fiir i € Ny sei die i-te Kohomologie-Gruppe von G mit Werten in M definiert
durch: ' ‘
H'(G, M) := R'(=%)(M).

Per Definition ist HY(G, M) = R* (M%) = M%. Weiter gilt mit (a), dass H* (G, M) =
Ext%G(Z, M) ist fiir alle i € Np.

Es folgen einige wichtige Eigenschaften von Kohomologie-Gruppen:

1.4.10 Bemerkung
Mit HY(G, M) = H'(Homzg(Z, 1)) und (1.4.4) gilt fiir alle ZG-Moduln M; und alle i € Ny:

@ Hl(Ga Ml) = HZ(G7 @ Ml)
=1 =1

1.4.11 Satz (Lemma von Shapiro)
Es sei H < G mit [G : H] < oo und M ein ZH-Modul. Dann gilt fiir alle ¢ € Ny:
H'(H,M) = H'(G,M 1%)

Beweis:
Das eigentliche Lemma von Shapiro ist fiir beliebige H < G formuliert und lautet

H'(H,M) = H(G, Homzy (ZG, M))
(sieche [We94], Lemma 6.3.2). Wenn allerdings [G : H| < oo ist, so gilt
Homzy (ZG, M) = M 1%

(siehe [We94], Lemma 6.3.4). Damit folgt die obige Version, die wir hier benétigen. [

1.4.12 Satz

Ist G endlich und M ein QG-Modul, so ist H'(G, M) = 0 fiir alle i € N (nicht fiir i = 0).
Beweis:
Siehe [We94]|, Proposition 6.1.10. O

1.4.13 Satz

Ist G endlich, dann ist |G|H*(G, M) = 0 fiir alle i € No.
Beweis:
Siehe [We94|, Theorem 6.5.8. O
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1.4.14 Definition und Lemma

Es sei H < G mit [G: H] =:1 < oo und {g1, ..., g} ein Reprisentantensystem von G/H.

(a) Die natiirliche Injektion M% — (M |%)H induziert fiir alle i € Ny einen Homomor-
phismus

res$ : H(G, M) — H'(H,M |%).
Wir nennen ihn Restriktion (siehe [We94], Definition 6.7.1).

(b) Essei g € G und m € (M |§)*. Dann existieren fiir alle 1 < j <[ gewisse h; € H,
so dass gilt:
l l l
92 gm = ) gihm = ) gm.
j=1 j=1

J=1

Es ist also 23':1 gim € MG, und die Abbildung (M l%)H — M% m— Zé’:l gjm
ist ein ZH-Modul-Homomorphismus. Dieser induziert fiir alle i € Ny einen Homo-
morphismus

tr: H(H,M %) — HY(G, M).
Wir nennen ihn Transfer (siche [We94], Transfer Maps 6.7.16).
(c) Esist trores$ =[G : H]- idgi(q, vy fiir alle 4 € No.

Beweis:
Siehe [We94], Lemma 6.7.17. O

1.4.15 Bemerkung

Essei 0 — A — B — C — 0 eine kurze exakte Sequenz von ZG-Moduln. Mit H* (G, M) =
Hi(Homgzg(Z, 1)) und (1.4.3) existieren verbindende Homomorphismen §,,, so dass

0 — HYG,A) — HYG,B) — HG,C) 2 HY(G,A) — -
On,

- HVYG,0) T MG, A) — HYG,B) — HMG,0) 2 HYYG,A) —

eine lange exakte Sequenz ist.

1.4.16 Definition

Zwei wichtige Arten von verbindenden Homomorphismen sind die sogenannten Bock-
stein-Homomorphismen. Sie gehoren zu den beiden kurzen exakten Sequenzen

0 — zF Xozb — 7k — o,

0 — ZF/pzt — 7F)p*7k — 7k )p7k — 0.
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1.4.17 Lemma

Mit (1.1.5) induziert eine Operation von G auf ZF eine Operation auf Z*/pZF =~ Flg fiir
jede Primzahl p. Damit gilt:

Falls H"(G,ZF) endlich ist und pHH"(G,Zk)L so sind H”(G,F’;) und H”_l(G,FI;) nicht
trivial.

Beweis:

Es sei H"(G,FF) = 0. Da die Sequenz H™(G,Z*) 5 H™(G,Z*) — H™G,Z*/pLF) =
H"(G, ]F’;) = 0 exakt ist, ist die Multiplikation mit p surjektiv und damit ein Isomorphis-
mus. Also kann p die Gruppenordnung nicht teilen.

Nun sei H"!(G,FF) = 0. Da die Sequenz 0 = H"'(G,FF) = H"Y(G,ZF/pZF) —
H™(G,7F) 2 H"™(G,7F) exakt ist, ist die Multiplikation mit p injektiv und damit ein
Isomorphismus. Also kann p auch hier die Gruppenordnung nicht teilen, und somit folgt
insgesamt die Behauptung. U

1.4.18 Satz

Es sei G endlich und M = ZF. Gemi$ (1.1.5) sind dann auch Q* und Q*/Z* ZG-Moduln,
und es gilt: H (G, QF/ZF) = H+1(G, ZF) fiir alle i € N.

Beweis:

Aus der kurzen exakten Sequenz 0 — ZF — QF — QF / 7ZF — 0 erhilt man die lange
exakte Kohomologiesequenz:

Mit (1.4.12) ist H(G, Q%) = 0 = H(G, Q") fiir alle i € N. Damit sind die verbindenden
Homomorphismen Isomorphismen. O

1.4.19 Lemma

Essei 0 =: Mo < M; < --- < My := M eine Folge von ZG-Untermoduln von M, so dass
HY(G, M) und HY(G, M;/M;_,) fiir alle 1 < j < q endlich sind. Weiter sei p ein Primteiler
von |H'(G, M)|. Dann existiert ein 1 < j < g mit p||H (G, M;/M;_1)|.

Beweis:

Aus der kurzen exakten Sequenz 0 — M;_y — M; — M;/M;_1 — 0 erhalten wir
fir alle 1 < j < ¢ die lange exakte Kohomologiesequenz

s HY(G, M) < HY(G, My) - HY(G, M /M) — -
Wir beginnen bei j = ¢q. Nach Voraussetzung gilt dann p ‘ |HY(G, Mj)|.

1. Fall: p||Bild(3;)|
Dann ist p’ |H' (G, Mj/M;_1)|, und es folgt die Behauptung.

2. Fall: p{|Bild(g;)|
Dann ist p’ |Kern(B;)| = |Bild(a;)|, und es folgt: p‘ |HY(G, M;—_1)|.

Also kénnen wir im zweiten Fall fiir j = ¢ — 1 analog argumentieren. Wir iterieren dieses
Verfahren so lange, bis der erste Fall eintritt. Dies geschieht spétestens bei j = 1, da
My = 0 ist und damit p t|Kern(f;)| = 1. Damit folgt die Behauptung. O
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Das im néchsten Abschnitt vorgestellte Zassenhaus-Verfahren dient der Ermittlung be-
stimmter erster Kohomologie-Gruppen. Dabei ist, gerade auch im Hinblick auf eine Im-
plementierung in GAP, die Charakterisierung {iber Derivationen sehr niitzlich.

1.4.20 Definition und Bemerkung

(a) Eine Abbildung 6 : G — M mit §(g192) = d(g1) + 916(g2) fiir g1,92 € G heiflt
Derivation von G mit Werten in M. Die Menge aller Derivationen von G mit
Werten in M bezeichnen wir mit Z*(G, M).

(b) Es sei m € M. Eine Abbildung der Form 6, : G — M, g — gm — m heifit innere
Derivation von G mit Werten in M. Die Menge aller inneren Derivationen von
G mit Werten in M bezeichnen wir mit B!(G, M).

ZY(G, M) ist eine abelsche Gruppe mit punktweiser Addition und es gilt: BY(G, M) <
ZYG, M). Des Weiteren ist H*(G, M) = ZY(G,M)/BY(G, M).

Beweis:

Siehe [We94], Theorem 6.4.5 O
1.4.21 Bemerkung

Jede Derivation ist durch die Bilder der Elemente einer Erzeugermenge von G eindeutig
festgelegt. Falls G eine freie Gruppe ist, definiert jede beliebige Wahl von Bildern der Ele-
mente einer Erzeugermenge von G eine Derivation.

Diese Eigenschaft machen wir uns unter anderem zu Nutze bei der Definition der soge-
nannten Fox-Derivationen, die beim Zassenhaus-Verfahren eine wichtige Rolle spielen:

1.4.22 Definition

Es sei F':= (x1, ..., 2;) die freie Gruppe auf [ Erzeugern. Fiir 1 < i <[ heifit die Abbildung
§; € ZY(F,ZF), definiert durch §;(z;) = &;; (Kronecker-Delta) fiir 1 < j < [, die i-te
Fox-Derivation von F. (Dabei operiert F' auf ZF durch Linksmultiplikation.)

1.4.23 Lemma

Es sei F := (z1,...,7;) die freie Gruppe auf | Erzeugern und 6; € Z'(F,ZF) die i-te
Fox-Derivation von F' (1 <i <1).

(a) Fiir alle f € F und n € N gilt:

n—1

5i(f") = fFa(f)-

k=0

n—1
Insbesondere gilt: §;(z1) = > z¥ und i(z) = 0. fir allen € N1 <i # j <1

k=0

(b) Firalle f € F,ne Nund 1 < # j <[ gilt:

n—1
iz f) =Y af +apsi(f) und 82} f) = 2Fi(f).
k=0
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Beweis:
n—1 n
(a) n—n+1: &(f*) =a(f) + fa:(f") = &(f) + f};o froi(f) = ];Ofk(%(f)-
(b) Dies folgt aus der Definition von Derivationen und aus (a). O

1.4.24 Lemma
Es sei F := (x1,...,2;) die freie Gruppe auf | Erzeugern und M ein ZF-Modul. Weiter sei
§; € ZY(F,ZF) die i-te Fox-Derivation von F' (1 <4 <) und 0 € Z'(F, M). Dann gilt:

l

o(f) = Z5z‘(f)5(ffi) VfeF.

i=1
Beweis:
Wir fithren eine Induktion {iber die Wortldnge von f durch:

(a) 8(z;) = 6;(x;)0(x;) = iai(xj)(?(xi) fiir alle 1 < j <1

(b) B f) = d(as) +asd(f) = Blay) + 5 3 6:(/)3(r)

=1
l

= 6;(x;)0(x;) + > [26:(f)]0 (i) = ,:lzl[éij)mjai(fﬂé(m)

! R
= > iz f)o(xs) firalle fe F;1<j<1 O

Man kann fiir alle n € N allgemein Z"(G, M) und B"(G, M) definieren; dann ist je-
weils auch H"(G, M) = Z"(G,M)/B"(G, M) (siehe [We94], Application 6.5.5). Analog
zu (1.4.1) heiflen Elemente von Z"(G, M) n-Cozykel und die Elemente von B"(G, M)
n-Corénder. Im Fall von n = 2 spricht man auch von Faktorensystemen:

1.4.25 Definition

(a) Ein Faktorensystem von G mit Werten in M ist eine Abbildung o : GXG — M,
fiir die gilt:

(i) a(9192,93) + (g1, 92) = (91, 9293) + g10(g2,93)  fiir g1, 92,93 € G,
(ii) a(g,1) =0=a(l,g) fiir alle g € G.

Die Menge aller Faktorensysteme von G mit Werten in M bezeichnen wir mit
Z2(G,M).

(b) Es sei p: G — M eine Abbildung mit p(1) = 0. Eine Abbildung der Form
ay: G x G — M,(g1,92) = p(g1) + g1p(92) = p(9192)

heifit prinzipales Faktorensystem von G mit Werten in M. Die Menge aller
prinzipalen Faktorensysteme von G' mit Werten in M bezeichnen wir mit B2(G, M).
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1.4.26 Definition und Satz (Hauptsatz der Erweiterungstheorie)

Im Folgenden betrachten wir M als abelsche Gruppe. Eine Erweiterung von M mit G
ist eine Gruppe I, fiir die eine kurze exakte Sequenz

0-— M 25T %61

existiert. (Exakte Sequenzen von Gruppen sind analog zu exakten Sequenzen von R-
Moduln definiert.)

Zwei Erweiterungen I" und IV von M mit G heiflen diquivalent, wenn ein Isomorphismus
p: T — I existiert, so dass das Diagramm

0o — M 2 T Y% ¢ — 1

|ia i |ia
0o — M Lo Yo —
kommutiert. Jede Erweiterung I ist fiquivalent zu einer Erweiterung 'y, mit o € Z2(G, M),
definiert durch I'y := G x M, zusammen mit der Verkniipfung

(g, m)(g,m) := (99, m + gm + a(g, g)).

In diesem Fall ist p(m) := (1,m) und ¥((g, m)) := g. Die Operation von G auf M kann
man interpretieren als Konjugation in I'y:

(9,0)(1,m)(g,0)™" = (9,9m)(g.0)" = (1,9m)(g,0)(9,0)~" = (1,gm).

Zwei Erweiterungen I', und I'g sind genau dann &dquivalent, wenn o + B*(G,ZF) =
B+ B%(G,7ZF) ist. In diesem Sinne klassifiziert H2(G, M) die Aquivalenzklassen von Er-
weiterungen von M mit G.

Beweis:

Siehe [We94], Classification Theorem 6.6.3. O

1.5 Das Zassenhaus-Verfahren

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Verfahren wurde von Zassenhaus urspriinglich
zur Bestimmung von Raumgruppen konzipiert (siehe [Za48]). Hier wird es unter Ver-
wendung eines anderen Vokabulars iibersetzt in einen Algorithmus zur Bestimmung von
HY(G,Q4/Z").

Zunéchst aber betrachten wir ein weitgehend analoges Verfahren zur Bestimmung von
H'(G, R¥). Dabei sei k € N, R ein Integrititsbereich und G eine Gruppe, die auf R*
operiert. Damit kénnen wir RF als ZG-Modul betrachten.

Fiir G sei eine endliche Prisentation gegeben durch G := (g1, ..., i) = (x1, ..., |71, ooy i),
wobei die g; € G den Erzeugern x; der Présentation entsprechen. Ferner sei F' := (z1, ..., 7;)
die zugehorige freie Gruppe.

Es sei ® : RG — RF** die durch die Operation von G auf RF bewirkte Matrixdarstel-
lung von G beziiglich der Standard-Basis {e1, ..., ez} von RF (siehe 1.1.4). Damit wird die
Operation von G auf R* beschrieben durch gv := (®(g))v fiir g € ZG, v € RF.

Definiere nun ¢ : F¥ — G durch z; — g;. Die kanonische Fortsetzung zur Abbildung
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RF — RG sei ebenfalls mit ¢ bezeichnet. Dann wird R* analog zu oben zu einem RF-
Modul vermége ¢ (bzw. vermoge ®oy). Die Derivationen von F mit Werten in R¥ sind nun
aber bekannt, da jede beliebige Wahl von Bildern der x; eine solche Derivation definiert
(siehe 1.4.21). Die Idee des Zassenhaus-Verfahrens besteht darin, diejenigen Derivationen
von F' zu ermitteln, die eine Derivation von G induzieren.

1.5.1 Lemma

Fiir dieses Lemma sei ¢ : F' — G wie oben.
(a) Fiir alle Derivationen 6§ € Z!(G, R¥) ist § o ¢ eine Derivation in Z'(F, RF).

(b) Es sei 6 € Z'(F, R*) eine Derivation. Dann existiert eine Derivation § € Z(G, R¥)
mit & = § o ¢ genau dann, wenn §(r;) = 0 ist fiir alle 1 < j < m. Das heit, in
diesem Fall induziert ¢ eine Derivation § € Z(G, R¥), die durch 8(g;) := 0(z;) fiir
alle 1 <1 <[ eindeutig festgelegt ist.

Beweis:

(a) Fiir alle f, f’ € F gilt:
dop(ff) = d(e(fle(f) = a(e(f) +e(fole(f) = dop(f)+ f(00p(f).

(b) = 8(rj) =o0p(r;) =d(1) =0 fiir alle 1 < j < m.
, < “: Definiere § durch g — §(f) fiir jeweils ein belicbiges f € ¢~ 1(g) # 0. Falls
1) dann wohldefiniert ist, ist es automatisch eine Derivation. Zu zeigen ist also, dass
5(f) = 8(f") fiir f, f' € ¢ '(g). Dies ist dquivalent dazu, dass 6(f) = 0 ist fiir alle
feKern(p)=(r;|1<j<m)=(xtrjz|l<j<m,zeF) (siche 1.3.1). Dies
ist aber richtig, denn es gilt fir xt € F und 1 < j < m:

S tryr) = Sa Y 42 H(ry) +r0(x) = oz + 2 N0+ (r)d(x))

= @ H+a27 @) = dat'z) = 1) = o O

1.5.2 Folgerung und Definition

Wie bereits erwiihnt, kann man durch eine beliebige Wahl von vy, ...,v; € R eine Deriva-
tion 6 € Z'(F, RF) durch §(z;) := v; (1 < i <) eindeutig definieren. Gesucht sind nun
diejenigen vy, ...,v; € RF, fiir die §(g;) := v; (1 < i < I) eine Derivation aus Z'(G, RF)
definiert. Diese erhilt man folgendermaflen:

Fiir 1 < ¢ < [ seien §; € Z'(F,ZF) die i-ten Fox-Derivationen auf F. Weiter sei § €
ZY(F, R*) durch vy, ...,u; € R* definiert. Gemi$ (1.4.24) und der Defintion von ® und ¢

gilt dann:
l l

0(r) = di(rj)vi =Y (@ 0 9)(di(ry))vs

i=1 i=1
Daraus folgt mit

(@o9)(01(r1)) -+ (Pop)(dilr))

c kax kl

AG Rk = und

(B0 Q) Gi(rm)) - (B 0P)E(rm))
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v1 Uk(i—1)+1
U= : € RM mit v; = : e RF firalle 1<i<l,
U Vi

dass 5(7’]-) =0 fiir alle 1 < j < m genau dann gilt, wenn Ag riv =0 € RF™ ist. In diesem
Fall definiert v geméf (1.5.1) eine Derivation von G. Damit ist die Abbildung

¢ Kern(Agry) — ZY(G,R"),v+ (6 : G — R¥ g; — v; V1 <i <)

ein Isomorphismus abelscher Gruppen.
Matrizen der Form Ag gy seien als Zassenhaus-Matrizen bezeichnet.

1.5.3 Bemerkung

P(g1) -1
Es sei Ig gy = : € RF>E ynd Sp(Ig,r) der von den Spalten von Ig g
®(g) — 1
erzeugte freie R-Modul.
Das Urbild einer inneren Derivation §, : G — RF,g — ga — a beziiglich 1) ist wegen
6a(9i) = gia — a = (®(g;) — 1)a fiir 1 < i <1 gegeben durch ¥~1(8,) = Ig pra € RM fiir
alle a € RF. Damit ist Sp(I.rk) < Kern(Ag ri), und es sind Sp(Ig gx) und BY(G, RF)

isomorph als abelsche Gruppen vermége ¥|sp(r., 5 4)-

1.5.4 Folgerung
Mit (1.5.2) und (1.5.3) erhalten wir die folgende Isomorphie abelscher Gruppen:
HY(G,R") = ZY(G,R")/BY(G,R") = Kern(Ac,rk)/Sp(Ia,rk)-

1.5.5 Bemerkung
Fiir R = Q ist Kern(Aggx) = Sp(Igqk), denn gemiB (1.4.12) ist H* (G, QF) = 0.

Das eigentliche Zassenhaus-Verfahren entspricht, wie oben erwéhnt, der Bestimmung von
HY(G,QF/ZF). Das ist kein Spezialfall des Bisherigen, da Q/Z kein Ring ist. Es liegt aber
das gleiche Prinzip zugrunde.

Wir betrachten wieder eine Operation von G auf Z* mit zugehoriger Matrixdarstellung
®. Dann wird Q¥ /Z* durch die induzierte Operation (siehe 1.1.5) zum ZG-Modul. Analog
zu (1.5.2) erhalten wir: v + Z¥ mit v € Q" definiert genau dann eine Derivation von G
mit Werten in Q¥ /Z*, wenn Ag 7150 + Zkm = 0 € QF™ /ZF™ ist, oder anders ausgedriickt:
wenn Agz v € ZF™ ist.

Es sei also D := {v € QM| Agziv € ZFmY. Dann ist die Abbildung
Y:D— ZYG,Q )ZF), v [6: G — QY)ZF gi s v + 28 V1 <i<I]

ein Epimorphismus abelscher Gruppen. Der Kern von 1 ist gleich Z* < D. Daher erhalten
wir einen Isomorphismus:

¥ : DJZF — ZYNG,QFZF), v+ ZF — y(v).
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Mit Sp(Ig,ok), definiert wie in (1.5.3), und a € Q¥ ist ¢(a + Z*) € BY(G,Q*/ZF) genau
dann, wenn a € Sp(Ig qx)+Z* ist. Es sind also BY(G, Q*/Z*) und (Sp(Ig o) +Z*)/ZH
isomorph als abelsche Gruppen. Damit erhalten wir:

1.5.6 Lemma
HY(G,QF/7F) = zY(G,Q/z*)/BY(G,Q"/ZF)

= (D/Z*) | ((Sp(aor) +ZM)/ZM)
>~ D/(Sp(]g@Jg)—}—Zkl)

1.5.7 Bemerkung
Es sei 7 := Rang(Ag,zk), und es seien S € GLyy(Z) und T' € GLjy(Z) mit
dy
SAqziT = o1,

dy
0 K

so dass dy, ..., d, die (normierten) Invariantenteiler von Ag z 5 sind.
(a) Wegen Sw € ZF" < w € ZF™ fiir w € QF™ gilt:
{(veQ"|SAq A TT e ZF"y =D =T71D = {v € Q"|SAgz TV € ZF"}.

Damit ist 77! D das Z-Modul-Erzeugnis von

1
{d—ei |1<i<r}U{gei|qeQ,r+1<i<kl} (mit Einheitsvektoren ey, ..., ex).
i

(b) Fiir v € QM ist A zkv = 0 genau dann, wenn SAg 7z, TT v = 0. Fassen wir nun
Aczr = Acok als Matrix iiber Q auf, dann gilt mit (1.5.5):

T'Sp(Igor) = T ' Kern(Agor) = Kern(SAgorT) = (ei|r+1 <i < kl)g.
Daraus ergibt sich, dass T~ (Sp(Ig.qx) +Z*) = T~1Sp(Ig o) + Z* das Z-Modul-
Erzeugnis von {e; |1 <i <r}U{qge;|qe Q,r+1<i<kl} ist.

1.5.8 Satz

Die Gruppe G operiere auf Z*. Es sei r = Rang(Agzk), und d;, ..., d, seien die von 1
verschiedenen (normierten) Invariantenteiler von Ag z 5. Mit der induzierten Operation
von G auf Q% /ZF gilt:

HY(G,Q*/7F) = PHz/diz
i=ig
Beweis:
Mit T wie oben folgt aus (1.5.6) und (1.5.7):

H'(G,Q4/2) = T DT Spllgau) +7M) = {Tell<i<r)n/T

Daraus folgt die Behauptung. ([
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Kapitel 2

Die Bestimmung von H?(S,, Sﬁ)

Im Folgenden sei n € N, A - n eine Partition von n und k := Rang(S?) der Rang des
zugehorigen Spechtmoduls.

Wie der Satz (1.4.26) zeigt, ist die Bestimmung von H?(S,,,S?) im Zusammenhang mit
der Erweiterungstheorie interessant:

Es sei zunéchst K ein Korper der Charakteristik 0. Dann ist jeder Spechtmodul 5’;‘( ein
Q-Vektorraum, und mit (1.4.12) ist H2(S,, S%) = 0.

Bei Spechtmoduln tiber Koérpern mit positiver Charakteristik ist {iber die zweite Koho-
mologie wenig bekannt. In diesem Zusammenhang verweise ich auf den Artikel [BKM96]
von Burichenko, Kleshchev und Martin. Er befasst sich hauptséchlich mit den ersten und
zweiten Kohomologiegruppen von dualen Spechtmoduln iiber Kérpern der Charakteristik
p > 2. Fiir bestimmte Partitionen A finden sich in dem Artikel aber auflerdem Aussagen
iiber H2(S,, Sﬁ‘p) fiir Primzahlen p # 2. Darauf werden wir in (2.3.2) noch einmal zuriick-
kommen.

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit der Bestimmung von H 2(Sn,S%).
Dies ist einerseits wegen der im Vorwort vorgestellten Vermutung von Szczepariski (siehe
[Sz03]) von Interesse, andererseits wegen des Zusammenhangs zwischen H?(S,, S3) und
H?(Sp,S3,) (siehe 1.4.17).

Zur Bestimmung von H?(S,,, S%‘) wollen wir das Zassenhaus-Verfahren verwenden. Primér
geht es dabei um die Implementation in GAP; fiir einige wenige Partitionen kann man al-
lerdings mit Hilfe des Zassenhaus-Verfahrens auch theoretische Aussagen iiber H?(.S,,, 52)
treffen.

Es sei ®y : ZS,, — ZF** die durch den Spechtmodul 5’2 bewirkte Matrixdarstellung
von S,, beziiglich der Standardbasis SP(\) von S3. Dann wird Z* zum ZS,,-Modul via
gv = (®x(g))v fiir alle g € ZS,,,v € ZF.

Des Weiteren sei die Zassenhaus-Matrix Ax(P) := Ag,zr € ZFm*EL hegiiglich einer
Prisentation P von S,, mit | Erzeugern und m Relationen definiert wie in (1.5.2). Es
sei r := Rang(Ax(P)), und d;, ..., d, seien die von 1 verschiedenen (normierten) Invarian-
tenteiler von Ay (P). Dann erhalten wir mit (1.4.18) und (1.5.8):

H?(S,,83) = H*(S,Z' = H'(S,Q" /7" = @Pz/dz.

=10
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H2(S,, 5’2) ist also eine endliche abelsche Gruppe, deren Isomorphietyp sich folgenderma-
Ben bestimmen l&sst:

(a) Waéhle eine endliche Présentation P von S,,.

(b) Bestimme die Bilder der zur Présentation gehorigen Erzeuger von S, unter der
Darstellung .

(c) Berechne die Matrix Ay (P).
(d) Bestimme die Invariantenteiler von Ay (P).

Die Wahl der Prisentation ist theoretisch beliebig, beeinflusst aber die Gréfie und Kom-
plexitéit der zugehorigen Zassenhaus-Matrizen. Im néchsten Abschnitt betrachten wir die
beiden Présentationen G,, und H,, aus (1.3.5).

In [CM72] finden sich Beispiele fiir weitere Présentationen. Die meisten davon sind sehr
dhnlich zu G, besitzen aber mehr Relationen. Daher verzichten wir hier darauf, Zassen-
haus-Matrizen beziiglich dieser Prisentationen zu untersuchen.

2.1 Zassenhaus-Matrizen zu S)

Der Fall n =1 ist trivial. Im Folgenden sei immer n > 2.
Bevor wir die konkreten Préisentationen G, und H,, betrachten, folgt zunéchst eine allge-
meine Uberlegung zum Rang von Zassenhaus-Matrizen.

2.1.1 Lemma
Da(gr) =1
(a) Es sei IN(P) = Ig, 71 = : € ZM*k beziiglich einer Prisentation P

Px(g1) — 1
von Sy, (siehe 1.5.3). Dann ist I\ (P) = 0 fiir A = (n), ansonsten ist Rang(I\(P)) = k.

(b) Fiir A = (n) ist Rang(Ax(P)) = kl, ansonsten ist Rang(Ax(P)) = k(I —1).
Beweis:

(a) Die triviale Darstellung wird durch A\ = (n) beschrieben. Damit ist I(,,)(P) = 0 fiir
alle n und alle Prasentationen P.
Die alternierende Darstellung wird durch A = (1™) beschrieben. Damit ist £ = 1.
Jede Erzeugermenge von 5,, muss mindestens ein Element mit Signum —1 enthalten.
Daher ist mindestens ein Eintrag in I(ln)(P) gleich —2 fiir alle Prisentationen P.
Somit hat I(1») vollen Rang.
Sei nun A ¢ {(n), (1")}. Dann ist k£ > 2 (siehe 1.2.22). Per Konstruktion der Specht-
moduln liefert Si\ die gleiche Matrix-Darstellung wie S@. Damit ist die zugehorige
Matrix Is, o = I)\(P).
Angenommen, Rang(Is, o) < k. Dann existiert ein 0 # a := (aq,...,ax)" € QF
mit Ig, gra = 0. Damit ist dieses a fiir alle 1 < i < [ ein Eigenvektor von ®)(g;)
zum Eigenwert 1. Daraus folgt, dass Zle a;e; € 5’6 von allen Erzeugern und damit
von ganz S, festgelassen wird. Somit hitte 5’6 einen Sy-invarianten Untermodul
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vom Rang 1. Dies ist aber ein Widerspruch, da 5’6 ein einfacher S,-Modul ist (siehe
1.2.25). Also ist Rang(Is, ok) = Rang(Ix\(P)) = k.

(b) Da die symmetrischen Gruppen endlich sind, ist in jeder Prasentation [ < m (sie-
he 1.3.4). Damit ist Rang(Ax(P)) < kl. Mit (1.5.5) ist dim(Kern(Ax(P))) =
Rang(I,(P)). Also folgt mit (a) die Behauptung. O

Kommen wir nun zur Présentation H,, von S, aus (1.3.5 (a)). Zunéchst ordnen wir deren
Relationen in einer anderen Reihenfolge an:

Es sei F' := (s1,...,8,—1) die freie Gruppe auf n — 1 Erzeugern. Fiir 1 < ¢ < n — 1 sei
R (i) die Menge der Relationen {(s1s;)?, ..., (si—25:)%, (si—18:)3, s?} auf den freien Erzeugern

81, ..., Sn—1. Insbesondere ist R(1) = {s?} und R(2) = {(s152)3, s3}. Dann ist
H,=(s1,.,$p-1 | ROOU..UR(n—1)).

Diese Anordnung der Relationen hat per Konstruktion die schone Eigenschaft, dass man
H,, aus H, 41 erhilt, indem man den Erzeuger s,, und die Relationen R(n) weglisst. Au-
Berdem bekommt die zugehorige Zassenhaus-Matrix eine schone Struktur, wie wir unten
sehen werden.

Fiir 1 <i <n—1seien §; € ZY(F,ZF) die zu F gehorigen Fox-Derivationen, also definiert
durch 6;(s;) := 0;; (Kronecker-Delta). Bestimme nun 6;(r) fiir alle 1 < ¢ < n —1 und
alle Relationen r € R(1) U ... U R(n — 1) mit Hilfe der Regeln aus (1.4.23). Dazu sei
1 <j <n—1. Dann gilt:

(a) 0
0;

(s7) =1+s;
(s2) =0 fiir j # i

(b) 8i((si—18:)%) = si—1 + si—18iSi—1 + i
Si—1((8i-18:)3) = 1+ si_18; + 8i8i_1
5]'((82'_181')3) =0 furj 75 7 — 1,i
(c) Seil<g<i—2
i((5450)2) = 54+ 5
5q((5q5i)2) =14 545
5j((sqsi)2) =0 fiir j #i,q
Wir setzen %; := ®,(s;) fiir 1 < ¢ < n — 1 und definieren damit zundchst Matrizen
A(i) € ZF>@F durch:

1433 X1+

A(i) := 1+ 3% 0% Yio+ 3

T+ 20020 + 22 | Mo + X121 + X

Ei—i-l
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n—1
Die Anzahl der Erzeuger von H,, ist n—1, die Anzahl der Relationen ist »_ i = "(”2_1).

=1
Damit ist die zugehorige Zassenhaus-Matrix bestimmt:

2.1.2 Lemma

Essein > 2 und A(7) fiir 1 <14 < n—1 definiert wie oben. Dann ist die Zassenhaus-Matrix
zu Sé‘ beziiglich H,, gegeben durch:

A(1) 0
A(2)
A(n—2)
kL) sk (n—1
A)\(Hn) = €EZ 2 ( )
A(n—1)
Ihr Rang ist geméf (2.1.1) gleich n—1 fir A = (n), ansonsten k(n — 2). O

Als néchstes betrachten wir fiir n > 3 die Préisentation Gy, von S,, aus (1.3.5(b)):
Gn = (a,b]a”,b", (ab)" ™, [a, V'] V2<j<3)

Sie besitzt 2 Erzeuger und [ 5| + 2 Relationen. Die zugehorigen Fox-Derivationen seien
definiert durch:
0g:ar—1,b—0 und d&p:a—0,b— 1.

Eine Anwendung der Fox-Derivationen auf die Relationen von G,, liefert dann (mit Hilfe
der Regeln aus (1.4.23)):

(a) dq(a®)=1+a
(51)(0,2) =0

(b) da(b") =0
5,00 = 5 1
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(¢) ba((ab)"=1) = ng (ab)idy(ab) = g(ab)i(l 10)= n:ij (ab)f
n—2 n—2 n—2

dp((ab)"~1) = 3= (ab)'dp(ab) = 3 (ab)'(0+a) = 3= (ab)'a

i

=0 =0 =0

( “)6a(ablab™ )

= (14 ablab™ ) (1 + ady (b ab™ 7))

= (14 ab/ab™ ) (1 + ab/6,(ab™ 7))

= (1 +ablab™ ) (1 + ab/ (1 + ada(b"77)))
= (1+ab/ab” ) (1 + ab’)

—~

ablab™7)?)
1+ ab’ab™ )5y (ab’ ab™ )
1+ ablab™ ])aéb(lﬂab" 7)

o~~~

1+ ablab™™ J)a(z bt + b6y (ab™ )

j—1

= (1+ablab™ 9 )a( > b* + bady(b"7)

z 0
n—j—1

= (1 +ablab”7)a (Z b+ bla Z b)

Damit ist die zugehorige Zassenhaus-Matrix bestimmt:

2.1.3

Lemma

Essei n > 3 und A := ®)(a), B := ®,(b) € Z***. Dann ist die Zassenhaus-Matrix zu S2
beziiglich G,, gegeben durch die Blockmatrix:

Ax(Gy)

1+ A 0
n—1
0 > B
i=0
n—2 . n—2 .
= ;)(AB)l ;)(AB)’A
. . A . g1 . on—j-1
(1+ABIAB™ 7)1+ AB?) | 14+ AB’AB" 7)A(>_. B'+ B’A . B")
i=0 i=0
2<j<% 2<j5<3

(Die unteren beiden Blocke sind so zu lesen, dass es fiir jedes 2 < j < § eine Blockzeile
dieser Gestalt gibt.)
Ihr Rang ist geméf (2.1.1) gleich 2 fiir A = (n), ansonsten gleich k. O
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2.1.4 Bemerkung

Zur Berechnung von A)(G,,) und Ay (H,) mit GAP (siehe A.1, A.2) benétigen wir zunéchst
die erzeugenden Matrizen A und B (siehe 2.1.3), beziehungsweise ¥; (siche 2.1.2). Fiir
die Matrizen A und B konnen wir dabei auf die von Dr. Liibeck erstellte Bibliothek
spechtmats.g zuriickgreifen. Der Aufruf SpechtMatrices(\) liefert eine Liste der Form
[B, A]. Im Fall n < 20 und & < 8000 sind die betreffenden Matrizen bereits berechnet und
gespeichert, so dass hier kein zusétzlicher Rechenaufwand nétig ist. Aus diesen beiden
Matrizen lassen sich die ¥; mit geringem Aufwand bestimmen, da 1 = A und ;11 =
BY;B~list firalle1 <i <n-—2.

Die Matrix Ay(H,,) ist um ein Vielfaches grofier als die entsprechende Matrix Ax(Gy),
daher dauert ihre Berechnung wesentlich linger. Da A)(H,,) diinner besetzt ist und ihre
(kxk)-Blocke eine einfachere Struktur besitzen, konnte man die Berechnung beschleunigen,
indem man ein Format wahlt, in dem die Null-Eintrége nicht explizit gespeichert werden. In
unserem Fall jedoch ist eine derartige Methode fiir die weitere Bearbeitung nicht geeignet.

2.2 Invariantenteiler von Zassenhaus-Matrizen

Zur Bestimmung von Invariantenteilern bietet GAP die Funktion ElementaryDivisorsMat
an. Diese ist allerdings in der vorliegenden Situation nicht méchtig genug. Statt dessen
verwenden wir die Funktion ElementaryDivisorsPPartRk aus dem von Dr. Liibeck imple-
mentierten GAP-Paket edim (Abkiirzung fiir ,,elementary divisors of integer matrices®).
Diese Funktion berechnet zu einer vorgegebenen Primzahl p die zugehotrigen Elementar-
teiler einer Matrix, also die p-Anteile der Invariantenteiler. Das geniigt, da die 1 als Invari-
antenteiler in diesem Zusammenhang ohnehin nicht von Interesse ist (siehe 1.5.7). Zudem
kommt in der vorliegenden Situation nur eine begrenzte Anzahl von Primzahlen iiber-
haupt in Frage: GemiB (1.4.13) ist |S,,|H' (S, Q% /Z*) = 0. Also kénnen die Ordnung von
H'(S,,Q"/ZF) und damit die Invariantenteiler von Ay(P) nur Primteiler von n! besitzen.
Das heifit, wir brauchen nur fiir Primzahlen p < n nach zugehorigen Elementarteilern zu
suchen.

Schliefllich ist noch anzumerken, dass ElementaryDivisorsPPartRk neben der Matrix und
der Primzahl p auch den Rang der Matrix als Eingabe benotigt. Dieser ist in unserem Fall
aber bekannt (siche 2.1.1).

In der Dokumentation zum Paket edim (siehe [Lii06]) heifit es, dass mit der Funktion
ElementaryDivisorsPPartRk bereits Matrizen von Dimensionen grofier als 11000 bear-
beitet wurden, die viele nichttriviale Invariantenteiler, bestehend aus Produkten vieler
kleiner Primzahlen, besitzen. Da die hier betrachteten Matrizen (zumindest fiir kleine n)
nur wenige Elementarteiler besitzen (siche B.1), kénnen hier Matrizen von Dimensionen
in einer GroBenordnung von 1,8 - 108 noch bearbeitet werden.

Die Funktion CohoSpecht erméglicht es, die Invariantenteiler von Zassenhausmatrizen so-
wohl von der Form A,(G) als auch von der Form Ay(H,) zu bestimmen (sieche A.3).
Es empfiehlt sich aber die Verwendung von A)(G,,), da ElementaryDivisorsPPartRk auf
den deutlich grofleren Matrizen Ay(H,,) viel langsamer arbeitet.

Im Folgenden betrachten wir einige Fille, in denen man die Invariantenteiler der Zassen-
haus-Matrizen auch ohne Zuhilfenahme eines Rechners berechnen kann. Um weiter unten
zusétzliche Fallunterscheidungen zu vermeiden, sei zunéchst n = 2.
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2.2.1 Lemma

Verwende die Priisentation Hy = (s |s?). Da es nur einen Erzeuger gibt, gibt es auch nur
eine Fox-Derivation 6;.

(a) Fiir A = (2) gilt mit (1.2.24 (a)):
AN(Hz) = (@5 0 p(d1(s7)) = (@A(1 + (1,2))) = (1) + (1) = (2).
(b) Fiir A = (1?) gilt mit (1.2.24 (b)):

Ay(Hs) = (@) 0 p(d1(53)) = (®r 0 (1 +51)) = (PA(1+ (1,2))) = (1) + (1) = (0).

Bs ist also H2(S, $\?) 2 2/22 und H%(S5, S1) = 0. 0

Im Folgenden sei immer n > 3.

2.2.2 Lemma

Es sei Ay := A\(G,). Fir A = (n) ist die Invariantenteilerform von Ajy:

O =

Es ist also H2(S,, Sén)) = 7/27.
Beweis:

Aus (1.2.24 (a)) wissen wir, dass fiir A\ = (n) gilt, dass A = B = (1) € Z! ist. Mit (2.1.3)
erhdlt man die Zassenhaus-Matrix:

2 0
0 n
n—1 n-—1
Ay = 4 m
4 2n

Die Zeilen der Form ( 4 2n ) existieren nur fiir n > 4, und dann sind sie jeweils eine
Z-Linearkombination der ersten beiden Zeilen. Es geniigt also, den obersten (3 x 2)-Block
zu betrachten:

e 1 ungerade:

—2(n—1)> 2—-n n—1 2 0 L1 10
—in—1)(n—-2)—-1 3—-n n-—2 0 n <1 0 ): 0 2
—3n(n—1) l1-n n n—1 n—-1 00
e n gerade:
—n(gy —1) 2—n n-1 2 0 1 1 10
—2(n—1)(n—2) 3—-n n—2 0 n <0 ) >: 0 2
—in(n—1) l1-n n n—1 n—1 00
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2.2.3 Lemma
Es sei Ay = Ax(Gp). Fir A = (1) ist die Invariantenteilerform von A, entweder

<%> (fiir n € {3,4}) oder <%> (fiir n > 5).
~7/32 firne {34

Es ist also H2(S,, Sgn)) { _ 0 fir n > 5

Beweis:

Aus (1.2.24 (b)) wissen wir, dass fiir A = (1") gilt, dass A = (sgn(1,2)) = (—1) ist und
B = (sgn(1,2,...,n)) = ((-1)"1) € Z*1. Damit erhalten wir die folgenden Zassenhaus-
Matrizen:

(a) Firn=31ist A= (—1), B = (1) und damit

0 0
Ay=1 0 3
0 0
(b) Fiirn=41ist A= B = (—1) und damit
0 0
0 O
D=13 3
0 O

(c¢) Fiir n > 5, n ungerade, ist A = (—1), B = (1) und damit

0 0 0 0
0 n 0 n
0 0 0 0
Ay = 0 2n—4-2 — 0 2n-—28
0 2n—4-3 0 2n—12
0 2n—4251 0o 2
Subtrahiert man das %5t-fache der letzten Zeile von der zweiten, so wird diese zu

2
( 01 ), und man kann mit ihr die iibrigen Zeilen ausrdumen.

(d) Fiir n > 5, n gerade, ist A = B = (—1). Also gilt:

n—1
1+A =0 = ZBi
=0

n—2 n—2
> (4B)) = n—-1 = -) (AB)'A
i=0 1=0

4 fiir 5 ungerade

(14 ABAB™ (14 ABY) = (14 (=1)"2)(1+(=17*!) = { 0 fiir j gerade
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j—1 n—j—1
(1 +ABjAB”_j)A(JZ: B'+DB'A 2]: BY)
i=0 i=0
7—1 n—j—1 o
= (L (D) D0 D+ Y (D)
i=0 i=0
Jj—1 n n
= 20 (D' + Y (1) = 20 (-1 = (-1))
i=0 i=j+1 i=0

; —4 fiir j ungerade
= 2L+ ()7 = { 0 fiiry geride

-1 1—n

Es geniigt daher, die Matrix ( " 4 4

> zu betrachten. Deren Invariantentei-

lerform lautet:

neerade: -3 n—"TH n—1 1—n 0 1\
ungerades {4 21 4 —4 11 )~
rade: -1 % n—1 1—n 0 1Y\ (1
gerade: 4 n—-1 4 —4 11) Lo

2.2.4 Lemma

o fiir

I3

o fiir

I3

Essein > 3und A := (n—1,1). Dann ist H2(S,, S3) = 0 fiir ungerades n und H?(S,,, S3) =
7./27 fir gerades n.

Beweis:

Betrachtet man die Matrix-Darstellung zu 57 (siehe 1.2.24 (c)), so sieht man, dass eine
geschlossene Darstellung der Zassenhaus-Matrix unter Verwendung der Présentation G,
eher schwierig ist. Unter Verwendung der Présentation H,, ist dies zwar einfacher, die
Bestimmung der Invariantenteiler jedoch ist ebenso unhandlich wie elementar. Daher spare
ich den Beweis an dieser Stelle aus. Er findet sich im Anhang. (]

2.3 Primteiler von |H?(S,, S3)]

Die Tabelle B.1 enthélt jeweils fiir Partitionen A - n < 20 die von 1 verschiedenen Invari-
antenteiler von A)(G,,), soweit ich sie berechnet habe. Fiir n < 11 ist die Liste vollstéandig.
Fiir n > 12 werden die Zassenhaus-Matrizen teilweise zu grof.

Die Beispiele zeigen, dass zumindest in den betrachteten Fillen die Kohomologiegruppen
H?(S,,S3) eine einfache Struktur haben. Mit wachsendem k steht der Rechenaufwand in
keinem Verhéltnis zur Einfachheit der Ergebnisse. Daher liegt der Gedanke nahe, nach
Méglichkeiten zu suchen, auch ohne das Zassenhaus-Verfahren gewisse Aussagen iiber die
gesuchten Isomorphietypen zu treffen. Das folgende Lemma zum Beispiel beschreibt einen
Zusammenhang zwischen einer Partition A und den Partitionen aus A+ und A— beziiglich
der Primteiler der zugehorigen Kohomologiegruppen.
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2.3.1 Lemma

(a) Es sei p eine Primzahl mit p| |H?(S,,,57)|. Dann existiert ein g € A+ mit
p| 1H?(Snt1, S7)I-

(b) Es sei p eine Primzahl mit p‘ |H?(S,,5%)| und p { n. Dann existiert ein 4 € A— mit
p|[H?(Sn-1,8%)|-

Beweis:

(a) Mit dem Lemma von Shapiro (1.4.11) ist H2(Sy, S3) = H?(Sy41,57 T). Es gilt also
p|[H?(Snt1,52 1)|-
Mit den Bezeichnungen aus (1.2.31 (b)) besitzt S 1 eine Filtrierung

0= 2y <21 < - < Z;,:=8)1

aus reinen ZS,;1-Untergittern, so dass fiir alle 1 < j < ¢ jeweils Z;/Z;_1 und Si\iﬁ

isomorph als ZS,,+1-Moduln sind.

Gemifl (1.4.18) und (1.5.8) sind H%(Sn+1,7Z;) und H?(Spi1,Z;/Z;—1) fiir alle

1 < j < g endlich. Daher folgt mit (1.4.19): Es existiert ein 1 < j < ¢ mit
it

p|1H*(Sn+1, Zj/Zj-1)| = [H?(Sp41, 537 )I.

(b) Wegen p | |H?(S,, 57)| existiert ein o € H?(Sy, 57) mit der Ordnung p. Wegen ptn
ist resgz_l(a) #0 € H*(Sn-1,5%), denn es gilt mit (1.4.14):

0 # na = [Sy: Sp—1]a = troresgzil(oz).

Damit ist die Ordnung von resgzil(a) gleich p, und es folgt p‘ |H?(S,_1, 52 DI
Mit der Filtrierung von S7 | aus (1.2.31 (a)) kénnen wir nun den Beweis fiir (b)
analog zum Beweis von (a) fiihren. O

Das vorangegangene Lemma legt nahe, Partitionen, bei denen ein bestimmter Primteiler
in der Ordnung der zugehorigen Kohomologiegruppe auftaucht, in gerichteten Graphen
anzuordnen. Fiir eine Primzahl p definiere:

5p = {)\I—n|n € N,p‘ |H2(Snas)\)|}7

Kp:={(An) €& xElpert}.

Dann definiert D, := (&, Kp,) einen gerichteten Graphen (oder: Digraphen) mit Ecken &,
und Kanten K. (Beispiele: siehe (B.2).) Fiir (A, ) € K, heiit A ein Vorgdnger von p und
w ein Nachfolger von .

Ein Teil(di)graph von D, ist ein Graph (&, K},) mit &, C &, und K, C K, N &, x &,. Ein
Weg in D), sei hier definiert als ein Teilgraph, in dem eine Ecke keinen Vorgénger und
genau einen Nachfolger besitzt, und in dem alle iibrigen Ecken genau einen Vorgéanger und
genau einen Nachfolger besitzen.

In dieser Terminologie formuliert lauten die Aussagen aus (2.3.1): Fiir alle Primzahlen p
besitzt jedes A € &, einen Nachfolger in D), und falls A = n mit p { n ist, dann besitzt A
auch einen Vorgdnger. Daraus ergeben sich weitere Fragen, zum Beispiel:
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Wie viele Vorgénger und Nachfolger in D), besitzt ein A € £, genau?

Wie schliefit man auf die genauen Vorgénger und Nachfolger von A in D)7

Existiert fir ein n € N mit p|n immer ein A - n mit A € &, so dass A keinen
Vorgénger in D), besitzt?

In welcher Vielfachheit tritt p als Primteiler von |H?(S,, S3)| auf?

Eine endgiiltige Beantwortung dieser Fragen liefert diese Arbeit nicht. Aber auf Basis der
berechneten Ergebnisse lassen sich verschiedene begriindete Vermutungen formulieren, die
im Folgenden vorgestellt werden sollen. Als Vorbereitung darauf dient das néchste Lemma:

2.3.2 Lemma

Es sei p eine Primzahl mit p # 2, p f n. Weiter sei A := (n — j, 17) fiir ein 1 < j < n. Dann
gilt:

(a) Es ist HY(Sp,, S]ﬁ‘p) =0, aufler im Fall p = 3,5 = 3.

(b) Esist H?(Sy, Si ) = 0, aufler im Fall p =3, € {3,6}.

Beweis:
Siehe [BKM96|, Proposition 5.2, Proposition 5.3. (Dort wird auflerdem der Fall p|n be-
trachtet, aber dann tritt ein anderer Modul an die Stelle von SI)F‘p.) (]

2.3.3 Folgerung

Es sei p eine Primzahl mit p # 2,p { n. Weiter sei A := (n — j,17) fiir ein 1 < j < n mit
j # 3 im Fall p = 3. Dann folgt mit (2.3.2) und (1.4.17), dass p { |H?(S,, S3)|. (Den Fall
j = 6 (siehe 2.3.2 (b)) brauchen wir hier nicht zu beriicksichtigen, da dann immer noch die
erste Kohomologie iiber F,, trivial ist. Dies geniigt schon, um mit (1.4.17) p{ |[H?(S,, S3)|
zu folgern.)

Daraus wiederum folgt: Fiir j # 3 ist jeder ungerade Primteiler von |H?(S,,, S3)| auch ein
Primteiler von n. Fiir j = 1 besagen (2.2.1 (b)) und (2.2.4), dass |H?(S,, S3)| gar keinen
ungeraden Primteiler besitzt. Der Fall j = 2 wird durch Vermutung 1 genauer beschrieben,
und fiir j = 3 siehe auch Vermutung 8.

Die ersten beiden Vermutungen werden durch die Tabelle B.1 fiir n < 20 belegt. Wenn sie
zutreffen, folgen aus ihnen mehrere Teilaussagen der iibrigen Vermutungen.

Vermutung 1
Essein > 4,A = (n—2,1%).

(a) Fiir ungerades n ist H(S,,S7) & Z/2nZ.

(b) Fiir gerades n ist H(Sy, S3) & Z/2Z. O



58 KAPITEL 2. DIE BESTIMMUNG VON H2(Sy,S2)

Vermutung 2
Essein>5X = (n—-3,2,1).

(a) Fiir 3tn — 1ist H(Sn, S9) 2 Z/(n — 1)Z.
(b) Fiir 3| n—1ist H(S,,S7) = Z/%Z. O

Es scheint so, dass zumindest fiir Primzahlen ungleich 2 im Regelfall A in D, héchstens
einen Vorgénger und genau einen Nachfolger besitzt. Fiir p > 5 gibt es bisher noch keine
Ausnahmen, fiir p = 3 nur wenige (siehe auch Vermutung 8). Die vorliegende Datenmenge
ist aber wohl zu gering, um eine wirklich verléssliche Vermutung abgeben zu kénnen.

Der Graph D5 unterscheidet sich nicht nur in dieser Hinsicht deutlich von D), fiir p # 2. Da-
her empfiehlt es sich, die Primzahl 2 separat von den ungeraden Primzahlen zu betrachten.

Vermutung 3

Falls n > 4 und A - n, A € Ds ist, so hat A mindestens einen Vorgénger.

Bemerkung:

Von den bisher berechneten Partitionen in Dy sind (2), (2,1?) und (22) die einzigen ohne
Vorgénger (siche B.2). O

Vermutung 4

Bis auf Ausnahmefille gilt, dass jedes A = (A1, ..., Ay) F n mit Aq, ..., \p,—1 ungerade und
A1 # 1 eine Ecke in D ist.

Bemerkung:

FEine Sperzifizierung der Ausnahmefille ist auf Basis der vorliegenden Daten noch nicht
moglich. Von den bisher berechneten Ergebnissen sind die einzigen Ausnahmen (11,4)
und (11,5); die Kohomologie-Gruppen H?(S;5, SM4) und H?(S6, S11)) sind trivial
(siche B.1). Man kann also davon ausgehen, dass mehrere, wenn nicht alle Partitionen der
Form (11, A2, ..., Ajp) mit Ay > 4 keine Ecken in Dy sind.

Einen Spezialfall der Vermutung bilden die Partitionen A = (1,1"") mit 3 < I < n,
[ ungerade. (Fiir | = 1 gilt die Aussage wegen (2.2.3) nicht.) Diese Partitionen sind von
den eben genannten Ausnahmen nicht betroffen. Fiir [ + 1 = n > 4 gilt dieser Spezialfall
wegen (2.2.4). Fiir [ + 2 = n > 4 wiirde die Aussage aus Vermutung 1 folgen.

Fiir m = 1 entspricht die Vermutung dem Lemma (2.2.2) und gilt damit in dieser Variante
fiir alle n > 2. O

Vermutung 5

Jede Partition \ := (20,2,19) Fn:=2l+2+q >4 fir | € N,q € Ny ist eine Ecke in Ds.
Bemerkung:

Diese Vermutung wird durch die Tabelle B.1 fiir n < 12, in etlichen Fillen auch fiir groflere
n belegt. Fiir ¢ = 1 siehe auch Vermutung 2. O

Es gibt in Dy dariiber hinaus noch viele Partitionen von anderer Form als in den Vermutun-
gen 4 und 5 beschrieben. Manche davon kénnte man noch zusammenfassen, beispielsweise
A= (3,22,1777) fiir n > 8 (belegt fiir n < 15). Aber eine Regel, die jede Partition in Dy
erklidren wiirde, ist auf Basis der vorliegenden Daten noch nicht zu erkennen.
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Im Folgenden sei p eine Primzahl ungleich 2.

Vermutung 6
Es sei p|n. Dann gilt:

a) Esist A := (n—2,1%) € &,, und X besitzt keinen Vorgiinger.
P
b) Falls n > 2p ist, dann ist p:= (n — p,p) € &,, und p besitzt keinen Vorgénger.
P
¢) Jede Partition in &, ohne Vorgénger besitzt eine Form wie in (a) oder (b).
P

Bemerkung:

Dass A € &, ist, wiirde direkt aus Vermutung 1 folgen, da p ungerade ist. Wegen p|n
ist p { n — 1. Daher wiirde die Aussage, dass A keinen Vorginger besitzt, mit » =
{(n —3,12),(n —2,1)} aus (2.3.3) und (2.2.4) folgen.

Fiir das jeweilige n sind die genannten Partitionen lexikografisch grofl, und damit ihre
direkten Nachfolger ebenfalls. Das hat zur Folge, dass zu einem festen n diejenigen Parti-
tionen, bei denen die Ordnung der jeweils zugehorigen Kohomologiegruppe einen grofien
Primteiler besitzt, vorwiegend unter den lexikografisch groflen Partitionen zu finden sind.
So kommt es, dass fiir ein A € &, die konjugierte Partition A’ nur selten auch in &, ist.
Tatséchlich sind (abgesehen von den Fillen mit A = )\') die Partitionen (23,1?) und (6, 3)
sowie (23,14) und (7, 3) bisher die einzigen Paare von konjugierten Partitionen mit dieser
FEigenschaft; sie liegen beide in &3. Es besteht auf Basis der vorliegenden Daten allerdings
noch kein Grund zur Annahme, dass es bei diesen Ausnahmen bleiben sollte.

Fiir p = 2 ist ein derartiger Zusammenhang zwischen konjugierten Partitionen noch we-
niger zu erwarten. Es gibt bereits viele Beispiele sowohl dafiir, dass zwei konjugierte Par-
titionen in & liegen, als auch dafiir, dass das nur auf eine von beiden zutrifft. O

Vermutung 7
In D, gibt es einen Weg, der folgendermafien beschrieben wird:

(p—2,12) F p (siehe Vermutung 6(a))
(p— 1+J, 1) Foptjfirl<j<p-3
(( ) 12)  F2p-2

Anschaulich gesprochen wird im Young-Diagramm zu (p—2, 12) zunsichst die vorletzte Zeile
yaufgefiillt“. Der néchste neue Knoten wird in der ersten Spalte ergénzt und erzeugt so
eine neue Zeile. Anschlieflend wird ein neuer Knoten in der nunmehr viertletzten erginzt.
Dieser Vorgang wird nun iteriert, das heifit, fiir ¢ > 2 wird der Weg folgendermafien
fortgesetzt:

o ((p—1hp=2,144,1) Fap-D)+1+jfirl1<j<p-3
o ((p_l)q_lv(p_2)2712) + ( )( )
o ((p—1)%,p-2,17) F@+Dp-1)+1

Bemerkung:

Fiir p = 3 entfallt der Schritt des ,, Auffiillens* der vorletzten Zeile, weil die drittletzte Zeile
schon die Lange 1 hat. Dadurch besteht der betreffende Weg in D3 aus den Partitionen:
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. (2%3, 13) fiir 3 < n ungerade,

. (2"54, 14) fiir 3 < n gerade. O

Vermutung 8
Fiir alle A € &, von einer Form wie in Vermutung 7 und alle [ € N ist (...(A'")..'*) € &,

—

I-p mal

Bemerkung:
Mit den Partitionen aus Vermutung 6 (a) beginnt also jeweils ein Weg in D), der ana-
log zu Vermutung 7 beschrieben wird. (Dabei heifit ,,analog“, dass in der zweiten Reihe
der zugehorigen Young-Diagramme sukzessive p — 3 Knoten ergénzt werden, nicht etwa
l-p—3.)
Insbesondere ist (I-p—2,2,1) € &, fiir alle [ € N. Fiir p > 3 ergibt sich das schon aus der
Vermutung 2. Fiir p = 3 besagen die Vermutungen 2 und 8, dass die Partitionen (31 —2,1?)
fiir 3|1 zwei Nachfolger in D3 haben, namlich (3] —2,2,1) und (3] — 2,13).
Des Weiteren bedeutet die Vermutung 8, dass fiir p = 3 { n die Partitionen (n—3,13) € &
sind. Dies deckt sich wegen (1.4.17) mit der Teilaussage aus (2.3.2), die besagt, dass

HY(S,, S&) und H2(S,,, S&*') fiir 3 n nicht trivial sind. 0

Uber Vielfachheiten von Primteilern ldsst sich bislang nur wenig sagen. Am hiufigsten
scheinen Primteiler mit einfacher Vielfachheit aufzutreten. Folgende Ausnahmen gibt es:
Falls H?(S,,, S2) nicht zyklisch ist, muss mindestens ein Primteiler mehr als einmal auftre-
ten. Fiir kleine n gibt es allerdings nur wenige nicht-zyklische Kohomologiegruppen. Die
Gemeinsamkeit der berechneten Félle ist, dass sie alle von der Form Z /27 & Z /217 fiir ein
ungerades [ sind. Die betreffenden Partitionen sind (siehe B.1):

o (32,19)F6+j fir2<4<10
e (5,3,2) - 10,(5,3?%) - 11

o (33,13 F11,(3%,13) F 12

e (7,3,1) F11,(7,3,1%) - 12

e (9,4)F13,(9,5) F 14

Die Eigenschaft von Partitionen, dass die zugehorigen Kohomologiegruppen nicht zyklisch
sind, wird also moglicherweise entlang von Wegen innerhalb von Dy vererbt. In diesem
Sinne gibt Do hier gewissermaflen Auskunft {iber die Vielfachheit von 2 in den entspre-
chenden Gruppenordnungen.

Des Weiteren kann es vorkommen, dass ein Primteiler innerhalb eines Invariantenteilers
in hoherer Potenz auftritt. Manche dieser Fille werden durch die Vermutungen 1 und 2
fiir geeignete n beschrieben. Aulerdem sind folgende Partitionen betroffen (siehe B.1):

o p=2: (22,12),(6,2,1?),(6,4,1),(6,4,2), (7,22,1),(10,2,12)

e p=3: (7,3,1)
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Wenn man die betroffenen Partitionen hinzunimmt, die durch die Vermutungen 1 und 2
erkldrt wiirden, so kann man vermuten, dass man diese Art der hoheren Vielfachheit ei-
nes Primteilers immer auch bei einem Vorginger oder einem Nachfolger findet. Aber eine
Vererbung entlang eines ganzen Weges findet im Allgemeinen offenbar nicht statt.

Damit schlieffe ich den Abschnitt iiber meine Beobachtungen. Im Anhang folgen nun die
berechneten Invariantenteiler sowie die dazu verwendeten GAP-Routinen.
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Anhang A

GAP-Routinen

A.1 Zur Berechnung von A)(G,)

Programm: ZasMatGn
Eingabe: eine Partition A Fn
Ausgabe:  eine Liste [A)\(G,), Rang(Ax(Grn))]

Die Routine ZasMatGn erfordert (wie auch ZasMatHn) die Einbindung der Bibliothek
spechtmats.g. Dann liefert die Funktion SpechtMatrices eine Liste [B, A] mit den
erzeugenden Matrizen A und B (siehe 2.1.4). Zur Beschleunigung der Matrixmultipli-
kationen werden die Matrizen B2’ fiir hinreichend viele > 2 zuvor abgespeichert. Die
Unterroutine MatPot errechnet dann bei Eingabe einer natiirlichen Zahl j die Matrix B/,
indem sie zunéchst mit Hilfe der Unterroutine Binary die Bindrdarstellung von j als Liste
von Einsen und Nullen erzeugt und dann die gespeicherten Matrizen le, fiir die der [-te
Eintrag in der Bindrdarstellung eine Eins ist, miteinander multipliziert.

Der Rang der berechneten Zassenhausmatrix wird hier wie auch bei ZasMatHn mit ausge-
geben, weil er bei der Bestimmung der Elementarteiler in CohoSpecht benétigt wird. Zur
Bestimmung dieses Rangs muss man den Rang des Spechtmoduls S* kennen (siche 2.1.1).
Dieser wird bei der Bestimmung von A und B automatisch mitgeliefert und braucht daher
spéater nicht noch einmal berechnet zu werden.

ZasMatGn := function(lambda)
local ¢, e, i, j, k, m, n, erz, sum, plist, Binary, MatPot;

Binary := function(l)
local bin;
bin := [];

while 1>0 do
if 1 mod 2 =1
then Add(bin,1); 1 :
else Add(bin,0); 1 :

1-1)/2;
1/2;

fi;
od;
return bin;
end;
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MatPot := function(l)
local bin, mat, exp;
bin := Binary(1);
mat := e;
for exp in [1..Length(bin)] do
if bin[exp]l=1 then mat := mat*plist[exp]l; fi;
od;
return mat;
end;

n := Sum(lambda);
erz := SpechtMatrices(lambda) ;
k := Length(erz[1]);

e := IdentityMat(k);

plist := [erz[1]];

for i in [2..Length(Binary(n-1))] do
plist[i] := plist[i-1]"2;

od;
c := erz[2]*erz[1];
sum := e;
for i in [1..n-2] do
sum := e + c*sum;
od;
m := [];
for i in [1..k*(EuclideanQuotient(n,2)+2)] do
Add(m, [1);
od;
m{[1..k]}{[1..k]} 1= eterz[2];
m{[1..k]}{[k+1..2*%k]} := NullMat (k,k);
m{ [k+1..2%k]1}{[1..k]} := NullMat (k,k);
m{ [k+1..2xk] }{[k+1..2%k]}  := e+Sum([1..n-1],i->MatPot(i));
m{ [2xk+1..3*k] }{[1..k]} 1= sum;

m{ [2xk+1..3*k] }{[k+1..2%k]} := sum*erz[2];
for i in [2..EuclideanQuotient(n,2)] do
m{ [(i+1)*k+1..(i+2)*k] }{[1..k]}
:= e + MatPot(i)*erz[2] + erz[2]*MatPot(i)*(e+erz[2]*MatPot(n-i));
m{ [(i+1)*k+1..(i+2)*k] }{[k+1..2%k]}
:= (erz[2]+MatPot (i) *erz[2] *MatPot (n-1i))
* (e+Sum([1..i-1],j->MatPot(j))+MatPot(i)*erz[2]
*(e+Sum([1..n-i-1], j->MatPot(j))));
od;
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if Length(lambda) = 1
then return [ m, 2 ];
else return [ m, k 1;

fi;

end;

A.2 Zur Berechnung von A)(H,)

Programm: ZasMatHn
Eingabe: eine Partition A Fn
Ausgabe:  eine Liste [A\(H,), Rang(Ax(Hy))]

Die Matrizen ¥; aus (2.1.2) werden wie in (2.1.4) berechnet und zur Beschleunigung der
folgenden Matrixmultiplikationen in der Liste erz gespeichert.

ZasMatHn := function(lambda)
local e, i, j, k, m, n, erz, erz0, inv;

n := Sum(lambda);

erz0 := SpechtMatrices(lambda) ;
k := Length(erz0[1]);

e := IdentityMat(k);

Inverse(erz0[1]);

erz := [erz0[2]];

for i in [2..n-1] do
Add(erz,erz0[1]*erz[i-1]*inv) ;

inv :

od;

m := NullMat (k*n*(n-1)/2,k*(n-1));
for i in [1..n-1] do
for j in [1..i-2] do
m{ [kx(i*x(i-1)/2+(G-1))+1. . kx(i*x(i-1)/2+j) 1 H{[k*(G-1)+1. . k*j]l}
1= eterz[jl*erz[i];
m{ [kx(i*x(i-1)/2+(G-1))+1. . kx(i*x(i-1)/2+j) ] H{[k*(i-1)+1. . k*xi]}
1= erz[jl+erz[il;
od;
if i>1 then
m{ [k*x(i*(i-1)/2+(i-2))+1. . k*x(i*(i-1)/2+i-1)] }{[k*(i-2)+1. .k*(i-1)]}
:= e+erz[i-1]*erz[i]+erz[i]*erz[i-1];
mf{ [k* (i%(i-1)/2+(1-2))+1. . kx(i*x(i-1)/2+i-1)]1 H{[k*x(i-1)+1. .k*(i) 1}
:= erz[i-1]+erz[i]l*erz[i-1]*erz[i]+erz[i];
fi;
m{ [k*x(i*x(i-1)/2+(GE-1))+1. . k¥ (i*x(i-1)/2+D)] H{[k*(i-1)+1. . k*i]}
:= erz[i]+e;
od;
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if Length(lambda) = 1
then return [ m, k*x(n-1) 1;
else return [ m, kx(n-2) 1;
fi;
end;

A.3 Zur Berechnung der Invariantenteiler von A,(P)

Programm: CohoSpecht
Eingabe: eine Partition A - n
eine Liste von Primzahlen
eine Nummer 1 oder 2
Ausgabe: bei Eingabe der Primzahlliste Primes:
eine Liste der von 1 verschiedenen Invariantenteiler von Ay (P)
bei Eingabe der leeren Liste:
eine Liste aller Primteiler der Invariantenteiler von Ay (P)
bei Eingabe einer sonstigen Liste:
fiir jede darin enthaltene Primzahl p eine Liste der zugehorigen
Elementarteiler von Ay (P)

Die dritte Eingabe entscheidet, mit welcher Présentation gearbeitet wird: Bei 1 wird
Ax(Gy) und bei 2 wird Ay (H,,) berechnet. Die von 1 verschiedenen Invariantenteiler und
damit auch die Elementarteiler sind in beiden Féllen natiirlich die gleichen.

Die Funktionsweise von ElementaryDivisorsPPartRk wurde in (2.2) erldutert. Statt die
Funktion mit allen Primzahlen p < n auszufiihren, testet man zunéchst, ob es {iberhaupt
einen p-Anteil gibt. Dazu nimmt man die Matrix modulo p und priift, ob nun der Rang klei-
ner ist als der der ganzzahligen Matrix. Genau dann gibt es einen p-Anteil, und nur dann
muss er wirklich bestimmt werden. (Dieser Umstand wird unmittelbar klar, wenn man
sich die Invariantenteilerform der betreffenden Matrix anschaut.) Letzteres ist in manchen
Fillen auch dann noch moglich, wenn die Matrix Ay (P) fiir ElementaryDivisorsPPartRk
schon zu grof ist. Mit Blick auf Abschnitt (2.3) ist die Kenntnis der Primteiler oft schon
ausreichend. Daher bietet das Programm CohoSpecht die Moglichkeit, bei Eingabe der
leeren Liste lediglich die vorkommenden Primteiler auszurechnen.

Die von GAP zur Verfiigung gestellte Liste Primes enthélt alle Primzahlen unter 1000.
Wenn wir CohoSpecht mit Primes aufrufen, werden alle nichttrivialen Invariantenteiler
von A(P) und damit den Isomorphietyp von H?(S,, S3) berechnet (sofern n nicht zu
grof} ist).

Die Bestimmung der p-Anteile der Invariantenteiler mit ElementaryDivisorsPPartRk
kann fiir unterschiedliche p unterschiedlich aufwendig sein. Darum bietet CohoSpecht noch
eine dritte Moglichkeit: Bei Eingabe einer Liste mit ausgewéhlten Primzahlen wird aus-
schliefllich nach diesen p-Anteilen gesucht. Die Ausgabe ist dann eine Liste der entspre-
chenden Elementarteiler.

Die Unterroutine Change ist rein technischer Natur: Wir erhalten als Ausgabe von
ElementaryDivisorsPPartRk fiir eine Primzahl p eine Liste der Form [vy,...,v;,0]. Sie
bedeutet: p’ teilt genau v; der Invariantenteiler fiir 1 < j < [. Mit Hilfe von Change kénnen
diese Listen zur besseren Lesbarkeit in Listen von Invarianten- oder Elementarteilern um-
gewandelt werden.
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CohoSpecht := function(lambda, primes, option)
local h, i, n, pfac, plist, elemdiv, zas, Change;

Change := function(primlist, potlist)
local i, j, k, 1, list;
1 := ListWithIdenticalEntries(Maximum(Flat(potlist)),1);
list := [];
for i in [1..Length(primlist)] do
Add (list, ShallowCopy(1l));
for j in [1..Length(potlist[i])-1] do
for k in [0..potlist[i][j]-1] do
list[i] [potlist[i] [j]-k]
:= 1list[i] [potlist[i] [j]1-k]*primlist[i];
od;
od;
od;
return list;
end;

n := Sum(lambda);
if option =1

then zas := ZasMatGn(lambda);
else zas := ZasMatHn(lambda);
fi;
if primes = []
then plist := Primes;
else plist := primes;
fi;
pfac := [1;
i:=1;

while i <= Length(plist) and plist[i] <= n do
h := zas[1]1*Z(plist[i])~0;
ConvertToMatrixRep(h,plist[i]);
if RankMat(h) < zas[2] then Add(pfac,plist[il); fi;

i := i+1;
od;
if primes = [] then return pfac; fi;
elemdiv := [];

for i in [1..Length(pfac)] do
Add(list,ElementaryDivisorsPPartRk(zas[1],pfac[i],zas[2]));

od;

elemdiv := Change(pfac,elemdiv);
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if primes = Primes
then return Reversed(ListN(TransposedMat(elemdiv) ,Product));
else return ListN(elemdiv, 1 -> Filtered(l, n -> n>1));

fi;

end;



Anhang B

GAP-Ergebnisse

B.1 Isomorphietypen von HQ(S,L, 52)

In der folgenden Tabelle ist wie immer A - n und k = Rang(S*). Die d;,,...,d, wur-
den als von 1 verschiedene Invariantenteiler der Zassenhaus-Matrix Ay(G,,) mit Hilfe von
CohoSpecht (\,Primes,1) (A.3) berechnet. Falls es keine solchen gibt, ist H2(S,,, S*) tri-
vial, also zyklisch von Ordnung 1. In diesem Fall enthélt die Tabelle den Eintrag 1.

Falls nur eine Bestimmung der Primteiler von |H?(S,,S*)| mit CohoSpecht (A, [1,1)
moglich war, enthélt die Tabelle diese an Stelle der d;. Zur Kennzeichnung sind sie in
Klammern aufgefiihrt.

Die Partitionen sind lexikografisch geordnet. Falls eine oder mehrere Partitionen iiber-
sprungen werden, ist dies durch drei Punkte gekennzeichnet.

(n X [k duds ] [n]A [k [dig,dr |
SugmEE TR
7] 1]2 o Sk
3 [ [17] 13 117 |[10]3
2.1] |[2[1 7] 15
3] 1]2 5,1] 5 |2
4 14]2 13 6] 1 13
2] |32 =7 —=
2] 2]2 2.1 |6 |1
51 312 2 1] [ 146
4] ]2 P 141
2,17 |43 3,2,17] || 35 | 2
22,1 5 4 322 21 1
3,17 [[6]10 3’2,1 51110
4.1] 41 1,2,1] |[ 352
5] 1]2 1,3 143
6 | [1° 1]1 512 |[15 | 14
2,17 |53 5,2 142
2,179 | 4 6,1 6 |1
2°] 511 7] 1|2
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[ X [% [dody | [ A [% [diody |
[15] 1 |1 [6,3] 48 3
2,19] 7 1 7,17] 28 |18
2217 20 |6 7,2] 27 |2
23,17 28 |1 8,1] 8 1
27] 4 |1 9] 2
3,1°] 21 |2 10 | [11°] 1
3,2,1° [ 64 [1 2, 1] 9 |1
3,22,1] [[70 |2 22,16 35 |92
32,17 56 |2,10 23 17 75 13
32,2 42 |2 21 17] 90 |1
4,14 35 |1 29] 12 |1
4,2,1?] 90 |2 3,17] 36 | 2
4,27] 56 [ 2 3,2,1°] || 160 | 1
4,3,1] |70 |3 3,22, 1% [ 315 | 2
4] 14 [2 3,251] [[288 1
5,17 35 |6 3217 |[225 [ 2,2
521 |64 |7 322,17 |[ 450 | 2
5,3 28 |2 3227] |[2521
6,1] 21 |4 33 1] 210 | 2
6,2] 20 |2 4,1°] 84 |1
7.1 T |2 42,17 |[350 | 2
8] 1 ]2 4,22 17 [ 567 | 1
1°] 1 4,27] 300 | 1
2,17] 8 |1 4,3,1%] [[525 |1
2215 27 |2 4,3,2,1] || 768 | 15
23 13 48 |3 4,37] 210 | 3
271 12 |1 4217 {300 | 1
3,16 28 |2 42 9] 252 | 1
3,2,1% [[105 [ 1 5,17 126 | 2
3,22 17 [ 162 ] 2 5,2,13] | 44873
3,23] 84 |1 5,22,1 525 | 1
32,17 120 | 2,2 5,3,12 567 | 2
32,2,1] [[168 1 5,3,2 450 | 2,2
37 42 |2 5,4,1 288 | 7
4,15] 56 |1 57] 42 |10
4,2,1%] [189 2 6,17] 126 | 1
4221] [[216]1 6,2,12] || 350 | 4
4,3,1% [ 2165 6,27] 225 | 2
4,3,2] |[168]3 6,3,1] |[315]2
42 1] 84 |1 6,4] 90 |2
5,17] 70 |6 7,17 84 |6
5,2,12] [[189 |1 7,2,1] 160 | 3
5,27 120 | 2 7,3] 75 |6
5,3,1] 162 | 14 8,17] 36 |5
5,4] 42 |2 8,2] 35 |2
6,17 56 | 1 9,1] 9 |2
6,2,1] | 105]8 10] I |2
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[n |\ [k  [di....d |

11| [11] 1 1
2,19 10 |1
22.17] 44 |2
23 1° 110 |1
2413 165 |3
2°.1 132 |1
3,18 45 2
3,2,19] 231 |1
3,22,1% || 550 |2
3,235,172 [[693 |1
3,2%] 330 |1
32,17 385 [2,2
32,2,13] 990 |1
32,2271] 990 |2
33,17 660 | 2,2
33,2] 462 |2
4,17] 120 |1
4,2,1°] 594 |2
4,22 13 [[1232 | 1
4,23 1] 1155 | 1
4,3,14] 1100 | 1
4,3,2,1?] [ 2310 | 1
4,3,22 1320 | 3
4,321 1188 | 5
42, 19] 825 |1
422 1] 1320 [ 1
423 462 |1
5,16 210 |2
5,2, 1% 924 |3
5,22,1%] | 1540 | 1
5,27] 825 |1
5,3, 19] 1540 | 2
5,3,2,1] [[2310 |1
5,37] 660 | 2,6
5,4,12] 1155 | 1
5,4,2] 990 |2
52,1] 330 |14
6,1] 252 |1
6,2,1%] 924 |2
6,22,1 1100 | 1
6,3,12 12321
6,3,2 990 |1
6,4,1 693 | 4
6, 5] 132 |5
7,1%] 210 |2
7,2,1% 594 |2
7,27] 385 |2
7,3,1] 550 | 2,18
7,4] 165 |2
8,19 120 |3
8,2,1] 231 |10
8, 3] 110 |1

(n [\ [ [di....d |
[9,12] 45 22
9,2] 44 |2
10, 1] 10 |1
[11] 1 2

12113 1 1
2,119] 11 1
22 18] 54 |2
2316 154 |1
2% 17 275 |3
2517 297 |1
20] 132 |1
3,19] 55 |2
3,2,17] 320 |1
3,22,1° 891 |2
3,23, 13] | 1408 | 1
3,24 1] 1155 | 1
32,19 616 | 2,2
322,19 [[1925 |1
32,2217 || 2673 | 2
32,27 1320 | 1
32,17 1650 | 2,2
3%,2,1] 2112 [ 1
3] 462 |2
4,18] 165 |1
4,2,19] 945 |2
4,22 1% [/ 2376 | 1
4,23.12] [[3080 | 1
4,27 1485 [ 1
4,3,17] 2079 | 1
4,3,2,1%] || 5632
4,3,221] || 5775
4,3%21%] || 4158
4,3%2] 2970 | 1
42 17] 1925 | 1
422 1% || 4455 ?
42 27] 2640 | 1
42 3,1] 2970 | 1
43] 462 |1
5,17] 330 |2
5,2,1%] 1728 | 1
5,22, 13] ]| 3696 | (3)
5,231 3520 | 1
5,3,1% 3564 | (2)
5,3,2,12] || 7700
5,3,22] 4455
5,32,1 4185
5,4,13 3520 | 1
5,4,2,1] || 5775 ?
5,4, 3] 2112 | 3
52,17 1485 | 14
52,2] 1320 | 2
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[n [\ [ & di, ..., dy |

12 | [6,1°] 462 |1
6,2,11 || 2100 | 2
6,22,1%] || 3564 | 1
6,27] 1925 | 1
6,3,13] | 3696 | 1
6,3,2,1] || 5632 ?
6,37] 1650 | 1
6,4,1%] || 3080 | 2
6,4, 2] 2673 | 4
6,5,1] 1155 | 2
67] 132 |1
7,19 462 |2
7,2,13] [[1728 | 1
7,22,1] [ 2079 | 4
7,3,1%] [ 2376 [ 2,2
7,3,2] 1925 | 6
7,4,1] 1408 | 3
7,5 297 |10
8,19] 330 |3
8,2,12] [[945 |2
8,27 616 |1
8,3,1] 891 |5
8, 4] 275 |2
9,19] 165 |2
9,2,1] 320 |11
9, 3] 154 |6
10,17] 55 6
10, 2] 54 |2
11,1] 11 |2
12] 1 2

13 | [1%3] 1 1
2, 117 12 |1
2219 65 2
2317 208 |1
2% 15 429 |1
2513 572 |3
26.1] 429 |1
3,119 66 |2
3,2,18] [[429 |1
3,22,1° || 1365 | 2
3,235,147 || 2574 | 1
3,241%] || 2860 | 1
3,2%] 1287 [ 1
3%,17] 936 | 2,2
32,2,1°] || 3432 | 1
[3%,1%] 3575 | (2)
[32,22] 3432 | 1
[3%,1] 2574 | 2

[n [\ [k [di....d |
[4,1] 220 |1
[4,2,17] || 1430 | 2
[4,3,1° || 3640 | 1
[4, 3%] 3432 | 1
431 3432 | 1
5,18 495 |2
[5,2,1° [ 3003 | 1
[5,47] 2574 | 1
[52,3 3432 | (2,3)
[6,17 792 |1
62,1 1287 [ 2
7,16 924 |2
[7,32] 3575 | (2,3)
[7,5,1] [/ 2860 | 2,6
7,6] 429 |2
8,1°] 792 |1
8,2,13 [ 3003 | 6
8,22,1] [ 3640 | 1
[8,3,2] [ 34321
8, 5] 572 |5
9,11 495 |2
9,2,17] [ 1430 [ 1
9,22] 936 |1
9,3,1] || 1365 | 22
9, 4] 429 [2,2
10,1%] 220 |3
10,2,1] [[ 429 |4
10, 3] 208 |3
11,1%] ][ 66 |26
11,2 65 |2
12,1 12 |1
[13] 1 2

14 [ 11 1 1
2,172 13 |1
22 1101 77 |2
23 18] 273 |1
21167 1637 |1
2517 1001 | 3
2612 1001 |1
[27] 429 |1
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(n [\ [ & di ..., dr |
[3,111] 78 2
3,2,1°] |I560 |1
3,22,17] || 2002 | 2
[32,1%] 1365 | 2,2
[4,119] 286 |1
[4,2,18] [ 2079 | 2
[5,1°] 715 |2
6, 18] 1287 | 1
[7,17] 1716 | 2
[72] 429 |14
8, 1] 1716 | 1
8, 6] 1001 | 1
9,1°] 1287 | 2
9, 5] 1001 | 2,2
10,1%] 715 |1
10,2,1%] |[ 2079 | 4
10, 2] 1365 | 1
10,3,1] [ 2002 | 3
10, 4] 637 |2
11,17] 286 |6
11,2,1] | 560 |13
11, 3] 273 |2
12,12] 78 7
12,2 7 2
13,1 13 2
[14] 1 2

15 | [117] 1 1
2, 117] 14 1
22,11 o0 |2
23.19] 350 |1
2% 17 910 |1
20.1° 1638 | 1
26 17] 2002 | 3
27 1] 1430 | 1
3, 112] 91 |2
3,2,1191 [ 715 |1
3,22,18] [ 2835 | 2
[32,19] 1925 | 2,2
[4,11] 364 |1
[4,2,19] || 2925 | 2

[n [\ [k  |di....d |
[5,110] 1001 | 2
6,19 2002 | 1
[7,18] 3003 | 2
[8,17] 3432 [ 1
8, 7] 1430 | 7
[9,1°] 3003 | 2
9, 6] 2002 | 2
10, 1°] 2002 | 1
10, 5] 1638 | 5
11, 1] 1001 | 6
11,2,12] [[ 2925 | 2
11,27 1925 | 1
11,3,1] || 2835 | 26
11, 4] 910 |1
12,17 364 |1
12,2,1] [ 715 |14
12, 3] 350 |3
13,17 91 |30
13,2 90 |2
14,1 4 |1
[15] 1 2

16 | [119] 1 1
2,11] 5 |1
22,1121 104 |2
23,1197 1440 |1
2% 1%] 1260 | 1
[25,16] 2548 | 1
27,17 3432 [ 1
28] 1430 | 1
3, 117] 105 |2
3,2,1117 1[896 |1
(32,1197 |l 2640 | 2,2
[4,117] 455 |1
[5,111] 1365 | 2
[6,119] 3003 | 1
[87] 1430 | 2
[9,7] 3432 | (2,7)
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[n [\ [k  |di....d |

16 [ [11,1°] [ 3003 | 2
[11,5] 2548 | 1
[12,1%] 1365 | 1
[12,22] [/ 2640 | 2
12, 4] 1260 | 2
13,13] || 455 |6
13,2,1] || 896 |5
13, 3] 440 |6
14,17 105 |8
14,2 104 |2
15,1 5 |2
[16] 1 2

17 [ [117] 1 1
2,119 16 |1
22 113 119 |2
23,11 [ 544 |1
21,19 1700 | 1
3, 111] 120 |2
3,2,112] [ 1105 | 1
[4,113] 560 |1
[5,1'7] 1820 | 2
[13,19] 1820 | 2
13, 4] 1700 | 2
14,13 || 560 |3
14,2,1] [ 1105 | 16
14, 3] 544 |1
15,17] 120 | 34
15, 2] 119 |2
16, 1] 16 |1
17] 1 2

18 | [118] 1 1
2,119] 17 |1
22,11 [[135 |2
23,1121 [ 663 |1
24,1107 [ 2244 | 1
3,11] 136 |2
3,2,113] [ 1344 [ 1
[4,1] 680 |1

(n [\ [k [di....dv |
[5,113] | 2380 | 2
(14,17 ][ 2380 | 3
[14, 4] 2244 | 2
15,19 680 |2
15,2,1] || 1344 | 17
15, 3] 663 |6
16, 17 136 |9
16,2 135 |2
17,1 17 |2
[18] 1 2

19 [ 119] 1 1
2,117] 18 |1
22,117 [ 152 |2
23,113 798 |1
24,117 12907 | 1
[3,116] 153 |2
3,2, 11 || 1615 | 1
4, 119] 816 |1
15, 4] 2907 | 2
16,1°] [/ 816 |3
16,2,1] || 1615 | 6
16, 3] 798 |3
17,17 153 | 38
17,2 152 |2
18,1 18 |1
[19] 1 2

20 | [179] 1 1
2, 11%] 19 |1
22,1167 170 |2
23,117 [/ 950 |1
3, 117] 171 |2
3,2,115] [ 1920 | 1
[4,119] 969 |1
[17,13] [/ 969 |6
17,2,1] 11920 | 19
17, 3] 950
18,17] 171 |10
18,2] 170 |2
19,1] 19 |2
20] 1 2
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B.2 Graphen der Form D,

Hier werden fiir p € {2,3,5,7} auf Basis der Ergebnisse aus B.1 Partitionen in Graphen
der Form D,, angeordnet. Falls fiir einen Knoten noch keine Nachfolger berechnet sind, ist
dies durch ein Fragezeichen gekennzeichnet. Wenn Nachfolger bekannt sind, die hier nur
nicht aufgefithrt werden, ist dies durch drei Punkte gekennzeichnet.

p=2:

Der besseren Ubersicht wegen ist D fiir n < 13 in zwei Teilgraphen aufgeteilt. Der erste
enthélt die von Vermutung 4 und 5 betroffenen Partitionen, der zweite alle iibrigen, zu-
sammen mit einigen Verbindungen zum ersten, so dass insgesamt jede bekannte Kante aus
Ko fiir n < 13 in mindestens einem der beiden Teilgraphen auftaucht.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
(2) (22) — (221) — (22,1%) — (22,1%) — (22,1%) — (22,1%) — (22,1%) — (22,17) — (22,1%) — (22,19 — ...
3) — (3,1)\\—% (3,12) — (3,1%) — (3,1%) — (3,1%) — (3,1%) — 3,17) — (3,18) — (3,19) — (3,119 — ...
\ \<3,2) — (3%) — (3%21) — (32,1%) — (32,1%) — (3%2,1*) — (3%2,1%) — (32,15 — (3%,17) — ...
(4) %2 — @) — @y — @ 1) - @A) -

(3%,2) — 3% — @3%1) — ¢
(4,2) — (4,2,1) — (4,2,1%) — (4,2,1%) — (4,2,1%) — (4,2,1°) — (4,2,1%) — (4,2,17) — ...

(5) (5,1)\\*7 (5.1%) — (5,1%) — (5.1%) — (5,1°) — (5,1%) — (517) — (5,1%) — ¢

N\
N

(5,2) =™ (5,3) —— (5,3,1< (5,3,1%) = (5,3,13) = (5,3,1%) — ¢

\ (5,32) — (5,3%) — 7
(6) (5,4) — (6%) — (5%,1) — (5%,1%) — 7
N
\ (52,2) — (5%.3) — 2

(6,2) — (6,2,1) — (6,2,1%) — (6,2,1%) — (6,2,1%) — 2

) (7,1) == (112) — (1,1%) — (104 — (7,1%) — (718 — ...

N
N

(7,2) — (7,3) — (7,3,1< (7,3,12) = +

)
\ (7.3,2)— (7.3%) — 2
(8) (7.4) — (7.5) T (7.51) — ¢
\
\ (7,6) — ...

(8,2) — (8,2,1) — (8,2,12) — (8,2,13) — »

(9,1) = (9,12) — (9,1%) — (9,1%) — »

9,2) — (9,3) — (9,3,1)— ...

\ N
(10) \ (0,4 — ...
\ (10,2) — (10,2,1) —

(11) (11,1)\+\ (11,12) — ...

(9)

(12) \(11,2) — ...

(as) — ...
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(2) (2,12) — (22,1) — (22,12%) (32,12) — (32,1%) — (32,2,1%2)—(32,22,1) —(32,22,1?)— -

\

(33%,1%) —

\

(3,12) — (3,1%) 2,12) = (3,22,1) = (3,2%,1%) —(3,2%,13) —=(3,2%,1%) —(3,22,1°) =(3,2%,15) —. ..

3) — 1) (4,2,1%) —

(3,2)

\/

(4,2,1) — (4,2%) — (5,22) — (5,3,2) — (5,4,2) — (5%2,2) — 2

AN | N\
(4,2) (5,3,1)—?%? (6,3,1)T (6,4,1) — (6,4,2) — ¢
\\ (5,2) — (5,3) O ' (6,4,12) = ¢
/ NN/
6) — .1 (6,2) (5,4) = ‘_‘_ (5%) *5' (%1 — (67571)_ (6%1) — =
(5,12) — (6,1%2) — (621)—‘(6 22) ——;L (7,2%) — (7,22,1)1'.‘- 2
\\ (6, 2,12)2; (7,2,1%) 3
\\ (7,12) — (7.1%) ::
/o
(7) (71)—(72)—(73)—%(731)— . |
\\ \\ (‘\7,4) — (7,5) —h(7,5,1)— 7
\
(8,2) (8,4) — (9,4) — ...
\
\\ (9,2) — (10,2) — (10,2,17— .
S/
(9) — (9.1) — (9.1%) — (10,1%)

N N\

(10) — (11) — (11,1) — (11,1>)— ...
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p=3
3 (1%)
|
4 (1)
|
5 (2,1%)
|
6 (2,1%) (3%) (4,12)
| | |
7 (22,13) (4,3) (4,13)
| | |
8 (22,14 (4,3,1) (5,13)
| | |
9 (23,13) (4,3,2) (5,1%) (6,3) (7,12)
| RN | | e
10 (23,14 (4,3%) (4,3,2,1) (5,2,1%) (7,3) (7,2,1)  (7,13)
| | | | e |
11 (24,13) (5,3%) (4,3,22)  (5,2,1%) (7,3,1) (8,1%)
| | | | RN |
19 (24,1%) (5,4,3) 2 (5,22,13) (7,3,2)  (7,4,1) (8,1%) (9,3) (10,12)
| | | | | | | |
13 (25,13) (52,3) 2 (7,3%) (7,5,1)  (8,2,1%3)  (10,3) (10,13)
| | | | | | |
14| (25,19 ? ? ? ? (10,3,1) (11,1%)
| | |
15 (28,13) (12,3) (13,12) 2 (11,1%)
| | | |
16 ? (13,3) (13,1%) ?
| |
17 ? (14,1%)
|
18 (14,1%) (15,3) (16,12)
| | e
19 ? (16,3) (16,2,1) (16,13)
| | |
20 ? ? (17,13)
|
?
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p=>5 5 (3,12)
I
6 (3,2,1)
I
7 (3%,1)
I
8 (32,12)
I
9 (4,3,12)
I
10 (4,3,2,1) (5%) (8,12)
I I I
11 (4,3%,1) (6,5) (8,2,1)
I I I
12 ? (7,5) (8,3,1)
I I
13 (8,5) ?
I
14 ?
15 (10,5) (13,12)
I I
16 ? (13,2,1)
I
?
p="7 7 (5,12)
I
] (5,2,1)
I
9 (5,3,1)
I
10 (5,4,1)
I
1| (6%1)
I
12 | (6%,1?)
I
13 ?
14 (72) (12,12)
I I
15 (8,7) (12,2,1)
I I
16 9,7) ?




Anhang C

Der Bewels von Lemma 2.2.4

Es sei n > 3 und A := (n — 1,1). Dann ist H?(S,,52) = 0 fiir ungerades n und
H?(S,,S3) & 7/27 fiir gerades n.

Der Beweis dieser Aussage erfolgt durch Bestimmung der Invariantenteilerform der Zassen-
haus-Matrix Ay := Ax(H,,). Hy, besitzt n—1 Erzeuger und @ Relationen (siehe 2.1.2),

und es ist k =n — 1 (siehe 1.2.24 (c)). Mit (2.1.2) gilt:

A(1) 0
A(2)
A(n —2)
Ay = e 727 x(n-1)?
A(n—1)

mit Blocken A(i) € ZF>*¥ definiert durch:

1+ 3.3 Y14+

A(i) = 1+3 0%, Yio 4+ %

I DV EEDITE DD W EEE DI IR DV EE PN I IS e eI

Xi+1
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Aus (1.2.24 (c)) ist bekannt, dass die 3; = ®5((4,i + 1)) € Z"1*"~! die folgende Gestalt
haben:

-1 -1-1-- -1

—= O
S =

fir2<i<n-—1.

Dabei steht der fettgedruckte Eintrag an der Position (i,1).
Die einzelnen (k x k)-Blocke der Zassenhaus-Matrix errechnen sich damit wie folgt:

2
0-1-1-- —1 :
92 2
(a) By +1= 2 . Ni+1l= 1 fir2 <i<mn-— 1
. ,
2
2
00 -1 - —1
00 -1 - —1
(b) 14+ X130+ 3% =% + X3 + g = 3
3
Fir 3 <i¢<n—1 gilt:
3
3
111
D43 0% + X3 = X1 + 3550 + X = 111
111
3
3
(c) Seinun3<i<n-—1.
0 -1 -1 S
2
2
1+, =X14+%= 11 ,
11
2
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— =
[

—
-

2
Dabei steht der obere fettgedruckte Eintrag an der Posititon (/,!) und der untere an Po-
sition (7,1).

Unterteilt man also die Zassenhaus-Matrix in (k x k)-Blocke, dann gibt es einerseits Block-
zeilen mit nur einem von Null verschiedenen Block >; 4+ 1, und in den anderen Blockzeilen
stehen jeweils zwei identische von Null verschiedene Blécke.

Eine Ausnahme bildet der Fall n = 3; hier ist die zweite Blockzeile komplett gleich Null,
weil die Blocke noch zu klein sind. Die Zassenhaus-Matrix hat die Form:

0 —1
02
0 000
A=10o0loo

11
11

Offensichtlich sind alle Invariantenteiler gleich 1.

Im Folgenden sei n > 4.

Um eine gewisse Ubersicht zu gewihrleisten, betrachten wir die grofien Blocke A(i) zu-
néchst separat und fithren darauf ausschliellich Zeilenoperationen aus. Die Blocke A(1)
und A(2) bleiben vorerst unveréndert. Es sei also ¢ > 3.

Der unterste Block ¥; + 1 hat Zweien auf der Diagonalen, aufler dort, wo der (1 })—

Kasten liegt. Damit vereinfachen wir die dariiber liegenden Blécke.

0—-1---—1

¥+ X; wird zu . (Beachte dabei, dass i > 2 ist.)

Y4+ wird fir 2<1<i—2zu

— =
= =

mit der fettgedruckten 1 an Position (I,1).
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Y1+ 221 + X, wird zu mit der fettgedruckten 0 bei (7,1).

— =
o O O
o OO

(Beachte auch hier, dass ¢ > 2.)

Die Diagonalblocke von A(i) werden nun vereinfacht mit Hilfe der Blocke ¥; + 1 fiir
1 <1 <i—1, die alle oberhalb von A(7) liegen. Da sie die einzigen von Null verschiedenen
Blocke in ihrer jeweiligen Blockzeile sind, haben die folgenden Operationen auflerhalb der
betrachteten Blocke keine Auswirkungen.

[
[

1+ X¥1Y; wird mit Hilfe von X1 + 1 zu mit der fettgedruckten 1 bei (7,1).

14+ 33, wird fiur 2 <[ <4 — 2 mit Hilfe von ¥; + 1 ebenfalls zu 1 i
1
1
001
1+ 3,13 + ¥;.1%; wird mit Hilfe von ;1 + 1 zu 001 mit der
001
1

fettgedruckten 1 bei (4,1).

Nun rdumen wir innerhalb der einzelnen Blockzeilen noch doppelte Zeilen aus. Der bes-
seren Ubersicht wegen werden im Folgenden Nullzeilen aus der Fox-Matrix komplett ge-
strichen. Sortiert man jetzt noch die Zeilen entsprechend um, dann wurde A(7) mit den
bisherigen Zeilenoperationen auf die folgende Form gebracht:
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0---0110---0
0---0110---0
0 --- 0110 0
11
1100 0
-1 -1
1 1
1 1
001 100
1 1
1 1
2
2
200
2
2

Hierbei stehen die fettgedruckten Eintrége in der i-ten Spalte des jeweiligen Blocks.

Nun addieren wir die unterste Blockzeile des umgewandelten A(i—1) auf die unterste
Blockzeile des umgewandelten A(7). Dann stehen in dieser Blockzeile die Zweien genau an
den Positionen, an denen in der dariiberliegenden Blockzeile die Einsen stehen. Das heifit,
wir kénnen die unterste Blockzeile komplett ausrdumen. (Das funktioniert auch fiir ¢ = 3.
A(2) ist zwar bisher noch nicht umgewandelt, aber die benédtigten Zeilen stehen auch dort.)

Als néchstes betrachten wir in der letzten Blockspalte von A(i) die Spalten ¢—1 und i.
Die gesamte Blockspalte ist oberhalb von A(7) gleich Null. Wenn wir die beiden betref-
fenden Spalten in der Blockspalte nach hinten tauschen, so riicken in A(j) mit j > i in
der i-ten Blockspalte zwei Nullspalten nach hinten. Wenn wir also diese Umformung fiir
3 <i < n—1 vornehmen, dann haben die umgewandelten A(¢) die Gestalt:
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0 1 1
11
1100---0
0 -1 1
1 1
1 1
1 1
100 0 0

Dabei sind die entsprechenden Umformungen fiir die zweite Blockspalte schon vorwegge-
nommen, die jetzt folgen, wenn wir A(1) und A(2) bearbeiten:

0-1-1-- -1
2 0-1-1-- -1
2 2
2
2
0 0 —1--- 100 -1 --- —1 2
00 —1---—=1[00 -1 --- —1 00 —1---—-100—1---—1
3 3 . 1 1
3 3 1 1
11 11
11 2 2
2
2 2
2
0-1-1-- -1
5 o ) 0—1—21 -1
2
2
— 2 —
00 1 001 00 1 L
' 1 100
1 1
T 0 0---011

Nach entsprechendem Umsortieren der Zeilen hat die gesamte umgeformte Zassenhaus-
Matrix nun folgende Gestalt:
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M
M
M
M
B(1)
B(2)
B(3)
B(n—-1)
B(2)
2F’
E' | E
E E
E E
E E
Die einzelnen Blocke haben dabei folgende Gestalt:
M=(0-1---1)¢ez>n1
1 001
E = . c Zn—3><n—1 E = - c Zn—3><n—1
100 1
011 11
11 Lo
B(l) — ) . c Zn73><n717 B(2) — . . c Zn73><n71,
o 110
11 011
11
110
B(i) = 011 ezl fir 3<i<n—2
110
011

mit der fettgedrucken 1 an der Position (i — 2,7). Damit entsteht B(i) aus B(2) durch
Streichen der (i—2)-ten Zeile.

Wir betrachten nun gewisse Untermatrizen, auf denen man weiterhin Zeilenumformungen
ausfithren kann, die den Rest der Gesamtmatrix nicht betreffen:

Die letzte Zeile in jedem B(i) ist b:= (0 --- 0 1 1). Damit gilt:
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0 -1 - -1
M 0 —1 -1
M 0 - 011
| = 011
RE I
"E|E
100 1 00
0-1--- -1 0o-1.--- -1
01 -10 0|0 0 0 . 0 (0 0
0 - 01 1 0 - 011
SN 0 0 11| __, 0 0 11
1 1 1 1
10 0 1 00 100 1 00

Mit diesem Verfahren konnen wir der Reihe nach aus den Blockspalten n—1 bis 4 alle M
an den entsprechenden Positionen entfernen.
Unter Verwendung der Zeile b’ := (0 1 1 0 --- 0) aus B(1) betrachten wir schlieflich

0 -1 —1
0 —1-- -1
01100
M 0 01 1
i 0011 11
b/
b | T -
E'|E 1 100
E[E 1 1
1 1
100 10 0
0 -1 ~1
0 1 101 ---100[0 - 0
0110 0
0 —-011
0 0 1 1
1 1
. .
1 100
1 1
1 1
100 100
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0 -1 -1
0 . 00 0(0 0
01 10- 0
0 -011
0 01 1
1 1
1 100
1 1
1 1
100 100

Damit sind alle Blocke M bis auf den obersten aus der Gesamtmatrix entfernt. Der Rest

der Matrix ist gleich

geblieben.

Unter Verwendung der Tatsache, dass fiir 3 < i < n — 2 alle Zeilen aus B(i) auch in B(2)
vorkommen, betrachten wir nun fiir 2 <7 <n — 2:

B@i)| 0

0 [B2)
B0
E | E

—

—B(i) B()| 0 0 |B()
B(2) 0 |B(2) B)| 0
“E | |0 |-E | | =ET 0
0 E | 0 0 | E

Wichtig ist dabei, dass wir die vorletzte Blockzeile nicht auf andere Zeilen addieren.

BG)|
0

E

E

Analog wird

0
B(2)
0
—F

0 |B(i)
%2)% . Auf diese Weise kénnen wir beginnend
T

bei i = n—2 sukzessive den hinteren B(2)-Block bis in die zweite Blockspalte tauschen und
dabei immer jeweils ein E eliminieren. Schliellich betrachten wir noch die Untermatrix:

011
11
11
1 1
1 10
0 11
001 +1
1 +1
1 +£100
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01 1
11
1 1
00 F1 1 1 1
B(1)| 0
— : —><() B(Q))
F1 F1 1 10 0 | +E
0 0 0 11
00 0 +1
0 +1
0 100

Das Vorzeichen von F ist abhéngig davon, ob n gerade oder ungerade ist, hat aber auf die
Invariantenteiler keinen Einfluss. Die gesamte Matrix hat jetzt die Form:

M
B()
2F'

B(2)

+FE

B(2)
E
B(3)
E
B(n — 2)
E

Die Blocke %) und (%) fir 3 < i < n — 2 besitzen als Invariantenteiler nur

Einsen. Es bleibt also nur noch zu betrachten:

1. Fall: n ungerade

0 -1 - -1 0-10- 0
0 1 1 01 1
11 11
M
B(1) | = 1 1 | — 11
2F' 2 0 0 2
2 2




2. Fall: n gerade

Insgesamt folgt damit, dass fiir ungerades n alle Invariantenteiler von Ay gleich 1 sind und
fiir gerades n der einzige von 1 verschiedene Invariantenteiler 2 (mit Vielfachheit 1) ist.
Damit folgt die Behauptung.

0-10 -0
0 0 1
1
1 —
0 0 2
2
2
0o -1 - -1
01 1
1
1 1
2
2
0
1
1 0
002 -2 2 -2 2
-2 -2
-2 2
2 =2
2

0-10
0 01
1
000
0
0 .
011
1
—
002
01
1
—
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