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1 Kapitel 8 aus ,,Reflection Groups and Coxeter Groups* (J.E.
Humphreys)

Das Wortproblem

Methode von Tits

Sei F' := F(X) die freie Gruppe auf einer Menge 3, ¥ — S eine Bijektion und 7 : F —
W der zugehorige Epimorphismus.

Sei 't das von ¥ erzeugte Monoid.

=1V s €S = es gibt einen Monoidepimorphismus F+ — W.

w € FT Produkt einiger o € X: definiere ¢(w) als Anzahl der Faktoren in diesem Pro-
dukt.

Elementare Vereinfachungen

1. In einem Wort w ein Produkt wie oben durch das ,,umgekehrte Produkt® ersetzen.
Dies ldsst die Lénge ¢(w) fest.

2. In einem Wort w ein Produkt der Form oo auslassen. Dies verringert ¢(w).
Definition X(w) := {z € F' | x entsteht aus w durch (1) oder (2)}, |Z(w)| < oo,
[m(E(w)] = 1.

Satz w, W' € F'. 1m(w) =7(w) & Z(w)NX(w) #0
Tw)=1<()eX(w) [ ) dasleere Wort]



2 BN-Paare

2.1 Die Axiome

Definition 2.1 Sei G eine Gruppe und B, N < G. Dann heifst (B, N) ein BN — Pair
fiir G, falls die folgenden Aziome erfillt sind:

1. G=(B,N)
2. BAN = H<aN

3. Zu W = N/H ezistiert eine Menge S C W, sodass (W,S) ein Cozetersystem
bildet.

4. Ist sy =n;H undn € N, so ist n;Bn; # B und n;Bn C (Bn;nB)U (BnB)

Jede zu B konjugierte Gruppe heifst Borel-Untergruppe, W heifst die Weyl-Gruppe, |S|
heifst der Rang des BN — Puairs.

Bemerkung 2.2 Das dritte Aziom lisst sich abschwdchen zu ,W hat ein Erzeugen-
densystem von Elementen der Ordnung 2“.

Bemerkung 2.3 Ist G eine Gruppe mit einem BN —Puair, so gilt zusdtzlich zum vierten
Aziom auch: nBn; C (Bnn;B) U (BnB). Insbesondere kann das vierte Aziom (aus
Symmetriegrinden) durch die Forderung ersetzt werden.

Lemma 2.4 Seien w,w’,w” € W, dann gilt: BwuB C (Bw'B)(Bw"B) < Bw'B C
(BwB)(Bw"™'B) < Bw"B C (Bw'™'B)(BwB).

Beispiel 2.5 G operiere treu und doppelt transitiv auf der Menge  mit || > 2 und

seien a # 3 € Q beliebig. Setze B := Go und N := Gy, p,. Dann bildet (B, N) ein
BN —Pair vom Rang 1 fiir G.

2.2 Die Bruhat-Zerlegung

Satz 2.6 Ist (B, N) ein BN—Pair fir G, so ist G = BNB.

Bemerkung 2.7 Fir w € W bezeichne BwB die Doppelnebenklasse BnB fiir ein
n € N mit nH = w (diese hdngt nicht von der Wahl von n ab). Es gilt:

1. G=BWB



2. Fiirw,w’ € W gilt: BuB = Bu'B & w=uw'.
3. W steht in Bijektion zu den Doppelnebenklassen von B auf G. G =[],y BwB
Lemma 2.8 Es sei s; € S und w € W, dann gilt:
Bs;wB, L(s;w) > L(w)

(Bs;B)(BwB) = )
(BsjwB) U (BwB), {(sjw) < {(w)

2.3 Parabolische Untergruppen

Bemerkung 2.9 Ist (W,S) ein Coxetersystem, so heiffen die Untergruppen Wi =
(si |ieI)mit I CS die parabolischen Untergruppen von W.

Lemma 2.10 Ist G eine Gruppe mit einem BN —Pair (B, N) und (W, S) das zugehdorige
Cozetersystem, so ist BW;B < G.

Definition 2.11 Sei G wie oben.

1. Eine Untergruppe U < G heifit parabolische Untergruppe von G, falls U eine Kon-
jugierte von B enthdlt.

2. Die Untergruppen Pr := BWiB, I C S heiflen standard parabolische Untergrup-
pen.

Satz 2.12 ¢ bezeichne die tibliche Ldingenfunktion von W beziiglich S. Ist w = s1 - ... -
Sp € W mit £(w) = n, so ist die kleinste Unterruppe von G, die BwB enthdlt, gerade
BWiB mit I = {s1,...,8n}-

Korollar 2.13 Jede Untergruppe von G, die B enthdlt ist von der Gestalt BWiB mit
Ircs.

Satz 2.14 Ist I C S und Ny < N so, dass Ni/H = Wy, so ist BN B wieder eine
Gruppe mit BN —Pair (B, Nr). Insbesondere gilt BNy B = BWB = [],,cyy, BwB.

2.4 BN-Paare und einfache Gruppen

Satz 2.15 Jede endliche Gruppe vom Lie-Typ hat die Struktur eines BN -Pairs.

Satz 2.16 FEs sei G eine endliche perfekte Gruppe mit einem BN -Pair, sodass B auflosbar

ist, Ngeg?B = {1} und W irreduzibel (zusammenhdngendes Dynkindiagramm,), dann ist
G einfach.



3 BN-Paare fiir GL(V) und Sp(V)

3.1 GL(V)

G = GL,(K) = GL(V)
B::{X€G|XijZOVi>j}
N :={A € G | A Monomialmatrix}

Satz (B, N) ist ein BN-Paar fir G.

3.2 Sp(V)

Definition Sei V' ein e.e. K-Vektorraum, B eine nicht ausgeartete alternierende Bili-
nearform auf V. (B(v,v) =0V v € V, Vt = {0}). Dann heifit (V,[3) symplektischer
Raum.

Sp(V) :={f € GL(V) | B(f(v), f(w)) = (v, w) Yv,w € V}
dim(V) =0 (mod 2).

Lemma FEs existiert eine Basis (e1, f1, €2, fa2, ..., en, fn) von V- mit B(e;, e;) = B(fi, f;) =
0, B(es, fj) = dij. Fine solche Basis heifit symplektische Basis.
Paarweise orthogonale (e, ..., ey) lassen sich zu einer symplektischen Basis erginzen.

Bemerkung Beziiglich einer symplektischen Basis hat die Darstellungsmatriz von [
0 1

die Gestalt J := <—0Q %) mit ) = Es gilt A e Sp(V) < A" e Sp(V).
1 0

Beziiglich der symplektischen Basis setze B := Bgr,v)NSp(V), N := Ngr,)NSp(V)
Satz (B, N) ist ein BN-Paar fir Sp(V).

Lemma Sei H := BN N. Dann ist H < N und N/H =1 W = CyS,, wird von
Elementen {w; | i € I} der Ordnung 2 erzeugt.



