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Erinnerung: Sei (W, S) ein Coxeter-System von Rang n (also |S| = #) und sei V ein
n-dimensionaler Vektorraum mit Basis («s,, ..., &5, ). Definiere zu s € S den Operator

oo 1V — V,A = A—2B(Aas)as auf V, wo B(ucsl.,zxsj) = —cos(m(%hs]_)) ist und B linear

fortgesetzt auf V wird. Dann ist o, die lineare Fortsetzung von ¢ auf W, eine treue Darstellung
von W auf V (s. Kapitel 5).

Teilklassifizierung von Coxeter-Gruppen

In diesem Abschnitt werden die Coxeter-Gruppen (zumindest bis zu einem gewissen Grad)
tiber die oben genannte Bilinearform B klassifiziert.

Irreduzible Coxeter-Systeme

Definition (Irreduzibel) Ein Coxeter-System, bzw. eine Coxeter-Gruppe, heifst irreduzibel,
wenn der zugehorige Coxeter-Graph zusammenhéngend ist. o

Folgende Proposition besagt, dass eine Klassifizierung irreduzibler Coxeter-Gruppen auch
schon eine Klassifizierung aller Coxeter-Gruppen liefert.

Proposition (6.1) Sei (W, S) ein Coxeter-System mit zugehorigem Coxeter-Graph I und I'y, ..., T,
seien die Zusammenhangskomponenten von I'. Weiterhin seien Sy, ..., S, die zu I'y,...,I';, ge-
horenden Untergruppen von S.

Dann ist W das direkte Produkt der parabolischen Untergruppen Ws,, ..., Ws o

Aussagen iiber ¢ und V mithilfe des Radikals

Sei V1 = {A € V|B(A,u) =0 fiiralle u € V} S V das Radikal von V bezgl. B. Fiir s € S sei
auBerdem H; := {A € V|B(A,a5) = 0} das orthogonale Komplement von < a; >. Dann gilt

e V't ist W-invariant
e V't =NysHs, alsoist wA = A firallew € Wund A € V-

Mithilfe dieser Eigenschaften kann die folgende Proposition bewiesen werden. Diese wird fiir
den Beweis von Satz (6.4) (s.u.) bendtigen, ist aber auch an sich schon nicht uninteressant.

Proposition (6.3) Sei (W, S) ein irreduzibles Coxeter-System. Dann gelten:
a) Alle W-invarianten echten Unterrdume von V sind in V* enthalten.

b) Wenn B ausgeartet ist, ist ¢ nicht halbeinfach (das Komplement jedes W-invarianten
Teilraums von V ist W-invariant)

¢) Wenn B nicht ausgeartet ist, ist ¢ einfach (es gibt keine W-invarianten Teilrdume von V)

d) Seiz:V — V ein Endomorphismus auf V, der mit der Operation von W auf V kommu-
tiert (z(wA) = wz(A) fiir allew € W, A € V). Dann gibt es ein ¢ € R, sodass z = ¢ Idy.©



J.E. Humphreys: Reflection groups and Coxeter groups, Kapitel 6 Sonja Heinze

Klassifizierung von irreduziblen Coxeter-Gruppen iiber die Bilinearform B

Alle irreduziblen Coxeter-Gruppen mit assoziierter Bilinearform B fallen unter genau einen
der folgenden fiinf Fille:

1. B ist positiv definit
Dieser Fall liefert genau die endlichen Spiegelungsgruppen

Satz (6.4) Die folgenden drei Eigenschaften einer Coxeter-Gruppe W sind dquivalent:

a)
b)
<)

W ist endlich
Die zu W gehorige Bilinearform B ist positiv definit

W ist eine endliche Spiegelungsgruppe o

2. B ist nicht positiv definit, aber positiv semidefinit (also ausgeartet)
Die Coxeter-Graphen der Coxeter-Gruppen aus diesem Fall (s. Kapitel 2) stimmen genau
mit den Graphen der affinen Weyl-Gruppen (s. Kapitel 4) tiberein. Dieser Fall liefert also
genau die affinen Weyl-Gruppen.

3. B ist nicht positiv semidefinit (also auch nicht positiv definit) und ausgeartet
Dieser Fall wird hier nicht behandelt.

4. B ist nicht positiv definit und nicht ausgeartet
In diesem Fall wird anhand der folgenden Eigenschaft (E), noch einmal zwischen zwei
verschiedenen Fillen unterschieden:
(E) Fiir alle s € S gilt: Entfernt man den zu s korrespondierenden Knoten aus dem
Coxeter-Graphen, so erhdlt man einen Graphen positiven Typs

a)

B ist nicht positiv definit und nicht ausgeartet und hat die Eigenschaft (E)
Dieser Fall liefert die sogenannten hyperbolischen Coxeter-Gruppen (s. Prop (6.8)).

Definition (hyperbolisch) Sei (W, S) ein irreduzibles Coxeter-System.

Sei C :={A € V|B(A,a5) < 0 fiir alle s € S}. (W, S) bzw. W heifst hyperbolisch, falls
B die Signatur (n —1,1,0) (Schreibweise: (+, —,0)) hat und B(A,A) < 0 fiir alle
AeC. o
Proposition (6.8) Sei (W, S) ein irreduzibles Coxeter-System mit assoziierter Bili-

nearform B. Dann ist (W, S) genau dann hyperbolisch, wenn B nicht positiv definit
und nicht ausgeartet ist und (W, S) die Eigenschaft (E) hat. o

B ist nicht positiv definit und nicht ausgeartet und hat nicht die Eigenschaft (E)
Dieser Fall wird hier nicht behandelt.

Charakterisierung der kristallographischen Coxeter-Gruppen

Unabhingig von der Teilklassifizierung der Coxeter-Gruppen hier noch eine Charakterisie-
rung der kristallographischen Coxeter-Gruppen.

Proposition (6.6) Sei (W, S) ein Coxeter-System mit Coxeter-Graph T’

W ist genau dann crystallographisch, wenn m(s,t) € {2,3,4,6,00} fiir alle s,f € S und das
Folgende gilt: In jedem Zyklus von I' (wenn I' keine Zyklen hat, entfillt diese Bedingung also)
ist die Anzahl der mit 4 und die Anzahl der mit 6 gewichteten Kanten jeweils gerade. o



