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Gegeben sei eine Spiegelungsgruppe G auf dem Vektorraum V. Zu jedem einfachen
System nennt man das Produkt der einfachen Spiegelungen w = s1---s, ein Coxeter-
element.

H Proposition 1. Die Coxeterelemente bilden eine Konjugiertenklasse von G.

¢ Sie haben also dieselbe Ordnung A, genannt Coxeterzahl.

¢ Jedes Coxeterelement hat dieselben Eigenwerte, die man mit { = exp % eindeutig
schreiben kann als {™1,...,{™" mit0<mi1<-:---<m, <h—1. Die m; nennt man die
Exponenten von G.

Ist S1 x .-+ x S; die Zerlegung von G in seine parabolischen Untergruppen, so erhilt
man die Coxeterelemente von G als Produkt von Coxeterelementen der S;. Die Coxe-
terzahl von G ist entsprechend der ggT der Coxeterzahlen der S;.

Im folgenden wird angenommen, dal3 G (Coxeter-)irreduzibel sei und aullerdem keine
Fixpunkte auller 0 habe. In dieser Situation ist das Ziel, zu zeigen: Die Grade von G
héangen direkt mit den Exponenten zusammen, namlich d; =m; + 1.

H Lemma 1. };m; = %
Lemma 2. Nach eventueller Umnummerierung gibt es einen Index r, so daf}
s1,...,8, untereinander sowie $;.1,...,S, untereinander kommutieren.

Wiederholung:

¢ Die Grade erfillen dy +:--+d, =n+ N, wo N die Anzahl der Spiegelungen in G
bezeichnet.

e D={bijw1+---+brw, | b1,...,b, =0}ist ein Fundamentalbereich der Operation, und
die Elemente von C = {b1w1+---+b,w, | b1,...,b, > 0} haben trivialen Stabilisator.

¢ A hat im Coxeter-irreduziblen Fall einen Eigenvektor (c1,...,¢,) mit ¢; >0 Vi und
mit Eigenwert ¢ > 0.

Notation:

¢ Einfaches System A ={a1,...,a,}, gemil Lemma 2 nummeriert
* Zugehdrige Spiegelungen sy, ...,s, und Hyperebenen H; = Hy,

¢ Zugehoriges Coxeterelement w =s1---s,

* Grammatrix A = ((a;,a;)); j

* (w1,...,w,) Basis mit (w;,a;) =6;;

¢ N = Anzahl der Spiegelungen in G



* P=RA+RucVmit A=ciw1+: - +c,o, und g =cr110r41+-++Cry
® V=Cri1Qry1t+--tCpty

Die Ebene P = RA + Ru hat folgende Eigenschaften.

(c—DA=—-pu+wv.

¢ P ist invariant unter G.

* w|p ist eine Rotation um 2T”i, und das ist der doppelte Winkel zwischen A und p.
Durch Rotation unter w entstehen aus den Geraden RA und Ru zusammen genau
h Geraden.

Die Spiegelungen s mit H; N P = RA sind genau $,41,...,8,. (n —r viele)

Analog sind die Spiegelungen s mit H; N P = Ru genau sy,...,s,. (r viele)

H Proposition 2. Die Anzahl der Spiegelungen ist N = %

Satz. Es sei GG eine Coxeter-irreduzible, fixpunktfreie Spiegelungsgruppe mit Expo-
nenten mi <---<m, und Graden d; <--- <d,. Dann gilt

di=m;+1.

Proposition 3. Ist bei den ansonsten gleichen Voraussetzungen G = W sogar eine
Weyl-Gruppe, so kommt jede primitive Einheitswurzel als Eigenwert der Coxeter-
elemente vor.




