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1 Kristallographische Spiegelungsgruppen

Definition 1.1 Fine endliche Spiegelungsgruppe W < O(V') heifst kristallographisch,
falls es ein Gitter L <V (also L Z-Erzeugnis einer Basis von V') gibt mit der Eigen-
schaft: WL C L

Lemma 1.2 Ist W kristallographisch und @ das zugehiorige Wurzelsystem, so ist m(a, ) €
{2,3,4,6} V o,8 € .

Definition 1.3 FEin Wurzelsystem @ C V heif§t kristallographisch, falls

2(av, B)
(8,8)

Die zugehdrige Spiegelungsgruppe heifst dann auch die Weyl-Gruppe von ®.

eZN a,ped.

Lemma 1.4 Ist @ irreduzibel, so treten hidchstens zwei Ldngen von Wurzeln auf. Wir
nennen die Wurzeln dann ,lang” bzw. kurz“ und das Verhdltnis der quadrierten Lingen
st 2 oder 3.

Bemerkung 1.5 W operiert transitiv auf der Menge der langen und auf der Menge der
kurzen Wurzeln.

Bemerkung 1.6 Sei A ein einfaches System. Beziiglich der Halbordnung a < b &
b— a ist nicht-negative Linearkombination der Elemente von A enthdilt & ein eindeutiges
grof$tes Element. Dieses ist eine lange Wurzel und wird im Folgenden mit & bezeichnet.

Definition 1.7 Setze oV := ﬁa die Cowurzel (coroot) zu o. Dann bildet ®¥ wieder

ein kristallographisches Wurzelsystem mit einfachem System AV, das inverse oder duale
Wurzelsystem.

Bemerkung 1.8 1. Die Weylgruppe von ®V ist wieder W .



2. Kurze Wurzeln aus @ liefern (unter obiger Konstruktion) lange Wurzeln von &V
und umgekehrt.

Definition 1.9 L(®) := (®)z heifit das (zu @ gehorende) Wurzelgitter.
Definition 1.10 L(®) V| (v,aV) € ZV o € &} heifit das Gewichtsgitter

= {1} S
(weight lattice) zu @ und L(®V) :={v € V | (v,a) € ZV « € D} das Cogewichtsgitter
(coweight lattice).

2 Ordnungen endlicher Spiegelungsgruppen

Bemerkung 2.1 Es ist [W| = |[Wa| - |Stabw (&) = |[{y€ P | v lange Wurzel} | -
a | a€ Aj(a,a) =0)]. (¢ | a € A/ (a,&) = 0) ist wieder Spiegelungsgruppe
von geringerem Rang als W. Bestimme also |W | rekursiv.

An By, D, Eg Ex Eg Fy | Go

(n+1)!| 2nn! | 27— 1Inl | 27345 | 210345 7 | 21435527 | 2732 | 12

3 Typ Hs und Hy

Lemma 3.1 Ezistiert eine Gruppe mir Coxetergraph vom Typ Hs, so hat diese Ordnung
120.

Satz 3.2 Jede endliche Untergruppe gerader Ordnung von H* ist ein Wurzelsystem.



