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Einleitung

Einleitung

Die vorliegende Bachelorarbeit handelt von Quaternionenalgebren und Oktaven und jeweils
zugehorigen Maximalordnungen von ,ganzen Zahlen”. Ziel der Arbeit ist es, in diesen Ma-
ximalordnungen zu Resultaten tiber die Existenz euklidischer Algorithmen und die Eindeu-
tigkeit von Primfaktorzerlegungen zu gelangen. Die gefundenen Algorithmen werden dann
in dem Computeralgebrasystem Magma implementiert.

Die Bachelorarbeit ist folgendermaflen aufgebaut:

Im ersten Kapitel werden die Quaternionen und Oktaven als weiterfithrende, hoherdimen-
sionale Zahlenbereiche eingefiihrt. Es wird sich zeigen, dass die Oktaven gewissermafien
das Ende des Zahlenbegriffs markieren. Dazu wird ein allgemeines Konzept vorgestellt,
welches ausgehend von einer gegebenen Algebra A tiber dem Korper K durch , Verdoppe-
lung” immer grofsere Algebren {iber K liefert. In diesem Zusammenhang werden allgemeine
Quaternionenalgebren und Oktavenalgebren eingefiihrt, die die zuvor definierten Begriffe
erweitern. Es wird untersucht, welche Eigenschaften ein sogenanntes Dickson-Double A x A
in Abhdngigkeit von der Ausgangsalgebra A besitzt. So kann ein verallgemeinerter Satz von
Hurwitz bewiesen werden, der normierte Algebren {iber einem beliebigen Korper K klassi-
tiziert.

Als einen Spezialfall dieses Satzes erhdlt man fiir K = R den urspriinglichen Satz von Hur-
witz, der besagt, dass es iiber den reellen Zahlen nur vier normierte Algebren gibt, ndmlich
die eindimensionalen reellen Zahlen IR, die zweidimensionalen komplexen Zahlen C, die
vierdimensionalen Quaternionen H und die achtdimensionalen Oktaven O. Dabei wird sich
herausstellen, dass, von R ausgehend, bei jeder Zahlenbereichserweiterung eine wichtige
Eigenschaft verloren geht: Von R nach C verlieren wir die Anordnung, von C nach H die
Kommutativitdat der Multiplikation und von IH nach O sogar die Assoziativitat der Multipli-
kation. Die fehlende Assoziatividt von O wird dann das entscheinende Argument dafiir sein,
dass die (16-dimensionale) Erweiterung von O nicht mehr den gewiinschten Eigenschaften
eines Zahlenbereichs geniigt.

Im zweiten Kapitel der Bachelorarbeit werden die notwendigen Begriffe definiert, um Zah-
lentheorie auch in den Quaternionen und Oktaven zu betreiben. Es stellt sich dabei insbe-
sondere die Frage, wie die Eigenschaft ,,ganzzahlig” in den Zahlenbereichen der Quaternio-
nen und Oktaven definiert werden kann. Dazu wird der Begriff der Maximalordnung auf
nichtassoziative Algebren erweitert.

Dies wird im dritten Kapitel der Arbeit schliefllich zu einer Maximalordnung der Hurwitz
Quaternionen H und zu einer Maximalordnung C in den Oktaven fithren. Im Zentrum dieses
Kapitels wird der Euklidische Algorithmus stehen, welcher in den Hurwitz Quaternionen
ganz gewohnlich funktioniert, sobald man eine Division mit Rest hat. Die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung bis auf die Multiplikation mit einer Einheit gilt in den Hurwitz Qua-
ternionen jedoch nicht, da aufgrund der fehlenden Kommutativitit verschiedene Einheiten
zwischen die einzelnen Primfaktoren eingeschoben werden konnen.
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Bei den ganzzahligen Oktaven C wird einem trotz Division mit Rest die fehlende Assoziati-
vitdt zum Verhdngnis, sodass sogar der bekannte Euklidische Algorithmus nicht immer kor-
rekt terminiert. Es gibt jedoch einen modifizierten euklidischen Algorithmus fiir C, der von
Hans Peter Rehm im Jahr 1993 veroffentlicht wurde. Mithilfe dieses Algorithmus kann eine
eindeutige Primfakorzerlegung in C bewiesen werden, wenn geniigend starke Einschrén-
kungen an die zuldssigen Primfaktoren gestellt werden.

Schliefilich werden einige Quaternionenalgebren tiber quadratischen Zahlkorpern auf die
Eigenschaft euklidisch untersucht, wobei dort mit der gleichen Methode gearbeitet werden
kann, die schon bei der Maximalordnung C in den Oktaven verwendet wurde: Man zeigt,
dass die jeweilige Maximalordnung zu dem Gitter [Eg isomorph ist. Eine bekannte Eigen-
schaft dieses Gitters fiihrt dann zu euklidischen Algorithmen.

In dem Computeralgebrasystem Magma habe ich sowohl die in einem bestimmten Sinn
eindeutige Primfaktorzerlegung in den ganzzahligen Oktaven C als auch die euklidischen
Algorithmen in den betrachten Quaternionenalgebren {iber quadratischen Zahlkoérpern im-
plementiert. In beiden Programmen muss zu einem beliebigen Punkt im Q® ein Gitterpunkt
von [Eg gefunden werden, der kiirzesten Abstand hat. Ein Algorithmus, der dies fiir ein be-
liebiges Gitter leistet, ist in Magma schon implementiert (,,ClosestVectors”). Fiir das Gitter
Eg gibt es jedoch einen sehr einfachen elementaren Algorithmus, der wesentlich schneller ist
als ,,ClosestVectors”. Diesen habe ich ebenfalls programmiert. Die Quelltexte aller Program-
me finden sich im Anhang der Bachelorarbeit.



1 Der Satz von Hurwitz

1 Der Satz von Hurwitz

1.1 Quaternionen und Oktaven

Zunichst wollen wir die Zahlenbereiche der Quaternionen und der Oktaven einfithren. Es
gibt prinzipiell zwei Wege, die Quaternionen zu definieren: Man kann sie einerseits aus den
reellen Zahlen konstruieren, indem man Quaternionen mit den Vektoren des R* identifiziert
und dort eine Multiplikation definiert. Andererseits kann man die Quaternionen nicht nur
als Quartetts von reellen Zahlen (H = R*), sondern auch als Paare von komplexen Zahlen
(H = C?) auffassen. Hierbei geht man ganz analog zur Konstruktion der komplexen Zahlen
aus den reellen Zahlen vor.

(1.1) Definition
Die Menge der Quaternionen ist der folgende komplexe Matrizenring

]H::{( _% Z);a,bGC}%{(a,b); 2,beC} =CxC.

(1.2) Bemerkung
H ist eine reelle Unteralgebra von C?*? mit folgender (von der Matrixmultiplikation indu-
zierten) Multiplikation auf H = C x C:

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc). (1)

Im Folgenden identifiziere H mit C x C und dieser Multiplikation. Wir werden spater in
einem allgemeineren Rahmen sehen, dass die Multiplikation auf H aufgrund der Matrix-
multiplikation natiirlich assoziativ, jedoch nicht mehr kommutativ ist.

Nun wollen wir die Moglichkeit kennen lernen, die Quaternionen als Quartetts von reellen
Zahlen aufzufassen. Dies war schliefslich die Art und Weise, wie William Rowan Hamilton
sie im Jahre 1843 entdeckte (daher auch der Name H).

(1.3) Definition

H := {x = xo + x1i + x2j + x3k; x0, %1, %2, x3 € R} heiflt die Menge der Quaternionen. Da-
bei sei (1,1, ],k) eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarproduktes des R*. Auf
H definiere die Addition komponentenweise und die Multiplikation nach den beriihmten
Hamilton-Regeln auf den Basiselementen:

=P =kK=-1

ij=—ji=k ki=—ik=j; jk=—kj=i, 2)

sowie1-r=r-1 furr € {1,i,j,k}.
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(1.4) Bemerkung
Die so definierten Quaternionen stimmen mit denen aus Definition (1.1) {iberein, denn iden-
tifiziere die Basiselemente durch

1=(1,0) i=(i,0) j=(0,1) k= (0,i).

Einsetzen aller Kombinationen dieser in die Multiplikationsvorschrift (1) liefert die Hamilton-
Regeln. Zum Beispiel ist

ki = (0,i)(i,0) = (04 0,0+ i) = (0,1) = j.

Die Multiplikation auf den Basiselementen legt die Multiplikation auf ganz H fest, da wir fiir
eine Algebra natiirlich die Distributivgesetze und die Kommutativitdt der Addition fordern,
das heifst fiir x,y € H ist:

xy = (xo + x11 + x2j + x3k) (o + y1i + y2j + ysk) = xoyo — x1y1 — X2Y2 — X3y3 +

(xoy1 + x1Y0 + X2y3 — X3Y2)i + (Xoy2 + X2yo + x3y1 — X1Y3)] + (X0y3 + X3Y0 + X1Y2 — X271 )k

Nachdem wir nun die Quaternionen auf zwei verschiedene Wege eingefiihrt haben, wollen
wir dies mit den sogenannten Oktaven (oder Oktonionen) O ebenfalls tun. Hier ist jedoch
eine Konstruktion als Matrizenring nicht mehr moglich (siehe [Esch]). Dennoch kann man
die Oktaven wieder als Paare von Quaternionen (O = H x IH) oder als Oktetts von reellen
Zahlen (O = R®) auffassen.

(1.5) Definition
O := {(a,b); a,b € H} heiit die Menge der Oktaven. Auf dieser Menge definiere die Addi-
tion werteweise und die Multiplikation fiir (a,b), (c,d) € O wie folgt

(a,b)(c,d) := (ac — db,da + bc). (3)

Da die Quaternionen natiirlicherweise in die Oktaven eingebettet sind, ist die Multiplikati-
on auf O ebenfalls nicht kommutativ; wir werden spiter zeigen, dass sie sogar nicht mehr
assoziativ ist.

Den ersten Abschnitt beenden wir, indem wir die Oktaven auch als Oktetts von reellen
Zahlen auffassen.

(1.6) Definition

O :={x = 21-7:0 Xi; Xo,.,x7 € R} heiit die Menge der Oktaven. Dabei sei (1,ey,..,e7) ei-
ne Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarproduktes des R®. Auf O definiere die
Addition komponentenweise und die Multiplikation nach folgenden Regeln auf den Ba-

siselementen:
e =—1 (4)
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€nlp4+1 = €n43 = —€p416p )
ni1€n+3 = €y = —€n43€nt1 (6)
€n+3€n = €nt1 = —€nfp43 )

wobei die Indizes modulo 7 mit dem Vertretersystem {1,2,..,7} gelesen werden miissen. Wie
iiblichseil-r=r-1fiirr € {1,e1,ez,€3,€s,€5,65,7}.

Ahnlich wie oben kann man die hier definierten Oktaven mit denen aus Definition (1.7)
identifizieren. Wir begniigen uns hier, um die Notation der Definition zu verdeutlichen, mit
einem kleinen

(1.7) Beispiel
Es ist epes = e5 nach (5), eyes = —ey nach (6) und ese; = —eg nach (7).

Zusammenfassend haben wir also folgende Kette von Zahlenbereichserweiterungen:
NcZcQCRcCCHCO.

Es faillt auf, dass ab den reellen Zahlen R die Konstruktion eines hoherdimensionalen Zah-
lenbereichs immer in einer Verdopplung besteht. Dieses Phanomen werden wir nun in einem
allgemeineren Kontext untersuchen. So werden wir insbesondere sehen, dass es im Rahmen
der Zahlentheorie nicht besonders sinnvoll ist, die obige Inklusionskette weiter fortzuset-
zen.

1.2 Normierte Algebren

Unser Ziel ist es, einen verallgemeinerten Satz von Hurwitz zu beweisen, der eine Klassifika-
tion aller normierten Algebren iiber einem beliebigen Korper K liefert. Der hier ausgefiihrte
Beweis orientiert sich an [Jac] und [Con]. Um die Begriffe zu kldren, zunédchst eine

(1.8) Definition
Sei K ein Korper.

a) A heifdt Algebra tiber K, falls A ein K-Vektorraum ist, auf dem eine K-bilinearen Multipli-
kation A x A — A erklért ist.

b) Eine Algebra A heifst Divisionsalgebra, wenn jede Gleichung vom Typ ux = v oder xu = v
mit u,v € A, u # 0 eine eindeutig bestimmte Losung x € A besitzt.

c) Sei A ein K-Vektorraum. Dann heifst N : A — K quadratische Form auf A, falls
N(Ax) = A’N(x) Vx€ A,A€K
und die Abbildung b : A x A — K definiert durch

b(x,y) = N(x+y) = N(x) = N(y)
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bilinear ist.
Ist char(K) #2,s0ist (—| —) : A x A — K mit

1
(x]y) = 5(N(x+y) = N(x) = N(y))
eine symmetrische Bilinearform und heifst das Skalarprodukt beziiglich N.

d) Eine Algebra A tiber K mit char(K) # 2 heif3t normierte Algebra, wenn sie ein multiplikativ
neutrales Element besitzt und mit einer quadratischen Form N : A — K ausgestattet ist,
die multiplikativ, anisoptrop und deren Skalarprodukt nicht ausgeartet ist, das heifst es
gilt

N(xy) = NN(y) Yy € 4,
N(x)=0&x=0 VxeA

und fiir alle x € A gilt
(x]y) =0 Vye A= x=0.

e) A heifdt Schiefkorper, falls A eine assoziative Divisionsalgebra ist.

(1.9) Bemerkung

Sei A eine normierte Algebra. Gilt fiir x,y € A, dass (x|t) = (y|t) fiir alle t € A, so folgt aus
der Bilinearitdt des Skalarprodukts (x — y|f) = 0. Da das Skalarprodukt nicht ausgeartet ist,
giltx —y =0, also x = v.

Diese Eigenschaft werden wir im Folgenden immer wieder benutzen.

Nun wollen wir den Beweis des verallgemeinerten Satzes von Hurwitz vorbereiten. Dies ist
eine Erweiterung des Satzes von Hurwitz aus dem Jahre 1898, welcher besagt, dass es nur
vier normierte Algebren iiber R gibt; diese sind R, C, H und O. Es gibt einen stiarkeren Satz,
der auf die Zusatzannahme der Normiertheit verzichtet und aussagt, dass diese vier Alge-
bren sogar die einzigen endlich dimensionalen Divisionsalgebren tiber R sind. Er wurde
1958 von M. Kervaire mit topologischen Methoden gezeigt und ist schwieriger zu beweisen.

Sei im Folgenden jedoch vorerst ganz allgemein A eine normierte Algebra iiber dem Korper
K mit quadratischer Form N und Skalarprodukt (—| —) (insbesondere gilt char(K) # 2).
Zuniéchst beweisen wir einige Hilfsaussagen.

(1.10) Lemma
Es gilt fiir alle x,y,z,u € A:

(xy|xz) = N(x) (y|z) und (xz|yz) = (x[y) N(2) ®)

(xy|uz) =2 (x|u) (y|z) = (xz| uy) ©)
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Beweis

(8): 2(xy|xz) = N(xy+xz) — N(xy) — N(xz) = N(x(y +2z)) — N(xy) — N(xz)
= N(x)N(y +2z) = N(x)N(y) — N(x)N(z) = N(x)[N(y +z) — N(y) — N(z)] = 2N(x) (y|2)

Mit Division durch 2 folgt die erste Behauptung von (8). Die zweite folgt analog.

(9): Mit (8) und mit der Bilinearitit und Symmetrie von (—| —) folgt

N(x+u) (ylz) = ((x+uyl(x+u)z)

[N(x) + N(u) +2 (x| u)] (y] 2 Xy + uy| xz +uz)
(xy|xz) + (uy| uz) +2 (x| u) (y|
u) (Yl

x|

(y

2( xy| uz) + (uy| xz)
2 (x|u) (ylz) = (xz| uy

xy| uz) O

¢4l

) (
) (
z) = (xylxz) + (xy|uz) + (uy| xz) + (uy|uz)
) (
) (

Fir x € A fithren wir die formale Konjugation ¥ := 2 (x| 1) — x ein. Sie hat folgende Eigen-
schaften:

(1.11) Lemma
Es gilt fiir alle x,y,z € A:

(xylz) = (y|xz) und (xy|z) = (x|z7) (10)
X=x (11)

Xy =yx (12)

Xty=%+7 (13)

¥x = N(x) = xXx = N(%) (14)

X(xy) = (*x)y und y(xx) = (yx)x (15)

Beweis
(10): Mit der Definition und u = 1 in (9) folgt

(yl72) = (y]2(x]1) 2 — x2) = (y]2(x] 1) 2) — (y]x2) = 2(x] 1) (y]2) — (22l y) £ (xy]2).

Die zweite Behauptung folgt analog.
(11): Setze y = 1 und z = t in (10), dann

(x| #) = (x1]) = (1] =) = (F1|t) = (F|t) Vi € A.

(12): Verwende wiederholt (10) und erhalte

(751t) = ([ yt) = (xly) = (7lxy) = (7] (ey)1)

(*)( 1) = (39]t) vte A
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(13): Dies folgt sofort aus der Definition, denn

x+y=2(x+yll)—(x+y)=2(x]1) —x+2(y|1) —y=x+7.
(14): Aus
(N(x)[t) = N(x) (1]t) = (x| xt) = (xx|t) VIt A
folgt die erste Gleichung und analog (beachte N(x) € K) die zweite Gleichung. Fiir x sezte

nun ¥ in die erste Gleichung ein und erhalte N(X) = ¥x = xX.
(15): Esist fiir alle t € A

(x(xy)[ 1) = (2 (x[1) = 2)(xy)[ ) = 2(x| 1) (xy| 1) = (x(xy)]#)

Die zweite Behauptung folgt analog. U

Ist eine Algebra nicht assoziativ, so kann man analog zum Konzept des Kommutators mit-
hilfe des Assoziators , messen”, wie weit diese Algebra von der Assoziativitat entfernt ist.
Erfiillt sie eine schwichere Form der Assoziativitit, so heifst sie alternativ:

(1.12) Definition

Sei A eine Algebra tiber K.

a) Fur x,y,z € Aheifit [x,y,z]| := (xy)z — x(yz) der Assoziator von x,y,z in A.
b) A heifSt alternativ, falls [x, x,y] = [y, x, x] = 0 fiir alle x,y € A.

(1.13) Bemerkung
Aufgrund der K-Linearitdt der Multiplikation in A ist der Assoziator offensichtlich in jeder
Komponente K-linear.

(1.14) Satz
Jede normierte Algebra ist alternativ.

Beweis
Sei A eine normierte Algebra tiber K. Fiir x,y € A ist X(xy) = (¥x)y und y(xx) = (yx)x
(Gleichung (15)), also [%, x,y] = [y, x, X] = 0. Aus der Linearitidt des Assoziators folgt

0=[xxyl=[2x1)xx] - [xxy]=0-|xxy]=—[xxy]
~——
ek
Analog zeigt man [y, x, x] = 0. Somit ist A alternativ. O
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Gewisse Unteralgebren einer normierten Algebra sind sogar assoziativ. Dies ist Inhalt des
folgdenden zentralen Satzes von Artin, den wir hier nicht beweisen wollen, aber im Verlauf
der Arbeit immer wieder benutzen werden.

(1.15) Satz (Artin)

Jede Unteralgebra einer normierten Algebra, die nur von hochstens zwei Elementen erzeugt
wird, ist assoziativ.

Beweis
Siehe beispielsweise [Esch]. O

(1.16) Satz
Jede normierte Algebra ist eine Divisionsalgebra.

Beweis

Sei A eine normierte Algebra iiber K und u € A\ {0}. Aus uit = N(u) folgt u% =1

(beachte N (1) # 0, da N anisotrop ist ), folglich existiert das multiplikative inverse Element

-1 _ 1
" N(u)®

Ist nun die Gleichung ux = v mit v € A gegeben, so folgt u~!(ux) = (u"'u)x mit dem Satz
von Artin, also

u

x=ulv= L v
- N
Dieses x € A 16st mit (15) tatsdchlich die Gleichung, da
i 1 o1 B
ux = u(mv) = W(uu)v = WN(L{)U = 0.

Die Gleichung xu = v 16st man durch Rechtsmultiplikation von u~! véllig analog, sodass A
eine Divisionsalgebra ist. U

Dieser Satz zeigt also, dass der Satz von Hurwitz schwécher ist als der von Kervaire. Tat-
sdchlich ist es so, dass die Divisionsalgebra die Struktur ist, die Zahlenbereiche auszeichnet.
Sie fordert gerade, dass Gleichungen durch Division in diesen Zahlenbereichen eindeutig
l16sbar sind. Dennoch wollen wir hier aus oben gennanten Griinden den Satz von Hurwitz
betrachten.

1.3 Der Cayley-Dickson-Prozess

Nun beginnen wir mit dem sogenannten Cayley-Dickson-Prozess, bei dem wir Schritt fiir
Schritt durch ,, Verdoppelung” immer grofsere Algebren bekommen.

(1.17) Definition

Sei H eine normierte Algebra {iber dem Korper K und a € K*, sodass « ¢ N(H) =
{N(h); h € H}. Die Algebra DD(H,«) := H x H mit der Multiplikation

(a,b)(c,d) := (ac + adb,cb + ad)
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fur (a,b),(c,d) € DD(H, ) heifit das Dickson Double von H beziiglich «. Wir identifizieren
H & iH mit H x H durch a + ib := (a,b). Dann tibersetzt sich die Multiplikation zu

(a+ib)(c+id) = (ac + adb) +i(cb + ad). (16)
Auf DD(H, «) definiere ein Skalarprodukt fiir (a,b), (c,d) € DD(H, «) folgendermafien:
(a+iblc+id) := (a|c) —a(b|d).
Dieses Skalarprodukt setzt das Skalarprodukt auf H fort.

(1.18) Lemma
Das in Definition (1.17) definierte Dickson Double DD(H, «) ist ausgestattet mit der aniso-
tropen quadratischen Form

N(a+1ib) :== N(a) —aN(b) = (a+ib|a+ib), (17)
fir a+ib € DD(H, a).

Beweis
Fira+ib € DD(H, ) gilt

N(a+ib) = N(a) —aN(b) = (ala) —a (b|b) = (a+ib|a+ib).

Fiir a,b # 0 gilt N(a) — aN(b) = 0 genau dann, wenn a = %EZ; = N(3) € N(H). Dies haben

wir aber in der Definition ausgeschlossen, also ist N anisotrop. U

Wir werden sehen, dass DD (H, «) genau dann wieder eine normierte Algebra ist (die qua-
dratische Form also auch multiplikativ ist), falls H assoziativ ist.

(1.19) Lemma
Sei H eine assoziative, normierte Algebra tiber K und &, f € K* mit a, § ¢ N(H). Dann gilt
DD(H,«) = DD(H, B), falls N(%) € N(H) ist.

Beweis

Sei x € H mit N(x) = % Definiere ¢ : DD(H,«) — DD(H, B) durch ¢(a +ib) := a + jbx fir
a+ib € H. Wegen x # 0 ist ¢ offensichtlich bijektiv. Im Folgenden lassen wir bei Produkten
in H aufgrund der Assoziativitit die Klammern weg. Es gilt

¢((a+ib)(c+id)) = ¢p(ac+ adb +i(cb + ad)) = ac + adb + j(cbx + adx)
und
¢(a+ib)p(c+id) = (a+ jbx)(c + jdx) = ac + Bdx(bx) +j(cbx + adx)
(x)db
=BN(x

und mit N(x) = § folgt die Gleichheit ¢((a +ib)(c +id)) = ¢(a +ib)Pp(c +id) fir alle
a,b,c,d € H. Somit ist ¢ ein Algebrenisomorphismus und DD(H,«) = DD(H, B). O
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1 Der Satz von Hurwitz

Wir schauen uns nun an, was passiert, falls wir diesen Verdoppelungsschritt auf eine Unter-
algebra einer normierten Algebra anwenden.

(1.20) Lemma

Sei A eine normierte Algebra tiber dem Korper K.

Weiter sei H eine echte Unteralgebra von A, i € A mit N(i) = —a,« € K\ {0} und i €
Ht:={x € A, (x|h) =0Vh € H}. (Ein solches i € A existiert immer, da das Skalarprodukt
nicht ausgeartet ist, sodass A = H® H L.)

Dann ist H+iH = {a+ib; a,b € H} wieder eine Unteralgebra von A und es gilt fiir
a,b,c,d € H:

a+ib=a—ib (18)

ib=>bi und ib=bi (19)

(a+ib)(c+id) = (ac + adb) +i(cb + ad) (20)

Wir bemerken, dass aus der Definition der Konjugation i = —i folgt. Insbesondere ist a ¢

N(H) und H +iH = DD(H, «) kanonisch isomorph.

Beweis
(18): Wegen (ib|1) = 0 gilt

a+ib=2(a+ib|1)—a—ib=2(a|l)—a+2(ib|1) —ib=a—ib.

(19): Dies folgt aus (18): ib = —ib = —bi = bi. Die zweite Behauptung folgt dann mit (11).

(20): Zeige
((a+ib)(c+id)|t) = ((ac+ adb) +i(cb+ad)| t) Vt € A.

Dies ist mit der Distributivitdt von A dquivalent zu
(ac+a(id) + (ib)c + (ib)(id)| t) = (ac + adb+i(cb) +i(ad)|t) Vt € A,
was mit der Bilinearitit wiederum heifst, dass fiir alle t € A
(ac|t) + (a(id)| t) + ((ib)c|t) + ((ib)(id)|t) = (ac|t) + (i(ad)|t) + (i(cb)|t) + (adb]|t).

Zu zeigen sind also noch die folgende drei Gleichungen:

(a(id)|t) = (i(ad)|t) (21)
((ib)e|t) = (i(c)| ) (22)
((ib)(id)|t) = (adb|?) (23)

@1): (alid)| t) = (id|at) 2 2 (i|a) (d|t) — (it|ad) = — (t|(ad)) = (i(ad)|*).
\/./

=0

11



1 Der Satz von Hurwitz

(22): ((ib)c|t) = (ib] te) = (Bi| te) £ 0 — (Be| ti) = ((Be)i| t) = (@z\ t) = (i(cb)|t).

(23): ((ib)(id)|t) = (ib( t@) = (ib| ((d - 7)) = — (ib| ¢(di)) = — (ib] t(id))

=

@0+ (iid)| tb) = — (id|i(tb)) = —N(i) (d| tb) = (adb| t) .

Damit folgt Behauptung (20) und somit ist H + iH eine Unteralgebra von A, denn (20) besagt
gerade, dass die Multiplikation auf H + iH abgeschlossen ist.
Dass N(«) ¢ N(H) gilt, sieht man analog zum Beweis des Lemmas (1.18). O

Gleichung (20) liefert also gerade die Multiplikationsvorschrift (16). Statt wie in (20) das or-
thogonale Element i von links an die Algebra H zu multiplizieren, kénnen wir dies auch von
rechts, sodass wir die zu H + iH isomorphe Algebra H + Hi betrachten (H +iH > a +ib —
a+ bi € H+ Hi ist Algebrenisomorphismus). Man erhilt dann die folgende Multiplikations-
vorschrift.

(a+ bi)(c+di) = (ac + adb) + (da + bc)i (200)
Denn mit (19) und (20) folgt:
(a +bi)(c +di) = (a +ib)(c + id) = (ac + adb) + i(cb + ad)

= (ac + adb) + (cb + ad)i = (ac + adb) + (da + be).

(1.21) Bemerkung

Sehen wir uns den wichtigen Spezialfall K = R und N(i) =1 an:

Wenn wir dann die Multiplikation (20b) mit den Multiplikationen auf C = R x R, auf
H = C xC (1) und auf O = H x H (3) vergleichen, so stimmen sie iiberein. Denn in R gilt
die Kommutativitdt der Multiplikation und wir haben eine triviale Konjugation (das heif3t
die Konjugation ist die Identitdt auf R), sodass (20b) mit der iiblichen Multiplikation auf
C tibereinstimmt. In C gilt die Kommutativitat der Multiplikation, sodass (20b) gerade die
Multiplikation (1) auf H ist. Und die Multiplikation (3) auf O ist exakt die Multiplikation
(20Db).

Wir betrachten jetzt aber wieder ohne Einschriankung die Algebra H + iH. Das folgende
zentrale Lemma gibt uns Auskunft dariiber, welche Eigenschaften ein , Dickson-Double” in
Abhiéngigkeit von seinem Ursprung besitzt.

(1.22) Lemma
Sei A eine normierte Algebra iiber K, Y eine Unteralgebra von A, i € Y+ mit N(i) = —a,
a € K\ {0} und Z := Y 4 iY. Dann gilt:

a) Z ist eine normierte Unteralgebra von A < Y ist eine assoziative, normierte Unteralgebra
von A.

12



1 Der Satz von Hurwitz

b) Z ist eine assoziative normierte Unteralgebra von A < Y ist eine kommutative, assozia-

<)

tive normierte Unteralgebra von A.

Z ist eine kommutative, assoziative normierte Unteralgebra von A < Y ist eine kommu-
tative, assoziative normierte Unteralgebra von A mit trivialer Konjugation.

Beweis

a)

b)

Z ist nach (20) genau dann eine normierte Algebra, falls fiir alle a,b,c,d € A:
N(a+ib)N(c+id) = N((a+ib)(c+id)) = N((ac + adb) + i(cb + ad))
Forme diese Bedingung nun dquivalent um. Wegen (17) ist dies dquivalent zu
(N(a) —aN(b))(N(c) —aN(d)) = N(ac + adb) — aN(cb + ad),
was wiederum gleichwertig ist mit
(N(a) —aN(b))(N(c) —aN(d))

= N(ac) + a*N(db) + 2 (ac| adb) — aN(cb) — aN(ad) — 2« (cb|ad) .

Nutzen wir die Multiplikativitiat der Norm (ist Z eine normierte Unteralgebra, dann erst
recht Y), so erhalten wir

N(a)N(c) — aN(a)N(d) — aN(B)N(c) + &N (b)N(d)

= N(a)N(c) + a®>N(d)N(b) + 2a (ac| db) — aN(c)N(b) — aN(a)N(d) — 2« (cb| ad) .

Beachte, dass N(b) = N(b)N(i) = N(bi) = N(ib) = N(i)N(b) = N(b) und erhalte so
durch Streichen und Umsortieren einiger Terme

2a (ac|db) = 2a (cb|ad).
Division durch 2a € K* und Anwenden von (10) liefert
((ac)bld) = (a(cb)|d) VdeY

und somit

(ac)b = a(ch),

was genau dann fiir alle a,b,c € Y gilt, falls Y eine assoziative normierte Algebra ist. Dies
beweist Behauptung a).

,=" Sei Z eine assoziative normierte Algebra, dann muss Y diese Eigenschaften natiirlich
auch haben. Weiter gilt

i(be) = (ib)e 2 0+ i(ch) = i(cb) Ve, beY

13



1 Der Satz von Hurwitz

Dies heif$t aber, dass bc = ¢b Ve, b € Y und somit Y kommutativ ist.
,<" Sei Y eine kommutative, assoziative normierte Algebra. Dann ist Z nach a) eine
normierte Algebra und fiir alle a,b,c,d, e, f € Y gilt:

[(a+ib)(c+id)](e+if) = (ac+adb+i(cb+ ad))(e+if)

= (ac + adb)e + af (be + da) + ile(cb + ad) + (¢a + abd) f]
= (ac)e + a(db)e + af (b¢) + af(da) +i[e(cb) +e(ad) + (ca) f + a(bd)f]

—~

*

2 a(ce) + alafd) + aled)b + a(ef)b + i[(ce)b + a(fd)b + a(ed) + a(cf)]
=a(ce+afd)+a(ed +f)b+i[(ce +afd)b+ a(ed + cf)]
= (a+ib)[(ce + afd) +i(ed +cf)] = (a+ ib)[(c +id)(e +if)],
wobei (x) wegen der Kommutativitit und Assoziativitit von Y gilt. Also ist Z assoziativ.

,=" Sei Z eine kommutative, assoziative normierte Algebra, dann muss Y diese Figen-
schaften auch haben. Wegen (19) und der Kommutativitdt in Y gilt ie = éi = ie Ve € Y,
also e = ¢ Ve €Y, das heifst die Konjugation auf Y ist trivial.

<" Sei Y eine kommutative, assoziative normierte Algebra mit trivialer Konjugation,
dann ist nach b) Z eine assoziative normierte Algebra und Va,b,c,d € Y:

—

*

(a+ib)(c+id) = (ac + adb) +i(cb +ad) = (ca+ abd) +i(ad + cb) = (c +id)(a +ib)

=

wobei (*) wegen der Kommutativitdt und der trivialen Konjugation in Y gilt. Also ist Z
auch kommutativ. U

1.4 Quaternionenalgebren und Oktavenalgebren

Lemma (1.22) liefert die Grundlage fiir die folgende Definition, die den Cayley-Dickson-
Prozess zusammenfasst:

(1.23) Definition

Sei K ein Korper mit char(K) # 2, sowie aq, ap, a3 € K*.

Dann ist A; := K natiirlich eine eindimensionale Algebra tiber K mit der quadratischen

Form N(x) = x?,x € K und trivialer Konjugation.

14



1 Der Satz von Hurwitz

a) Die iiber K zweidimensionale normierte Algebra
A2 = DD(Al,le)

heifSt gquadratische Algebra tiber K. Sie ist nach Lemma (1.22)(c) kommutativ und assoziativ,
jedoch ist die Konjugation auf A; nicht mehr die Identitdt (Man beachte i = —i und
char(K) # 2).

b) Die iiber K vierdimensionale normierte Algebra

X1, %2
K

A4 = ( ) = DD(K,IXl, 0(2) = DD(AZ, 062)
heifst Quaternionenalgebra tiber K. Sie ist nach Lemma (1.22)(b) assoziativ, jedoch nach
Lemma (1.22)(c) nicht kommutativ, da die Konjugation auf A, nicht trivial ist.

¢) Die tiber K achtdimensionale normierte Algebra

x1,0%2,03

Ag=(—¢—)

= DD(K,DCl,Déz, £K3) = DD(A4, a3)

heifst Oktavenalgebra tiber K. Sie ist nach Lemma (1.22)(a) nur noch alternativ und nach
Lemma (1.22)(b) nicht mehr assoziativ, da Az nicht kommutativ ist.

Quaternionen- und Oktavenalgebren sind die nattirliche Verallgemeinerung der zuvor defi-
nierten Quaternionen und Oktaven. Es ist nach Bemerkung (1.21)

o, —1,-1

He(—r)

und 111
DZ(T)'

Ahnlich wie im ersten Kapitel kénnen wir fiir die allgemeinen Algebren K-Basen und de-
ren Multiplikation angeben. Dies ist hier nur fiir die Quaternionenalgebren ausgefiihrt, da
allgemeine Oktavenalgebren im weiteren Verlauf der Bachelorarbeit keine Rolle spielen wer-
den.

(1.24) Lemma

Die Quaternionenalgebra A := (LK”‘Z) mit a1, ap € K* besitzt als vierdimensionale K-Algebra
die Basis (1,1, ], k) mit

2=uay, =, ij=—ji =k

Beweis

Es ist A & DD(A;, ) mit A; := DD(K, a;). Also existiert ein i € A; mit 2 = —N(i) = a
und ein j € A mit (j|i) = 0 und j2 = —N(j) = a. Weiter ist (1,7, j,k) mit k := ij eine Basis
von (“¢2)und k = (i +0-7)(0+1-j) = ji = —ji (nach(20)). O
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1 Der Satz von Hurwitz

Folgendes Lemma beschreibt expilizit die Konjugation, die quadratische Form und die so-
genannte Spur in Quaternionalgebren.

(1.25) Lemma
Fir x = xg + x1i 4+ x2f + x3k € A := (9¢2) gilt:

X =xp— X710 — ij — x3k (24)
N(x) = x% = x3 — a1x% — wox3 + aqgapx3 (25)
tr(x) == x+ X = 2xp (26)

Die K-lineare Abbildung tr : A — K heift die Spur von x.

Beweis
(24) folgt durch zweifache Anwendung der Regel (18) fiir das Dickson Double, (25) ebenso
mit (16) oder durch direktes Ausrechnen. Die K-Linearitét von fr ist klar. 0

1.5 Der verallgemeinerte Satz von Hurwitz

Durch Anwenden von Lemma (1.22) auf immer grofiere Unteralgebren von A bekommen
wir den verallgemeinerten Satz von Hurwitz.

(1.26) Satz

Sei K ein Korper mit char(K) # 2.

Ist A eine normierte Algebra iiber K, so ist entweder A = K oder A eine quadratische
Algebra oder A eine Quaternionenalgebra oder A eine Oktavenalgebra.

Beweis

Sei A eine gegebene normierte Algebra iiber K.

Angenommen es ist K C A # K, dann gibt es nach Lemma (1.20) ein i; € K+ mit N(i;) =
—uay, —a; € K*\ N(K). Also ist nach Lemma (1.22)(c) die quadratische Algebra A, :=
K+ i1K = DD(K, 1) eine kommutative, assoziative normierte Unteralgebra von A, da K
eine kommutative, assoziative normierte Algebra mit trivialer Konjugation ist (Beache ¥ =
2(x|1) —x =2x — x = x fiir alle x € K).

Wenn Ay C A # Ay, dann gibt es ein i, € Ay mit N(i2) = —az, —an € K*\ N(Aj).
Also ist nach Lemma (1.22)(b) die Quaternionenalgebra As := Ay + i Ay = DD(A», a2) eine
assoziative normierte Unteralgebra von A, die nach (1.22)(c) nicht kommutativ ist, da die
Konjugation auf A, nicht trivial ist (Beachte i = —i).

Wenn Ay C A # A4, dann gibt es ein i3 € Af mit N(i3) = —a3, —a3 € K* \ N(Ay). Also
ist nach Lemma (1.22)(a) die Oktavenalgebra Ag := A4 + i3As = DD( A4, a3) eine normierte
Unteralgebra von A, die nach (1.22)(b) nicht assoziativ ist, da A4 nicht kommutativ ist.
Wenn nun Ag C A # Ag, dann gibt es zwar ein iy € Ag mit N(ig) = —as, —as € K*\ N(Asg).
Aber die Algebra A := Ag + i4Ag ist nach Lemma (1.22)(a) nicht normiert, da Ag nicht
assoziativ ist. Dieser Fall kann also nicht eintreten. O
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1 Der Satz von Hurwitz

Als Spezialfall dieses Satzes erhalten wir fiir K = R die urspriinglichen Satz von Hurwitz.

(1.27) Satz
R, C,H und O sind bis auf Isomorphie die einzigen normierten Algebren tiber den reellen
Zahlen.

Beweis

Wegen Lemma (1.19) und N(R) = R>( konnen wir bei dem Cayley-Dickson-Prozess aus
Definition (1.23) ohne Einschrankung iy, ip,i3 mit N(i;) = N(i2) = N(i3) = 1 wihlen. Wir
haben oben schon gesehen, dass dann die Multiplikation des Dickson Doubles (bzw. des
dualen Dickson Doubles aus (1.21)) jeweils mit der Multiplikation in R, C,IH beziehungs-
weise O tibereinstimmt. Somit sind diese nach Satz (1.26) bis auf Isomorphie die einzigen
normierten Algebren iiber R. U
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2 Zahlentheoretische Grundlagen

2.1 Gitter

Ein wichtiges Werkzeug in der Zahlentheorie ist die Gittertheorie, aus der wir die fiir uns
relevanten Definitionen und Séitze zitieren. Als Referenz diene [Con2].
(2.1) Definition
a) Sei R ein Ring mit Quotientenkorper K, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum sowie
(b1,..,br) € V ein linear unanbhingiges Tupel.
Dann heiit L := (b, .., by); ein R-Gitter in V.
Ist B = (by, .., by) eine Basis von V, so heif3t L volles R-Gitter und B eine Gitterbasis von L.

b) Ist speziell E = (V,(.].)) ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (.|.), B =
(b1,..,by) eine Gitterbasis von L und R = Z, so heilt L := (B,(.]|.))) = (b1,..by),
ein Z-Gitter in V oder einfach nur Gitter.

Sei im Folgenden L = (B, (.| .)) ein Z-Gitter mit Gitterbasis B = (by, .., by).

¢) G(B) := ((b;|bj)) € R"™" heifit die Grammatix von L und det(L) := det(G(B)) die Deter-
minante von L.

Das Skalarprodukt (.| .) heift positiv definit, falls (v|v) > 0 fiir alle v € V und (v|v) =0
genau dann, wenn v = 0 ist.

d) L heift ganz, falls (b;]| b;j) € Z fiir alle by;, b; € B, i,j € {1,..,n}, das heiit G(B) ganz ist.
e) L heifit gerade, falls L ganz ist und (b;| b;) € 2Z fur alle b; € B, i € {1,..,n} gilt.
f) L heist unimodular, falls L ganz ist und |det(L)| = 1 gilt.

(2.2) Satz (siehe [Con2])
Das sogenannte Gosset-Gitter Eg, gegeben durch die Grammatrix

2 -1. 0 0 O O 0 O
-1 2 -1 0 O O O O
o -1 2 -1 0 O O -1
Gp. — o o -1 2 -1 0 0 O
s o 0 0 -1 2 -1 0 0|’
o o o0 o -1 2 -1 0
o o o0 o o0 -1 2 0
o o -1 0 0 O 0 2

ist das (bis auf Isometrie) eindeutige Gitter im R8, welches gerade (und damit ganz), positiv
definit und unimodular ist.
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(2.3) Definition
a) Sei L ein volles Z-Gitter in E = (V,(.]|.)) und das Skalarprodukt (.|.) nicht ausgeartet.
Dann ist

I*:={veV; (v]l)ezZVlel}
ebenfalls ein volles Z-Gitter in E, das zu L duale Gitter.

b) L heifit selbstdual, falls L¥ = L.

(2.4) Lemma
Es gilt det(L¥)det(L) = 1. Ist also L selbstdual, so folgt det(L)? = 1, das heifit L ist unimodu-
lar.

Beweis

Sei B = (by,..,by) eine Gitterbasis von L und sei B* = (b7, .., b;;) die Dualbasis von B, das
heifst (bi b]*) = ¢;j. Dann ist L* = (b},.., b)) und G(B)~! die Basiswechselmatrix von B
nach B*. Also gilt G(B*) = G(B)'G(B)G(B) ™" = G(B) !, folglich ist G(B*)G(B) = I, und
det(L*)det(L) = 1. O

(2.5) Definition

Die Uberdeckungszahl eines Gitters L {iber einem euklidischen Vektorraum (V, (.|.)) ist das
kleinste r > 0, sodass die Kugeln mit Radius » um die Punkte des Gitters I € L den kom-
pletten Raum V {iberdecken. Dies bedeutet, dass zu jedem P € V ein | € L existiert, sodass

(P—I|P—1)<r.

Mithilfe der Uberdeckungszahl eines Gitters kann oft entschieden werden, ob eine soge-
nannte Ordnung von ,,ganzen Elementen” euklidisch ist.

2.2 Algebraische Zahlkorper

Da wir spater Quaternionenalgebren iiber quadratischen Zahlkdrpern untersuchen wollen,
werden hier die dafiir wichtigsten Resultate iiber Zahlkoérper zusammengestellt, wobei die
Beweise nicht ausgefiihrt sind. Als Referenz diene beispielsweise [Neul].

(2.6) Definition
Ein algebraischer Zahlkorper K ist eine endliche Kdrpererweiterung der rationalen Zahlen Q.
Ein Element a € K heifst ganz, falls es ein n € N und by, .., b, € Z gibt, sodass

a* +ba" '+ .. +b, qa+b,=0.

Der Ring Zg := {a € K; a ist ganz} heifst der Ganzheitsring von K. Zy ist ein endlich erzeug-
ter Z-Modul und jede Z-Basis von Zg heifst Ganzheitsbasis.
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(2.7) Bemerkung
Im Fall einer quadratischen Korpererweiterung K = Q(vd) = {x +yvd; x,y € Q} mit
d € Z )\ {0,1} quadratfrei kann man die zugehdrigen Ganzheitsringe leicht bestimmen. Es
gilt
Z[V4] fallsd =4 1
Zg = 2
Z[Vd], fallsd =42 oderd=,3.

(2.8) Definition
Sei K ein algebraischer Zahlkorper.

a) K heif3t total reell, falls jede Einbettung ¢ : K — C reell ist, das heifit (K) C R.

b) Ist K total reell, so heifit a € K total positiv, falls o(a) > 0 fiir jede Einbettung ¢ : K — R
gilt.

(2.9) Bemerkung
Ist K = Q(V/d) eine quadratische Korpererweiterung, so sind die zwei Einbettungen von K

nach C gegeben durch ¢y (x + yv/d) = x + yv/d und 03(x + yv/d) = x —y/d. Istd > 0, so ist
K total reell.

(2.10) Definition
Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Die Spur und die Norm eines Elements a € K sind als die
Spur und die Determinante der Q-linearen Abbildung

T,: K=K, Ta(x):gx
des Q-Vektorraums K definiert:
TrK|Q<a> = Tr(Ta); NK\Q = det(Ta).

(2.11) Bemerkung
a) Die Spur Trgq ist Q-linear, die Norm N7y q ist multiplikativ und anisotrop.
Fiir a € Zg gilt Trgg(a), Nrgo(a) € Z.

b) Sind oy, ..,0, : K = C die Einbettungen von K in die komplexen Zahlen C = Q, so gilt
TrK|Q(x) =Y, 0x und NrK‘Q(x) = [T, oix.

¢) Ist K total reell und a € K total positiv, so gilt nach b) mit der Ungleichung vom arithmeti-
schen und geometrischen Mittel, dass

1 1
ETT’[('Q([Z) 2 NrKlQ(lZ) n.

d) Ist K = Q(+/d) ein quadratischer Zahlkorper so folgt aus b)
Triq(x +yVd) = (x +yvd) + (x —yVd) = 2x

Nrgjo(x + y\/a) = (x+ y\/g)(x - y\/a) = x% — dy*.
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(2.12) Definition
Sei K ein algebraischer Zahlkorper mit Ganzheitsbasis B = (b, .., b,) € K".

a) Die Determinante der Grammatrix

Gram(B) := (Trg|q(bib))) -
heifst die Diskriminante dx von K. Sie ist unabhédngig von der Wahl der Basis.

b) Die inverse Differente von Z ist das duale Gitter beziiglich der nicht ausgearteten Spur-
bilinearform Trgq
Z} = {a € K; Tryqlaz) € ZVz € Zg}.

(2.13) Bemerkung
1. Ist K = Q(\/ﬁ) ein quadratischer Zahlkorper, so gilt dx = d fiir d =4 1 und dx = 4d
sonst.

2. Es gilt allgemein |dx| = |Z¥%/Zk| und fiir K = Q(V/d) speziell Z¥ = ﬁZK fird =41

und Zﬁ = Z%/HZK sonst.

2.3 Ordnungen

Untersuchungsgegenstand der Zahlentheorie sind vor allem , maximale Mengen von gan-
zen Elementen” in einem gegebenen Ring. Im nichtkommutativen Fall bildet die Menge
der ganzen Zahlen im Sinne von Definition (2.6) jedoch keinen Ring mehr, daher wird das
Konzept der Maximalordnung eingefiihrt. Die folgende Definition erweitert den Begriff der
Maximalordnung auf auch nichtassoziative Algebren.

(2.14) Definition
Sei A eine normierte Algebra iiber dem Zahlkorper K mit Ganzheitsring R = Z.
O C A heifst R-Ordnung (oder kurz Ordnung) in A, falls

a) O eine Unteralgebra von A ist mit1 € O,
b) O ein volles R-Gitter in A ist und

c) jedes Element von O ganzzahlig ist, das heif3t fiir alle a € O gilt N(a) € R und tr(a) :=
2(x|1) € R.

Eine R-Ordnung M C A heifst R-Maximalordnung (oder kurz Maximalordnung) in A, falls fiir

jede R-Ordnung M’ mit M C M’ C A folgt, dass M = M’ ist.

(2.15) Bemerkung
a) Bedingung c) der Definition einer Ordnung bedeutet, dass fiir jedes a € O die Koeffizi-
enten des Polynoms
x* — tr(a)x + N(a)

im Ganzheitsring R liegen.

21



2 Zahlentheoretische Grundlagen

b) Ist A = K ein algebraischer Zahlkorper, so ist Zg die eindeutige Maximalordnung in K.

¢) Man kann zeigen, dass in einer normierten Algebra immer eine Maximalordnung exis-
tiert, die jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig ist.

(2.16) Definition
Die Abbildung Nr : A — Q definiert durch

Nr(a) := Ngio(N(a))

heif3t Norm auf A.

(2.17) Bemerkung

Sei O eine R-Ordnung in der normierten Algebra A.

Da N(a) € R fur alle a € O, gilt Nr(O) C Z, das heiflit die Einschrankung der Norm auf O
ist ganzzahlig.

Da nach Lemma (2.11)(a) Nk g und nach Definition N anisotrop und multiplikativ sind, ist
auch Nr anisotrop und multiplikativ.

Wir definieren in einer nicht notwendigerweise kommutativen Ordnung die Begriffe Ideal,
Primideal und Teilbarkeit wie folgt:

(2.18) Definition
Sei O eine R—Ordnung in A und I ein R—Gitter in A.

a) I heifst Rechtsideal (Linksideal) in O, falls IO C I (bzw. OI C I).
I heifdt zweiseitiges Ideal in O, falls I Rechts- und Linksideal ist.

b) I heifst Rechtshauptideal (Linkshauptideal) in O, falls I = aQO (I = Oa) fiir ein a € O ist.
I heifdt Hauptideal in O, falls I Rechts- und Linkshauptideal ist.

c) Ein zweiseitiges Ideal P # O in O heifit Primideal von O, falls fiir zweiseitige Ideale I, I
in O mit II' C P stets I C P oder I' C P folgt.

d) v € O heiflt Linksteiler (Rechtsteiler) von z € O, falls y~'z € O (zy~! € O). Falls y
Linksteiler von z ist, so sagen wir auch y teilt z und schreiben y/|z.

Wir kommen nun zu der Eigenschaft von Ordnungen, die im Zentrum dieser Bachelorarbeit
stehen wird.

(2.19) Definition
Eine Ordnung O in A heif3t linkseuklidisch (bzw. rechtseuklidisch), falls

Va,be O, b#0 3gq,r € O, sodassa = qb+r (bzw. a = bg+r) und |Nr(r)| < |[Nr(b)|.

O heifst euklidisch, falls O links- und rechtseuklidisch ist.
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2 Zahlentheoretische Grundlagen

Die folgende Charakterisierung der Eigenschaft euklidisch wird im weiteren Verlauf sehr
niitzlich sein.

(2.20) Lemma
Eine Ordnung O in A ist euklidisch genau dann, wenn

Vhe A 39 € O, sodass |[Nr(h—gq)| <1.

Insbesondere ist O genau dann linkseuklidisch, falls O rechtseukldisch ist.

Beweis
,=":Seih € A =K®rO,sowie 0 # n € R, sodass nh € O. Dann gibt es g,r € O, sodass

nh =ng+rund [Nr(r)| < |[Nr(n)|. Also gilt [Nr(h —q)| = [Nr(L)| = H;\\]’:((;))‘ <L
,<":Seien a,b € O,b # 0. Setze h := b~'a € A, dann gibt es ein g € O mit [Nr(h—q)| < 1;

setze weiter r := a — bg € O. Dann gilt mit dem Satz von Artin

IN7(r)| = |[Nr(a—bg)| = )Nr((bb’l)a — bq)‘ = ‘Nr(b(b’lu) - ba))
= [Nr(b)| |[Nr(b™'a — )|
< |Nr(b)|,

also ist O rechtseuklidisch. Fiir den Beweis der Eigenschaft linkseuklidisch setze h := ab~!
und verfahre analog. O

Aus diesem Lemma folgt, dass wir uns bei der Suche nach euklidischen Ordnungen auf
Maximalordnungen beschranken kénnen.

(2.21) Satz
Ist die Ordnung O in der normierten Algebra A euklidisch, so ist O eine Maximalordnung.

Beweis

Angenommen O wire keine Maximalordnung in A, dann existiert eine Ordnung O’ in A mit
O C O'.Seia € O\ O. Dann existiert nach Lemma (2.20) ein 2 € O mit [Nr(a —a')| < 1.
Da aber a —a’ € O, gilt [Nr(a —a’)| € Z>o, also Nr(a —a’) = 0. Da Nr anisotrop ist, folgt
a=a,also O = O, Widerspruch. O
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3 Euklidischer Algorithmus und Primfaktorzerlegung

Wir wollen im Folgenden Zahlentheorie in Quaternionen und Oktaven betreiben. Dazu wer-
den uns nicht mehr die Algebren H und O {iber R als Ausgangspunkt dienen, sondern
(vorerst) die Quaternionen und Oktaven tiber Q. Wir definieren die Quaternionen (iiber Q)

-1,-1
Q

H :=Q(, j, k) := ( )

und die Oktaven (iiber Q)

-1,-1,-1
Q

Dass wir fiir die Algebren iiber Q die gleichen Symbole verwenden wie fiir die Algebren
tiber R, dient nur der einfacheren Notation und soll nicht iiber die Unterschiede hinwegtau-
schen.

In einer normierten Algebra A {iber Q gilt fiir die Norm Nr(a) = Ng|o(N(a)) = N(a) fiir
a € A und wir bezeichnen daher in diesen Fillen die Norm von a mit N(a) statt mit Nr(a).
Spéter werden wir uns auch mit Quaternionenalgebren

O := Q(Eo,..,67) = ( )

-1,-1

Q(vd)

tiber quadratischen Zahlkorpern beschaftigen (fiir spezielle Werte d € Z).
Ziel ist es, in einigen dieser Algebren euklidische Maximalordnungen zu finden und dort eu-

(

)

klidische Algorithmen und eindeutige Primfaktorzerlegungen zu studieren. Bevor wir dies
tun, sei an den eindimensionalen Fall der ganzen Zahlen Z C Q erinnert. Z ist nach Bemer-
kung (2.15)(b) die eindeutig Maximalordnung in Q.

3.1 Der eindimensionale Fall

(3.1) Lemma
Sind a,b € Z mit b # 0, so gibt es q,r € Z mit

a=gb+r und |r] <|b|.

Dass wir aus dieser Division mit Rest den euklidischen Algorithmus erhalten, der fiir zwei

ganze Zahlen a,b € Z den grofiten gemeinsamen Teiler g¢T (a,b) bestimmt, sagt uns folgen-
des

(3.2) Lemma
Sind a,b € Zund a = gb+r fur g, € Z, dann gilt ggT(a,b) = ggT (b, 7).
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3 Euklidischer Algorithmus und Primfaktorzerlegung

Die Beweise der Lemmata wurden in einer der Grundvorlesungen behandelt und werden
hier daher nicht ausgefiihrt. Es sei jedoch bemerkt, dass zum Beweis von Lemma (3.2) ledig-
lich die Assoziativitdt von Z gebraucht wird. Dies wird das Argument dafiir sein, dass der
gewohnliche euklidische Algorithmus in den Hurwitz Quaternionen funktioniert. Fiir die
ganzzahligen Oktaven brauchen wir dann eine andere Idee.
Nun erstmal zum bekannten euklidischen Algorithmus:
Seien a,b € Z gegeben, gesucht ist ¢gT(a,b) € Z.
Dann gibt es nach der Division mit Rest eine abbrechende Folge von ganzen Zahlen g1, 92, ..qn 11
und 7,79, .., 7,, sodass

a=qb+r, mit |r| <|b|

b=gor1+ry, mit |r] < |r|

Pn—p = Qutp—1+tn mit |r,] < |r—1]
Tn—1 = qus17n + 0. (27)
Dann ist nach Lemma (3.2) g¢T(a,b) = ry.

Ganz allgemein ist jeder euklidische kommutative Ring ein Hauptidealbereich und somit
faktoriell, das heifst es gibt eine bis auf Einheiten eindeutige Primfaktorzerlegung. Insbeson-
dere ist Z bekanntlich faktoriell.

3.2 Euklidischer Algorithmus in den Hurwitz Quaternionen

Nun wollen wir Ordnungen in den Quaternionen H iiber Q betrachten. Zunichst kdnnte
man vermuten, dass eine Maximalordnung genau wie die Gaufischen Zahlen in der kom-
plexen Ebene auszusehen hat.

(3.3) Definition
L:=2Z[1,i,j,k| := {z1 + zoi + 23] + zak € H; z1,22,23,24 € Z} heifit die Menge der Lipschitz
Quaternionen.
Wir haben die positiv definite Norm
N:L— Ny, N(z):=zz :z%—l—z%%—z%—i—zﬁ fir z = z1 + zpi + z3j + z4k € L.

L ist offensichtlich eine Ordnung, jedoch gibt es in dieser keine Division mit Rest im Sinne
einer strikten Normreduktion.

(3.4) Satz
Sind a,b € L mit b # 0, so gibt es q,7 € L mit

a=gb+r und N(r) < N(b).
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3 Euklidischer Algorithmus und Primfaktorzerlegung

Es gilt N(r) = N(b) genau dann, wenn fiir ab~! = ¢1 + cai + c3j + c4k € H gilt:

c, €Z+ 1, i=1,..,4.
2
Beweis
Setze c :=ab™! = c1 + i + c3j+cak e Hund furi =1,..,4 seic; =g;+s; mitg, € Z und
|si| < . Dazu wihle g; := |¢;|, falls ¢; — |¢;] < 3, sonst g; := |¢;] + 1.
Weiter sei q := g1 + qoi + g3j + gak € L, s := 51 + Spi + s3] + s4k € H und r := sb. Dann ist

a=cb=(g+s)b=qb+sb=qb+r,
alsor =a—gbe L, und
N(r) = N(s)N(b) = (s1 +53 + 5 +53)N(b) < ((1/2)* +.. + (1/2)*)N(b) = N(b).
Dabei gilt N(r) = N(b) < |si| =3 Vie{l,.,4} & c€Z+3 Vie{l,.,4}. O

(3.5) Bemerkung
Der duale Satz fiir die Zerlegung a = bq + r gilt natiirlich vollig analog, wobei man im
Beweis ¢ := b~ la setze.

Da bei der Division mit Rest in L der Rest betragsmifsig nicht immer echt kleiner wird,
scheitert unser Euklidischer Algorithmus (27). Denn dieser terminiert ja gerade aufgrund
der strikten Normreduktion in jedem Schritt.

Satz (3.4) gibt uns aber schon den entscheidenden Hinweis, wie wir dieses Problem umgehen
konnen.

(3.6) Definition
H := {z1 + z0i + 23] + z4k € H; z1,29,23,24 € Z oder z1,23,23,24 € Z + %} heilt die Menge
der Hurwitz Quaternionen.

Man rechnet leicht nach, dass H mit der Einschrankung der Multiplikation von IH einen Ring
bildet, der von der Z-Basis (1,1, ], (1 +i+ j+ij)) erzeugt wird, und ebenso, dass N(h) € Z
und 2 (h|1) = 2hy € Z fir alle h € H. Also bilden die Hurwitz Quaternionen als volles
Gitter eine Ordnung in H.

Aus Satz (3.4) und Bemerkung (3.5) folgt jetzt sofort, dass die Hurwitz Quaternionen eine
,echte” Division mit Rest besitzen, also eine euklidische Ordnung sind:

(3.7) Korollar
Sind a,b € H mit b # 0, so gibt es q,7,¢',7' € H mit

a=gb+r und N(r) < N(b),

a=bg +v und N(') < N(b).
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3 Euklidischer Algorithmus und Primfaktorzerlegung

Beweis

Definiere ¢, q,r wie oben, sodass a = gb + r. Entweder gilt dann schon N(r) < N(b) oder
es gilt N(r) = N(b), wobei dann ¢; € Z + % furi=1,.,4,alsoc =c1+ci+c3j+ck €L
und a = cb + 0 (Beachte N(0) < N(b)). Die zweite Behauptung folgt analog mit Bemerkung
(3.5). O

(3.8) Bemerkung
Man kann sogar zeigen, dass in Korollar (3.7) immer N(r) < IN(b) gilt.
Dazu fasst man H als Z-Gitter mit dem reskalierten Skalarprodukt 2 (.|.) auf. Dann ist

G(B) =

— O OoON
— O N O
— N O O
N R ==

die Grammatrix von (B,2(.|.)) mit B = (1,i,j, (1 +i+j+ij)) eine Z-Basis von H. Folglich
ist (B,2(.|.)) ein positiv definites, gerades Wurzelgitter (d.h. fiir alle Basiselemente b € B gilt
(b|b) = 2) mit det(G(B)) =4, alsoist (B,2(.|.)) = D4 (IDy4 ist nach [Ebe, Theorem (1.2)] das
eindeutige Gitter im Q* mit diesen Eigenschaften). Es ist bekannt, dass die Uberdeckungs-
zahl des Gitters Dy gleich 1 ist, also folgt die Behauptung, da wir das Skalarprodukt mit 2
reskaliert haben.

Aus oben genannten Griinden (H ist assoziativ) ist der Euklidische Algorithmus (27) also
auch in H durchfiihrbar, wobei man dann je nach verwendeter Faktorisierung einen grofiten
Links- beziehungsweise Rechtsteiler bekommt.

(3.9) Korollar
a) Die Hurwitz Quaternionen H bilden eine Maximalordnung in H.

b) Jedes Rechtsideal (bzw. Linksideal) von H ist Rechtshauptideal (Linkshauptideal).

¢) Jede Maximalordnung in H ist konjugiert zu den Hurwitz Quaternionen H.

Beweis
a) folgt aus Korollar (3.7) und Satz (2.21).

b) folgt aus der Existenz eines Euklidischen Algorithmus.

¢) Sei M eine Maximalordnung in H mit Z-Basis By und By eine Z-Basis von H. Definiere
I := MH := (bpmbp| bpm € Bm, by € By),. Dann ist I ein Rechtsideal von H und nach (b)
also ein Rechtshauptideal, das heifst es existiert ein x € H* mit I = xH. Weiter ist MI C |
und mit 1 € M folgt I C MI, also MI = I. Damit ist MxH = xH, also x IMxH = H
und somit x'Mx C H. Da M und folglich auch x ! Mx eine Maximalordnung ist, folgt
x~1Mx = H. Dies zeigt, dass M und H konjugiert sind. O
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3.3 Primfaktorzerlegung in den Hurwitz Quaternionen

Da die Quaternionen nicht kommutativ sind, kénnen wir nicht wie in Z und Z[i] folgern,
dass wegen der euklidischen Eigenschaft sofort eine bis auf Einheiten eindeutige Primfak-
torzerlegung existiert. Zundchst fithren wir einige Begriffe fiir den nichtkommutativen Ring
der Hurwitz Quaternionen ein.

(3.10) Definition
a) z € H heifit Hurwitz-Primzahl, falls N(z) € Z eine Primzahl ist.

b) z € H heifst primitiv, falls die grofte natiirliche Zahl, die z teilt, gleich 1 ist.

c) Sei Q = Py - .. Py € H primitiv und seien P, .., P, € H Hurwitz-Primzahlen mit N(P) =
po, - N(Px) = px, k € IN. Dann heif3t die Faktorisierung py - .. - px von N(Q) das Modell
der Faktorisierung P - .. - P, von Q.

Das Konzept des Modells wird eingefiihrt um zu berticksichtigen, dass es bei der Faktorisie-
ung der Norm von Q auf die Reihenfolge der Primfaktoren ankommt. Um bei gegebenem
Modell zu einer Eindeutigkeit der Primfaktorisierung in H zu gelangen, fehlt uns noch das
Studium der Einheiten in H.

(3.11) Lemma

Es gilt H* = {z € H; z7! € H} = {z € H; N(z) = 1}, das heif}t die Einheiten von H sind
genau die Elemente mit Norm 1.

Somit ist H* = {£1, +i, +j, +k, +1 £ Ji+ }j+ 1k}, also |H*| = 24.

Beweis

Zeige zuerst H* = {z € H; N(z) = 1}.

Seiz € H*, dann gilt z7! € H und zz~! = 1. Anwenden der multiplikativen Norm auf beide

Seiten der Gleichung liefert N(z)N(z7!) = 1. Aus N(H) C Nj folgt N(z) = N(z7!) = 1.

Seiz € H mit N(z) = 1. Dannist z7! =z € H, da N(z) = zz = 1. Also folgt z € H*.

Bestimme nun die Einheiten von H:

Wegen N(z) = 1 fiir z = z9 + z1i + z2j + z3k € L* eine Einheit in den Lipschitz Quaternionen

3

muss |z;| > 1 fiir ein [ € {0,..,3} sowie Y z2 = 1 gelten. Folglich gibt es ein I € {0,..,3}
m=0

mit z; = +1 und z,, = 0 fiir m # . Ist z € H* \ L*, so gilt |z;| > ] fiir alle € {0,..,3} und

3
wegen Y z2 = 1folgtz = +3 fiiralle I € {0,..,3}. O
m=0

Wir kommen nun zur Primfaktorzerlegung eines primitiven Hurwitz Quaternions.

(3.12) Satz
Sei Q € H primitiv. Dann ist jede Faktorisierung N(Q) = po - .. - px von N(Q) ein Modell
einer Faktorisierung Q = Py - .. - Py von Q mit P, .., P, € H Hurwitz-Primzahlen und N(P)) =

po, ..,N(Pk) = Pk-
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Ist weiter Q = Py - .. - P, irgendeine Faktorisierung von Q mit dem Modell py - .. - p, so hat
jede weitere Faktorisierung von Q die Form Q = (PoUy) (U; ' Pily) - .. (U, Y Pe—q Uy) (U, 1 Py)
mit U; € H* fur i € {1,..,k}, das heifit die Faktorisierung zu einem gegebenen Modell ist
eindeutig bis auf das Einfiigen von Einheiten.

Beweis

Sei Q € H primitiv und N(Q) = po - .. - px eine Primfaktorisierung von Q.

Da H einen euklidischen Algorithmus besitzt, ist jedes Rechtsideal ein Rechtshauptideal, das
heifit es ist poH + QH = {poho + Qhy; ho,hy € H} = PyH fiir ein Py € H. Wegen poH C PoH
gilt N(Py)|N(po) = p3, also N(Py) =1, N(Py) = po oder N(Py) = p3.

Im ersten Fall N(Py) = 1 wire poH + QH = H. Fiir pohp + Qhy € poH + QH ist aber

N(poho + Qh1) = N(poho) + 2 (poho| Qh1) + N(Qh1)
= piN (o) +2po (ho| Q1) + N(Q)N (1)
= po(poN(ho) +2 (ho| Qi) + p1p2..pkN (1))
durch pg > 1 teilbar im Widerspruch zu poH + QH = H.
Im dritten Fall N(Py) = p(z) = N(po) wire Py = poU fiir eine Einheit U € H*. Aus QH C PyH

folgt aber Q = PyP' = poUP’ fiir ein P’ € H, also po|Q im Widerspruch zur Primitivitdt von
Q.

Also bleibt nur noch der zweite Fall N(Py) = po, sodass Py eine Hurwitz-Primzahl ist, die
wegen QH C PyH Linksteiler von Q ist (P, 1Q € H). Wir erhalten somit Q = PyQ; mit
Q1 € H und N(Q1) = p1..pr, wobei Py eindeutig bis auf Rechtsmultiplikation mit einer
Einheit ist.

Mit der gleichen Argumentation erhalten wir sukzessive die Faktorisierungen

Q1 =P1Qy, Q2 = P03, ..., Qk1 = P10

mit Py, .., P._1, Qx € H Hurwitz-Primzahlen von Norm

N(P) = p1,.., N(Px—1) = pr—1, N(Qx) = px-

Setzen wir Py := Qy, so erhalten wir die gewiinschte Faktorisierung Q = P; - .. - .

Ist P € H eine beliebige Hurwitz-Primzahl, so sind aufgrund der Multiplikativitdt der Norm
die einzigen Faktorisierungen von P in Hurwitz Quaternionen von der Form P = (PU~!)- U
und P = V- (V~1P) mit U,V € H*. Hieraus folgt die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
bis auf das Einfiigen von Einheiten. O

(3.13) Beispiel
Sei Q € H primitiv mit N(Q) = 100. Dann gibt es bis auf das Einfiigen von Einheiten nur
6= (3) Faktorisierungen von Q in Hurwitz-Primzahlen, basierend auf den Modellen

2.-2.5-5, 2-5-2-5, 5-2-2-5, 5-2-5-2, 5-5-2-2, 2-5-5-2.

Da die 24 Einheiten an 3 moglichen Stellen eingefiigt werden konnen, ergeben sich insgesamt
243 . 6 = 82944 mogliche Faktorisierungen von Q.
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Setzen wir keine Primitivitit von Q voraus, so konnen wir nicht so leicht von einer eindeu-
tigen Faktorisierung reden, da es dann einige Faktorisierungsmoglichkeiten mehr gibt. Ist
p € N eine ungerade Primzahl, so gibt es mehr als 24 = |H*| Elemente in x € H mit Norm
p, was zu verschiedenen, nicht assoziierten Faktorisierungen p = N(x) = x¥ fiihrt.

(3.14) Lemma
In H gibt es 24 Elemente der Norm 2 und 24(p + 1) Elemente mit Norm p > 2 fiir p eine
Primzahl.

Beweis

Fiir den Beweis greifen wir ein wenig voraus und verwenden die Bezeichnungen aus Kapitel
(3.6). Es ist H = D4 beziiglich des mit 2 reskalierten Skalarprodukts (siehe Bemerkung (3.8)).
Damit ist die Diskriminate der Algebra H gleich 2M = (2), das heifit H verzweigt nur an
(2); nach [Rei, Theorem (13.2)] besitzt H daher nur ein ganzes Ideal der Norm 2, welches

24 = |H"*| Erzeuger hat. Ist p > 2 eine Primzahl, dann ist die Komplettierung H,) = Z%px)z,

da H nicht an (p) = pM verzweigt . Also ist M/pM = ]F%,XZ. Die maximalen Rechtsideale
von F3*? stehen bekanntlich in Bijektion zu den p + 1 Geraden im F>*!. Damit folgt die
Behauptung.

3.4 Euklidischer Algorithmus in ganzzahligen Oktaven

Man kann zeigen, dass es in den Oktaven O iiber Q sieben Maximalordnungen gibt, die
zueinander isomorph sind. Wir fixieren fiir unsere Zwecke eine davon:

(3.15) Definition
C :={ag + aie1 + azey + azes + agh + as(erh) + ag(exh) + az(esh); ay, .., a7 € Z} heiflit Coxeters
Menge der ganzzahligen Oktaven, wobei 1 := 1(e1 + ez + e3 — ey).

Wir haben auf C wie iiblich die positiv definite Norm
N:C— Ny, N(z):=zz2=2z5+20+..+25 fir z€C.

Um auch in C eine Division mit Rest zu bekommen und somit zu sehen, dass C wirklich eine
Maximalordnung in O ist, werden wir zuerst zeigen, dass C mit dem Gitter [Eg identifiziert
werden kann. Dann werden wir eine bekannte Uberdeckungseigenschaft von [Eg nutzen.

(3.16) Satz
Coxeters Menge der ganzzahligen Oktaven C ist, vesehen mit dem (nicht mit 2 reskalierten)
Skalarprodukt (u,v)s := N(u +v) — N(u) — N(v), isometrisch zum Gitter Es.

Beweis
Nach Definition ist
B := (1,e1,e5,e3,h,e1h,exh,e3h)

30



3 Euklidischer Algorithmus und Primfaktorzerlegung

eine Z-Basis von C. Explizites Ausrechnen der letzten drei Basiselemente liefert:

1
€1h:§(—1+€2+€4+€7)
1
ezhzi(—1—€1—€4+€5)
1
63]/1:5(—1—65—66—67)
Bezeichne S := (e, .., e7) die Standardbasis des Q8, so erhalten wir folgende Basiswechsel-
matrix:
1000 0 -3 -3 —3
0100 5 0 -3 O
0010 % 3 0 O
sgp_ (0001 3 0 0 0
0000 -3 3 —3 O
0ooo0oo0 o0 o 3 -1
oooo0 o0 o o0 -1
oooo0o o0 4+ o0 -1
Nun gilt fiir die Grammatrix (beziiglich (—| —),)

G(B) — (SIdB)tr G(S) S IdB — (SIdB)tr .0 18 S IdB.

Ausgerechnet:
2 0 000 -1 -1 -1
0 2 001 0 -1 0
o 0 201 1 0 O
0o 0 021 0 0 O
G(B) = 0 1112 0 0 O
-1 0 100 2 0 O
-1 -1 000 0 2 O
-1 0 000 O 0 2

Da det(G(B)) = 1 ist, liegt offensichtlich ein ganzes, gerades, positiv definites und unimo-
dulares Gitter im IR® vor. Mit Satz (2.2) folgt also, dass C nur isometrisch zum Gitter [Eg sein
kann. O

(3.17) Satz (vgl. [Con2])
Die ﬂberdeckungszahl des Gitters [Eg betragt r = 1.

Da wir im Beweis von Satz (3.16) das Skalarprodukt nicht mit 2 reskaliert haben, erhalten
wir folgenden
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(3.18) Satz
Fiir jedes A € O gibt es ein y € C, sodass

NA=7)=((A=9lA-7) <

NI~

Aus diesem Satz folgt nun mit Lemma (2.20), dass C euklidisch ist.

(3.19) Korollar
Sind a,b € Cund b # 0, so gibtes q,7,4',+' € C, sodass

a=gb+r und N(r)<

1

a=bg +r und N(') < =N(b).

Mithilfe der Division mit Rest kénnen wir nun zeigen, dass die Definition von C ,richtig”
war.

(3.20) Korollar

C=<1,e,er,e3 >7 O < 1,e1,e2,e3 >z hmith = %(61 + ey + e3 — e4) ist eine Maximalord-
nung in O.

Beweis

Dass C multiplikativ abgschlossen ist, kann man durch leichte, ohne Computer jedoch ling-
liche Rechnungen bestédtigen. Somit ist C eine Unteralgebra von O mit 1 € C.

Weiter ist tr(a) = 2ay € Z, sowie N(a) € Z, also ist C als volles Gitter eine Ordnung in O.
Dass C auch eine Maximalordnung ist, folgt aus der Division mit Rest und Satz (2.21). [

Wir schauen uns noch ein wenig die Struktur der Maximalordnung C an. Es gilt allgemein:

(3.21) Lemma
Sei O eine Ordnung in den Oktaven O.

a) Fur m = Y7_,me; € O gilt, dass 2m; € Z fur alle j € {0,..,7}.
b) Die Koordinaten m; von m € O, die nicht in Z liegen, bilden das sogenannte Halfing-Set

H(m) := {i € {0,..,7}; m; € 3Z\ Z} von m der Lange |H(m)|. Es gilt 4| |H(m)| fiir alle
me Q.

Beweis
a) Seim € O und j € {0,..,7}. Dann ist tr((L_, mie;)e;) = £2m; € Z nach der Definition
einer Ordnung.

b) Esist N(m) = m3 + ..+ m2 = |HE{")‘ (mod 1). Wegen N (m) € Z gilt also 4| |[H(m)]. O

Fiir unsere feste Maximalordnung C C O erhalten wir speziell folgendes
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3 Euklidischer Algorithmus und Primfaktorzerlegung

(3.22) Lemma
Es bezeichne H(C) = {H(m); m € C} die Menge aller moglichen Halfing-Sets von Elemen-
ten in C. Dann besteht H(C) aus 14 Mengen der Linge 4:

{1,2,3,4}, {0,247}, {0,1,4,5}, {0,235}, {0,137}, {1,257} {0126},

{0,5,6,7}, {1,3,5,6}, {2,3,6,7}, {1,467}, {2,456}, {0346}, {3457}
einer Menge der Liange 8: {0,1,2,3,4,5,6,7} und einer Menge der Léange 0: {).

Beweis

Man starte mit den Basiselemten h,e1h,esh,e3h € C und bilde sukzessive alle moglichen
Linearkombinationen mit Koeffizienten in {0,1}. Zum Beispiel miissen jeweils die Komple-
mente der errechneten Halfing-Sets wieder Halfing-Sets sein, dah +e3h =1/2+41/2e; + .. +
1/2e; € C. Die Komplemente stehen in der obigen Liste jeweils {ibereinander. Durch leichte
Rechnungen sieht man, dass dies alle Halfing-Sets sind. 4

(3.23) Bemerkung
Gilt m € 1 (eo, .., 7), und H(m) € H(C), so gibt es ein n € C, sodass H(m) = H(n). Daraus
folgt m —n € (e, ..,e7), C C und somit m € C.

Die Begriffe Primoktave, Modell, sowie Primitivitit seien in C analog definiert wie in H (siehe
Definition (3.10)). Es stellt sich die folgende Aufgabe:

Falls p|N(«) fiir ein primitives « € C und eine Primzahl p, so finde die Linksteiler 7r|a von
a mit N(7r) = p.

Man beachte dass wegen C = C die Konjugation zu einer , Links-Rechts-Dualitit” fiihrt, das
heifit jede Aussage tiber Linksteiler liefert eine duale Aussage iiber Rechtsteiler.

Betrachten wir dazu zunéchst die Einheiten und die Elmente mit Norm 2 in C (die Anzahl
dieser benotigen wir spiter bei der Primfaktorisierung):

(3.24) Lemma
Es gibt 240 Einheiten in C, das heifst

c*| = ‘{e €C el eC}| =|{e € C N(e) = 1}| = 240.

Es gibt 2160 Elemente mit Norm 2 in C.

Beweis

Es ist bekannt (siehe [Con2]), dass es in [Eg genau 240 Wurzeln gibt. Folglich gibt es nach
Satz (3.16) auch genau 240 Elemente in C mit Norm 1.

Wir konnen die Elemente mit Norm 1 auch leicht kombinatorisch mit Lemma (3.22) und
Bemerkung (3.23) abzdhlen: Sei a € C mit N(a) = a3 + ..+ a2 = 1. Es ist |H(a)| # 8, denn
sonst wire N(a) > 2. Ist |H(a)| = 4, dann sind genau vier Koordinaten von a gleich +3
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und die restlichen Koordinaten 0, also gibt es 14 - 24 =224 Moglichkeiten fiir ein a € C* mit
|H(a)| = 0, da es 14 Halfing-Sets mit Linge 4 gibt. Ist |H(a)| = 0, so ist eine Koordinate
von a gleich +£1 und die restlichen Koordinaten 0, also gibt es hier 2 - 8 = 16 Moglichkeiten.
Insgesamt gibt es somit 0 4- 16 + 224 = 240 Elemente mit Norm 1 in C.

Sei nun a € C mit N(a) = 2. Ist |[H(a)| = 8, so sind alle Koordinaten von a gleich +1,
also gibt es dann 28 = 256 Moglichkeiten. Ist |H(a)| = 4, so sind vier Koordinaten gleich
+1, eine Koordinate gleich +1 und die restlichen Koordinaten 0, was 14 - 2* - (%) -2 =1792
Moglichkeiten ergibt. Ist schlieflich |H(a)| = 0, so sind zwei Koordinaten gleich +1 und
die restlichen Koordinaten 0, also gibt es hier (g) .22 = 112 Moglichkeiten, insgesamt also
256 + 1792 4 112 = 2160 Elemente mit Norm 2 in C. U

In manchen Fillen erweist es sich als sinnvoll, C ,modulo 2 zu betrachten. Dazu zunichst
eine

(3.25) Bemerkung

Fiir p eine Primzahl sei C := C/pC. Man rechnet schnell nach, dass C eine normierte Algebra
ist mit der wohldefinierten, multiplikativen quadratischer Form

B:C—F, N(a):=N(a).

Wir wollen uns im Fall p = 2 die Einheiten von C ansehen.

(3.26) Lemma
Es gilt [(C/2C)*| = |{¢ € C/2C; N(¢) = 1}| = 120.

Beweis

Wir identifizieren nach Satz (3.16) C/2C mit [Eg/2[Eg. Ist nun V ein Vertretersystem der 28 =
256 Aquivalenzklassen in [Eg/2[Eg, so kann man (beispielsweise mit Magma [Bos]) sehen,
dass es genau 120 Vertretern gibt, deren Norm nicht in 4Z liegt. Durch die Reskalierung mit
2 (siehe oben) erhalten wir also genau 120 Klassen in C/2C, deren Norm nicht in 27 liegt,
das heifit es gilt |(C/2C)*| = 120.

Wie oben schon erwidhnt, terminiert der bekannte Euklidische Algorithmus (27) mit Start-
werten 2 und b nicht zwangslaufig zu einem gemeinsamen Rechts- bzw. Linksteiler von a
und b. Denn es gibt Beispiele a = agmt, b = byt mit ag, by, 1 € C, N(r) = 11, bei dem der
Algorithmus bei einem Element r, mit N(r,) = 1 stoppt, wihrend er fiir andere ay, by bei
einem r, mit N(r,) = 11 terminiert, aber r, ist weder Rechtsteiler von a noch von b.

Dass solch ein Verhalten auftreten kann, liegt daran, dass wir von a = gb + r nicht auf
r = rom fiir ein rg € C schliefSen konnen. Denn

r=a—qgb=agmw—q(byr) ®) ao7t — (gbo) T = (a9 — gbo) T

ist im Allgemeinen keine giiltige Rechnung, da C nicht assoziativ ist und somit in () nicht
zwangslaufig Gleichheit gilt.
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Hans Peter Rehm veroffentlichte jedoch im Jahre 1993 einen erweiterten Euklidischen Algo-
rithmus, der dieses Problem umgeht. Der Algorithmus wird im Beweis des folgenden Satzes
beschrieben.

(3.27) Satz
Sei 0 # « € C, m € N, sodass m|N(«). Dann gibt es mindestens 240 Linksteiler (und 240
Rechtsteiler) p von a mit N(p) = m.

Beweis
Starte mit py := &, mo := m, my := N(a)/m, sodass also N(p1) = mom.
Wiéhle nach Korollar (3.19) im ersten Schritt 7y, p2 € C so, dass

p1 = 11m1+p2 und N(pz) < EN(ml) = Smi,
wobei wir hier aus einem technischen Grund den Rest p, konjugieren.
Nun gilt

N(p2) = N(p2) = N(p1 — y1m1) = N(p1) — 2 (p1| y1m1) + N(y1m1)

= momy — 2my (p1| 1) —|—m%N('yl) =0 mod mjy.

Also gibt es ein my € IN mit N(pp) = mymy.

Weiter gilt mp < my, denn mymy = N(p1) < %m% also my < %ml < mj.

Falls my > 0, konnen wir mit den gleichen Argumenten p3, m3 finden mit N(p,) = mpms und
m3z < my. Dies wiederholen wir solange, bis wir my; = 0 erreichen fiir ein N € IN, denn
die positiven ganzzahligen m; werden bei jedem Schritt strikt kleiner und miissen somit
irgendwann 0 werden.

Wir bekommen also folgendes Schema, welches wir den Vorwiirtsschritt des Algorithmus von
Rehm nennen wollen:

p1 = y1m1 + P2 N(p1) = mom

02 = Yyamy + P03 N(pz) = mymy my > mp

PN—1 = YN—1MN-1 + PN N(pn—1) = mN_amN_1 MN—_2 > My_1
ON = YNMN +0 N(pN) = MN_1MN my_1 > my >0

Nun kommen wir zum sogenannten Riickwirtsschritt.

Sei uy € C mit N(un) = my. Ein solches py existiert, denn nach dem Vier-Quadrate-Satz
von Lagrange kann jede natiirliche Zahl als Summe von vier Quadratzahlen (und somit erst
recht von acht) dargestellt werden. Nach Lemma (3.24) gibt es mindestens 240 verschiedene
A € C, sodass N(A) = my.

Es gilt mit dem Satz von Artin

on = NN = YN(UNFIN) = (YNEN)EN
\\/_/

=UN-1
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Setze un_1 := yNHN, dann ist uny_1 Linksteiler von py mit N(uy_1) = my_1, daja N(pn) =
my_1my. Weiter ist 7iy_1 Rechtsteiler von py = un_1n = pnpin—1 und von my_1; =
UN—1N—1. Also ist iy_1 auch Rechtsteiler von py_1, da mit dem Satz von Artin

PN-1 = YN-1MN-1 + PN = (YN-1UN-1)AN-1 + UNIN-1 = (YN—1}N-1 + }IN) HN_1-

='UN-2

Setze also weiter yun_» := YN_1}UN-1 + }N, SO erhalten wir einen Linksteiler von py_1 mit
Norm N(pn—_2) = my_p. Mit diesen Setzungen fadhrt man nun fort, bis wir einen Linksteiler
Ho von p; = a« mit Norm m = mgp und einen korrespondierenden Rechtsteiler 771 mit Norm
my erhalten.

Zusammengefasst sieht der Riickwirtsschritt also wie folgt aus:

N(un) = mn
ON = UN-1JIN UN-1 = YNUN N(un-1) = mn-1
PN—1 = UN—2/IN—1 UN—2 = YN-1}1N-1 + }UN N(un—2) = mn_2
P2 = p1p2 M1 = Y22 + M3 N(p) =m
p1 = pop1 Ho = 711H1 + p2 N(po) = mo

Beachte, dass wir wegen p; = p;_1}; fiir die mindestens 240 moglichen Wahlen von uy auch
240 verschiedene Linksteiler yg und 240 verschiedene Rechtsteiler 771 von & bekommen. [

Falls my > 1 gibt es sogar mehr als 240 Rechts- und Linksteiler von & mit Norm m. Man
kann jedoch zeigen, dass es genau 240 Rechts- und Linksteiler gibt, falls a primitiv und
m = p eine ungerade Primzahl ist oder falls m und N(«)/m teilerfremd sind (siehe [Rehm]).
Dann muss der Vorwartsschritt des Algorithmus also bei my = 1 terminieren. So kénnen
wir unsere Aufgabe, alle primen Rechts- bzw. Linksteiler eines primitiven a zu bestimmen,
effizient 16sen, indem wir eine Tabelle der 240 Einheiten von C nehmen und so Gleichungen
vom Typ N(A) = [ fir I > 1 nicht 16sen miissen (dies ist eine nichttriviale, sehr recheninten-
sive Aufgabe, deren Aufwand exponentiell in / ist).

Diese Aussage habe ich beim Programmieren der eindeutigen Primfaktorzerlegung ver-
wendet; dort werden aufgrund der vorausgesetzten Primitivitdt die Voraussetzungen erfiillt
sein.

Wir haben also gesehen, dass auch C gewissermaflen einen euklidischen Bereich bildet, wo-
bei der euklidische Algorithmus an die Nichtassoziativitdt von C angepasst werden muss.

3.5 Primfaktorzerlegung in ganzzahligen Oktaven
Aus Satz (3.27) folgt nun mit vollstandiger Induktion unmittelbar die Existenz einer ,Prim-

oktavenzerlegung” zu einem gegebenem ganzzahligen Oktaven &« € C und einem vorgege-
benem Modell.
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(3.28) Satz
Sei & € C mit Modell N(a) = p1 - .. - pn, mit p1,.., pp € N Primzahlen.
Dann gibtes Py, ..., P, € C mit N(P;) = p1,.., N(P,) = pn, sodass

n = P1 (Pz(..(Pnflpn)..)).

Von Eindeutigkeit der Faktorisierung im Sinne von Satz (3.12) kann jedoch nicht die Rede
sein, denn andere Klamnmerungen in der Primfaktorzerlegung der Norm N(a) = p; - .. pu
liefern aufgrund der fehlenden Assoziativitdt im Allgemeinen verschiedene Faktorisierun-
gen von «.

(3.29) Beispiel
Sei « € C mit N(a) = 100 = 2-2-5-5. Dann gibt es nach Beispiel (3.13) 6 Modelle von «
und bei jedem Modell gibt es 5 Moglichkeiten der Klammerung, zum Beispiel:

100 = ((2-2)5)5=(2(2-5))5=2((2-5)5) =2(2(5-5)) = (2-2)(5-5),

also insgesamt 5 - 6 = 30 Faktorisierungen von N(«), die zu verschiedenen Faktorisierungen
von « fiihren.

Des Weiteren konnen wir auch durch das Einfiigen von Einheiten verschiedene Faktorisie-
rungen bekommen, denn im Allgemeinen gilt nicht (Pju)(u~'P,) = PP, fiir eine Einheit
u € C*. Stellt man jedoch zusétzliche Bedingungen an die Primoktaven in der Faktorisie-
rung, so erhdlt man diesbeziiglich eine Eindeutigkeit der Zerlegung. Dazu zunichst ein paar
Lemmata:

(3.30) Lemma

Seien 7,7, u, ' € C\ {0} mit « = put = y't/, N(u) = N(y') ungerade, sowie N(7) und
N(u) teilerfremd.

Ist = ' mod 2 (das heiflt y — p’ € 2C), so folgt u = p’ oder y = —p'.

Beweis
Angenommen es ist = p' mod 2, aber u # ' und u # —p’ (also auch 7 # 7’). Dann gilt
mir der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(1) < Il || = /NG N(#') = N(p)
wobei |u| := \/N(u) den gewohnlichen euklidischen Betrag bezeichne. Damit ist

N(p' —p) = N(p'") =2 (p'| ) + N(u) = 2(N(p) = (1| 1)) <2(N(p) + | (1| #)]) < 4-N(p).

Also gilt fiir v := (' — u) € C (beachte 3’ — u € 2C), dass 0 < N(7) < N(u).
Weiter gilt ut = 't = (27 + )7/, also

u(z—7') = 1(27). 8)
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Einerseits folgt daraus 4 - N(7/) = N(27') | N(u)N(t — v’), da N(y) € Z. Weil N(p)
ungerade und teilerfremd zu N(7’) ist, gilt N(27') | N(t — 7').
Andererseits folgt aber aus (28) auch

N(u)N(t —7') = N(7)N(27') < N(u)N(27'),
also N(t — 7') < N(27') im Widerspruch zu N(27')|N(t — /) und N(t — 7’) > 0. O

Um nur eine der beiden Moglichkeiten 1 = p’ und p = —p/’ fiir die Faktorisierung von « zu-
zulassen, versehen wir C mit der bekannten lexikographischen Ordnung beziiglich Coxeters
Z-Basis (fo,.., fr) := (1,e1,e2,e3,h,e1h, exh, e3h), das heift fir s = Y/_os;f;,,t = Y/ otifi € C
gelte

s<te Jke{0,.,7}: sy <tunds;=t; Vje Zmit0 <j <k

(3.31) Korollar

Sei « € C mit N(«) = mu, m ungerade und m,u € N teilerfremd. Dann gibt es genau 240
Linksteiler 4 € C von a mit N(y) = m, wobei es genau einen Linksteiler 4 € C gibt mit
# =1 (mod 2) und y > 0 ist.

Beweis

Zerlege die Menge M := {u € C; N(u) = m, pla} in Klassen mod 2. Nach Lemma (3.30)
enthilt jede Klasse zwei Elemente und nach Satz (3.27) gilt |[M| > 240, also enthélt M min-
destens 120 solche Klassen.

Da m ungerade ist, gilt N(x) = 1 (mod 2), folglich gilt fiir jede Aquivalenzklasse fi €
(C/2C)*. Nach Lemma (3.26) ist |(C/2C)*| = 120, das heifit es existieren genau 120 Klassen,
also {ji; y € M} = (C/2C)*.

Somit gibt es genau 240 Linksteiler u € C mit N(u) = m. Weiter hat 1 = ji eine Losung  in
M, welche durch die Forderung # > 0 nach Lemma (3.30) eindeutig ist. O

(3.32) Korollar

Seienaw € Cmit N(a) =20 p}'-..-p), 2=po < p1 < .. < pu Primzahlen und ry, .., r, € N.
Dann gibt es genau ein Tupel (P, .., P,) € C"*1l sodass

a) N = P()(P1<..(Pn_1pn)..))

b) N(P;) = pf" fiiri=0,.,n

¢) b=1mod2firi=1,.,nund

d p>0fari=1,..,n.

Fassen wir in der Primfaktorzerlegung von N(a) also gleiche Faktoren zusammen, so be-
kommen wir eine dazugehorige, im Sinne von Korollar (3.32) eindeutige Faktorisierung von
« in ganzzahlige Oktaven. Diese Faktorisierung ist natiirlich nur dann eine Primfaktorzerle-
gung von a, fallsr; < 1firi =0,.,n.

Um auch in den restlichen Féllen etwas iiber die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in
C aussagen zu konnen, benotigen wir folgende Erweiterung von Lemma (3.30).
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(3.33) Lemma

Seien p eine ungerade Primzahl, « € C mit p|N(«) und p kein Teiler von a. Seien weiter
7,7, u,p € Cmita = put = p/v" und N(u) = N(i') = p.

Ist y =y’ mod 2, so folgt u = y' oder u = —p’.

Beweis

Nach Korollar (3.19) gibt es g,r € C mita = pg+rund 0 # N(r) < IN(p) = 1p2.

Da p|N(a) = N(pg+r) = p*N(q) + 2p (q|r) + N(r), folgt p|N(r), also pl = N(r) < p? fiir
ein ] € N. Aus [ < ip folgt nun, dass | und p teilerfremd sind. Also kénnen wir Lemma
(3.30) anwenden um r zu faktorisieren. Die Linksteiler # von a und r mit Norm p sind aber
identisch: Denn falls r = o fiir ein ¢ € C und N(y) = pji = p, so gilt mit dem Satz von
Artin &« = pg+r = (ufi)g + po = u(jfig + o), also ist p auch Linksteiler von a. Analog folgt
die umgekehrte Richtung und damit die Behauptung. t

Analog zu Korollar (3.32) erhalten wir nun folgendes Korollar.

(3.34) Korollar

Sei p eine ungerade Primzahl, « € C mit p|N(a) und p teilt nicht a.

Dann gibt es genau 240 Linksteiler 7 € C von a mit N(71) = p, wobei es genau einen
Linksteiler 7t gibt, der 77 = 1 mod 2 und 7© > 0 erfiillt.

Jetzt fehlt nur noch der Fall p = 2:

(3.35) Lemma

Ist p > 2 eine Primzahl, so definiere X(p) := {P € C; N(P) =p, P >0, P =1 mod 2}.

Im Fall p = 2 definiere X(2) := {7r1, .., Tl9 } mit
= (11000000) - 1(2,1,1,1,1,0,0,0), ngz%(2111 ~1,0,0,0),
my = 3(2,1,1,0,0,1,0,1), s = 3(2,1,1,0,0,1,0,—1), 1(21010110),
m=1(2,1,0,1,0,1,-1,0), = ; 1,2,1,1,0,1,0,0), —1(1,2,-1,-1,0,-1,0,0).

Ist nun & € C primitiv mit p|N(« n gibt es genau einen Linksteiler P von a in X(p).

/\/\/\

\_/OO
o |
,‘:‘>

Beweis

Sei p = 2. Dann existieren ¢,7 € C, sodass a = 2q +r und N(r) < IN(2) = 2.

Wegen N(a) = N(2q+7r) = 4N(q) +2(2g|r) + N(r) folgt aus 2|N(«) auch 2|N(r). Da a
primitiv ist, ist v # 0, also folgt N(r) = 2.

Man kann nun mithilfe eines Computeralgebrasystems (zum Beispiel mit Magma) sehen,
dass alle Primoktaven T € C mit Norm 2 darstellbar sind durch genau ein u € C* und genau
ein p € X(p), sodass T = pu. Denn nach Lemma (3.24) gibt es genau 240 Einheiten und 2160
Elemente mit Norm 2 in C, sodass es ausreicht, alle moglichen 240 - 8 = 2160 Produkte pu
mit u € C*,p € X(p) auszurechnen und nachzupriifen, dass diese paarweise verschieden
sind.

Wir haben oben schon gesehen, dass die Linksteiler 77 mit N(71) = p von a und r {iberein-
stimmen, sodass die Behauptung im Fall p = 2 folgt.

Fiir p > 2 gilt die Aussage nach Lamma (3.34). O
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Mit vollstandiger Induktion erhalten wir nun einen Eindeutigkeitssatz fiir die Primfaktor-
zerlegung von ganzzahligen, primitiven Oktaven.

(3.36) Satz

Sei & € C primitiv mit N(a) = p; - .. - p, mit (nicht notwendigerweise verschiedenen) Prim-
zahlen py,.., pn € IN.

Dann gibt es eine Einheit Py € C* und Primoktaven P; € X(p;), sodass

N = PO(Pl(..(Pn—lpn)“>)’

wobei das Tupel (P, .., P,) € C**! eindeutig ist.

3.6 Euklidische Quaternionenalgebren iiber quadratischen Zahlkorpern

Bisher haben wir die Algebren des Cayley-Dickson-Prozesses im Fall K = Q und N(i;) = 1
untersucht. Nun wollen wir als Grundkorper nicht mehr die rationalen Zahlen Q betrachten,
sondern quadratische Zahlkorper K := Q(V/d).

Wir behandeln in diesem Abschnitt Quaternionenalgebren

-1,-1

Q(Vd)

fir d € {2,5,13}. In diesen Fillen kénnen wir mit einer dhnlichen Argumentation wie in

A= ()

den ganzzahligen Oktaven mithilfe des Gitters [Eg zeigen, dass Maximalordnungen in die-
sen Algebren euklidisch sind.

Zunichst wird erldutert, warum wir gerade diese Quaternionenalgebren betrachten. Dabei
ist vor allem das Verzweigungsverhalten von Quaternionenalgebren entscheidend.

(3.37) Definition
Sei A eine Quaternionenalgebra tiber dem algebraischen Zahlkérper K und M eine Maxi-
malordnung in A.

a) Sei p ein Primideal von Zg oder aber eine Einbettung von K nach C. Dann bezeichne
K, die Komplettierung von K an p. Man sagt, A verzweigt an p, falls A, := A ®x K, ein
Schiefkorper ist.

b) A heifit total definit, falls A an allen Einbettungen von K nach C verzweigt.
c) Esbezeichne M* = {x € A; tr(xM) C Zg} das zu M beziiglich tr duale Zk-Gitter.

d) Sei d,' das von {N(x); x € M*} erzeugte gebrochene Ideal in K. Dann heifit d4 die
Diskriminante von A.
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(3.38) Bemerkung

a) Nach dem bekannten Wedderburnschen Struktursatz gilt fiir eine beliebige zentraleinfa-
che Algebra A, dass es eine eindeutige natiirliche Zahl n € IN und einen Schiefkérper D
gibt, sodass A = D"*"". Man kann zeigen, dass jede Quaternionenalgebra A zentralein-
fach ist, also erhilt man aus 4 = dimgA = k*dimgD, dass entweder k = 1 und A = D
ein Schiefkorper ist, oder dass k =2 und A = K2*2 ist.

b) Ist A total definit, so muss K total reell sein, da C als algebraisch abgeschlossener Korper
keine echten Schiefkorpererweiterungen besitzt.

c) Es ist A genau dann definit, wenn A x A — Q, (x,y) + Trgo(x§) positiv definit ist
(Eichlers Normsatz, [Rei, Theorem 34.8]).

Um positiv definite Gitter benutzen zu konnen, beschréanken wir uns hier auf Quaternionen-
algebren {iber reell-quadratischen Zahlkorper.

(3.39) Satz
Sei A eine Quaternionenalgebra iiber einen Zahlkdrper K. Dann gilt

1. Es ist d4 das Produkt der Primideale von Zg, an welchen A verzweigt. Insbesondere
ist d , wohldefiniert.

2. Sei A’ eine weitere Quaternionenalgebra iiber K. Sind A und A’ beide positiv definit,
so sind A und A’ genau dann isomorphe K-Algebren, wenn d4 = d 4 gilt.

Beweis

Siehe [Rei, Theorem 25.2 und Corollary 25.10] fiir (a).

Nach [Rei, Theorem 32.11] sind A und A’ genau dann isomorph, wenn A, und A; isomorph
sind fiir alle Primideale und Einbettungen p. Da A und A’ beide total definit sind, sind sie
also genau dann isomorph, wenn sie an den selben Primidealen verzweigen, sodass (b) aus
(a) folgt. Il

(3.40) Korollar
Sei A eine Quaternionenalgebra {iber dem algebraischen Zahlkorper K. Weiter sei M eine
Maximalordnung in A. Dann gilt M =M genau dann, wenn d4 = Zy ist.

Beweis
Esist M C M* stets. Weiter ist der Index [M* : M] (als abelsche Gruppen) gerade Ny (d5) :=
[Z : %] (vgl. [Rei, Theorems 24.9 und 24.11]). O

Sei jetzt A eine total definite Quaternionenalgebra iiber dem quadratischen Zahlkorper K =
Q(+/d). Nach Bemerkung (3.38)(b) ist d > 1 quadratfrei. Damit eine (Maximal-)Ordnung M
in A euklidisch ist, muss jedes Rechtsideal von M ein Rechtshauptideal sein. In [KV] wurde
gezeigt, dafs es nur 13 solche Ordnungen gibt (bis auf Isomorphie). Diese sind gegeben
durch
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d 2 5 13 17
Nijo(da) |1 1 1 1
14 20 12
14 44 12
18 44
50

Dabei bezeichne A die Quaternionenalgebra {iber K = Q(v/d) und Nk|q(d4) die Norm
der Diskriminante von A. Bei mehrfach vorkommenden Werte von No(da) verzweigt A

an verschiedenen Primidealen. Wir werden zeigen, dass Maximalordnungen in A mit d €

B 1 . . . . =11
{2,5,13} und Ni|g(d4) = 1 euklidisch sind. In diesen Fallen gilt A = ( % ).

Sei also ab jetzt d € {2,5,13} und M eine Maximalordnung in A. Wir haben auf M die
multiplikative und anisotrope Norm N7(a) = No(N(a)) € Z fiir a € N. Um M mit dem
Gitter [Eg zu vergleichen, fehlt uns noch eine geeignete Bilinearform auf M.

(3.41) Lemma
Sei & € Zx so gewdhlt, dass fiir die inverse Differente Z¥ = aZx gilt und « total positiv ist.
Dann ist

B:MxM—2Z, B(x,y) = Tgq(a - tr(x7))
eine positiv definite, symmetrische Bilinearform auf A.

Beweis

Ein « € Zg mit den geforderten Eigenschaft existiert in den Féllen K = Q(\/H), d=2,513,
denn fiir d = 2 setze ap := $(v2+2), fiir d = 5 setze a5 := 5(—v/5+5) und fiir d = 13
setze wq3 := % (—3\/@ + 13). Zur Konstruktion verwende man Bemerkung (2.13): Istd =4 1,
so wihle eine Einheit 6 € Z} geeignet, sodass a = ﬁé positiv definit ist. Ist d =4 2,3, so
wihle 6 € Z%, sodass &« = 21—615 positiv definit ist.

B ist wohldefiniert, denn fiir x,y € M gilt tr(xy) € K und somit Ty|q(a - tr(x§)) € Z nach
Definition der inversen Differenten.

Dass B bilinear ist, ist klar, da die Spuren Tg|q und tr sowie die Konjugation linear sind.
Weiter ist B symmetrisch, da tr(xy) = tr(xy) = tr(yx) fir x,y € M.

Zu zeigen ist noch, dass B positiv definit ist, das heif3t es gilt B(x, x) > 0 fiir alle 0 # x € M.
Wegen tr(xx) = tr(N(x)) = 2N(x) gilt aber fiir x # 0

B(x,x) = Tyq(a - tr(xx)) = 2Ty o(aN(x)) = 2(01(a)o1(N(x)) + 02(a)02(N(x))) > 0,

denn nach Voraussetzung ist fiir alle Einbettungen o;(«) > 0. AuBerdem gilt fiir x = x7 +

.+x4 € M, dass N(x) = x7 + ..+ x7 und N(x) = N(%), also 0;(N(x)) > 0 fiir x # 0. O

M ist nach Definition ein volles Zk-Gitter. Daher ist M gleichzeitig aber auch ein Z-Gitter
von Rang 8 versehen mit der Bilinearform B, welches wir ebenfalls mit M = (Z, B) bezeich-
nen, wobei Z eine Z-Basis von M ist.
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(3.42) Satz

Fiir K = Q(v/d), d € {2,5,13} und d4 = Z ist das Gitter M = (Z, B) isometrisch zum
Gitter [Eg.

Beweis

[Eg ist das einzige 8-dimensionale ganze Gitter, welches gerade, positiv definit und unimodu-
lar ist (siehe Satz (2.2)). Wir haben schon in Lemma (3.41) gesehen, dass M ganz und positiv
definit ist. Zu zeigen ist also noch, dass M gerade und unimodular ist.

Fiir x € M ist B(x, x) = 2Tk g(aN(x)) € 2Z, also ist M gerade.

Um zu sehen, dass M unimodular ist, reicht es nach Bemerkung (2.4) zu zeigen, dass M
selbstdual ist, also M? = M, wobei

M8 = {x € A; B(x, M) C Z}.
Wegen d4 = Z ist nach Korollar (3.40)
M* = {x € A; tr(xM) C Zg} = M,

also miissen wir nur M? = M* zeigen (bei der Notation M* fassen wir M als vierdimensio-
nales Zk-Gitter auf):

xe MP & B(x,M) C Z & Tyqla-tr(xj)) € ZVy e M
Sua-tr(xy) € Zk = aZx Yy e M
& tr(xyg) € ZxgVy € M
& x e M. 0

Nun kénnen wir wieder die bekannte Uberdeckungseigenschaft von [Eg nutzen und so be-
weisen, dass M euklidisch ist.

(3.43) Satz

Seien K = Q(Vd), d € {2,5,13}, A = (=), da = Zx und M eine Maximalordnung in A.
Dann ist M euklidisch.

Beweis

Nach Satz (3.17) gibt es fiir alle y € Q® ein x € Eg mit (x —y|x—y) < 1.Da M = (Z,B)
isometrisch zum Gitter [Eg ist, gilt also: Fiir jedes y € A existiert ein x € M mit

Tgpla-tr((x —y)(x =y))) < 1.

Setze z := x —y. Mit tr(zzZ) = 2N(z) und der Ungleichung vom arithmetischen und geo-
metrischen Mittel §Tryq(z) > Nkjq(z)!'/? (beachte Bemerkung (2.11)(d) und « - tr(zZ) total
positiv) folgt

1 > 2Ny o(2aN(2))!/? = 4Ny o (a)/>Nr o (N(z)) /2.
Quadrieren wir auf beiden Seiten, so erhalten wir

= > Nigo(@)Nigo(N(z).
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Mit Ngjg(a) = di! (siehe Bemerkung (2.13)) folgt schlieflich

1
Nr(x —y) = NK|Q(N(Z)) < EdK <1,

denn dg € {4,5,13}. Somit ist M nach Lemma (2.20) euklidisch. U

(3.44) Satz
Sei A eine Quaternionenalgebra iiber K = Q(\/ﬁ), d € {2,513} und d4 # Zg. Dann ist
keine Maximalordung M von A Euklidisch.

Beweis
Siehe [Chaul]. O

(3.45) Bemerkung
Im Fall d = 17,d4 = Zg ist nicht bekannt, ob Maximalordnungen in A euklidisch sind.
Im Beweis von Satz (3.43) ist die Schranke 11—6d1< = % > 1 minimal zu grof3, sodass man

vermuten konnte, dass auch in diesem Fall die Maximalordnungen eukldisch sein miissen.
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A Anhang: Programmlisting

A Anhang: Programmlisting

A.1 ClosestVectors in E8 und D8

Wie in der Einleitung angedeutet, gibt es einen effizienten elementaren Algorithmus, der zu
einem beliebigen Punkt im Raum Q8 einen Gitterpunkt des Gitters [Eg findet, der beziiglich
des Standardskalarprodukts (.|.) kiirzesten Abstand hat. Dabei verwendet man, dass

Eg = Ds U (Ds + h), (29)

wobei h := (%, . %) € Q8. Hier bezeichnet

8
Ds :={x € Z% Y x; €27}
i=1

das Gitter mit den Punkten aus Z8, deren Koordinatensumme gerade ist. Man kann das
Gitter [Eg anders als in Satz (2.2) tiber die Grammatrix auch so beschreiben: [Eg besteht aus
allen Punkten Z8 und (Z + 1)8, deren Koordinatensumme gerade ist. Also ist die Gleichung
(29) offensichtlich richtig.
Um einen nichsten Punkt des Gitters [Eg zu einem gegebenen x € Q® zu finden, kann man
nun einen ndachstmoglichen Gitterpunkt z € IDg zu x suchen und einen ndchstmoglichen
Gitterpunkt z’ € IDg zu x 4+ h. Gilt dann (x —z|x —z) < (x —Z'| x — 2’), so ist z ein né4chster
Gitterpunkt zu x in [Eg, andernfalls erhalten wir z’ — & als beste Approximation an x in [Eg.
Das Problem reduziert sich somit darauf, ndchstgelegene Gitterpunkte in Dg zu finden. Die
Aufgabe lautet: Fiir ein gegebenes x € Q8 finde z € D, sodass

min((x —ylx—y)) = (x—z[x = 2).
Dazu runde zundchst den Vektor x ganz gewohnlich komponentenweise und bezeichne die-
sen mit f(x). Ist die Summe der Komponenten von f(x) gerade, so gilt f(x) € IDg und wir
sind fertig. Ist die Summe ungerade, so runde genau eine Koordinate von x falsch, die am
weitesten von einer ganzen Zahl entfernt ist (,falsch” bedeutet hier, dass man auf die zweit-
nichste ganze Zahl rundet). Die restlichen Koordinaten seien normal gerundet, sodass wir
zwangsldufig einen nédchsten Vektor in Dg finden.
Damit ist der Algorithmus zum Finden eines ndchsten Gitterpunktes in Eg vollstandig be-
schrieben. Ist nun ein beliebiges Gitter L gegeben, welches isometrisch zu [Eg ist (beispiels-
weise die Maximalordnung C C O), so muss zundchst eine Isometrie T : C — [Eg gefunden
werden. Ein Algorithmus von W. Plesken und B. Souvignier, der dies leistet, ist in [PS] be-
schrieben und in Magma implementiert (,,Islsometric”).
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h:=Vector (Rationals(), [1/2,1/2,1/2,1/2,1/2,1/2,1/2,1/2]1);

function r(x) //gewoehnliches Runden einer rationalen Zahl
return Round(x) ;
end function;

function d(x) //Fehler beim Runden
return r(x)-x;
end function;

function f(x) //Komponentenweises Runden eines Vektors x im Q8
return Vector(RationalField(), [r(y): y in Eltseq(x)]);
end function;

function g(x) //Finde die Koordinate, die am weitesten von einer ganzen Zahl entfernt ist.
max:=Abs(d(x[1])); maxi:=1;
for i:=2 to 8 do
if Abs(d(x[i])) gt max then max:=Abs(d(x[i])); maxi:=i; end if;
end for;
return maxi;
end function;

function ClosestD8(x) //Funktion, die ClosestVectors(D8,x) ersetzt
fx:=f(x); //Runde zuerst normal
sum:=0;
for i:=1 to 8 do sum:=sum+fx[i]; end for;
if sum in 2*IntegerRing()
then return fx, Norm(fx-x); // liegt Summe der Komponenten in D8, sind wir fertig
else m:=g(x); //sonst runde die Koordinate g(x) falsch...
if d(x[m]) ge O then fx[m]:=fx[m]-1; else fx[m]:=fx[m]+1; end if;
end if;
return fx,Norm(fx-x);
end function;

function ClosestE8(x) //Funktion, die ClosestVectors(E8,x) ersetzt
//man verwendet, dass E8 die disjunkte Vereinigung von D8 und D8+h ist:
x:=ChangeRing(x,RationalField());
g, r := ClosestD8(x);
qq, rr:= ClosestD8(x+h);
if r le rr then return q, r; end if;
return qq-h, rr;

II
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end function;

A.2 Eindeutige Primfaktorzerlegung in den Oktaven

Mithilfe der Funktion ,,ClosestE8” konnen wir nun die Division mit Rest nach Rehm in der
Maximalordnung C und darauf aufbauend die in Satz (3.36) bewiesene eindeutige Prim-
faktorzerlegung in C implementieren. Die Kommentare des folgenden Programms erkldren
seine Funktionalitit.

//Initialisiere das Gitter E8
E8:=Lattice("E",8);
B:= BasisMatrix(E8);

//Konstruiere die Agebra der Oktaven:

quat:=func<i,j,k| [<1,1,1,1>,<i,i,1,-1>,<j,j,1,-1>,<k,k,1,-1>,<1,i,i,1>,<i,1,1i,1>,
<1,j,j,1>,<j,1,j,1>,<1,k,k,1>,<k,1,k,1>,<i,j,k,1>,<j,1i,k,-1>,<j,k,i,1>,<k,j,i,-1>,
<k,i,j,1>,<i,k,j,-1>1>;

con:=&cat [quat ((n+1) mod 7 +2, (n+2) mod 7 +2, (nt+4) mod 7 +2):n in [0..6]];
0:=Algebra<Rationals(),8 | Setseq(Set(con))>;

one:= One(0); //Einselement in O

//Konstruiere Basis von Coxeter-Maximalordnung C:
f0:= 0! [1,0,0,0,0,0,0,0];

f1:=0 ! [0,1,0,0,0,0,0,0];

f2:= 0 ! [0,0,1,0,0,0,0,0];

f3:= 0 ! [0,0,0,1,0,0,0,0];

f4:=0 ! [0,1/2,1/2,1/2,-1/2,0,0,0];
f5:= 0! [-1/2,0,1/2,0,1/2,0,0,1/2];
fé6:=0 ! [-1/2,-1/2,0,0,-1/2,1/2,0,0];
f7:=0 ! [-1/2,0,0,0,0,-1/2,-1/2,-1/2];

BasisC:=Matrix ([f0,f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7]);

BasisCInv:= BasisC~-1;

//Reskaliere Skalarprodukt mit 2:
C:=LatticeWithBasis(BasisC, MatrixRing(Rationals(), 8) ! 2);
//Bastle Isomorphismus T zwischen C und ES8:
ok,T:=IsIsometric(C,E8);

assert ok;

T:=ChangeRing(T,Rationals());

I
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//Basiswechsel von C nach E8, bzw. von E8 nach C:
BasisCnachE8:=BasisC~-1*xT~-1x*B;
BasisE8nachC:=B~-1*xT*BasisC;

// Elemente in C mit Norm 1 (bzw. mit Norm 2, da C reskaliert):
muAlts:=ShortVectors(C,2,2);

//Fuer den Sonderfall Norm 2 in der Primfaktorzerlegung (siehe unten):
Pis:=[elt<0]1,1,0,0,0,0,0,0>,elt<0(1,1/2,1/2,1/2,1/2,0,0,0>,
elt<0l1,1/2,1/2,1/2,-1/2,0,0,0>,elt<0/1,1/2,1/2,0,0,1/2,0,1/2>,
elt<0|1,1/2,1/2,0,0,1/2,0,-1/2>,elt<0]1,1/2,0,1/2,0,1/2,1/2,0>,
elt<0l1,1/2,0,1/2,0,1/2,-1/2,0>,elt<0(1/2,1,1/2,1/2,0,1/2,0,0>,
elt<0l1/2,1,-1/2,-1/2,0,-1/2,0,0>];

function konju(x) //Konjugation
return 2*InnerProduct(x,one)*one-x;
end function;

function norm(x) //quadrierter euklidischer Betrag
return InnerProduct(x,x);
end function;

function invers(x) //Inverses Element
return 1/InnerProduct(x,x)*konju(x);
end function;

function DivRestre(a, b) //Division mit Rest, sodass a=b*qg+r
a:=0"! a; b:=0"! b;
lambda:=invers(b) *a;
x:= ClosestE8(Vector (Eltseq(lambda))*BasisCnachE8) *BasisE8nachC;
q:= 0! x;

r:= a-b*q;
return q, r;
end function;

function DivRestli(a, b) //Division mit Rest, sodass a=q*b+r
a:=0"! a; b:=0"! b;
lambda:=ax*invers(b);
x:=ClosestE8(Vector (Eltseq(lambda) ) *BasisCnachE8) *BasisE8nachC;
q:=0 ! x;
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r:=a-q*b;
return q, T;
end function;

function Rehm(a, m)
//Algo von Rehm zur Konstruktion eines Linksteilers von a mit Norm m
p:=a;
Gammas:=[];
m:=norm(a)*1/m;
//Vorwaertsschritt:
while norm(p) ne O do
melt:=elt<0|m,0,0,0,0,0,0,0>;
gamma,r:=DivRestli(p,melt);
p:=konju(r);
if norm(p) ne O then m:=norm(p)*1/m; end if;
Append (~Gammas , gamma) ;
end while;

//Rueckwaertsschritt fuer alle Einheiten muAlts
//bis gewuenschter Linksteiler (hinsichtlich Eindeutigkeit der Primfaktor-
//zerlegung) gefunden:
for i:=1 to #muAlts do
for 1 in [1..2] do
//Magma gibt nur bezueglich lex. Ordnung positive Elemente der Norm 1 aus
muAlt:=(-1)~"1*muAlts[i] [1];
muAlt:=0 ! Eltseq(muAlt);
gamma : =Gammas [#Gammas] ;
mu :=gamma*muAlt;
for j:=1 to #Gammas-1 do
gamma : =Gammas [#Gammas-j] ;
muNeu:=gamma*mu+mullt;
muAlt:=mu;
mu : =muNeu;
end for;
muV:=Vector (Eltseq(mu));
//Teste gefundenen Linksteiler mu (bzw. muV) auf Positivitaet
//(bzgl lex. Ordnung) und auf die Eigenschaft mu-e in 2*C:
gr0:=false;
for k in [1..8] do
if muV[k] 1t O then break k; end if;
if muV[k] gt O then gr0O:=true; break k; end if;
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end for;
dif:=Vector(Eltseq(mu-one));
if dif in 2*C and gr0 eq true then return mu, muAlt; end if;
end for;
end for;
end function;

function Faktor(a) //eindeutige Primfaktorisierung eines primitiven a aus C

//in ganzzhalige Oktaven x_n,..,x_1,x_0 bezueglich Primfaktorisierung der Norm
//norm(a)=m_n*..*m_1, wobei die Primfaktoren der Norm absteigend geordnet sind

//und x_0 mit norm(x_0)=1 eine Einheit in C ist.

//Es gilt dann: a = x_n*(x_n-1*(*..*(x_1*x_0)..)) (Beachte Klammerung!)

//Eingabe: beliebiges a in C

//Ausgabe: [<x_n,norm(x_n)>,..,<x_0,norm(x_0)>],

// und falls a nicht primitiv mit ggT = groesster natuerliche Teiler von a, dann
// wird zuerst die Faktorisierung von a/ggT ausgegeben und dann der ggT.

avec:=Vector(Eltseq(a));
if not(avec in C) then error "Fehler! Element liegt nicht in C!"; end if;

//Teste ob a primitiv ist, d.h. bestimme groesste ganze Zahl ggT die a teilt:
ggT:=1;
ganzeKoeff:=true;
for i:=1 to 8 do
if not(avec[i] in IntegerRing()) then ganzeKoeff:=false; break; end if;
end for;
geT:=GreatestCommonDivisor ([IntegerRing () |2*avec[i]l: i in [1..8]1);
if 1/2*avec in C and ganzeKoeff eq false then ggT:=ggT+*2; end if;
if ganzeKoeff then ggT:=1/2*ggT; end if;

//Teile durch den ggT, sodass a primitiv wird:
a:=a/ggT;

//Beginne mit der Faktorisierung von a
m:=norm(a) ;
m:=IntegerRing() ! m;
x:=Factorization(m); //Primfaktorzerlegung der Norm von a
Faktoren:=[];

while #x ne 0 do
p:=x[#x] [1]; //Primfaktoren von a (absteigend)

VI



A Anhang: Programmlisting

for i:=1 to x[#x][2] do //Haeufigkeit eines Primfaktors
if p ne 2 then
li,re:=Rehm(a,p);
else //Sonderfall p=2:
for u in [1..9] do
q,r:=DivRestre(a,Pis[ul]);
if norm(r) eq O then li:=Pis[u]; re:=konju(q); break; end if;
end for;
end if;
Append ("Faktoren,<1li,norm(1i)>);
a:=konju(re);
end for;
Prune("x) ;
end while;

Append ("Faktoren,<a,norm(a)>);

return Faktoren,ggT;
end function;

A.3 Euklidischer Algorithmus in Quaternionenalgebren iiber quadratischen Zahl-
korpern

Nach Satz (3.43) sind Maximalordnungen in Quaternionenalgebren (é(l\/_al) ) furd € {2,5,13}
euklidisch, also gibt es einen eukldischen Algorithmus. In dem folgenden Programm sind
die euklidischen Algorithmen beziiglich der linkseuklidischen Division mit Rest program-

miert, welche jeweils einen grofiten gemeinsamen Rechtsteiler liefern.

declare attributes AlgAssVOrd : ES8;

BasisE8:=BasisMatrix("E",8);

wurzel:= function(K) //gibt zuerst die Wurzel von K zurueck, dann das Quadrat der Wurzel
a:= PrimitiveElement (K);

a -:= Trace(a)/2;
q:= -Norm(a);
d:= Denominator(q);

if d ne 1 then
q := Numerator(q) * d;
a x:=d;

else

viI
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q:= Numerator(q);
end if;

q, v:= Squarefree(q);
a/:= v,

return a, q;
end function;

function sum(x,B)
return &+ [ x[i] * B[i] : i in [1..8] ];
end function;

intrinsic EAli(a::AlgAssVOrdElt,b::AlgAssVOrdElt) ->AlgAssVOrdElt {Euklidischer Algorithmus}
M:= Parent(a);
require Parent(b) eq M : "Elemente liegen nicht in der selben Ordnung";
A:= Algebra(M);
require Type(A) eq AlgQuat and IsDefinite(A): "Keine definite QA.";

K:= BaseField(4);
R:= Integers(K);
require IsAbsoluteField(K) and Discriminant(R) in {5, 8, 13} : "Falscher Grundkoerper";

require IsMaximal(M) and BaseRing(M) cmpeq R
and Discriminant(M) eq 1*R : "Keine Maximalordnung mir triv. Diskr.";

if not assigned M‘E8 then
B:=ZBasis (M) ;
v,w:=wurzel (X) ;
if w eq 2 then c:=1/4%(v+2); end if;
if w eq 13 then c:=1/26%(-3xv+13); end if;
if w eq 5 then c:=1/10%(-v+5); end if;
G:=Matrix (8, [Integers() | Trace (c*Trace(x*Conjugate(y))) :x,y in B]);
Lat:=LatticeWithGram(G) ;
ok,T:=IsIsometric(Lat,Lattice("E",8));
T:=ChangeRing(T,RationalField());
BasisWechsel:=Matrix(Rationals(), [&cat[Eltseq(x):x in Eltseq(A!b)]:b in B])~-1;
BasisnachE8:=BasisWechsel*T~-1*BasisES8;
BasisvonE8:=BasisE8~-1%T;
E8:=<B,G,BasisnachE8,Basisvonk8>;

else
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A Anhang: Programmlisting

B, G, BasisnachE8, BasisvonE8 := Explode( M‘E8 );
end if;

while b ne 0 do
lam:=ax*x1/b;
lambda:=Vector([lam[1] [1],lam[1][2],1am[2] [1],1lam[2] [2],
lam[3] [1],lam[3] [2],1lam[4] [1],lam[4] [2]]);
:=ChangeRing(ClosestE8(lambda*BasisnachE8) ,RationalField())*BasisvonE8;
:=sum(x,B) ;
:=a-q*b;
:=M!Db;
:=M!r;

end while;

o KR O X

return a;
end intrinsic;
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