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Einleitung

In dieser Arbeit werden Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe eines Vektorraums
V, die ein BN-Paar haben, untersucht. Insbesondere werden die Gruppen GL(V'), SL(V)
und Sp(V') betrachtet. Im ersten Kapitel werden allgemeine Eigenschaften der Weyl Grup-
pe eines BN-Paars gezeigt. Man wird beispielsweise sehen, dass der Rang und die Erzeu-
ger der Weylgruppe eindeutig sind. Im zweiten und dritten Kapitel werden fiir die oben
genannten Gruppen die Doppelnebenklassen BwB genauer betrachtet. Dabei wird fiir
jede der betrachteten Gruppen die Gauf3-Bruhat-Zerlegung hergeleitet. Das heifit, es wird
gezeigt, dass sich die Gruppe als Vereinigung der Doppelnebenklassen BwB darstellen
lasst. Desweiteren wird jede Doppelnebenklasse durch ein einfaches System vom Grad 1

beschrieben. Die Vereinigung iiber diese Systeme heifit auch Thomas-Zerlegung der Grup-

pe.



1 BN-Paare und Doppelnebenklassen

Die wesentlichen Ergebnisse und Beweisideen des folgenden Kapitels stammen aus dem
Buch ,, The Geometry of the Classical Groups“ von Donald E. Taylor [2].

1.1 Doppelnebenklassen

Definition 1.1. Sei G eine Gruppe und U und V' Untergruppen von G. Dann operiert
U xV auf G vermdge

w: (UxV)xG—G (u, v, g) = ugv™'.

Die Bahn eines Elements g € G heifst Doppelnebenklasse von g und wird mit UgV  be-

zeichnet.

Bemerkung 1.2. Die Doppelnebenklassen bilden eine Partition von G und fiir zweir Dop-

pelnebenklassen von g,q" € G gilt stets
UgV =Uqg'V oder UgV NUGV = (.
Weiter existiert eine Teilmenge A C G mit
G = ggA UgV.

Lemma 1.3. Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Weiter seien g,¢', ¢" €
G. Dann gilt

UgU C (Ug'U)(Ug"U) & Ug'U C (UgU)(Ug"~'U) & Ug"U C (Ug~'U)(UgU).
Beweis. Es operiert U x U auf G vermoge
w:UxUxG—=G (u1,uz, g) = urgus .

Da die Bahnen eine Partition bilden, ist (Ug'U)(Ug"U) = e UhU fiir ein S C ¢'Uqg". Sei
S
nun UgU C (Ug'U)(Ug"U) = Y UhU. Da die Bahnen eine Partition bilden, exisitiert
€
ein h € S mit UgU = UhU = Ug'ug"U fiir ein u € U. Also existieren uy,us € U mit

ugus = g'ug”. Daraus folgt ¢ = u=1¢'"tuygus und ¢ = uigusg”’*u~t. Damit folgt aber

¢ €UgU¢"'U und ¢" € Ug'UgU

und damit die Behauptung. O



Bevor wir mit der Konstruktion von BN-Paaren beginnen, sei noch ein Lemma voran-

gestellt, auf das im Verlauf der Arbeit mehrmals verwiesen wird.

Lemma 1.4. Sei G eine Gruppe, N < G. Weiter sei G' < G und N' = NN G'. Dann ist
N' QG

Beweis. Sei g € G', n € N'. Dann gilt gng=' € N, da N < G. Weiter gilt gng™! € G’, da
G’ < @. Daraus ergibt sich gng™' € G’ NN = N'. O

1.2 BN-Paar Axiome

Definition 1.5. Sei G eine Gruppe. Dann heifst (B, N) mit BN < G ein BN-Paar,

wenn folgende Axiome erfillt sind:
1) G=(B,N)
2) H=BNN4N

8) W := N/H wird von Elementen {w;|i € I} mit der Figenschaft w? = 1 fiir alle
1 € I erzeugt.

4) Falls w; =n;H undn € N, dann gilt

(a) n;Bn; # B und
(b) n;Bn C (Bn;nB)U (BnB).

Jede zu B konjugierte Gruppe heif3t Borel-Untergruppe. Die Gruppe W heifit Weyl
Gruppe. Wir werden in Abschnitt zeigen, dass die Erzeuger von W eindeutig definiert
sind. Damit kann man |I| als den Rang des BN-Paars definieren. In den weiteren Ab-
schnitten sollen die von einem BN-Paar induzierten Doppelnebenklassen der Form BwB

mit w € W untersucht werden.

Lemma 1.6. Sei G eine Gruppe mit BN-Paar (B, N) und Weyl Gruppe W. Seiw; = n;H
und n € N, dann gilt nBn; C (Bnn;B) U (BnB).

Beweis. Aus Axiom [b| folgt, dass n='Bn; C (Bn'n;B) U (Bn™'B) gilt. Sei = € nBn;,

und = = nb~'n; mit b € B. Dann ist

-1

vt =n;ton!

=nbn~t en;Bn'.

1

Damit ist aber 27! = b, 'n;n~'b; " oder x = b; 'n;n'b, ' und damit

x € (Bnn;B) U (BnB).



1.3 Das Tits Gebiude

Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. In den spéteren Kapiteln sollen Gruppen unter-
sucht werden, die sich als Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe GL(V) von V
auffassen lassen. Weiter werden wir sehen, wie sich ein BN-Paar der Gruppe aus der pro-
jektiven Geometrie des Vektorraums ergibt. Dazu werden folgende Definitionen benotigt.

Des Weiteren sind alle Vektorrdume in diesem Kapitel endlich erzeugt.
Definition 1.7. Sei V' ein Vektorraum.
a) Die Menge aller Teilrdume von V heif$t die projektive Geometrie (V') von V.

b) B(V) ist durch Inklusion partiell geordnet. Eine Teilmenge F' von P(V') heifst Fahne,
falls sie vollstindig geordnet ist. Die Menge

{d e N|I3U € F mit dim(U) = d}

heifst Typ von F.
¢) Maximale Fahnen sind Fahnen mit Typ {1,2,...,n — 1}, wobei n = dim(V') gilt.

d) Eine Fahne F heifst regulir, falls weder V- € F noch () € F gilt. Die Menge aller

requldren Fahnen wird mit A(V') bezeichnet.

Bemerkung 1.8. GL(V) operiert auf A(V') und zwei Fahnen liegen genau dann in der-
selben Bahn, falls sie den gleichen Typ haben.

Definition 1.9. Sei V' ein Vektorraum und P(V') seine projektive Geometrie.

a) Ein Rahmen von P(V') ist eine Menge der Form

§ = {(e), (e2), - {en) ),

wobei {eq,...,e,} eine Basis von B bildet.
b) Das Appartment X(§) eines Rahmens § besteht aus allen regquliren Fahnen F, fir
die gilt
V € F =V wird von einer Teilmenge von {ei,...,e,} erzeugt.
Nun koénnen wir fiir manche Untergruppen U der GL(V') ein BN-Paar konstruieren,

indem wir N als den Stabilisator eines Rahmens § und B als den Stabilisator einer ma-

ximalen Fahne des Appartments Y (§) setzen.



Definition 1.10. Sei V' ein Vektorraum und {ei,...,e,} eine Basis von V. Weiter sei
X(8) das Appartment des Rahmens

8= {<€1>7 SR <€n>}
und F € X(§) die mazimale Fahne

VicV, ©...C Vg

mit V; := (eq,...e;). Desweiteren sei U < GL(V) eine Untergruppe der linearen Gruppe.
Dann operiert U auf (V') durch Anwenden.

a) Die Borel-Untergruppe By von U ist durch
BU = SthU(F)

definiert.

b) Weiter sei
NU = StabU(S)

Bemerkung 1.11.  a) Bgp) ist die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen der GL(V')
und fﬂT’ U < GL(V) 15t BU = BGL(V) NnU.

b) Narvy ist die Menge aller Monomialmatrizen der GL(V') und fir U < GL(V') ist
Ny = Nero N U.

Beweis.  a) Wir berechnen den Stabilisator fiir ein V;. Sei A € Stabgrv)(V;). Dann

gilt A(V;) = V;. Daraus folgt, dass fiir 1 < j < i gelten muss A(e;) = i ke

mit oy, € K. Also ist speziell A;; = 0 fiir [ > ¢. Daraus folgt sofort, dass ilz 1obere

Dreiecksmatrix ist, falls A im Stabilisator aller V; liegt. Die Diagonaleintréige konnen

weiterhin nicht 0 sein, da det(A) = [] A;; # 0 ist. Offensichtlich stabilisiert auch
=1

jede obere Dreiecksmatrix A die Vektorriume Vi,..., V,.

b) Falls A im Stabilisator von {{e1),..., (e,)} liegt, kann man A als Permutation der

projektiven Punkte (e;) auffassen. Deshalb exisitiert ein Gruppenepimorphismus

o Stabgroy({{e1,), .., {en)}) = Sn.

Im Kern dieses Homomorphismus liegen offensichtlich die Diagonalmatrizen. Mit
dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung.
O



Satz 1.12. Sei U < GL(V). Dann ist die Gruppe Hy := By N Ny Normalteiler von Ny
und die Weyl-Gruppe von U sei definiert durch

WU = NU/HU-

Beweis. Da Hgrvy = Barv) N Ngrv) Diagonalmatrizen und Kern des in Beweis zu Be-
merkung eingefithrten Homomorphismus sind, folgt Hgrv) < Narvy und Wervy =

Nerwvy/Harwy = Sy,. Diese wird von den Permutationen w; := (z,i+1) firi =1...,n—1
erzeugt. Es ist HU = BU N NU =UnNn (BGL(V) N NGL(V)) und NU = NGL(V) NU. Da
Bearwvy N Nerwy < Nery gilt, folgt mit Lemma die Behauptung. O

Auf diese Weise findet man fiir eine Untergruppe U < GL(V') Gruppen By, Ny < U,
welche das BN-Paar Axiom [2|erfiillen. Nun muss man iiberpriifen, ob die restlichen Axiome
auch erfiillt sind. Dies wird in Kapitel [2| fiir die allgemeine und spezielle lineare Gruppe
und in Kapitel 3] fiir die symplektische Gruppe gezeigt. Insbesondere kann man zeigen,
dass G = BNB fiir jedes BN-Paar gilt, welches man aus der projektiven Geometrie
des Vektorraums gewinnt.ﬂ Dieses Ergebnis wird im Folgenden benutzt. Fiir die in dieser

Arbeit vorgestellten Gruppen wird dies auflerdem explizit gezeigt.

1.4 Die Weyl Gruppe

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der Rang eines BN-Paars eindeutig ist. Sei im
Folgenden G eine Gruppe mit BN-Paar (B, N) und W seine Weyl Gruppe mit Erzeuger
{w;]i € I'}. Weiter gelte G = BN B.

Definition 1.13. ) Fir w € W definieren wir die Linge

l(w) :=min{k € N|Tw,,, ..., w;, mitw=w; - -w; undi, €1 firl € k}

von w als die Lange der kiirzestmdglichen Darstellung von w mit Hilfe der w;.

b) Falls l(w) = k ist und w = w;, ... w;, gilt, so heift das Wort w;, ---w;, ein redu-

zierter Ausdruck fiir w.

k

c) Fir jede Teilmenge J C I sei Wy := (w;|i € J) und Ny die Untergruppe von N,
sodass Ny/H = Wy mit H:= BN N.

Lemma 1.14. Fir alle J C I wst BN;B eine Untergruppe von G.

Beweis. Fir n € Ny ist zu zeigen, dass (BnB)(BN;B) C BN;B gilt. Folglich reicht es

zu zeigen, dass nBN;B C BN;B gilt. Sei n = n;, -+ - n;, mit w;; = n;, H. Wir beweisen

Lsiehe [2] S.83-85



die Behauptung mit Induktion iiber k.
Fiir £ = 0 folgt die Behauptung sofort.
Sei also
Ny -+ Ny, BN;B C BN;B.

Aus BN-Paar Axiom [db] folgt, dass n;, BN, B C Bn; NyBUBN,;B = BN, B gilt. Weiter

ist nach Induktionsvoraussetzung
nBN;B =n;, -n,---n;, BN;B Cn; BN;B C BN;B.

Es bleibt zu zeigen, dass (BN;B)™' = BN;B gilt. Dies ist aber sofort klar, da fiir g =
binby € BN;B gilt ¢! = b;'n"'b;' € BN;B. O

Definition 1.15.  a) Eine Untergruppe von G heif§t parabolische Untergruppe, falls sie

eine Konjugierte von B enthdlt.

b) Die Untergruppen
PJ = BNJB

fir J C I sind die standard parabolischen Untergruppen von G.

Lemma 1.16. Sei J C I. Dann bilden B und N; ein BN-Paar fiir P; mit Weyl Gruppe
W;.

Beweis. Es gilt offensichtlich (B, N;) = P;. Damit ist Axiom [l|erfiillt. Da BN NN N; =
BN Ny gilt, folgt mit Lemma [.4] dass BN N; < N; und damit Axiom 2] gilt. Axiom [3]
folgt sofort aus der Definition von N;. Die Axiome [a] und [4b] folgen aus den BN-Paar
Eigenschaften von B und N. ]

Als néchstes werden wir Doppelnebenklassen der Form BgB mit g € G untersuchen.
Unter der Vorraussetzung G = BN B werden wir zeigen, dass die einzigen Untergruppen
von (G, die B enthalten, die standard parabolischen Untergruppen sind. Die minimalen
Elemente der Menge der Untergruppen von G, welche B enthalten, werden die Ppy mit
1 € I sein. Zunéchst werden wir sehen, dass alle Doppelnebenklassen BgB von der Form
BwB mit w € W sind.

Lemma 1.17. Fiir jedes g € G exisitiert ein w € W mit BgB = BwB.

Beweis. Sei g € G beliebig. Da G = BNB gilt, existieren ein b;,bo € B und n € N
mit g = bynbsy. Folglich ist BgB = BnB = BnHB, wobei H = BN N < N. Es ist aber
nH = w fir ein w € W. Damit folgt die Behauptung. O

An dieser Stelle sei an Lemma|I.3]iiber Teilmengenrelationen bei Doppelnebenklassen-
multiplikation erinnert. Das folgende Lemma ist ein Spezialfall fiir Doppelnebenklassen
der Form BwB.



Lemma 1.18. Seien w,w’,w” € W. Dann gilt
BwB C (Bw'B)(Buw"B) < Bw'B C (BwB)(Bw" 'B) < Bw"B C (Bw' 'B)(BwB).

Beweis. Sei BwB = BnB, Bw'B = Bn/B und Bw”"B = Bn”B fiir n,n’,n” € N. Dann
folgt mit Lemma [1.3
n' € BnBn"'B und n” € Bn'/"'BnB

und damit sofort die Behauptung fiir w, w’, w”. H
Lemma 1.19. Seinen w,w’ € W mit BwB = Bw'B. Dann gilt w = w'.

Beweis. Sei 0.B.d.A. [(w) < l(w'). Beweis mit Induktion tiber [(w).

Falls w = 1 ist, gilt Bw'B = B. Angenommen w’ # 1. Dann ist aber w’ € B und damit
Bw'B # B, was einen Widerspruch darstellt. Also ist w = w'.

Sei nun /(w) > 1. Dann existiert ein @ mit w = w; - @ mit {(w) = [(w) — 1. Es ist dann
Bw'B = BwB C (Bw;B)(BwB) Mit Lemma [1.18] folgt

BwB C (Bw; 'B)(Bw'B) = (Bw;B)(Bw'B).
Mit dem BN-Paar Axiom [4b] folgt
BwB C (Bw;w'B)J(Bw'B).

Angenommen es gilt BwB = Bw'B. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung @ = w’ im
Widerspruch zu I(w) < [(w'). Sei also BwB = Bw;w’'B. Dann ist nach Induktionsvorrau-

setzung w = w;w’ und damit w = w'. H

Um die standard parabolischen Gruppen niher zu untersuchen, muss man die Multipli-
kation der Doppelnebenklassen besser verstehen. Die folgende Aussage stellt eine stérkere
Version des Axioms (4] dar.

Satz 1.20. Fir alle w € W und i € I gilt stets l(ww;) # l(w) und l(ww) # (w).
Auflerdem gilt:

Bw;wB fiir l(w;w)
(Bw;wB) U (BwB)  fiir l(w;w)

(w)

(a) (Bw;B)(BwB) = { i(w)

IN IV

Bww;B fir l(ww;) > l(w)

(b) (BwB)(B’LUiB) = { (waiB) U (BwB) fiir l(wwi) < l(w) .

Beweis. Die Behauptung ist fiir w = 1 klar. Deshalb sei im Folgenden 0.B.d.A. [(w) # 0

und w geschrieben als w = w'w;, sodass I(w) = [(w') + 1 gilt.

10



Sei nun [(w;w) > I(w). Beweis mit vollstdndiger Induktion. Es gilt immer (Bw,wB) C
(Bw; B)(BwB). Angenommen es gilt (Bw;B)(BwB) # Bw;wB und damit

(Bw;B)(BwB) = (Bw;wB) U (BwB).

Es ist aber [(v') = l(w) — 1 = (w'w;) — 1 < [(w;w) — 1 =< l(w;w’). Induktiv gilt dann
aber (Bw;B)(Bw'B) = Bw;w'B. Damit erhélt man

BwB C (Bw;B)(BwB) C (Bw;B)(Bw'B)(Bw;B) = (Bw;w'B)(Bw;B).
Mit Lemma ist dann aber (Bw;w'B) C (BwB)(Bw;B). Nach Lemma [1.6] ist
(BwB)(Bw;B) C (Bw'B) U (BwB)

und damit folgt, dass Bw;w'B = Bw'B oder Bw;w'B = BwB gilt. Nach Lemma [1.19
ist aber ersteres nicht moglich. Damit folgt, dass Bw;,w'B = BwB gilt. Dann ist aber
w;w' = w und somit w’ = w;w im Widerspruch zu l(w;w) > (w). Damit ist gezeigt, dass
(Bw; B)(BwB) = Bw;wB fiir l[(w;w) > l(w) gilt.

Sei nun [(w;w) < I(w). Dann folgt mit Obigem, dass (Bw;B)(Bw,wB) = BwB gilt.
AuBerdem gilt mit Axiom [4b] dass (Bw;B)(BwB) C (Bw;wB) U (BwB). Angenommen
es gilt nicht (Bw;B)(BwB) = (Bw;wB)U (BwB). Dann gilt (Bw;B)(BwB) = (Bw,wB),
da immer (Bw;wB) C (Bw;B)(BwB) gilt. Damit ist aber

BwB = (Bw;B)(Bw;wB) = (Bw; B)*(BwB).
Mit Axiom {4 ist aber (Bw;B)? = B U (Bw;B) und somit
BwB = (BwB) U (Bw,wB).

Daraus folgt Bw,wB = BwB im Widerspruch zu Lemma [1.19] Damit ist gezeigt, dass
aus [(w;w) < I(w) folgt, dass (Bw;B)(BwB) = (Bw;wB)(BwB) gilt.
Behauptung (a) ist nun gezeigt. Behauptung (b) folgt sofort, indem man wie im Beweis

zu Lemma [L.6 die Inversen betrachtet. O

Bemerkung 1.21. Firw e W und w; mit ¢ € I gilt stets
l(ww) € {l(w) £ 1} und l(ww;) € {I(w) £ 1}.

Beweis.
1.Fall: Sei [(w;w) > l(w).

Sei wy, - - -w;, ein reduzierter Ausdruck fiir w. Dann ist w;w;, - - - w;, ein reduzierter Aus-

k k

11



druck fiir w;w und die Behauptung folgt sofort.

2.Fall: Sei [(w;w) < l(w).

Sei wj, -+ -w;, ein reduzierter Ausdruck fiir w;w. Dann ist ww;, - - - w;
[(w) < l(w;w) + 1, also l(ww) = l(w) — 1.

3.Fall: Sei [(w;w) = l(w).

Dann folgt nach Satz[1.20] (Bw;wB)(BwB) = (Bw;wB) und (Bw;wB)(BwB) = (Bw;wB)U
BwB, was einen Widerspruch darstellt. O

, = w und damit

Fiir die im spéateren Verlauf der Arbeit konstruierten B/N-Paare werden wir sehen, dass
sich die Multiplikation gem#fl der Vorschrift aus Satz verhélt und dann damit das
Axiom [b]zeigen. Auch das Ergebnis aus Lemma wird nochmal explizit gezeigt werden
miissen, um die BN-Paar Axiome nachzuweisen. Trotzdem liefert der Satz die nétigen

Hilfsmittel um die standard parabolischen Untergruppen niher zu charakterisieren.

Satz 1.22. Sein € N und w = nH, wobei H = BN N ist. Weiter sei w;, ---w;

reduzierter Ausdruck fir w und J = {iy, ... ix}. Dann gilt

., €in

P; = (B,n) = (B,nBn?).

Beweis. Es ist offensichtlich, dass (B,nBn~') C (B,n) C P; gilt. Also bleibt zu zeigen,
dass P; C (B,nBn™ ') gilt. Dies wird mit Induktion iiber [(w) gezeigt. Falls w = 1 ist,
folgt die Behauptung sofort. Sei also [(w) > 1. Es ist zu zeigen, dass Ny < (B,nBn™!)
gilt. Seien also n;, € N so gewéhlt, dass w;, = n;, H fiir j € k gilt. Dann bleibt zu zeigen,
. und damit [(w,w) < l(w).
Mit Satz folgt, dass (Bw;, B)(BwB) = (Bw;,wB) U (BwB), also (Bn;,B)(BnB) =
(BnynB) U (BnB) ist. Damit existiert ein b € B so, dass n;,bn € BnB gilt. Also exis-
tieren by, by € B mit ng,bn = bynby. Daraus folgt n;, = bynbyn='b~! € (B,nBn~!). Nach

dass n;, € (B,nBn™') gilt. Es ist aber w; w = w;, ---w;

Induktionsvorausetzung ist Py = (B,n;, 'mBn~'n;) C (B,nBn~'). Dann liegen aber

alle n;, in (B,nBn~') und damit folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe des vorherigen Satzes sehen wir nun, dass die Erzeuger der Weyl-Gruppe
eindeutig durch B festgelegt sind. Damit ist auch gezeigt, dass der Rang des BN-Paars

eindeutig definiert ist.

Satz 1.23. Seiw € W\{1}. Dann gilt w € {w;|i € I} genau dann, wenn B U BwB eine
Gruppe 1ist.

Beweis. Sei w € {w;|i € I'}. Dann hat w Ordnung zwei. Es ist zu zeigen, dass B U BwB
eine Gruppe ist. Nach Satz ist

(BUBwB)(BUBwB) = BU(BwB)U(BwB)(BwB) = BU(BwwB)J(BwB) = BU(BwB).

12



Also ist B U BwB unter Multiplikation abgeschlossen. Sei weiter ¢ € B U BwB. Falls
g € B gilt, folgt sofort ¢7! € B U BwB. Sei also ¢ € BwB. Dann ist ¢ = bjwb, mit
bi,by € Bund g7t = by 'w by = by wb;! € BU BwB. Damit folgt die Behauptung.
Sei nun w € W und BU BwB eine Gruppe. Sei weiter w;, - - - w;, ein reduzierter Ausdruck
fiir w. Nun ist BU BwB C (B,n), wobei n € N so gewahlt ist, dass w = nH gilt. Da
BUBwB eine Gruppe ist und n enthélt, folgt mit Satz dass BUBwB = (B,n) = Py
gilt, wobei J := {iy, ..., 4} ist. Nach der Definition von P; ist w;, eine Teilmenge von N
und damit von BN;B = Pj;. Also ist

Bw;, B C BU (BwB)

und da w;, # 1, gilt Bw;, B = BwB. Mit Lemma folgt w;, = w. O
Satz 1.24. Flir jede Untergruppe U < G mit B C U qilt U = Py fiir ein J C 1.

Beweis. Sei J := {i € I[|Bw;B C U}. Zu zeigen ist, dass U = Pj gilt. Es gilt B C U
und w; C U fiir alle 5 € J. Daraus folgt, dass P; C U gilt. Es bleibt zu zeigen, dass
U C Py gilt. Sei dazu g € U beliebig. Dann ist BgB = Bw2B fiir ein w € W. Es ist aber
g € Uund B C U also auch BwB C U. Sei w;, - - - w;, ein reduzierter Ausdruck fiir w und
J' ={i1,...,ix}. Da B C U, ist damit auch w eine Teilmenge von U. Es exisitiert damit
einn € N mit w =nH. Es gilt n € U und nach SatzP} < U. Damit ist J' C J und
somit BgB C Pj;. Daraus folgt, dass g € P; gilt. Damit folgt die Behauptung. O]
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2 BN-Paar fiir GL(V) und SL(V)

2.1 Gauf3-Bruhat-Algorithmus fiir GL(V)

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Gruppen Bgr,v) und Ngr vy ein BN-Paar
der GL(V') bilden. Dazu seien, um die Schreibarbeit zu reduzieren, in diesem Abschnitt
mit B die Gruppe Bgrvy, mit N die Gruppe Ngrv) und mit W die Gruppe Wer v
bezeichnet. Wir werden nacheinander die BN-Paar Axiome zeigen. Axiom 2] wurde bereits
allgemein in Satz [I.12] gezeigt und Axiom [3] ist sofort ersichtlich und wird zu Beginn
dieses Abschnittes gezeigt. Die im folgenden Abschnitt gezeigte Gaufs-Bruhat-Zerlegung
liefert Axiom [I] Fiir einen Nachweis der Axiome [ ist eine detailliertere Betrachtung der
Doppelnebenklassen Bw B erforderlich. Dies wird in Abschnitt gemacht. Im Folgenden

sei V stets ein m-dimensionaler K-Vektorraum.

Satz 2.1. Fin Vertretersystem von W st die Gruppe der Permutationsmatrizen der
GL(V) und W wird deshalb von Elementen {w;|i € I} erzeugt mit w? = 1.

Beweis. In Satz haben wir gesehen, dass W = S, gilt. Diese wird von den Permuta-

tionen w; := (i,i+1) firi =1...,n—1erzeugt und es gilt w? =1 fiiri =1...,n—1. O

Bemerkung 2.2. Die Gruppe W ist isomorph zu S, und damit zur Gruppe der Permu-
tationsmatrizen der GL(V'). Deshalb werden wir ab jetzt W mit der Gruppe der Permu-

tationsmatrizen identifizieren.

Satz 2.3 (GauB-Bruhat). Sei A € GL(V) und A # Id. Dann existieren Matrizen by, by €
B mit Einsen auf der Diagonalen, w € W und d € BN N, also d diagonal mit

A= blwde.

Beweis. Es sei dim(V) = m und i := max {1 <i<ma;; #0}. Es gilt ¢ > 0, da
A € GL(V). Dann rédume mittels Zeilen-Gau8 die Eintrdge a;; fir 1 < j < i aus.
Die zugehorige Gaufimatrix sei b;. AnschlieBend rdume mit Spaltengaufl die i — te Spalte
aus. Die zugehorige GauBimatrix sei b}. Danach ist a;; der einzige von Null verschiedene
Eintrag in der ersten Spalte von A. Fahre so mit der zweiten bis m-ten Spalte fort. Die
zugehorigen GauBmatrizen seien by, b, . .., b,, b/,. Dabei dndern sich bei der Umformung
b; die Spalten mit Index kleiner j nicht. In der auf diese Weise aus A hervorgegangenen
Matrix n steht in jeder Spalte nur ein Eintrag, der von Null verschieden ist. Also ist
n € N. Weiter ist by, ... b1 A, ... 0, =n, also A=b;'. .. b 'nb, " ... 0" Nach Satz

ist n ein eindeutiges Produkt w - d mit w € W und d Diagonalmatrix. O]

Bemerkung 2.4. In Satz[2.5 wurde auch gezeigt, dass GL(V)) = BN B gilt. Damit gelten,
falls (B, N) ein BN-Paar der GL(V') bildet, auch alle Figenschaften der Weyl Gruppe,
die in Abschnitt[1.4] gezeigt wurden.
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2.2 Thomas-Zerlegung der GL(V)

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass sich die Doppelnebenklassen der Form BwB
als Losung einfacher Systeme darstellen lassen. Dieses Ergebnis stammt aus dem Artikel

[1] und wird im Folgenden wiedergegeben.

Definition 2.5. Sei K ein Kérper mit algebraischem Abschluss K. Weiter seien E,U

endliche Teilmengen von K[xy,...,x,]. Wir nennen (E,U) ein System und
V(E,U;K) := {a € K"|p(a) = 0 fiir alle p € E, q(a) # 0 fiir alle q € U}

die Menge seiner Lisungen fir einen Erweiterungskérper K von K. Fir eine Teilmenge
X C Klxy,...,x,) und einem i = 1,....n sei X<; == X N Klxy,...,z;] und X_; =
X< — Klxy,...,x;_1]. Das System (E,U) heif$t einfaches System vom Grad 1, falls fol-
gende Bedingungen gelten:

a) ENU=0und KN(EUU) = 0.

b) E_; UU_; enthilt hochstens ein Element p; fiir jedesi=1,...,n.

¢) Falls p; existiert, gilt deg(p;(a,x;)) =1 fiir alle a € V(E<;_1,U<;1; K).

Die erste Bedingung stellt sicher, dass die Ungleichungen und Gleichungen nicht trivial,
also weder immer erfiillt noch unerfiillbar sind. Die zweite und dritte Bedingung sorgen
dafiir, dass, falls Xy,..., X; gewdhlt wurden, X, ; entweder eindeutig festgelegt ist oder
unter Beriicksichtigungen der Ungleichungen frei gew#hlt werden kann. Dies soll an einem

Beispiel nédher verdeutlicht werden.

Beispiele 2.6. Sei K = Q und E = 0,U = {XyX3 — X1X4}. Dann ist E<; = E_; =
0 Vied WeiteristUcy =U<qg =U<g =0 und E<y = E. Damitist E_y = E_y = E_3 =
0 und E—y = E. Weiter ist V(E<3,U<3; Q) = Q3. Jedoch gilt nicht deg(bc — aX,) = 1
fiir alle a,b,c € Q. Also ist die dritte Bedingung verletzt. Falls a = 0 gilt, muss b,c # 0
gelten, da es sonst keine Lisung gibt. Ist hingegen a # 0, kann X4 unter Beriicksichtigung
von X4 # %(bc) frei gewdhlt werden. Man kann damit zwei einfache Systeme vom Grad 1

finden, deren Lésungen eine Partition des Losungsraums des gegebenen System bilden:
V({X1}7 {X27 X3}7 Q) S V({}7 {X17 X2X3 - X1X4}7 Q) = V(E7 UJ Q)

Trigt man die Variablen in eine Matriz folgendermaflen ein
Xy X
¥ 2 X4 ’
X1 X3
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so sind die Lisungen des Systems die GL(2,Q). Die Losungsmengen der beiden einfachen

01
Systeme entsprechen gerade den beiden Doppelnebenklassen BidB und B ) 0) B.

Nun wollen wir das obige Beispiel verallgemeinern. Dieses verallgemeinerte Beispiel

soll die darauf folgenden Definitionen motivieren.

Beispiele 2.7. Se:

Xml e Xmm
K=Q und E=0,U = {det(X)}. Nun seien die Variablen in der Reihenfolge

Xmla'"7X11>"'7Xmm7-"7X1m

geordnet. Dann kann man mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes leicht die Koef-

fizienten der fiihrenden Variablen X, ablesen. Diese sind

Fiir eine Zerlegung in einfache Systeme miisste man nun Fallunterscheidungen vorneh-
men, welche dieser Unterdeterminanten ungleich Null sind. Als néchstes miisste man die
dadurch erhaltene Gleichung oder Ungleichung fiir die Unterdeterminante wieder in ein

einfaches System zerlegen.

Mit Hilfe des letzten Beispieles konnen wir erkennen, dass es notwendig ist die Matrizen
in Zellen mit gleichem Rangverhalten fiir Teilmatrizen einzuteilen. Da diese Beschreibung
fiir allgemeine Matrizen nicht aufwendiger als fiir quadratischen Matrizen ist, wird dies

allgemein durchgefiihrt.
Definition 2.8. Firn,m e Nund 0 <k <m, 0<1<n sei
dey @ K™ = Zso : A Rang (Ajfm—k+1)..m}x{1.1}) -

Weiter sei der Rang der leeren Matriz 0 und ay(A) das minimale k mit dy; > dg 1. Falls
solch ein k nicht existiert, setzen wir a;(A) := oo. Fir ein f € {1,...,m,c0}" definieren
wir

C(B) ={Ae€ K" "|u(A) =5 VIe€nj}.
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Beispiele 2.9. Sei K = Q. Es gilt

€ C((2,1,00)).

[ R S —
_— O N
S = =

Bemerkung 2.10. Man sieht sofort, dass fir 1, B2 € {1,...,m,00}" gilt:

B # By = C(B) N C(B2) = 0.

Beispiele 2.11. Fir eine Permutationsmatric w € GL(V') definiere 5 € {1,...m}™ mit
Bi = m+1—w(7), wobei w die zu w gehdrige Permutation der S, ist. Dann gilt w € C(5).
Damit folgt sofort, dass in jeder Menge C(B) hichstens eine Permutationsmatriz der

GL(V) liegen kann.

Lemma 2.12. Es gilt C(B) # 0 genau dann, wenn ; # 5; fir alle i,j € n mit i # j und
Bi # o0 # B; gilt.

Beweis. ,=“: Sei C(3) # (). Angenommen es existieren 7,5 € n mit i # j und 3; =
B # oo. Sei 0.B.d.A. i > j. Weiter sei A € C(f). Wir definieren Vektoren v, :=
(Ams1-p ks> Ami) € K% fir 1 < k < j. Es gilt v; ¢ (v1,...,v;_1), da der Rang
der Teilmatrix von A an dieser Stelle springt. Nach Definition von oy(A) ist aber v; +
(e1) € (v1 + (e1),...,vj_1 + (e1)). Daraus folgt aber e; € (vy,...,v;) und damit auch
e1 € (v1,...,v;1). Es gilt aber v; + (e1) € (v1+{e1),...,v;_1+ (e1)). Damit ist aber dann
v; € (v1,...,v;—1) im Widerspruch zu ; = a;(A).

L= Sel B e{l,...,m,00}" mit f5; # B, fiir alle i, j € m mit ¢ # j und f; # oo # f;. Sei
Ae K™ mit Ag, ; = 1, falls 3; # oo fiir alle j = 1,...,n. Alle anderen Eintriige seien
gleich Null. Dann ist A offensichtlich in C'(8) und damit C(5) # 0. O

Mit Hilfe von Lemma konnen wir auch die Umkehrung von Beispiel zeigen:

Lemma 2.13. Sei g € {1,...,m}™ mit C(B) # (. Dann existiert genau eine Permuta-
tionsmatriz w € GL(V) mit w € C(p).

Beweis. Da € {1,...,m}™ und C(B) # 0, folgt mit Lemma [2.12] dass die Abbildung
w i+ m+ 1— [; eine Permutation definiert und somit w € S, gilt. Dann ist die zu w
gehorende Permutationsmatrix @ in C'(f) und nach Beispiel die einzige. O

Wir wollen nun die Zellen C'(/3) néher untersuchen. Wir werden einerseits sehen, dass
sich jede Menge C'(3) als Losungsmenge eines einfachen Systems beschreiben ldsst. Ande-

rerseits werden wir fir den Fall 8 € {1,...m}™ sehen, dass die Mengen C(/3) in Bijektion
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zu den Doppelnebenklassen BwB des BN-Paars stehen, welches fiir die GL(V') konstru-
iert wird. Zunéchst wollen wir die Menge C'(3) als Losungsmenge von einfachen Systemen

charakterisieren. Dazu werden wir als erstes folgendes Lemma zeigen:

Lemma 2.14. Sei f € {1,...,m,o00}™ mit C(8) # (0. Fiir alle i € n mit B; # oo

definieren wir
Z; = Z(n)z = {(al,...,an)|a1 =...=a;_1=0,a; € K\{O},aiﬂ,...,an € K} - Kt

und

S(ﬁ)z = {(bl, e ,bm)tr‘bi € K, bm+1,ﬁi = 1,bj = O f’lﬂ“] >m + 1— ﬁz
und fir alle j =m+1— B, firr <i}.

Dann ist die Abbildung

© H S(B)i x Z; = C(B) : ((si,2))i — Zsizz-

BiF#oo i

bijektiv.

Beweis. Wohldefiniert: Die erste Spalte von ) s;z; ist (z1); - s1. Der erste Eintrag von
i

unten, der von Null verschieden ist, ist m + 1 — ;. Damit ist 51 = oy (Z sm) fir alle

((siy2i))i € 11 S(B)i x Z;. Durch Streichen der letzten Zeile und ersten Spalte folgt die
BiFoo
Behauptung induktiv.

Injektiv: Beweis mit vollstdndiger Induktion iiber die Spaltenanzahl.

Sei p((s4, 2)i) = ©((5:, Zi):). Dann gilt Aq1-p,,—) = 21 = Z1. Esist aber auch A_ 115,y =
(z1)1 - 51 = (21)1 + 81 und damit z; = Z;. Mit Induktionsannahme folgt die Behauptung
sofort.

Surjektiv: Sei A € C(f5). Wir beweisen die Existenz eines Urbilds mit vollstandiger In-
duktion iiber Anzahl der Spalten.

Induktionsanfang ist fiir m = 1 klar mit s = (m +1— Ag, 1) "A und z = Ap1-p, 1.

1. Fall: Sei 8; = oo. Dann ist A;; = 0 fiir alle ¢ € n. Dann existiert nach Induktions-
vorraussetzung fiir Agi myx{2..n} €in Urbild (3;, 2;);. Ergénze jedes 5; zu Vektor s; in K™
durch s, = 0. Dann ist p((s;, 2:):) = A.

2. Fall: Sei 81 # oo. Dann setze s; = (Ami1-p,1) "A_1 und (21) = Apy1-p, . Dann
wendet man die Induktionsvorraussetzung auf A — s; - z; an, indem man bei A — s - 21
die erste Spalte und m + 1 — p;-Zeile streicht. O

Um uns Schreibarbeit zu sparen, fithren wir folgende Schreibweise ein:
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Definition 2.15. Seien iy, ... i € {1,...m} und j1,...jr € {1,...n}. Dann definieren

wir

$<Zl,,Zk,j1,jk) = det((xir,js>r,s=1 77777 k-

Wir wollen jetzt die Stellen der Matrix untersuchen, an denen sich der Rang verdndern

muss.
Definition 2.16. Seien m,n € N und 8 € {1,...,m,00}" so, dass C(8) # 0.

a) Sei 3(5) die m x n Matriz, die mit den Symbolen 0, *, e auf folgende Weise gefiillt
ist: Zundchst sei ein o in jedem Eintrag (m+1— (5;,4) firi=1,...,n mit 5; # oco.
Nun wird die Matriz spaltenweise beginnend mit der Ersten gefillt: Falls ein e in
der k-ten Spalte ist, werden die noch nicht besetzten Eintrdige in der k-ten Spalte
darunter mit Nullen und die Fintrage dariiber mit % gefillt. Des weiteren wird in
alle Spalten mit groflerem Index ein * in die m+ 1 — [y-te Zeile gesetzt. Falls in der

k-ten Spalte kein e ist, setze in jeden offenen Fintrag dieser Spalte eine Null.

b) Es seien 0 < v(l) <v(2) <...<wv(f) die Indizes i mit ; # oo.
U(ﬁ) = {x(m—i_l_ﬁu(l)a m+1_/61/(2)7 v um—i_l_ﬁu(r); V(1)7 V<2)7 SRR V(T))“ <r< f}

ist in Bijektion zu der Menge der e-Eintrige (m + 1 — 1, 3;) in X(5).

E(ﬁ) = {x(m—i_l_ﬁﬂ(l)?m—i_l_ﬂu@)a cee 7m+1 _Bu(s)vi;ﬂ(l)mu(2)7 o 7”(3)7])‘
()i = 0,{n(1) <m2) <...<pu(s)} ={k[1 <k <j, B # 00,m+1—f <ij}
ist in Bijektion zu der Menge der 0-FEintrdge (i,7) in X(f).

Beispiele 2.17. Sein=m =5 und 8 = (3,2,5,4,1). Dann ist

o O
*

Weiter ist
UB)={x(3;1),2(3,4;1,2),2(3,4,1;1,2,3),2(3,4,1,2;1,2,3,4),2(3,4,1,2,5; 1,2,3,4,5) }

und
E(B) ={x(5;1),2(5;2),x(5;3),x(5;4),x(4;1),2(3,4,2; 1,2,3) }.
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Das folgende Lemma wird zeigen, warum wir durch die Gleichungen E(f) und U ()
die Menge C(3) beschreiben kénnen.

Lemma 2.18. Seien m,n € N und 8 € {1,...,m,00}" so, dass C(83) # (). Dann ist

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion iiber die Spaltenan-
zahl n.

Sein = 1.

L.Fall: = (I) mit [ € m. Dann haben wir eine Ungleichung x(m+1—1;1) = 2,411 # 0
und [ — 1 Gleichungen z(i;1) = 2, =0 firm+1—-1<i<m.Sei A€ V(E,U; K). Es ist
und damit A € C(3) gilt. Falls A € C(5) ist, gilt offensichtlich auch A € V(E,U; K).
2.Fall: § = (00). Dann ist A € C(f3) genau dann, falls A;; = 0 fir 1 < i < m. Dies ist
aber dquivalent zu A € V(E,U; K).

Sei die Behauptung fiir Matrizen mit n — 1 Spalten richtig. Weiter sei g € {1,...,m}"
mit C(B) # 0. Wir zeigen, dass V(E(3),U(B); K) = C(p) gilt.

liegt. Wir miissen nur zeigen, dass «,(A) = 5, gilt. Da C(5) # 0, gilt o, (A) # B; fur
1 <i<m—1mit S # oo.

1.Fall: 8, = [ mit | € m. Wir miissen zeigen, dass fiir ein A € K™*" genau dann «,(A) = [

..........

..........

und Ungleichung fiir die z;,, mit ¢ € m erfiillt. Dies ist fiir £ = §; mit 1 < j <n —1 Klar,
da ansonsten 3, = 3; und somit C'(5) = () gelten wiirde. Sei also k # §; mit 1 < j <n-—1
und k£ < [. Dann gilt aber X(8);, = 0. Seien p(1) < ... < p(s) die j € n —1 mit ; <1
Spalten B_ ,;y mit i = 1...,s erzeugt. Es gilt (), = 0 und somit liegt die Gleichung
r(m—+1=PBuays - Bus) ks (1), ... ,mu(s),n) = 0 vor. Diese ist genau dann erfiillt, wenn
Ajfm+1-k}x{n} im Erzeugnis der Spalten von B liegt. Damit folgt, dass sich der Rang nicht
dndern kann. Seien o(1) < ... < o(r) die Indizes kleiner n mit B, # oo. Dann ist aber
z(m+1—=Foqy,...,m+1—=Fomy,m+1—=10(1),...,0(r),n) # 0 genau dann erfiillt,
2.Fall: £, = co. Der Beweis hierzu verlduft wie in Fall 1. Nur muss die Ungleichung nicht
gepriift werden.

[

Satz 2.19. Seien m,n € N und 8 € {1,...,m,00}" mit 5; # B; fir i # j mit B; # oc.
Dann bildet (E(3),U(B); K) aus Definition[2.1¢ ein einfaches System vom Grad 1 unter
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der Ordnung T 1,...,2Z11,---sTmn,---, L1, der Variablen. Die fiihrende Variable von
Ur = x(m—i— 1- 6u(1)7m+ 1- /BV(Q)J S (e 1 - ﬁu(r);y<1)ay(2)7‘ . .,V(T’)) S U(ﬁ)
1st L1,y (1) und die fiihrende Variable von

By i= 2(Buy: Bu@)s - - -+ Buts)» 15 (1), 1(2), ... p(8), ..., J) € E(B)

18t X ;.

Beweis. Zunachst wird die Behauptung fiir die Ungleichungen bewiesen. Es ist zu zeigen,
dass @, ; fiir j > r oder falls j = r und i < m + 1 — B, gilt, nicht auftreten. Weiter ist
zu zeigen, dass der Koeffizient von Lt 1-8, () (1) nicht Null werden kann. Offensichtlich
treten in der Ungleichung U, nur die Variablen z;; mit ¢ = m + 1 — 5,(I) fir [ < r
und j < v(r) auf. Es ist zu zeigen, dass die Variablen ;) mit i« < m + 1 — /3, einen
verschwindenden Koeffizienten haben. Entwickelt man die Determinante nach der letz-
ten Spalte, so enthalten die Matrizen, deren Determinanten die Koeffizienten der x; .,
Definition von C(f) nicht vollen Rang und die Koeffizienten verschwinden. Weiter ist
z(m+1—=Fa,m+1—0Bu,....,m+1—=PFu1);v(1),v(2),...,v(r —1)) € U(S) der
Koeffizient von x,,,1_g(),. Dieser verschwindet nicht.

Bei den Gleichungen ist der Sachverhalt deutlich einfacher. Der Koeffizient von z; ; in
E, ist mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz z(8,1), Bu2), - - - » Bues); (1), 11(2), . .. p(s))
und somit ungleich Null. Weiter ist z; ; offensichtlich die groBite in der Gleichung auftre-
tende Variable. O

Nun wollen wir die Gruppe GL(V') ndher untersuchen. Es gilt offensichtlich, dass
C(B) C GL(V), falls 5 € S,,. Dann ist

GLV)= | c(®.

BESm

In Lemma haben wir bereits gesehen, dass jede Zelle C'(5) genau eine Permutations-
matrix enthélt. Deshalb liegt es nahe zu untersuchen, wann man durch Matrixmultiplika-

tion die Zelle verlasst.

Lemma 2.20. Seibe B, Ae GL(V) und § € n*. Dann gilt:
a) AcC(B) < bAeC(P)
b)) AcC(p) < AbeC(p).

Beweis.  a) b erhilt fiir jede Untermatrix Al myxq1..s3 von A bei Linksmultiplikation
den Zeilenrang. Daraus folgt direkt die Behauptung.
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b) b erhalt fiir jede Untermatrix Al myx{1..s} von A bei Rechtsmultiplikation den Spal-
tenrang. Daraus folgt direkt die Behauptung.
O

Bemerkung 2.21. W und M := {8 € n" | C(B) # 0} sind gleichmdchtig und fiir jedes
B € M existiert nach Lemma ein w € W mit w € C(B). Damit ldsst sich die
Bigektion ¢ von {C(B) | B € M} nach W definieren, die jeder Menge C () dasjenige
w € W zuordnet, welches in C(5) enthalten ist.

Korollar 2.22. Die Permutationsmatrizw € W in der Zerlequng in Satz|2.3|ist eindeutig.
Weiter ist C(8) = Bp(C(B))B und damit

GL(V) = Y, BuwB.

Beweis. Angenommen A = bywdby = bjw'd'l}, wie in Satz mit w # w’. Nach Lemma
gilt A € o' (w). Andererseits ist A € p~!(w'). Es ist aber o~ (w) N~ (w') = 0.
Daraus folgt ein Widerspruch zur Annahme w # w'. Sei 3 beliebig mit C'(8) # ) und A €
C(B) beliebig. Wir miissen zeigen, dass A € Bp(C(5))B gilt. Dies folgt aber unmittelbar
aus Satz 2.3 O

Bemerkung 2.23. Die Matrizen by,by € B in der Zerlegung in Satz[2.3] sind im Allge-

meinen nicht eindeutig. Fs ist beispielsweise in ]F‘%X‘3

11 0 01 1 00 110 0 01 110
011 1 00 01 1]=1]1010 1 00 011
0 01 010 0 01 0 01 010 0 01
Satz 2.24. Sei w,w; := (i,i + 1) € S, mit i € m — 1. Weiter seien w,w; die zu W, W;

gehorende Permutationsmatriz der GL(V) und b € B. Es gilt:
a) w;Bw C (Bw;wB) U (BwB)
b) Es gilt wbw € BwB genau dann, wenn b; ;41 # 0 und w(i) > w(i + 1) gilt.

Beweis. a) Sei BwB = C(p) fiir ein § € m™. Es ist zu untersuchen, in welchen
Doppelnebenklassen die Elemente aus w;Bw liegen. Sei also w;bw € w;Bw und

wibw € C(B). Sei 04,041 € n so gewdhlt, dass §,, = i, 8s,,, = i + 1. Daraus folgt
aber sofort BwBwB C C(f) U C(f’) mit

5i+1 J=1
Bi=1 8 =i+l
B  sonst

und damit die Behauptung.
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b) Alle Matrizen in wB haben die Gestalt

e x *x X *
0 . x
0 O * *
0 - 0 0 ° * *
® biiy1 x oo k|7

wobei * fiir beliebige Koperelemente und e fiir Elemente ungleich 0 steht. Die Matrix
w; vertauscht lediglich die Spalten der obigen Matrix. Damit lisst sich ¢~ (wbw,)
sofort ablesen. Es gilt ¢~ (wbwy); = ¢ (wy); fiir j ¢ {4,i + 1}. Weiter ist

min{w (), w1 (i + 1)} falls b; ;41 # 0

wi (1) sonst

o~ (wbw )i = {
Damit folgt die Behauptung.

]

Nun haben wir alle Grundlagen um zu zeigen, dass die in Satz [I.10] eingefiihrten
Gruppen B, N ein BN-Paar der GL(V') bilden.

Korollar 2.25. Die in Definition eingefiihrten Gruppen B, N bilden ein BN-Paar
der GL(V).

Beweis. Wir miissen die BN-Paar Axiome nachrechnen:
Axiom [I] folgt aus Satz [2.3] die Axiome [fa] und [b] folgen aus Satz und die Axiome
und [3] folgen aus Satz 2.1} O

2.3 BN-Paar fiir SL(V)

Definition 2.26. Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum der Dimension m.

Dann ist die spezielle lineare Gruppe von V' definiert durch
SL(V):={A € GL(V)|det(A) = 1}.

Lemma 2.27. Die oben definierte Menge SL(V') bildet eine Gruppe.

Beweis. Die Abbildung
det : GL(V) - K, A — det(A)
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ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern SL(V'). Damit folgt die Behauptung. ]

Definition 2.28. Sei B die oben konstruierte Borelgruppe der GL(V') und N die Gruppe
der Monomialmatrizen der GL(V'). Weiter seien B' := By = BNSL(V) und N' :=
NSL(V) =NN NSL(V) wie in .

Wir werden zeigen, dass (B’, N) ein BN-Paar der SL(V') bilden.
Lemma 2.29. Es gilt SL(V) = B'N'B'.

Beweis. Sei A € SL(V) beliebig. Dann gilt A € GL(V) und nach Satz existieren
bi,bp € Bund n € N mit A = binby, wobei zusatzlich b; und by nur Einsen auf der

Diagonalen haben. Daraus folgt, dass b, by € B’ und damit auch n’ € N'. ]

Lemma 2.30. H' := B’ N N’ ist Normalteiler von N' und W' := N'\H' wird von FEle-

menten {w;|i € I} mit w? =1 fiir alle i € I erzeugt.

Beweis. Die erste Behauptung ist Nun definiert man den selben Homomorphismus
wie in [[.1]]
o : Stabgrvy({(e1,):---,{(en)}) = Sn.

Dieser ist offensichtlich ein Epimorphismus und der Kern sind Diagonalmatrizen. Deshalb

ist die Weylgruppe der SL(V') isomorph zur S,, und die Behauptung folgt sofort. O]

Lemma 2.31. Es gilt firn € N und w; = n;H' fiir alle it € 1
n;B'n C (B'nynB") U (B'nB’).

Beweis. Esist n;B'n =n;BnNSL(V) und (B'nnB')U(B'nB') = ((BnnB)U (BnB))N
SL(V). Mit Satz folgt die Behauptung sofort. O

Satz 2.32. Die Gruppen B’ und N' bilden ein BN-Paar der SL(V').
Beweis. Die Axiome folgen sofort aus Lemma [2.29] und 2.31}] O

Bemerkung 2.33. Die Doppelnebenklassen B'wB' mit w € W' erhdlt man auch, indem
man die zugehorige Zelle C(f3) mit SL(V') schneidet.

Definition 2.34. Sei f € m™, sodass C(3) # (). Weiter seien E(B3) und U(S) gemdf De-
finition gewdhlt. Dann seien die Mengen E'(B) und U'() folgendermafSen definiert:

E'(B) == E(B) U{det(X) — 1} und U'(B) := U(B)\{det(X), —det(X)},

wobei X € K[T11, ..., Ton) ™™ mit X, j = x4
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Satz 2.35. Sei § € m™, sodass C(B) # 0. Dann ist (E'(5),U’(B)) bei Ordnung der
Variablen wie in Satz[2.19 ein einfaches System vom Grad 1.

Beweis. Nach Satz bilden (E(5),U(B)) ein einfaches System von Grad 1. Wir zeigen
nun die Bedingungen aus Definition Es gilt offensichtlich U’'(8) N E'(B) = ) und
KN (U (B8)UE (L) = 0. Damit ist Bedingung (1| erfiillt. Des Weiteren sei k € m? der
groBte Index mit E(3)—,UUS)—x # (). Da alle Elemente in C() vollen Rang haben, treten
in der letzten Spalte von () keine Nullen und nur ein e auf. Dann ist E(5)=; = E'(5)=
und U(B)=; = U'(B)=; fiir i < k. Als néchstes zeige ich, dass E'(5)=x U U’ ()= hochstens
ein Element enthilt. Es ist E(8)_, = 0 und U(S)_; enthilt das Polynom det(X), wobei
X eine Permutation der Zeilen und Spalten von X ist. Deshalb enthélt U(8)—, entweder
das Polynom det(X) oder das Polynom —det(X). Daraus folgt U’(3)=x = (). Nun bleibt
noch zu zeigen, dass E'(8)=; = U'(B)=; = 0 fiir j > k gilt. Dies ist aber sofort klar,
da dies bereits fiir E(f) und U(f) gilt und das Polynom det(X) — 1 in E'(8)— liegt.
Damit folgt Bedingung [2} Noch zu zeigen bleibt, dass det(X) — 1 von Rang 1 in z, fiir
alle Losungen aus V(E<p2_1, Ujegn2—1, K) ist. Da aber det(X) von Rang 1 ist, folgt dies
auch fiir det(X) — 1. O

Satz 2.36. Sei f € m™, sodass C(f5) # 0. Dann ist V(E'(B),U'(B), K) = C(B)NSL(V).

Beweis. Sei A € C(8) N SL(V). Dann gilt det(A) = 1 und nach Lemma ist A €
V(E(B),U(B)). Damit folgt dann aber sofort A € V(E'(5),U'(5),K). Sei nun A €
V(E'(B),U'(B), K). Dann gilt det(A) = 1 und insbesondere det(A) # 0. Damit ist aber
A e V(E(B),U(B),K) und in SL(V). Nach Lemma [2.18]ist A € C(3) N SL(V). Damit
folgt die Behauptung. O
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3 BN-Paar fiir Sp(V)

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein BN-Paar fiir die symplektische Gruppe zu konstruieren.

Das Vorgehen dabei wird dhnlich wie bei der allgemeinen linearen Gruppe sein.

3.1 Symplektische Vektorrdume und die symplektische Gruppe

In diesem ersten Abschnitt wird die symplektische Gruppe eines Vektorraums definiert
und einige einfache Eigenschaften symplektischer Rdume gezeigt. Diese werden wir spéter

benutzen, um unser BN-Paar zu konstruieren.

Definition 3.1. Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und [ eine nicht ausgear-
tete alternierende Bilinearform auf V., d.h. B(v,v) = 0 Yv € V und V+ = {0}. Dann
heifst (V, 3) symplektischer Raum. Die symplektische Gruppe auf V' ist folgendermaflen
definiert

Sp(V) :=A{f € GLV)|6(f(x), f(y)) = Blx,y)Vo,y € V}.

Falls V.= K™, schreiben wir Sp(m, K) anstelle von Sp(V'). Falls zusdtzlich noch K = F,
gilt, schreiben wir auch Sp(m,q).

Bemerkung 3.2. Sei (V,3) symplektischer Raum. Dann gilt
0=pFu+v,u+v)=pu+v,u)+ pu+uvv)=pwu)+ pu,v) und damit
B(u,v) = —B(v,u) Yu,v € V.

Bemerkung 3.3. Sei B = (ey, ..,en,) Basis des symplektischen Raums (V,[5) und J die
Gram-Matriz von 5 bzgl. B. Sei f in GL(V') und A die zu f bzgl. B gehorende Matriz.
Dann liegt f in Sp(V') genau dann, wenn A'JA = J.

Beweis. [ € Sp(v) < B(f(v), f(u)) = B(v,u) Yu,v € V & (Av)'JAu = v'Ju Yu,v €
Ve AlJA=J [

Bemerkung 3.4. Sei (V, () symplektischer Raum. Dann bildet die Menge Sp(V') bzgl.

der Matrizmultiplikation eine Gruppe.

Beweis. Wir definieren auf GL(V') folgende Operation:
GL(V)x GL(V) = GL(V) (A,B)+— ATBA™".

Dann ist Sp(V') der Stabilisator von J, wobei J die Gram-Matrix von § bzgl. einer Basis
B ist. O

Bemerkung 3.5. Fir alle A € Sp(V') gilt det(A) = £1.
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Beweis. Sei A € Sp(V'). Dann gilt nach Bemerkung A'JA = J, wobei J die Gram-
Matrix von 8 bzgl. einer Basis B ist. Dann ist aber det(A*JA) = det(J) und damit
det(A)? = 1. O

Lemma 3.6. Sei (V,3) ein symplektischer Raum und (u,v) € V- x V mit f(u,v) = 1.
Dann ist V = (u,v) L{u,v)*. Das Tupel (u,v) heifit auch hyperbolisches Paar.

Beweis. Sei r € V. Dann setze 7 = r + [(r,u)v — B(r, v)u.

Dann ist B(r,u) = S(r,u) — S(r,uw)8(u,v) — B(r,v)B(u,u) = 0. Analog folgt B(r,v) =0
und damit 7 € (u,v)*. Sei w € (u,v) N (u,v)*. Dann ist w = au + yv mit o,y € K.
AuBlerdem ist f(w,u) = 0 und S(w,v) = 0. Damit folgt aber &« = v = 0 und damit
w = 0. [l

Lemma 3.7. Sei (V,3) ein symplektischer Raum. Dann hat V' die Dimension 2m mit
m € N und es existiert eine Basis (e1, f1,...,€m, fm) von V mit B(e;,e;) = B(fi, fj) =0
und ((e;, ;) = 0i; firi,j € m. Die Basis (€1, f1, ..., €m, fm) heifit symplektische Basis
von V und {{e1), (f1), ..., (em), (fm)} heifft symplektischer Rahmen.

Beweis. Wihle e; # 0 aus V und f; aus V. mit B(el,ﬁ) # 0. Dies ist moglich, da,
falls B(ey,v) = 0 fiir alle v € V, wire 3 entartet. Setze fi := (B(e1, f1))™' - fi. Dann
ist B(ey, f1) = 1. Mit Lemma erhiilt man dann V = (ey, f1)L{ey, f1)+. Fahre mit
{e1, f1)* fort und induktiv ergibt sich, dass V' = (eq, fi)L... L{(em, fr) mit m € N und
(e;, f;) € V x V hyperbolisches Paar ist, und damit die obigen Behauptungen folgen. [

Im Folgenden sei (V, 8) immer ein symplektischer K-Vektorraum der Dimension 2m.

Lemma 3.8. Seieq, ..., e, €V linear unabhingig und paarweise orthogonal. Dann exis-

tieren f1,..., fm, so dass (e1, fi,...,€m, fm) eine symplektische Basis von V bildet.

Beweis. Beweis mit Induktion iiber m. Fiir m = 1 ist die Behauptung klar. Sei also die
Behauptung fiir ein festes m—1 € N wahr und ey, ..., e, € V seien linear unabhéngig und
paarweise orthogonal. Nach Induktionsvorrausetzung existieren dann hq, ..., h,,_1, sodass
(e1,h1,...,€m—1,hm_1) eine symplektische Basis von (e, hq,...,emn_1, hp_1) ist. Nun gilt
em & (e1,h1,. .. €m_1,hm_1), da ey, ..., e, linear unabhingig und paarweise orthogonal
sind. Damit existiert aber ein h,, in {e;,h1,...,em_1,hm_1)" mit B(em,hm) # 0. Sei
0.B.d.A. 5(em, hy) = 1. Dann setze f,,, = hy, und f; = hy—B(em, hi) by fiire = 1,...,;m—1.
Dann ist

ﬁ(emv fl) = ﬁ(erm hi) - ﬁ(ema hi)ﬁ<€m7 hm) =0

fiir 1 <i<m — 1. Weiter ist

5(62'» fj) = ﬁ(ei, hz) - ﬁ(em hi)ﬁ(% hm) = 5@'7]'
fiir 1 < 4,7 < m. -
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Bemerkung 3.9. Fulls (e1, fi1, .., €m, fm) eine symplektische Basis von V bildet, so hat
die zu B gehdorende Matriz J in der Basis (€1, ...,€m, fm, ..., f1) die Form

(0 Q@ Qo
J—(_Q 0) mit (Q =

Bemerkung 3.10. Es gilt A € Sp(V) genau dann, wenn AT € Sp(V).

0 1

1 0

Beweis. Esist AJAT = (ATJ 1A Y)Y = - (ATJA Y = —Jl=J daJt=—J
ist. ]

Nun beginnen wir mit der Konstruktion des (B, N)-Paars fiir die symplektische Grup-
pe.

Definition 3.11. Sei (ey,...,em, fim,--.,€1) eine symplektische Basis des symplektischen
Raumes V. Weiter sei (Barwv), Nar(vy) das BN-Paar der GL(V') beziiglich dieser Basis.
Weiter sei ab nun B := Bgpy vy = Bary N Sp(V) und N := Ngpy vy = Nary N Sp(V)
wie in Definition [1.10 Weiter sei W := Wspny = N/Hgy(v).

Zuerst wollen wir die Untergruppen B und N und die Weylgruppe W der Sp(V)

betrachten.

Bemerkung 3.12. Alle Matrizen M € B haben die Gestalt

A B
M = :
(o (QATQ)1>

wobei A eine obere Dreiecksmatriz ist und QA™B symmetrisch ist.

A B
Beweis. Sei M = b C e K*™2m ) Sp(V). Dann ist M in Bgry) genau dann,

wenn M obere Dreiecksmatrix ist. Da aber B = Bgrv) N Sp(V) gilt, folgt, dass A obere

Dreiecksmatrix und D = 0 sein muss. Weiter muss gelten M JM = J. Dies bedeutet

(o ) (G 80 ¢)= (% %)

Dies ist aquivalent zu

0 AtrQC B 0 Q
_CtrQA BtTQC _ CtrQB _Q O .
Nun lieBt man sofort die Bedingungen A"QC = @ und C'" QB symmetrisch ab. Mit
Q = Q" = Q! folgt die Behauptung. =
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Nun wollen wir die Gruppe N und insbesondere die Gruppe W untersuchen. Nach
Lemma ist H := NN B <N und die Weylgruppe ist definiert als W := N/H.

Lemma 3.13. Beziiglich der symplektischen Basis (€1, ..., €m, fm,---, f1) sind alle Ma-
trizen in N Monomialmatrizen und W = Cy 0 S, wird von Elementen {w;|i € I} der

Ordnung 2 erzeugt.

Beweis. Es operiert N auf {{e1), (f1), ..., {€m), {fm)}. Dies liefert einen Homomorphismus
@ von N in die symmetrische Gruppe Ss,,,. H ist das Herz der Operation und somit ist
die Einschrankung ¢ : W = N/H < Sy, eine Einbettung von W in die symmetrische
Gruppe vom Grad 2m. Sei n € N C Sp(V'). Dann gilt B(ne;,nf;) = B(ei, f;) = 0; ;. Also
gilt fiir ein w € W, dass aus w(e;) = (e;) folgt w(fi) = (f;) und aus w(e;) = (f;) folgt
w(f;) = (ej). Also bilden die {(e;), (f;)} fir i« = 1,..., m ein Blocksystem. Daraus folgt,
dass W isomorph zu einer Untergruppe von C5 .5, ist. Weiter erhalten aber auch die
linear fortgesetzten Abbildungen w; : V — Ve, €1, fir> firp fire=1,...m—1
und die linear fortgesetzte Abbildung w,, : V — V, e; — f;, fi — —e; die Bilinearform
B und liegen somit in der symplektischen Gruppe. Deshalb ist die Abbildung W — C5.5,,
surjektiv. Damit folgt die Behauptung. m

3.2 Gauf3-Bruhat-Algorithmus fiir Sp(V)

In diesem Abschnitt wird das erste BN-Paar Axiom gezeigt. Es wird Sp(V) = BNB
gezeigt, indem der Gauf-Bruhat-Algorithmus aus Satz auf die symplektische Gruppe
iibertragen wird. Dazu wird die Basis beziiglich derer wir rechnen gewechselt. Dies wird
jedoch nur fiir diesen Abschnitt gelten, da die Rechnungen beziiglich der gewechselten
Basis einfacher und die Ergebnisse in diesem Abschnitt unabhéngig von der Basiswahl

sind.

Definition 3.14. Sei (V,3) ein symplektischer Raum und ey, ... em, f1,..., fm €ine zu-
gehorige symplektische Basis. Dann hat [ bzgl. der Basis die Gestalt

J:(_OI )

Bemerkung 3.15. Beziiglich der Basis (e1, ..., €m, f1,-- ., fm) liegen Matrizen der Form

(A C) € GL(n,K)
0 B

genau dann in der Sp(V), falls A= B~T und CT B symmetrisch ist.
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Beweis. Man rechnet nach, dass

AT 0 0 I\ (A C\ 0 BAT
ct BT)\-1r o/\o B/ \—-ABT CcTB - BTC

gilt. Damit folgt die Behauptung sofort. O]

Bemerkung 3.16. Beziiglich der Basis (e1,...,em, f1,-.., fm) haben Matrizen aus B die
Gestalt aus Bemerkung[3.15, wobei A eine obere Dreiecksmatriz und damit B eine untere
Dreiecksmatrix ist. Die Matrizen aus N sind Monomialmatrizen und die Matrizen aus H

damit Diagonalmatrizen.

Der folgende Algorithmus ist auch beziiglich der Basis (ey, ..., em, fi1,..., fm) formu-

liert.

Algorithmus 3.17 (GauB-Bruhat Algorithmus fir Sp(V)).

A A
U2 e Sp(V) mit dim(V) = 2m, wobei m € N.
Agr Ax

Ausgabe: Matrizen by, by € B,w € W mit A = bywbs.
Initialisierung: Setze by = Id = by, d = Id und j = 1.

Fingabe: Matriz A =

START:

1. Schritt: Asy ,ausrdumen “
Sei (As1);; der erste Eintrag in der j-ten Spalte, der nicht Null ist. Sind alle Eintrdge in
der j-ten Spalte Null, wird 7 um eins erhoht und der Schritt wiederholt. Ansonsten wird
die j-te Spalte und i-te Zeile von Aay mit Hilfe des Eintrags (Az1), ;

Zeilenumforung ,Addiere a-mal die (m + i)-te Zeile von A zur (m + k)-ten Zeile von A “

ausgerdumt. Bei jeder

muss gleichzeitig die Umformung ,Addiere (—a)-mal die (m + 1 —i)-te Zeile von A zur
(m+ 1 — k)-ten Zeile von A “ ausgefiihrt werden. Bei jeder Spaltenumformung ,Addiere
a-mal die j-te Spalte von A zur k-ten Spalte von A“ muss gleichzeitig die Umformung
yAddiere (—a)-mal die (2m — j)-te Spalte von A zur (2m — k)-ten Spalte von A “ aus-
gefiihrt werden. Weiter wird nach jeder Zeilenumformung by := b - by gesetzt, wobei b die
zugehorige Umformungsmatriz ist. Nach jeder Spaltenumformung wird by := by - b gesetzt,
wobet b die entsprechende Umformungmatriz ist. Danach wird j um eins erhéht und der
Schritt wiederholt bis in jeder Spalte von Asy héchstens ein Eintrag von Null verschieden
15t.

2. Schritt: Teile von Ay und Ay ,ausrdumen “

Sei M = {(l,k) e {1...m} x {1...m}|(A2)ir # 0}. Fir alle (I,k) € M wird folgender
Schritt durchgefiihrt:

Riume die k-te Spalte von Ay, und die l-te Zeile von Ass aus. Bei jeder Zeilenumforung

LAddiere a-mal die (m + [)-te Zeile von A zur i-ten Zeile von A “ muss, falls | # i gilt,
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gleichzeitig die Umformung ,Addiere a-mal die (m + i)-te Zeile von A zur l-ten Zeile
ausgefiihrt werden. Bei jeder Spaltenumformung ,Addiere a-mal die k-te Spalte von A zur
(m + j)-ten Spalte von A“ muss, falls k # j gilt, gleichzeitig die Umformung ,Addiere
a-mal die j-te Spalte von A zur (m+k)-ten Spalte von A “ ausgefiihrt werden. Weiter wird
nach jeder Zeilenumformung by := b - by gesetzt, wobet b die zugehdrige Umformungsma-
triz ist. Nach jeder Spaltenumformung wird by := by - b gesetzt, wobei b die entsprechende
Umformungmatrix ist.

3. Schritt: Ay ,ausrdumen “

Zu Beginn setze j = 1.

Sei (A11)i; der letzte Eintrag in der j-ten Spalte, der nicht Null ist. Sind alle Eintrdge
in der j-ten Spalte Null, wird j um eins erhoht und der Schritt wiederholt. Ansonsten
wird die j-te Spalte und i-te Zeile von Ay; mit Hilfe des Eintrags (Ai1)

jeder Zeilenumforung ,Addiere a-mal die i-te Zeile von A zur k-ten Zeile von A “ muss

;; ausgerdumt. Bei
gleichzeitig die Umformung ,Addiere (—a)-mal die (2m —i)-te Zeile von A zur (2m — k)-
ten Zeile “ ausgefiihrt werden. Bei jeder Spaltenumformung ,Addiere a-mal die j-te Spalte
von A zur k-ten Spalte von A “ muss gleichzeitig die Umformung ,Addiere (—a)-mal die
(2m — j)-te Spalte von A zur (2m — k)-ten Spalte von A “ ausgefihrt werden. Weiter wird
nach jeder Zeilenumformung by := b - by gesetzt, wobei b die zugehdrige Umformungsma-
trixz ist. Nach jeder Spaltenumformung wird by := by - b gesetzt, wobei b die entsprechende
Umformungmatriz ist. Danach wird j um eins erhéht und der Schritt wiederholt, bis in
jeder Spalte von Ai1 héchstens ein Eintrag von Null verschieden ist.

4. Schritt: Ay ,ausrdumen “

Sei M :={(l,k) e {1...n} x{1...n} (A1) # 0}.

Fiir alle (I, k) € M wird folgender Schritt durchgefiihrt:

Raume die l-te Zeile von Ao aus. Bei jeder Spaltenumformung ,Addiere a-mal die k-te
Spalte von A zur (m + j)-ten Spalte von A “ muss, falls k # j gilt, gleichzeitig die Um-
formung ,Addiere a-mal die j-te Spalte von A zur (m + k)-ten Spalte von A “ ausgefiihrt
werden. Nach jeder Spaltenumformung wird by := by - b gesetzt, wobei b die entsprechende
Umformungmatriz ist.

Sei N :={(l,k) e {1...n} x {1...n}|(A2)ir # 0}.

Fiir alle (I, k) € N wird folgender Schritt durchgefiihrt:

Rdaume die k-te Spalte von Ao aus. Bei jeder Zeilenumforung ,Addiere a-mal die (m+1)-
te Zeile von A zur i-ten Zeile von A “ muss, falls | # 1 gilt, gleichzeitig die Umformung
LAddiere a-mal die (m +1)-te Zeile von A zur l-ten Zeile “ ausgefiihrt werden. Nach jeder
Zeilenumformung wird by := b - by gesetzt, wobei b die entsprechende Umformungmatriz
15t.

d. Schritt:  Eintrdge ,normieren “

Firi=1,...,m multipliziere die i-te Zeile von A mit A;jl und die i +m-te Zeile mit A; ;,
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wobei A; ; der einzige nicht verschwindende Eintrag von A in der i-ten Zeile ist. Weiter
setze di,i = Ai,j und di+m,i+m = AZ_JI

Ausgabe: b7, d, A, by

ENDFE

Satz 3.18. Fir die in Algorithmus ausgegebenen Matrizen gilt:
a) by,by € B
b) de B
c) AeW.

Beweis.  a) Esgilt by = b} ---b%-bL-- - b}-bL - - b5-bL - .- b, wobei die b, die Umformungs-

matrizen im s-ten Schritt sind. Wir zeigen, dass diese in B liegen. Die Matrizen in
Schritt 1 haben die Form
AT 0
0 A

und die Matrizen in Schritt 3 die Form

mit

1 0 0 1 0 0
S | B L0 L
A=10 0 1 0l mdA=[0 0 1 ay 0
. ai,k . . .
00 0 0 1 00 0 0 1

Diese liegen nach Bemerkung mit C' = 0 in der Sp(V') und in B. Die Umfor-

mungsmatrizen in Schritt 2 und 4 haben die Form

o 7)
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mit

0 0 0
X=10 0 a;p O
CLJM‘ .

0O 0 O 0 0

Diese liegen nach Bemerkung mit A = B =1 in der Sp(V') und in B. Damit
liegen b; und by in B.

Die Behauptung folgt sofort mit Bemerkung m, indem man A = diag(ds, . ..,d,),
B = diag(d;",...,d;') und C = 0 setzt.

r '

Die Behauptung wird in drei Schritten gezeigt:
1. Schritt: Wir zeigen, dass A nach dem ersten Schritt des Algorithmus die Gestalt

X; X
A= 1 2
w X3

hat, wobei in w in jeder Zeile und Spalte hochsten ein Eintrag von Null verschieden
ist.

Der Beweis hierzu verlauft analog zu dem Beweis von Satz [2.3] Der einzige Unter-
schied ist, dass w nicht vollen Rang haben muss.

2. Schritt: Nach dem dritten Schritt hat A folgende Gestalt

A:@ ;f)

Wir zeigen nun, dass genau dann, wenn in der i-ten Zeile von p ein Eintrag von Null
verschieden ist, alle Eintrdge von w in der i-ten Zeile Null sind. Dies ist dquivalent
dazu, dass p + w € S, gilt. Nun ist A € Sp(V'). Also gilt

oL T _ TX T~ 0 T
ATJA =T < wptpw v TP = )
—'p+ XTw —p"'X + XTp 10

Daraus folgt, dass p’p — XTw = I ist. Nach dem bisherigen Vorgehen ist aber klar,
dass in p und in w in jeder Spalte und Zeile nur ein Eintrag von Null verschieden
sein kann. Weiter ist wy; = 0 fiir alle £ € m, falls p;; # 0 fiir ein [ € m gilt.
Angenommen es sei p;; # 0 und w; s # 0. Dann ist aber nach Schritt 2 des Algo-
rithmus p; — = 07", also p” ; = 0"*'. Damit folgt, dass (p"p)r— = 0™*! (*). Da p

in jeder Spalte hochstens einen von Null verschiedenen Eintrag enthiilt, sind in p7p
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hochstens Rang(p) Spalten ungleich Null. Mit (*) folgt, dass hochstens Rang(p) — 1
Spalten von Null verschieden sind. Daraus folgt, dass Rang(p’p) < Rang(p) gilt.
Weiter ist offensichtlich Rang(X?w) < Rang(w), da in jeder Spalte von w nur ein
Eintrag von Null verschieden ist. Damit ist aber Rang(I) = Rang(p’p + XTw) <
Rang(p™p) + Rang(XTw) < Rang(p) + Rang(w) = Rang(I), was einen Wider-
spruch darstellt.

3. Schritt: Wir zeigen, dass p aus p hervorgeht, indem man jeden Eintrag invertiert.
Analog geht nach dem vierten Schritt X aus w hervor, indem man jeden Eintrag

von —w invertiert.

Aus Schritt 2 folgt

T iy ;0
I= (ﬁTp—XTw)—,z':{ ((;;T}Zj)_’, Z)’._io '

Nun erhélt man fiir p und X folgende Bedingungen: Sei py; # 0. Dann gilt pTp_; =
e;. Daraus folgt, dass (p7)_x = a-e; bzw. pp_ = a - e] mit a € K* gilt. Genauer
ist a das Inverse zu dem von Null verschiedenen Eintrag in der k-ten Zeile von p.
Weiter sind alle anderen Zeilen von p nach Schritt 2 Null. Dies dndert sich nicht.
Ansonsten wiederhole Schritt 2. Dabei verdndert sich nur X. Also erhédlt man p aus
p, indem man alle Eintréige invertiert. Die gleiche Argumentation liefert fiir X, dass
man nach Schritt 4 X aus w erhélt, indem man die Eintrdge aus —w invertiert. A
ist also Monomialmatrix.

4. Schritt: Wir zeigen nun, dass A, welches im Algorithmus ausgegeben wird, in
der Weyl-Gruppe W liegt. Da die Umformungsmatrizen alle aus der Sp(V') waren,
ist A und damit auch AT nach dem fiinften Schritt Element der SP(V). Weiter
gilt offensichtlich AT -e; € {e;]j = 1...,m} U{f;|lj = 1,...,m}. Nun ist aber
B(ATe;, AT f;) = B(es, f;) = 1. Daraus ergibt sich sofort, dass ATf; € f; + («ej>L
oder ATf; € —e; + (f;)* gilt, je nachdem ob ATe; = e; oder ATe; = f; ist. Da
AT Monomialmatrix ist, folgt damit aber, dass AT f; = f; oder AT f; = —e; fiir ein
j € mist. Dann ist AT € W und damit auch A € W. Alternativ hat man im Beweis
zu Schritt 2 gesehen, dass die Eintrage in p und X die Inversen der Eintrige aus p

und w sind.
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Gauf3-Bruhat Algorithmus fiir

Beispiele 3.19.

€ Sp(6,7).

231560
202430
006 00O
55 6 000

46 20 00

46 2 406

1. Schritt:

o O O O o ©
o N o O o O
= O O O O O
oS O © O o O
0 10 O O A O
o AN O 10 o O
oS O O O o ©
S MmO O o O
< o o O O O
S —=H O O O O
0 10 O O AN AN
0 AN O 10 o O
o O O o o ©
oS N o o o O
< < o O O <
© AN © © o O
M» O O 0O AN AN
o AN O 10 o O

Umformungsmatrizen fiir den ersten Schritt:

155000
011000
001000

000100

000210

0000O0G6 1

100000
011000
001000

0001O0O0

000010

0 000G 1

-2 =200 0

1

0 000

1

0
0

0
0
1

0

0
1

16 3000
01 00O0O
001000

000100

000110

000401

2. Schritt:

35



o O ot o O O
S NN O O ot O
S O O OO O O
S O O O O =
o O O O w O
S O O O O O
o O ot o O O
S N O O O O
o O O o O O
oS O O O O -
oS O O O w o
S O O O O O

Umformungsmatrizen fiir ersten und zweiten Schritt:

10 00 0O 1 00 6 10 1 55 110

01 00160 01 01060 011310

0 01 00O 0 01 00O ~ 001 00O ~
by = by = , by = by

0 001O060 0 001O06O0 0001O0O0

0 00O0T1PO0 000O0T1PO0 00021020

0 00 0O01 0 00O0O0T1 0 00 0®6 1

Die weiteren Schritte sind in diesem Beispiel nicht notwendig. Damit erhdlt man folgende

Gaufs-Bruhat Zerleqgung von A:

o O O O

o O o o o =
o O O O~ N
o O O = o O
S NS, S e B« N =)
—_ = O O O
_ o O O o O
o O O O O B~
oS O O O Ww O
oS O O O o O
S O NN O O O
o o O O O O
oS O O O O O
|
—
o O O = O O
o O O O O =
o O O o = O
_ o O O O O
o O O ©oO O =
o O O O = =
S O O = O Ot
w o = O O O
o = O O O O

Bemerkung 3.20. Man erhdlt die Gauf-Bruhat Zerlegung von A € Sp(V') beziiglich der
Basis (e1,...,€m, fm,---, J1), indem man den Algorithmus auf die Matriz, welche

sich aus der Konjugation von A mit der Basiswechselmatriz

(v o)

ergibt, anwendet. Danach muss man die Ausgabematrizen mit der selben Matrix konjugie-

ren.

3.3 Beweis der BN-Paar Axiome

Um die anderen BN-Paar Axiome zu zeigen, wollen wir nun wieder in der alten Basis rech-

nen. Im Folgenden sei die symplektische Basis {e1, f1, ..., €m, fm} von V folgendermafien
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zur Basis B := (e1,..., €y, fn..., f1) angeordnet. Dann hat J bzgl. B die Form

(0 Q)
J—<—Q 0) mit Q) :=

Weiter bezeichne im ganzen Abschnnitt B" = Bgrv), N' = Nery und W' = Wer ).
Fiir ein 8 € 2m*™ sei C(3) wie in Definition

0 1

1 0

Lemma 3.21. Es gilt Sp(V) = BNB.
Beweis. Folgt direkt aus Bemerkung |3.20 O]

Lemma 3.22. Sei w € W,n € N, w = nH und 3 € 2m*™ mit n € C(B). Dann ist
BwB = C(B)NSp(V).

Beweis. Es ist BwuB C B'wB' = C(f). Andererseits ist jedes A € C(5) N Sp(V) nach
Satz von der Form A = bywby mit by, by € B C B’. Damit ist aber A € BwB. O

Lemma 3.23. FEs gilt firn € N und w; = n;H fir allev € 1
n;Bn C (BnnB)U (BnB).

Beweis. Es ist n;Bn = n;B'n N Sp(V) und (Bn;nB)U (BnB) = (B'ninB") U (B'nB") N
Sp(V). Mit Satz folgt die Behauptung sofort. O

Satz 3.24. Die Gruppen B und N bilden ein BN-Paar der Sp(V).

Beweis. Die Axiome folgen sofort aus Lemma [3.21] und (3.23] O

3.4 Thomas-Zerlegung der Sp(V)

In diesem Abschnitt wird eine Thomas-Zerlegung fiir die Sp(V') angegeben. Das zen-
trale Ergebnis ist, dass die Mengen C(5) N Sp(V) durch einfache Systeme vom Grad
1 beschrieben werden konnen, wobei C(3) eine Zelle der GL(V') ist. Zunéchst wird die
Gruppe Sp(V') durch Gleichungen beschrieben.

Definition 3.25. Set m € N. Dann st fir 1 <1 <2m und l < s < 2m das Polynom
p(l,s) € K[z11,. .., Tomom| definiert durch

2m

p(l,s) = Z (k)T (2m—k+1),1Tk,s + O(2m—s+1,0)-
|
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Daber st
1 fallsi=j 1 falls k <
6z‘,j={ Jalls 1= ] unda(k):{ falls =

0 sonst —1 sonst

Lemma 3.26. Se: V' ein 2m-dimensionaler symplektischer K -Vektorraum mit der sym-
plektischen Basis (€1, f1, ..., €m, fm). Beziiglich der Basis (1, ..., €m, fm,---,e€1) ist genau

dann X = (2;;)ijeam € Sp(V), wenn fir 1 <1 <2m undl < s < 2m die Gleichungen

p(l,s) =0

erfullt sind.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt, indem man X JX — J mit

T11 . T, 1 Tm+1,1 . Toam,1

Xtr _ L1m s o Lm,m Tm+1,m s Lo2m,m
:Ul,erl <. xm,m+1 xm+1,m+1 <. x2m,m+1

x1,2m <. xm,Qm xm+1,2m <. x2m,2m

und

$2m,1 <. x2m,m $2m,m <. $2m,2m
JX — Tm+11 -+ Tm+im Tmtim+1l -+ Tm412m
—Tm,1 -+ " Tmom " Tmm4+l -+ —ITm2m

—T11 .- —Tim —Tim+1l -+ —T12m

berechnet und jeden Eintrag gleich Null setzt. Des Weiteren nutzt man aus, dass
(X JX —J)" = —(X'"JX — J) gilt. Deshalb verschwinden die Diagonaleintréige und die
Eintrdge unterhalb der Diagonalen liefern die selben Eintrige wie die Eintrdge oberhalb

der Diagonalen. ]

Ordnet man die Variablen in der Reihenfolge 2,1, - - ., Zom 2m, - - -, T115 - - -, T1,2m, dann
ist xy,, die fithrende Variable in der Gleichung p(l,s) = 0 mit Koeflizient o/(k)2m—k+1),-
Man sieht, dass fiir festes s € {1,...,2m} die Gleichungen p(l, s) = 0 jeweils die gleichen
Variablen zy ¢ fir k € {1,...,2m} festlegen konnen. Das bedeutet, dass ein System E
von Gleichungen der Form p(l,s) = 0 in ein einfaches System umgeformt werden kann,
indem man separat die Systeme E(s;), welche aus den Gleichungen der Form p(l, s;) = 0

bestehen, betrachtet. Dies veranlasst uns zu folgender Definition.
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Definition 3.27. Fir 2 < s < 2m sei folgendes System definiert:

B(s) = | {(L.5)}.

Im Folgenden werden die Systeme E(s) untersucht. Dafiir werden zunédchst einige
Hilfsmittel benotigt. An dieser Stelle sei an das Schur Komplement erinnert. Es wird

benotigt, um das folgende Lemma zu beweisen.

All A12

A
21 A
Weiter sei AJAj1 = Ay — A21A1_11A12 das Schur-Komplement von Ay in A. Dann ist

Satz 3.28 (Schur-Komplement). Sei A = ( ) € ROvtm)xmtm) ynd det(Ay;) # 0.

det(A) = det(Ay1) det(A/Aqq).

Ay A B 1 0 4
0 Azz—A21A1_11A12 A21A1_11 1

Das folgende Lemma wird benétigt, um die Thomas-Zerlegung der Sp(V') herzuleiten.

Beweis. Es gilt

]

Lemma 3.29. Sei M € K"*". Weiter sei M; ;) die Matriz, welche aus M durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht. Auflerdem ser X = (M(n7n))(n_17n_1). Dann
gilt

det(X) det(M) = det(M(nm)) det(M(n—l,n—l)) — det(M(n—l,n)) det(M(n,n—l))-

Beweis. Sei
tr tr
wy" = (Mp_—11,...,My_1p-2), w5 = (Mp1,...,Mpn_2),

tr_ tr_
v = (Myn—1,... . My_9,-1) und v§ = (My,,..., M,_2,), also

X U1 (%)
— tr
M = w1 Mn—l,n—l Mn—l,n
tr
wy My M, »,

1.Fall: det(X) # 0
Es ist

X X1 0 id
det (X) ! det(Mp,) = det v —det| A
wzi'r Mnfl,nfl 0 1 wiTX_l Mnfl,nfl
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Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz oder Satz [3.28] ist dann
det(X) M det(Mnn) = (—1)" (Mp—1,0-1 — w" X 'vy)
und analog
det(X) ' det(Mnp-1)) = (—1)" (Mp_1,, — w" X '0,)
det(X) " det(Mn-1,n) = (—1)" (Mpn-1 — wy X 'oy)
det(X) ™! det(Mp—1n-1)) = (—=1)" (Mnn — wg’”X_lw) .
Damit ist dann aber

det(M(n,n) M(n—l,n—l)) - det(M(n—l,n)M(n,n—1)>
My gp1 —wi X oy My, — wi Xty
My —wi X oy M, —wi X o

= —det(X)det(X)det (S —WrX-1V)

Mn— n— Mn— n v
S = b=t b LV = (Ul v2> und W = 2 .
Mnfl,n Mn,n wir

S — W' X~V ist aber das Schurkomplement von X in der Matrix
X Vv
wiro s )

X
det(X) det(S — WX 'V) = det ( V) :

= —det(X)*det (

Damit gilt nach Satz

|

2.Fall: det(X) = 0.

Falls Rg(X) < n—3, ist die Behauptung sofort klar, da dann alle Teilmatrizen auch nicht
vollen Rang haben konnen. Sei also Rg(X) = n — 3. Weiter sei X}, die Matrix, die durch
Streichen der k-ten Zeile aus X hervorgeht. Auflerdem sei 0.B.d.A. die letzte Zeile von
X eine Nullzeile. Ansonsten ersetzt man X durch RX und v; durch Rv;, sodass RX eine

Nullzeile in der letzten Zeile hat. Dann ist

wq

det (M) = (~1)"*" (01),, det (X> ,

W2

det(M—1,)) = (—1)"""(v1), det <X”) ;
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w1

det(M, n-1)) = (—=1)"""(v2),, det <X">

und

det(Mg,—1n-1y) = (—=1)"""(v2),, det (X"> .

W2

Damit ist dann

det<M(n,n) M(n—l,n—l)) - det(M(n—l,n) M(n,n—l))

= (v1)ndet (Xn> (v2),, det <Xn> — (v2), det (X"> (v1), det <X"> =0.

Damit folgt die Behauptung. [

Definition 3.30. Sei 8 € 2m*™ mit C(8) # 0 und o; = 2m +1 — §; fir 1 <i < 2m.

Dann definieren wir fir ein 1 < s < 2m und p <1 < s das Polynom

Ppis = (i) Z z(o1,...,0o-1,51,...,p— 1L )x(2m+1— 0y, s).
i¢{o1,.,0p—1}

Satz 3.31. Sei C(pB) eine Zelle der Thomas-Zerlegung der GL(2m, K), die der Lisung
des einfachen Systems (E,U, K) entspricht. Weiter sei o1, ..., 09, so gewdhlt, dass [3; =
2m+ 1 — o, fir alle i € m gilt. Also entsprechen die Positionen (0;,1) den e Eintrigen in
der Matriz X(8). Dann ist fiir alle s € 2m das System (E,U, K) mit E = EU E(s) fir
jedes r € s — 1 dquivalent zu dem System (G,(s),U, K), wobei G,.(s) = EUE,(s) und die

Elemente von E(s) gegeben sind durch:

T s—1
E,(s) = ( {Pogs + Rr,p,s}> U ( U e + Rm,s}>
1

p= l=r+1

mit Ry js € Quot(K[x11,...,Tp1y. ., T15-1,- .-, Tns-1]). Weiter gilt folgende Rekursions-
formel:
Rlvﬁs =0 fU?"Z 7é 2m+1—s s R172m+1_578 =1

und

117(0'1,...,O'Tfl;1,...,7"—1)R771’175—I(O’l,...,O’T,1;1,...,7"—2,[)er1,¢,1,5 l > r
x(O'l,...,O'T_z;l,...,T’—Q) ’ -

Rr—l l,s5 <
Rr,l,s = { .

Beweis. Beweis mit Induktion iiber r. Fiir r = 1 erhalten wir das System FE(s) und die
Behauptung folgt sofort. Sei nun r < s — 1 und das System (E, U, K) &quivalent zum
System (G,(s),U, K). Da x(o1,...,0.1,...,r) € U, gilt z(oy,...,0.;1,...,7) # 0. Also
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kann F,(s) durch
r s—1
Q(s) = (U{pp,p,s +Rp}) U ( U {z(or, - on 10 r) (Dras +Rz)}>
p=1 I=r+1

ersetzt werden. Nun kann man die Gleichung p,,+R, = Onach z(oy,...,0.;1,...,7)z(2m+

1 —0,,s) auflosen und in die Gleichungen x(oy,...,0.;1,...,7)(pry1s + Ry) = 0 fiir [ =

r+1,...,s—1 einsetzen. Dann erhélt man in der Gleichung x(oy,...,0.;1,...,7)(Dr1s+
R;) = 0 fiir xop41-4s mit @ ¢ {o1,...,0,} den Koeffizienten
(o1, ...,on 1, o m)x(oy, . 00,01, 0 — 1)
—x(oy,...,00_1,01,...,m)x(oy, ... 001, .o = 1)1).

Dieser ist aber nach Lemma
(o1, o1y 1, r = Doy, ..o o001, 00 ).

Nachdem man durch z(oy,...,0,-1;1,...,r — 1) geteilt hat, folgt die Behauptung. O

Nun wollen wir die Terme R, ;, fiir 2 < s < 2m und ¢, € s — 1 untersuchen. Wir
werden sehen, dass diese sogar in K[z11,...,Zn 1.+, T15-1s- -, Tns—1) liegen. Dazu wird

folgendes Lemma benétigt.

Lemma 3.32. Sei X € Kt oyl 02 03 € K™ wh € K™ und uq, ug, us € K. Dann
gilt

X 1 2 X 1 3
e () (00 () (€00
w Uy Uy w Uy U3
X 2 3
:—det<X v1>det< ! U).
w Ug U3

Beweis. Falls X nicht vollen Rang hat, folgt die Behauptung sofort. Sei also Rg(X) = n.

id,
Weiter sei 0.B.d.A. X = <10 ) . Ansonsten multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung

id, 4 .
mit det(R)?, wobei RX = (10 > und ersetzen v* durch Rv'".

Dann ist det (X vi> = Upyq fir ¢ € 3 und nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz
(n+1-te Zeile)

X vt v ; - ; i e o
det =0, g (u; —w- ) —v) g (u —w-0") fir 1 <i<j <3,
w  Uu; Uj
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wobei (%) := (vF, ... vF) ist. Damit gilt

X 1 2 X 1 3
det (X v3> det ( v ) — det (X 112) det ( v )
w Ur U w  Up Us

3 2

:Un+1[vi+1 (ug —w-

:lez+1[vi+1(u2 —w-

X 2 3
:—det<X vl)det< Y U).
w Uy U3

Ui—i-l(ul —w- @1)] - U721+1[U711+1(u3 —w- 773) - U§L+1(U1 —w- 171)]
2

) —
%) — Vi (U3 —w - 7°)]
]

Satz 3.33. Sei R,.;, fir2 < s <2m undi,r € s —1 der in E.(s) auftretende Term aus
obigem Satz. Dann gilt:

0 1#2m+1—s

z(oy,...,00_1;1,...,r=1) i=2m+1—3s

Vr€2m+1—s:Rr,iys:{
und

Vre{2m+2—s,...,s—1}:

0 1<2m+1-—s
R. - (o1, .., Oom_s; 1,...,2m — s) 1=2m+1—s
e (—D)EHD2(o, .. 0151, ..,2m —8,2m +2 — s, ... 1) on+l—s<i<r '
(=) g (o, o1, 2m —s.2m 2 —s,...,r—1,0) r<i<s

wobei die Determinante der leeren Matriz 1 sein soll.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die hier angegebenen R, s die Rekursionsgleichung aus
Satz erfiillen.

1 Fall: I <r

Nach Satz ist zu zeigen, dass R, ;s = R,_1; s gilt.

Fall 1.1: r <2m+1—s. Dann folgt r — 1 <2m + 1 — s.

Dann ist R,;s =0 = R,_1;5, dal < 2m+ 1 — s und insbesondere [ # 2m + 1 — s gilt.
Folglich ist die Rekursionsgleichung erfiillt.

Fall 1.2: 7 >2m+1—s

Fall 1.2.1: r—1>2m+1—s

Es gilt I <r—1 und somit gilt R,; s = R,_1,5, da r in diesem Fall in der Berechnung von
R,;s und R,_q;s nicht auftritt. Damit ist die Rekursionsgleichung erfiillt. Sei also [ = r
und damit [ > r — 1. Dann ist R,;, = (=) D0y, ... 00 151,...,2m — 5,2m + 2 —
s, D)= (=) (o, o1, 2m— s, 2m+2—s,...,r—1,]) = R,y und
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die Rekursionsgleichung erfiillt.

Fall 1.2.2: r—1=2m+1—s

Nun miissen die einzelnen Fille fiir [ gepriift werden. Falls [ < 2m+1—sist, gilt R,; ; = 0.
Weiter ist dann auch [ # 2m + 1 — s und somit R,_;;, = 0 und die Rekursionsgleichung
erfilllt. Ist { =2m+1—s,s0ist R s = Ry_1,s = 2(01,...,00m—s;1,...,2m —s) und die
Rekursionsgleichung erfiillt.

2. Fall: [ > r

Nach Satz ist zu zeigen, dass

z(oy,...,00—1; 1, ..., r =Ry s —x(01, ..., 0013 L, r — 2,0 Ry o1 s

Rr,l,s -

(o1, ..., 0p 0y, . —2)

gilt.
Fall 2.1: I <2m+1—s
Dann sind auch r,r—1 < 2m+1—s. Damit ist insbesondere R,_; ;s = 0und R, ,_; s =0

und somit ist auch die Rekursionsformel erfiillt, da dann

x(o1,...,or ;1. ..or—=1)-0—x(og,...,00_1;1,...,7 —=2,1)-0

R s = =0
the (o1, ..., 0m 031, .., —2)

gilt.

Fall 2.2: 1 =2m+1—s

Dannist auch r <2m+1—sund r — 1 < 2m + 1 — s. Damit ist insbesondere
R_11s=x(o,...,00_0;1,...,7—2)

und R,_1,-1,, = 0 und somit ist auch die Rekursionsformel erfiillt, da dann

R x(or,...,or1; ... —=1) - x(o,...,009;1,....7 —2)
The (o1, ..., 0p 0y 1, .., —2)
(o1, .. 0131, ., —=2,1)-0
— = oo, o r—1

x(al,...,ar_g;l,...,r—2) x(al’ 1 Tr-1 " )

gilt.

Fall 2.3:2m+1—s <

Fall 23.1: r<2m+1-—s

Dann ist auch r —1 <2m+1—sund [ # 2m + 1 — s. Damit ist insbesondere R,_;;s =0
und R,_1,-1,, = 0 und somit ist auch die Rekursionsformel erfiillt, da dann

z(or,...,0r_13 1, r=1) -0 —a(0oy,...,00_1;1,...,7—2,1)-0

Rr,l,s = =0

(o1, ..., 00031, —2)

gilt.
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Fall 23.2: r=2m+2—s
Dannist r —1=2m+1—sund [ # 2m + 1 — s. Damit ist insbesondere R,_;,;, = 0 und

erl,rfl,s = Q?(O’l, vy Op_9; 1, NN 2)
Dann gilt
o _ z(01,50r—131,m—=2,0)-2(01,. 0 r— 231, 7 —2)
Rr,l,s =0 z(01,..,0r—2;1,...,r—2)
_ 2m—+2+41—s .
= (-1 x(og,. .. 00131, r—2)).

Fall 2.3.2:r>2m+2—s

Dann ist auch » — 1 > 2m + 1 — 5. Somit ist
R 115 = (—1)(S_T)x(01, oo oo 2m—s2m+2—s, ..., — 2,1)
und

Ry, 1= (=) a(oy,...,000:1,...,2m —s,2m+2—s,...,r — 2,7 —1).

Wir setzen

xol,l o x01,2mfs x01,2m+27s o xo1,r72
X = ,
xaT,g,l o $0T,2,2m—s xUT,Q,Qm—i-Q—s cee xcrr,g,r—2
INtr . 2\tr .__
(U ) = (w01,2m+1—57 s 7xaT_2,2m+1—s)7 ('U ) T (xal,r—h s 7xaT_2,r—1)a
3\tr .__ R
(U ) — (xal,la cee 73307_2,1)7 w = (xo,«_l,la Cee axa,«_l,2m—sa xar_1,2m+2—sa cee axar_l,r—Q)
und

Uy ‘= To,_1,2m+1-s,U2 ‘= Lo,y r—1,U3 = Lo, _,1-
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Dann ist mit Lemma 3.32]

z(oy,...,00—1; 1, .., r = 1)R 1 s —x(01, ..., 00131, oo, r =20 0) R oo s
(o1, 09y 1, 7 —2)
X 1 2 X 1 3
det <X v3> det U] —det <X 1}2> det vl
_ ( 1>(s—r) w U U w Uy U3
det (X v1>

2 3
(L) ger [0
w Uy U3

= (=D 20y, 00 i1, 2m— 5, 2m 4+ 2 — 5, ..., — 1)
= R, s.
O
Korollar 3.34. Fir2 <s<2mundl <1l <sist R.;s € K[Tp1,..., 211, s Tpn-1s---sLT1n_1]-
Beweis. Folgt sofort aus Lemma |3.33 O]
Nun haben wir alle Grundlagen, um das Hauptresultat dieses Kapitels zu beweisen.

Definition 3.35. Sei 8 € 2m*™ mit C(B) # 0 und 0; = Bopmy1—i fiir 1 <i < 2m. Weiter
sei C(B) die Losung des einfachen Systems V(E,U; K) aus der Thomas-Zerlegung der
GL(V). Dann definieren wir fir ein 1 < s <2m und 1 < p < s das Polynom

Pps = Z a(i)x(or,...,01,0 1, .., p)z(2m+1—14,8) + Re_1,.
ie{dl,“4,0'p71}
i<op
Weiter sei

Usp = U{x(ol, ool D))
i=1

2m s—1
Esp:=EU | J{brs}
s=2r=1
und 2m s—1
ESp ‘= Lreg U U U{ﬁr,s}u
s=2r=1

wobet E,oq aus E hervorgeht, indem man alle Gleichungen weglisst, die durch einen 0

Eintrag in X(8) mit den Koordinaten (2m + 1 — 0;,7) fir 1 <i < j < 2m entstehen.

Satz 3.36. Sei C(B) eine Zelle der Thomas-Zerlegung der GL(2m, K), die der Losung
des einfachen Systems V(E,U; K) entspricht. Weiter sei 0; = Pomy1—; fir 1 < i < 2m.

Also entsprechen die Positionen (0;,1) den e Eintrigen in der Matriz X(3). Dann ist
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das System (E,U;K) mit E = E U U E(s) dquivalent zu dem System (Eg,, Usy; K).

Weiter ist (Esp, Usy; K) ein emfaches System vom Grad 1 und es gilt V(Esg,, Usy; K) =
C(B) N Sp(V).

Beweis. Wir zeigen zunétchst die Aquivalenz beider Systeme. Nach Satz ist (E,U; K)
aquivalent zu dem System (U Gs_1(8),U; K). Man erhilt aber Eg, aus U Gs_1(s), in-

dem man lediglich in allen Glelchungen die Summanden weglésst, bei denen der Koef-
fizient in E liegt. Daraus folgt, dass (E, U; K) zu (Es,,U; K) dquivalent ist. Nun ist
zu zeigen, dass die Ungleichungen in U\Us, weggelassen werden konnen. Wir beweisen
mit vollstéandiger Induktion iber k, dass (nglyk, Usor i K) 20 (Esp) <oy, (Usp)<ay 15 K)
dquivalent ist. Dies ist fiir £ = 1,..., m sofort klar. Wir zeigen nun den Schritt von m
nach m + 1. Es ist zu zeigen, dass z(o1,...,0,41;1...,m+ 1) # 0 fiir alle Losungen von
((Esp)<armirs (Usp); K). Bestimmt man aus den Gleichungen (Esp) <y, ,, und (Usp)<a, .,
die Variablen xom1,. .., %11, -, T2mm, - - -, T1,m, 50 sind die Vektoren v; = o, ..., 21,
fir ¢« = 1,...,m fiir jede Losung linear unabhéngig und paarweise orthogonal. Also
existieren nach Lemma fiir jede Losung von ((Esp)<a . (Usp)<ayn; I) Vektoren
Wi, ..., Wy, die vi,...,v, zu einer symplektischen Basis ergéinzen. Durch Losen von
((Esp)<z1.ms1 Usps K ) erhélt man alle Moglichkeiten fiir w,,. Deshalb lisst sich jede Losung
des Systems ((Esp)<ay ni1s Usp; K) zu einer symplektischen Matrix ergénzen. Da aber w
durch oy, ..., 0, bereits festgelegt ist, muss fiir z(oq,...,0m41;1,...,m + 1) # 0 gelten.
Fiir die weiteren Ungleichungen betrachtet man (v, ..., U, Wy, - . ., wy)" und argumen-
tiert analog. Als niichstes zeigen wir, dass (Fs,, Usy; K) zu (Eg,, Usy; K) dquivalent ist.
Es gilt offensichtlich V(Es,, Usp; K) C V(Esp, Usp; K) € Sp(V). Angenommen es gilt
V(Esp, Usy; K) # V(Esy, Usy; K). Sei

Ae V(ESP’ USP; K)\V(ESpa USp; K)

Dann muss aber A in einer Nebenklasse C'(3) von GL(V) liegen. Dabei muss bei ¥(f) in
einem 0 Eintrag von ¥(f) mit Koordinaten (2m +1—o0y,j) fir 1 <i<j<2m+1—i
ein o stehen. Dann ist aber 3(8) N Sp(V) = 0, was einen Widerspruch darstellt. Damit
ist die Aquivalenz gezeigt. Man sicht sofort, dass M € V(E ,U; K) genau dann gilt, wenn
M € Sp(V)NC(B). Es fehlt noch die letzte Behauptung, dass (Es,, Us,; K) ein einfaches
System vom Grad 1 ist. Man sieht sofort, dass xg,, 11—, s die fithrenden Variablen von p, s
ist. Alle Ungleichungen und Gleichungen, die diese Variable als fithrende Variable haben,

wurden entfernt. O
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