Orthogonale Gruppen

2 Spiegelungen und Siegel Transformationen

2.1 Spiegelungen

Sei V eine orthogonale Geometrie iiber F definiert durch die quadratische Form ) mit der

nicht entarteten Bilinearform f.

2.1.1 Lemma: Sei f € O(V). Dann gilt fiir & > 1:

ker(Id — f)* = (im(Id — f)*)*.

2.1.2 Satz: Wenn ¢t € O(V) jeden Vektor einer Hyperebene von V fixiert, dann gilt ¢ = Id,

oder es existiert ein nicht-singuldrer Vektor v € V', sodass fiir alle w € V gilt:

t(w) = w — Q(v) LB (w, v)v.

2.1.3 Definition (Spiegelungen): tp := t aus vorigem Satz ist die Spiegelung an der Hyper-
ebene Pt wobei P := (v), und hingt somit nur von P ab, nicht von der speziellen Wahl von
v. Es gilt det(tp) = —1 und t3 = Id.

2.1.4 Lemma: Fiir f € O(V) ist ftpf~! = tp)-

2.1.5 Bemerkung: Die orthogonalen Gruppen enthalten fiir char(F) # 2 keine Transvektio-

nen.

2.1.6 Lemma: Wenn ¢ die Spiegelung an (v)* ist und f € O(V), dann gilt:
v € im(Id — f) impliziert im(Id —tf) = im(1 — f) N {u)* fiir jedes w € V mit v = (Id — f)u.

2.1.7 Korollar: (i) dim(im(Id —tf)) = dim(im(Id — f)) + 1.
(ii) Ist f ein Produkt von k Spiegelungen, so gilt: dim(im(Id — f)) = k (mod 2).

2.1.8 Satz: Sei (V, Q) nicht ausgeartet, char(F) # 2. Dann gilt: O(V) ist von Spiegelungen
erzeugt. Das heifst, jedes f € O(V) lasst sich als Produkt von Spiegelungen darstellen.



2.2 Siegel Transformationen

2.2.1 Definition: Fiir u singulir und v € (u)* sei

pu,v(x) =+ Bz, v)u — Bz, u)v — Qv)B(z, u)u.

Dies ist fiir Korper jeder Charakteristik ein wohldefiniertes Element von SO(V'). Falls v sin-
guldr ist, gilt pyo(z) =z + B(z, v)u — B(z, w)v. py, heilt Siegel Transformation.

2.2.2 Satz: Fiir u singulér und v € (u)* ist p,, das einzige Element aus O(V), dessen Ein-

schrinkung auf (u)* von der Form z + z + B(z, v)u ist.

2.2.3 Folgerung: Wenn u singulir ist, v, v; und vy € (u)* und f € O(V), dann gilt analog
zu den entsprechenden Regeln fiir Transvektionen:

(1) Pauw = Puav-

(i) Pu,or+vs = Puywr Pu,vs-

(il1) fpunf ™ = Pfw),f(o)-

Sei P := (u) ein singuldrer Punkt von P (V). Fiir v nicht-singulér setze

Xp = {pwj |ve <u>L}
2.2.4 Satz: Fiir P := (u) singulér ist Xp ein abelscher Normalteiler von O(V') p und isomorph

zur additiven Gruppe von P+ /P.

2.2.5 Lemma: Die orthogonale Geometrie V wird von ihren nicht-singuldren Vektoren aufge-

spannt, aufser im Fall der hyperbolischen Gerade {iber Fs.
2.2.6 Korollar: Fiir alle singuldren Punkte P := (u) ist die Gruppe X p erzeugt von den Siegel
Transformationen p, ,, wobei v nicht-singulédr ist, aufier wenn V' die orthogonale Geometrie

mit Dimension 4 und Witt-Index 2 iiber Fs ist.

2.2.7 Satz: Wenn u singulir ist und v € (u)* nicht-singulir, dann gilt

Pup = t(v) t(Q(v)u—v)'

2.2.8 Satz: Aufer fiir Q1 (4,2) gehoren alle Siegel Transformationen zu Q(V).



