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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

In dieser Ausarbeitung bezeichne F stets einen Korper, V einen endlich dimensionalen
F-Vektorraum der Dimension n und P(V') den zugehérigen projektiven Raum. Weiter
sei [ eine nicht-ausgeartete o-hermitsche Sesquilinearform, wobei ¢ : F — F ein Au-
tomorphismus der Ordnung 2 ist, insbesondere also ungleich der Identitdt. Dann heift
(V,B) ein unitirer Vektorraum. Ist weiter 7 : P(V) — P(V) die durch § induzierte
Korrelation der Ordnung 2, dann nennt man (P(V'), 7) eine unitire Geometrie.

Notation: Sei a € F. Benutze die abkiirzende Schreibweise @ := o(a) . Weiter ist A\, die
Skalarmatrix mit a auf der Diagonalen.

Definition 1.1. Die unitire Gruppe ist definiert als
U(V):=A{f € GL(V)[B(f(u), f(v)) = B(u,v) ¥V u,v € V}
und die spezielle unitire Gruppe als
SU(V) = {f € U(V) | det(f) = 1}

Bemerkung 1.2. Die Notation U(V') beziehungsweise SU (V) ist nicht eindeutig, da die
unitire Gruppe stets auch von der Sesquilinearform S abhéngt.

Betrachten wir zunéchst ein paar einfache Eigenschaften der unitiren Gruppe.

Lemma 1.3. Sei (v1,...,vy) eine Basis von V und f € GL(V') mit Abbildungsmatriz
A beziiglich dieser Basis. Weiter sei J := (B(v;,v;)) die Grammatriz von 5. Dann gilt:

1. feUV) e AlJo(A) = J, wobei 0(A) eintragsweise zu verstehen ist,
2. det(A)det(o(A)) = det(A)o(det(A)) =1,
3. det: U(V) — {a € F* |ao(a) = 1} ist surjektiv.

Bewets. Mit den Figenschaften der o-hermitschen Sesquilinearform 3 folgt

fet(v)
SB(f(vk), f(u)) = B(vk,vy) fiir alle k,1

n n
@B(Z a; Vs, Zaﬂvj) = Ji,; fiir alle k,1
i=1 j=1

<:>Z Zaivkﬁ(vi,vj)a(ajyl) = Ji,; fiir alle £, 1

i=1 j=1
& (AJo(A)), , = Ty fiir alle k,1
SA Jo(A) = J.

Da [ nicht ausgeartet, gilt det(J) # 0 und damit folgt die zweite Behauptung aus der
ersten mit der Multiplikativitat der Determinanten und da o ein Kérperautomorphismus
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ist. Fiir die dritte Aussage sei v € V mit S(v,v) # 0. Weiter sei wa,...,w, eine Basis
von W := (v)* und a € F mit ao(a) = 1. Dann ist V = (v) L{wy,...,w,) und damit
folgende lineare Abbildung wohldefiniert

g: V-V, v—av und gW:z’d.

Diese Abbildung hat gerade Determinante a. Aufserdem gilt

B(g(v), 9(v)) = Blav, av) = ao(a)B(v,v) = B(v,v)

Bg(v),wi) = Blav,w;) = 0 = B(v, w;)

und fiir die anderen Kombinationen der Erzeuger von V ist dies klar. Damit gilt g € U(V)
und det : U(V) — {a € F*|ao(a) = 1} ist surjektiv. O

Direkt aus obigem Lemma erhalten wir.

Korollar 1.4. Fir die projektive unitire Gruppe PU (V) und die spezielle projek-
tive Gruppe PSU (V) gelten folgende Isomorphien

1. PUV)=2UV)/{ | aoc(a) =1}
2. PSU(V)=SU(V)/{\alac(a) =1 und a™ = 1}

2 Der Korper [F
Definition 2.1. Sei Fy := {a € F|la = a}, dann heiftt
Tr: F—Fy, a—~a+a

die Spurabbildung und
N: F*—>F}, a—aa

die Normabbildung.

Bemerkung 2.2. Die Wohldefiniertheit obiger Abbildungen ist leicht nachzurechnen. Wei-
ter sei bemerkt, dass die Menge Fy := {a € Fla =@} ein Korper ist, der sogenannte Fix-
korper unter o. Es gilt also, dass Fy ein Teilkérper von F ist. Nach dem Lemma von Artin
gilt fiir den Grad der Korpererweiterung IF iiber Fo, dass [F : Fo] = |o| = 2.

Lemma 2.3. Die Spur- und Normabbildung haben folgende Eigenschaften:
1. Tr st eine Fo-lineare, surjektive Abbildung.
2. Tr(a) =0 < a=0b—>b fireinbcTF.

3. N ist ein Homomorphismus.
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4. Na)=1 & a:%fﬂrembelﬁ‘x.
5. Falls F endlich ist, ist N surjektiv.
Beweis. Fiir die erste Behauptung seien z,y € F und A € Fy. Dann gilt

Tr(dz+y) = +y+ e +y= x+y+\T+7=Nz+7T)+ (y+7) = \XTr(z) +Tr(y).

Damit ist T'r Fo-linear. Es gilt: dimg,(im(Tr)) < 1. Aber T'r nicht die Nullabbildung
ist. Fiir char(F) # 2 ist dies klar, da Tr(1) = 1 + 1. Ist char(F) = 2 und T'r(v) = 0 fiir
alle v € V, so folgt v = —v = v fiir alle v € V, also o = id als Widerspruch. Somit gilt
dimp,im(Tr) = 1 und daher im(Tr) = Fy, das heilt Tr ist surjektiv.

Nun zur 2. Aussage. Falls @ = b — b fiir ein b € F, dann gilt Tr(a) = 0. Also ist
im(id — o) C ker(id 4+ o). Da nach dem ersten Teil ker(id — o) = Fy = im(id + o) gilt,
haben beide Vektorraume Dimension 1 und somit gilt die Gleichheit.

Die 3. Behauptung ist klar.

Fiir die 4. Behauptung betrachte 2 Fille. Falls a # —1 und N(a) = 1, setze b := 1 +a.
Dannist b= 1+a = aa+a = a(@a+1) = ab, also a = % Falls a = —1, wéhle b € ker(Tr).
Dann gilt b = —b, also % = —1 = a. Die andere Richtung ist klar.

Fiir die 5. Aussage sei |[Fo| = ¢. Dann ist |F| = ¢ und o(a) = a? fiir alle a € F.
Die multiplikative Gruppe F* ist nimlich zyklisch von Ordnung ¢ — 1. Sei b € F* ein
Erzeuger und o (b) = b* fiir ein 1 < k < g2 — 1. Da F ein Element der Ordnung ¢ — 1
enthilt, dass von o festgehalten wird, muss k € {1, ¢} gelten. Wegen o # id, folgt k = ¢
und hierdurch ist o eindeutig bestimmt, das heift o(a) = a? fiir alle a € F. Dann ist

ker(N) ={a € F*| a®™ =1} .

Da q + l‘q2 — 1 = |F¥|, ist kern(N) gerade die eindeutige zyklische Untergruppe von
F*, die alle Elemente enthélt, deren Ordnung ¢ + 1 teilt. Daher gilt |ker(N)| = ¢ + 1.
Mit dem Homomorphiesatz erhélt man

F* /ker(N) = im(N)

und damit |[im(N)| = % = q;r—_ll = ¢—1. Also gilt im(N) = F} und N ist surjektiv.
O

3 Hyperbolische Paare

Lemma 3.1. Ist dim(V') > 2 und die Normabbildung surjektiv, dann enthdlt V isotrope
Vektoren.

Beweis. Sei 0 # v € V und fB(v,v) =: b. Ist b = 0, dann sind wir fertig. Sei also b # 0.
Fiir @ € F und 0 # u € (v)* erhilt man

Blu+ av,u + av) = B(u,u) + af(u,v) + af(u,v) + aaf(v,v) = B(u,u) + aab.
Es gilt b € Fj sowie B(u,u) € Fg. Da die Normabbildung surjektiv ist, kann a € F so

gewshlt werden, dass aag = —2 (1;)’"). Mit obiger Gleichung folgt dann 8(u+av, u+av) = 0.

Da u, v linear unabhéngig sind, ist u+av # 0 und V enthélt einen isotropen Vektor. [J
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Korollar 3.2. Ist dim(V) > 2 und F ein endlicher Kérper, dann enthdlt V isotrope
Vektoren.

Beweis. Nach Lemma 2.3 ist die Normabbildung fiir endliches F surjektiv und damit
folgt die Aussage direkt aus obigem Lemma. O

Lemma 3.3. Falls L = (e, f) <V eine hyperbolische Gerade ist, so gilt

V= (e, f)Lie, f)*.

Beweis. Sei w = ke +1f € LN L+ mit k,I € F. Dann folgt 0 = B(w,e) = B(ke +
If,e) = 1B(e, f) = I und analog k = B(w, f) = 0. Damit ist w = 0 und L N L+ = {0}.
Die Behauptung folgt durch Betrachtung der Dimensionen, denn dim (L) + dim(L*) =
dim(V'). O

Lemma 3.4. Es existiert eine Zerlegung
V=IL11L1l...1L,1W

von V', wobei m der Wittindex von 'V ist, W ein anisotroper Unterraum und L; = (e;, f;)
hyperbolische Geraden sind. Falls F endlich ist, gilt entweder dim(W) = 1, falls dim (V)
ungerade, oder dim(W') = 0, falls dim(V') gerade.

Beweis. Aus dem Vortrag iiber polare Geometrie wissen wir, dass ein isotroper Vektor
e1 € V stets zu einem hyperbolisches Paar (ey, f1) ergidnzt werden kann. Dann ist L; =
(e1, f1) eine hyperbolische Gerade in V und V kann nach Lemma 3.3 aufgespalten werden
inV = L1J_L1l. Falls Lf- wieder einen isotropen Vektor enthélt kann dieser Prozess
fortgesetzt werden bis

V=ILi1lLol...1L,1W,

wobei W keine isotropen Vektor enthélt und L; = (e;, f;) hyperbolische Geraden sind.

Sei U := {e1,...,em). Dann gilt U C U+, das heifit U ist ein total isotroper Teilraum.
Zeige nun, dass U maximal isotrop ist, dann folgt, dass der Wittindex gerade m ist.
Angenommen es existiert ein v € V mit u ¢ U, so dass U’ := (e1, ..., em, u) total isotrop
ist. Dann gilt u € U/ C U C UL = (eq,...,em) + W. Also gilt u = Yo kie; + w fiir
ein 0 # w € W und k; € F. Betrachte nun

0=p(u,u) = B(Z kiei + wazkiei +w) = B(w, w).
i=1 i=1

Dies ist ein Widerspruch, da W keine isotropen Vektoren enthélt. Falls F endlich gibt
es in einem Vektorraum der Dimension > 2 nach Korollar 3.2 immer isotrope Vektoren.
Daher gilt dann dim(W) = 1 oder dim(W) = 0. O

Definition 3.5. Sei F endlich, V = Ly 1Lyl ... L L, LW und L; = (e;, f;) wie oben.
Falls dim (W) = 0 nennt man (eq, fi1,. .., emn, fm) eine unitidre Basis. Falls dim(W) =1
sei W = (w) mit f(w,w) = 1. Dann ist (e1, fi,...,€m, fm,w) eine unitire Basis.
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Bemerkung 3.6. Die unitédre Gruppe U(V') operiert regulir auf Basen dieser Art. Be-
trachte hierfiir den Fall dim(W) = 1. Der Fall dim(W) = 0 ist vollig analog. Seien
also (e1, f1,---,€m, fm,w) und (€}, fi,... e, fl,,w') zwei unitire Basen. Dann ist die
Abbildung ¢ mit g(e;) = €}, g(fi) = f/ und g(w) = w’ offenbar unitér, das heifit, die
Operation ist transitiv. Aufserdem ist eine Abbildung, die eine Basis festhilt, klarerweise
die Identitét.

Lemma 3.7. Sei F endlich und dim(V') ungerade. Weiter seien e1, f1,...,em, fm € V

fest gewdhlt, sodass
V=LilLol...1L,1W,

wobei W ein anisotroper Unterraum und L; = (e;, f;) hyperbolische Geraden sind. Dann
existieren genau q + 1 verschiedene w €W mit W = (w) und f(w,w) = 1.

Beweis. Nach Lemma 3.4 gilt dim(WW) = 1. Sei also W = () fiir ein w € W. Nun gilt
nach Lemma 2.3, dass die Normabbildung surjektiv ist, das heifst, es existiert ein a € F*
mit N(a) = aa = b~!, wobei b := 3(, W). Setzte w := aw, dann gilt

Blw, w) = B(aw, ad) = aaB(w,w) =b b =1

und W = (w). Fiir jedes ¢ € F* mit f(cw, cw) = c¢ = 1 gilt ¢ € ker(N). Da |ker(N)| =
q + 1 nach dem Beweis von Lemma 2.3, gibt es ¢ + 1 Mdglichkeiten fiir die Wahl des
Erzeugers. O

Lemma 3.8. Sei (V,3) ein unitirer F-Vektorraum, dann ezistiert eine Orthogonalbasis
von V beziiglich B. Falls die Normabbildung surjektiv ist, gibt es eine Orthonormalbasis.

Beweis. Zeige zunichst die Existenz einer Orthogonalbasis durch Induktion iiber dim/(V') =
n. Flir n = 1 ist die Behauptung klar, denn es muss einen Erzeuger v geben mit
B(v,v) # 0, da [ nicht ausgeartet. Sei also n > 1 und © € V beliebig. Falls 5(0,0) # 0
setze vy := . Ansonsten wihle w € V, so dass (0, w) ein hyperbolisches Paar ist. Dann
gilt

B0+ aw,v+aw) =a+a

fiir alle @ € F. Da die Spurabbildung surjektiv ist, wihle a so, dass a + @ # 0 und setze
v1 := ¥ + aw. Dann gilt in beiden Féllen

V = <’U1>J_<111>J'

Nun bleibt zu zeigen, dass 3 auf (v1)* < V nicht ausgeartet ist. Angenommen, 3 ist
ausgeartet, das heifit, es existiert ein 0 # w € (v1)* mit B(w,u) = 0 fiir alle u € (v1)*.
Sei nun u = uy + uz € V beliebig mit u1 € (v1) und ugy € (vy)*. Dann ist B(u,w) =
B(u1,w) + Blug, w) = 0. Damit gilt B(u,w) = 0 fiir alle u € V, also 0 # w € V. Dies
ist ein Widerspruch, da g nicht ausgeartet auf V.

Nach der Induktionsvoraussetzung existieren dann vs, ..., vy, so dass

V= (v1)L{va) L ... L{vy,)



4 ORDNUNGEN

eine Orthogonalbasis ist.
Falls die Normabbildung surjektiv ist, setze ; := av; mit aa = B(v;,v;)~!. Dann ist
B(0;, ;) = 1 nach Konstruktion und somit 01, ...,0, eine Orthonormalbasis. ]

Lemma 3.9. Enthdlt V mindestens einen isotropen Vektor, so existiert eine Basis von
V', die nur aus isotropen Vektoren besteht.

Beweis. Sei zunichst
V=Li1lLol...1L,1W,

eine Zerlegung wie in Lemma 3.4, das heifst, W ist ein anisotroper Unterraum von V und
L; = {ej, fi) sind hyperbolische Geraden. Ist wy,...,w; eine Basis von W, so existieren
a; € F, sodass

B(w; + e1 + aifi,w; + e1 + aifi) = Blws, w;) + a; +@; = 0,

da die Spurabbildung surjektiv. Setze w; = w; + e1 + a;f1 fir 1 < ¢ < k, dann ist
€1, fi,- -+ €m, fm, W1, ..., Wy eine Basis aus isotropen Vektoren.
O

4 Ordnungen

Falls |Fo| = ¢ und V ein Vektorraum der Dimension n ist, schreibt man auch U(n,q),
SU(n,q), usw.

Das néchste Ziel ist, die Ordnung dieser endlichen Gruppen zu bestimmen. Im ers-
ten Schritt werden die Anzahlen von isotropen Vektoren und hyperbolischen Paaren
bestimmt.

Lemma 4.1. Eine hyperbolische Gerade L := (e, f) enthdlt genau q+ 1 isotrope Punkte.

Beweis. Die isotropen Punkte von L sind genau (f) und (e + bf), wobei b+ b = 0. Fiir
(f) ist dies klar. Fiir (e + bf) sieht man dies durch

Ble+bf,e+bf) = Be,e)+bB(e, f) +bB(e, f) +bbB(f, f) =b+b=0

Da die Spurabbildung surjektiv ist, muss der Kern ein eindimensionaler Teilraum von F
sein. Es gibt also ¢ Moglichkeiten ein b zu wihlen, so dass (e + bf) ein isotroper Punkt
ist. Zusammen mit (ef) gibt es also ¢ + 1 isotrope Punkte. O

Lemma 4.2. V enthdlt (¢"' — (—1)""1)(¢" — (—1)") isotrope Vektoren.

Beweis. Sei i, die Anzahl der isotropen Punkte in (V). Dann ist (¢? — 1)¢,, die Anzahl
der isotropen Vektoren in V' (alle Vielfachen aufer dem Nullvektor). Nun soll eine Re-
kursionsgleichung fiir ¢,, aufgestellt werden. Es gilt t; = 0, denn wére ¢; = 1, dann wére
die Form g ausgeartet. Nach Lemma 4.1 gilt 15 = ¢ + 1.

Sei nun n > 2. Sei P = (p) ein isotroper Punkt. Wir wollen zuerst die isotropen Punkte
in (p)* und danach die isotropen Punkte nicht in (p)* zihlen.
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Sei s € V so, dass (p, s) hyperbolisches Paar ist. Zeige nun

{ () total isotrop | (z) C (p)*, (z) # (p)}
= {{(z) total isotrop | (z) C (p,r),(r) C (p,s)* total isotrop , (z) # (p)} :== A

“C” Sei (z) C (p)* total isotrop mit (z) # (p). Definiere r := z — B(z, s)p. Dann ist
0 = B(r,r) = B(r,p) = B(r,s). Also gilt (z) C (p,7), (r) C (p,s)* total isotrop.

“D7 Sei (x) C (p,r) mit (r) C (p, s)* total isotrop und (z) # (p). Dann ist = = kp+Ir
und B(x,p) = B(kp + Ir,p) = 0. Also folgt () C (p)=*.

Wir zéhlen also die Menge A ab.

Wihle dazu ein r € V fest, so dass (r) C (p,s) und (r) isotrop. Sei weiter T :=
(kp+1r) C (p,r) ein isotroper Punkt mit 7' # P. Dann ist aber [ # 0, also T = (kp+ 7).
Dann gilt

Blkp+rkp+r)=0

denn S(p,p) = B(r,r) = B(p,r) = 0. Also gibt es ¢® = |F| Moglichkeiten fiir die Wahl von
k um einen isotropen Punkt zu erhalten. Fiir die Wahl von (r) gibt es ¢, _o Moglichkeiten,
da dim({p, s)*) = n—2 und fiir (r) # (') gilt (p, )N (p,7’) = (p), denn wire dim({p, )N
(p,r")) = 2, wiirde 7' = kp + Ir mit k # 0 gelten. Dann wire kp = r' — Ir € (p, s)*. Dies
ist ein Widerspruch zu B(p, s) = 1. Also ist die Méchtigkeit der Menge A genau ¢2i,,—o.
Damit ist 14 ¢?1,_o die Anzahl der isotropen Punkte in (p)*.

Nun wollen wir die isotropen Punkte zihlen, die nicht in (p)* liegen. Zunichst sei
bemerkt, dass jeder isotrope Punkt (r) ¢ (p)L auf der Geraden (p,r) liegt. Zudem
enthilt jede hyperbolische Gerade genau 1o = g+ 1 isotrope Punkte. Wir bestimmen nun
also die Méachtigkeit der Menge

£i={L <V |dim(L) =2, (p) < L,L £ (p)*}
Dann gilt |£| = |{L < V/P | dim(L)=1,L £ P+/P} . Wir kénnen also die Erzeuger

zahlen. Dabei gilt dim(V/P) =n — 1 und dim(P+/P) =n — 2 . Also gibt es (¢2)" ! —
(¢®)" 2 mogliche Erzeuger. Damit ist

)= @) - ()" @)1

Da auf jeder Geraden ¢ isotrope Punkte ungleich (p) liegen, ist q¢**~* = ¢**~2 die Anzahl
der isotropen Punkte, die nicht in (p)* liegen.
Also gilt
ln = qzbn72 + q2n—3 +1

Die Losung dieser Rekursionsgleichung ist

(@ = (=)D = (=D)™)

lp = q2_1

Damit ist die Anzahl der isotropen Vektoren in V genau (¢"~!1—(—1)""1)(¢"—(-1)"). O
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Lemma 4.3. V enthilt ¢*"3(¢"~* — (=1)""1)(¢" — (=1)") hyperbolische Paare.

Beweis. Sei (u,v) ein hyperbolisches Paar. Fiir die Wahl von u € V' gibt es nach obigem
Beweis (g2 — 1)1, Mdglichkeiten. Der zweite isotrope Vektor v darf nicht in (u)~ liegen.
Wieder nach obigem Beweis gibt es ¢?"~2 Méglichkeiten fiir die Wahl eines isotropen
Punktes (s) = S ¢ (u)*. Nun gilt

|

Blu,as) = Bu, s)o(a) = 1

Da [B(u, s) # 0 und o ein Kérperautomorphismus ist, gibt es genau eine Wahl fiir a. Also
gibt es genau ein v € S mit S(u,v) = 1. Damit ist die Anzahl der hyperbolischen Paare
in V genau (¢° — 1)ing® % = ¢ (¢" " = (=1)" H)(¢" — (=1)"). O

Satz 4.4. Sein € N. Dann ist |U(n,q)| = gz [Tioi(¢* — (—1)F).

Beweis. Sein € N ungerade. Dann hat V eine unitére Basis der Form (eq, fi1, ..., €m, fm, w).
Dann gibt es genau

q2n—3(q2 _ 1)an2n77<q2 _ 1)%—2 . ._q3(q2 _ 1)L3(q + 1)

Mboglichkeiten fiir die Wahl dieser Basis. Da U(n, q) reguldr auf den Basen dieser Form
operiert, gilt auch

U(n, q)|
— 232 — ll)b w7 (@2 = Vin—g - 3 — 1)is(qg+ 1)

= (q+1)Hk 1L1+2k(q 1)q4k_1

= (g4 DT T (¢ (1) (1)
= (q+1)g"" DI (q — (1%
:q%WIHhmz—en%

n—1 n—1/n—1
m&;?%—l—«zkl>—51=4(2%f”)—%4=“*W?H“”=

(n—1)n
e
Sei n € N gerade. Dann hat V eine Basis der Form (e, f1,...,€m, fm). Dann gibt es

genau

2n—3(q2 _ l)an2n_7(q2 _ 1)Ln72 . q(q2 _ 1)L2

Méglichkeiten fiir die Wahl dieser Basis. Da U(n, ¢) regulir auf den Basen dieser Form
operiert, gilt auch

q

[U(n, q)|
= "¢ = Dng® (¢ = Din2---q(q® = Dz
= Hk 1L2k:( _1)q4k73
— qzk 1 4k— 3H2 ( k—1 _ (_1)2k71)(q2k _ (_1)2k)
= "I (¢" = (-1)F)
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i Stk 3 = S g =g () - o et

n(n—1
(1) 0

Korollar 4.5. |PU(n,q)| = |SU(n, )| = 2"V [['_,(¢* — (—1)F)

Beweis. Die spezielle unitire Gruppe ist eine Untergruppe vom Index ¢ + 1 in U(n,q),
denn mit dem Homomorphiesatz angewandt auf die Determinantenabbildung gilt

U(n,q)/SU(n,q) = {a € F*|laa = 1} = ker(N)
Somit folgt die Behauptung fiir SU (n, ¢) mit Lemma 2.3 und dem obigen Satz. Aukerdem
gilt
PU(n,q) = U(n,q)/ {Aa|aa =1}
und | {\;|aa = 1} | = |ker(N)|. Damit folgt die Behauptung auch fiir PU(n, q). O
Korollar 4.6. |PSU(n,q)| = d~1gan(n=1) [Tiss(d* — (=1)%), wobei d := ggT(n,q+ 1).

Beweis. Es gilt:
PSU(n,q) = SU(n,q)/{ alaa =1,a" =1}

Die Skalarmatrizen bilden eine Untergruppe der Ordnung d in SU(n, q), denn
‘{)\a’aa: ]_,an = ]_}| = ‘ {a GFX|CLE: 17an _ 1}|

und die rechte Seite ist eine Untergruppe der multiplikativen, zyklischen Gruppe von
F, wobei alle Elemente eine Ordnung haben, die n und ¢ + 1 teilt. Damit folgt die
Behauptung. O

5 Unitadre Transvektionen
Lemma 5.1. Falls f € U(V), dann gilt ker(id — )+ = im(id — f).

Beweis. Sei v € ker(id — f). Dann ist (id — f)(v) = 0, also f(v) = v. Daher gilt fiir alle
ueV:

feu(v)

Blu— f(u).v) = Blu,0) = B(F(w),v) "2 Blu,v) = B(F(w), £) = 0
Daher gilt also im(id— f) C ker(id— f)*. Aukerdem gilt dim(im(id— f))+dim(ker(id—

£) = n = dim(ker(id— f)*)+dim(ker(id— f)), also ist dim(im(id— f)) = dim(ker(id—
£)*). Damit folgt die Gleichheit. =

Betrachte nun Transvektionen: Sei dazu ¢ € V* v € V mit ¢(u) = 0. Dann ist
bpa(v) = v+ pl0)u

eine lineare Transvektion.

10



5 UNITARE TRANSVEKTIONEN

Lemma 5.2. Falls t,, # id, dann gilt:

1. ker(id —t,u) = ker(p)

2. im(id —tyq) = (u)

3. Fallsty,, € U(V), dann ist u isotrop.

Beweis. Da t,,, # id, ist u # 0 und ¢ # 0.
Sei nun

x € ker(id —tyq)
& (id—tyu)(x) =0
& z—x—p(x)u=0

& o(x)u =0
Z) o) =0
& x € ker(p)

Dies zeigt die erste Bemerkung.

Fiir die zweite Bemerkung sei

y € im(id — ty )

& JzxeV: (id—tyu)(z) =y
&S r—x—@@u=y

& —pl@u=y

= Y€ (u)

Daher gilt also im(id — t,u) € (u). Da aber auch t,,, # id, ist dim(im(id — t,.)) # 0,
also folgt die Gleichheit.

Falls t,, € U(V) folgt dann mit Lemma 5.1 ker(p) = (u)®. Da aukerdem ¢(u) = 0,
folgt, dass w isotrop ist. O

Satz 5.3. Sei t eine Transvektion. Dann gilt: t € U(V) < t(v) = v+ aB(v,u)u mit
a € F, wobei a+a =0, und u isotroper Vektor ist.

Beweis. Nach obigem Lemma ist w isotrop. Des Weiteren gilt:

te e

t=tyucUV)

B(t(v),t(w)) = B(v,w) fiir alle v,w € V

B(v + p(v)u,w + p(w)u) = B(v,w) fiir alle v,w € V

B, w) + e(w)B(v,u) + ¢(v)Bu, w) + e(v)p(w)B(u, u) = B(v, w) fir alle v,w € V
o(w)B(v,u) + ¢(v)B(u,w) =0 fir alle v,w € V

~—

—~

Da wu isotrop ist, kann man einen Vektor w finden, so dass (u,w) ein hyperbolisches

Paar ist. Also ist f(w,w) = 0, woraus folgt, dass p(w) + (w) = 0. Dann gilt: t(v) =
v+e(v)u =v—p(w)B(v,u)u. Setze a := —p(w) um gewiinschte Darstellung zu erhalten.

11



5 UNITARE TRANSVEKTIONEN

Andersherum sei t(v) = v + af(v,u)u eine Transvektion mit u isotrop, a € F und
a+a = 0. Dann gilt:

B(t(v), t(w)) = B(v+aBv u)u w + af(w, u)u)
= Bv,w)+ap(u,w)s(v,u) + af(v,u)s(u,w) + aaf(v,u)B(u, w)B(u,u)
= ggv7w§+( ) (u, w)B(v, u)

Damit ist ¢t € U(V). O

Korollar 5.4. V' enthdlt isotrope Vektoren genau dann, wenn SU (V) Transvektionen
enthdlt.

Beweis. Sei u isotroper Vektor in V. Da die Spurabbildung surjektiv ist, wihle a €
Tr=1({0}). Sei ¢ := aB(—,u). Dann ist t,, € U(V). AuRerdem gilt det(t,,) = 1, also
tyu € SU(V). Die andere Richtung ist mit obigem Lemma klar. O

Bemerkung 5.5. Falls V' ein Vektorraum iiber einem endlichen Korper mit dim V > 2
ist, enthélt er isotrope Vektoren. Bei Vektorrdumen iiber unendlichen Koérpern ist das im
Allgemeinen nicht der Fall.

Die Wurzelgruppe Xp p1 = {tou| u € P, ker o = P+}mit P := (u) fiir einen isotro-
pen Vektor u besteht genau aus den Transvektionen der Form aus Satz 5.3, also kann
man die die Wurzelgruppe auf folgendermafien darstellen:

Xppr={v=v+af(v,u)u|a+a=0}

Lemma 5.6. U(V) operiert durch Konjugation transitiv auf der Menge der Wurzelgrup-
pen Xp prmit P = (u) fiir einen isotropen Vektor u.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass U(V) transitiv auf der Menge der isotropen Vektoren
operiert. Seien dazu u und w isotrope Vektoren in V. Betrachte f : (u) — V| u — w.
Dann ist f eine lineare Isometrie, denn seinen uy,uz € (u), also u1 = aju und ug = agu.
Dann gilt B(f(u1), f(u2)) = a1azf(w,w) = 0 = S(u1,uz). Da B nicht ausgeartet ist, ist
die Voraussetzung vom Satz von Witt erfiillt, und f kann zu einer lineare Isometrie g auf
V fortgesetzt werden. Auferdem ist g bijektiv, und daher gilt g € U(V) mit g(u) = w.

Nun zeige, dass U (V) transitiv auf der Menge der Wurzelgruppe operiert. Seien P = (u)
und R = (w) jeweils von einem isotropen Vektor erzeugt. Nach dem bereits gezeigtem
existiert ein f € U(V) mit f(u) = w. Betrachte nun

fXppif™

= f{v»—>v+a6(vu) la+a=0}f!
= {vv+af(f1(v),w)f(u) | a+a=0}
— {vr> vt aBlv, () f(u) | a+a=0}
= {v—v+af(v,w)w | a+a=0}
= Xppge
Daraus folgt die Behauptung. O

12



6 HYPERBOLISCHE GERADEN

Definition 5.7. T'(V) ist die von Transvektionen erzeugte Untergruppe von SU (V).

6 Hyperbolische Geraden

Satz 6.1. Fualls L eine hyperbolische Gerade ist, dann ist SU(L) = SL(2,Fy).

Beweis. Sei L = (e, f), wobei (e, f) ein hyperbolisches Paar und J die Grammatrix von

B beziiglich (e, f) ist, d.h. J = ( (1) (1) ) Weiter sei f € GL(L) eine lineare Abbildung

mit Abbildungsmatrix A = < CCL Z

).Danngilt
feSu(L)
= ATJo(A) = Jund det(A) = ad — be =1
a ¢ 01 a b B ac +ac ad+ cd B 0 1 B
‘:’<b d><1 O><c d>_<ad+bc bd+bd>_<1 o) undad =be =1
<« ac+ac=bd+bd=0undad —bc=1=ad~+ cb
= b+b=c+¢=0,ad—bc=1unda,d € F

Die letzte Aquivalenz ergibt sich dabei folgendermafen. Zeige zundchst die Riickrichtung.
Es gilt ac + a¢ = ac — ac = ¢(@ —a) = 0, da a € Fo. Analog fiir bd + bd. Da d € Fy folgt
weiter ad + bc = ad + bc =1+ be + be =1 4 ¢(b+ b) = 1. Nun zur anderen Richtung.

c—bcc=(1—-bc)c=dac=—dac=—(1+bc)c=—-¢c—bcc=c+c=0
add — d = d(ad — 1) = bdc = —bdc = —d(bc) = —d(1 —ad) = —d +add = d = d

Analog ldsst sich b+ b = 0 und @ = a zeigen. Sei nun s € FX mit s +35 = 0. Dies ist
moglich, da die Spurabbildung stets surjektiv ist. Definiere nun folgende Abbildung

7 SU(L) — SL(2,Fy), ( i Z) — ( S_al 5; )

C

wobei hier die Abbildungen mit den Abbildungsmatrizen identifiziert werden. Die Ab-
a sb

bildung ist wohldefiniert, da det< e g
gezeigt a,d € Fy sowie sb =35b = (—s)(=b) = sbund s~lc = s~ 1c = (=5 1)(—c) = s l¢,
das heift sb, s7'c € Fy. Auferdem ist 7 offenbar ein Homomorphismus und injektiv.

!/ /
Fiir die Surjektivitdt sei ( Z, Z, ) € SL(2,Fy) beliebig. Setze a = a/,d = d' sowie

b="Vs"tund ¢ = /s. Dann gilt a,d € Fy, ad —bc = 1 sowie b+b = (s +s~1) = 0 und
_ L . a b . a b\, [(dV
c+c—c(3+s)—0.Dashe11%t<C d)ESU(L)mltﬂ'(<C d>)_<c’ Z )

Damit ist m ein Isomorphismus und die Behauptung gezeigt.

> = ad — bc = 1 und weiter wie bereits
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6 HYPERBOLISCHE GERADEN

Lemma 6.2. PSU(L) operiert zweifach-transitiv auf den isotropen Punkten von P(L).

Beweis. Sei V := (x,y)r, ein zweidimensionaler Fo-Vektorraum und sei L = (e, f)r,
wobei (e, f) ein hyperbolisches Paar ist. Es gilt

{PeP(L)| P isotrop} = {(f),(e+af) | a+a=0} = M

und
PV) ={(y). (x+by) [ b€ Fo} =: My

Sei 7 wie in obigem Beweis. Definiere eine Abbildung ¢ wie folgt:
p: My — My, (f) = (y) und (e +af) = (z + s~ ay)

wobei s wie in der Definition von 7 in obigem Beweis. Dann ist ¢ wohldefiniert, denn
s7la = s71a = (—s1)(—a) = s~ la, also ist s~ 'a € Fy. AuRerdem gilt fiir ein b € F,
dass sb+ sb = sb+3b = (s +5)b = 0, also ist ¢((e + sbf)) = (x + by). Damit ist
@ surjektiv. Die Injektivitdt von ¢ ist klar. Also ist ¢ ein Bijektion. Dann gibt es eine
Korrespondenz zwischen der Operation von PSU(L) auf den isotropen Punkten von
P(L) und der Operation von PSL(V) auf P(V) im folgenden Sinne:

M, A M
50 Te
My, ™ g

wobei A € PSU(L). Durch nachrechnen erhilt man fir alle P € My: p(A(P)) =
m(A)(¢(P)), das Diagramm kommutiert also. Da nach Satz 4.1 (Taylor) die Gruppe
PSL(V) zweifach-transitiv auf My operiert, operiert auch PSU(L) zweifach-transitiv
auf M;. O

Korollar 6.3. Fiir eine hyperbolische Gerade L gilt:
1. T(L) = SU(L); d.h. SU(L)wird von Transvektionen erzeugt.
2. T(L) = SU(L), auper fir F =Fy oder F = Fyg

Beweis. Sei V := (x,y) ein zweidimensionaler Fy-Vektorraum. Eine Transvektion aus
SU(L) hat die Form t(v) = v+ af(v, e)e, wobei e ein isotroper Vektor und a+a = 0 ist.
Wihle als Basis also das hyperbolische Paar (e, f). Dann hat die Matrix der Abbildung

Dreiecksgestalt:
1 a
T ( Lo )

Wendet man nun den Isomorphismus 7 aus Satz 6.1 auf T an, so erhilt man:
1 sa
m(T) = < 0 1 )
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7 DIE OPERATION DER PSU(V) AUF DEN ISOTROPEN PUNKTEN

Setze nun ¢(x) = 0 und ¢(y) = sa, also ¢ € V*. Dann ist n(T") die Matrix der Trans-
vektion t, . : v = v + ¢(v)x. Man erkennt also, dass die Transvektionen von SU(L)
genau den Transvektionen von SL(V') entsprechen. Da nach Satz 4.3 (Taylor) die Gruppe
SL(V) von Transvektionen erzeugt wird, wird mit der Isomorphie aus Satz 6.1 also auch
SU(L) von Transvektionen erzeugt. Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung.

Fiir die zweite Behauptung benutze Satz 4.4 (Taylor). Da dim(V) = 2 muss |Fo| ¢
{2,3} gelten, damit die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind. Dann gilt SL(2,Fy) =
SL(2,Fp). Mit der Isomorphie aus Satz 6.1 gilt also SU(L) = SU(L)’, und mit Teil 1
folgt dann T'(L) = SU(L)'. O

Lemma 6.4. Fir alle a € Fo\{0} ist die Operation von SU(L) auf der Menge Q :=
{v | B(v,v) = a} regular.

Beweis. Seiv € € beliebig, das heift 5(v,v) = a. Ergénze v durch u zu einer Orthogonal-
basis von L, also L = (v) L(u). Seinun f € Stabgy(r)(v). Betrachte die Abbildungsmatrix
A von f beziiglich der Basis (v,u). Dann gilt A = < (1) I;

k,l € F. Dann folgt 1 = det(A) = [. Weiter erhélt man

0= B(u,v) = B(f(u), f(v)) = Blkv +lu,v) = kB(v, v)

und da B(v,v) # 0 folgt somit k = 0 und f = idy. Damit gilt Stabgy () (v) = {idL} fiir
alle v € Q. Zeige noch, dass die Operation transitiv ist. Seien dazu v, w € Q beliebig und
g: (w) = L, w+ v. Dann kann die lineare Isometrie g nach dem Satz von Witt auf L
fortgesetzt werden. Sei diese Fortsetzung g € U(L) und d := det(g) sowie (v)* = (u) wie
oben. Definiere f : L — L durch f(v) = v und f(u) = d~u. Einsetzen der Basisvektoren
v, u zeigt, dass B(f(v1), f(v1)) = B(v1, v2) fiir alle v; € L, das heifit f € U(L). Dann folgt
fg € SU(L), denn det(fg) = det(f)det(g) = d~'d = 1. Weiter gilt fg(w) = f(v) = v
und damit ist die Transitivitit gezeigt. O

>, wobei f(u) = kv + lu fir

7 Die Operation der PSU(V) auf den Isotropen Punkten

Lemma 7.1. Sei V = L1W , wobei L = (e, f) fiir ein hyperbolisches Paar (e, f) € VXV,
und d € F mit dd = 1. Dann ezistiert g € U(V) mit g‘W =idw, g((e)) = (e), g({f)) =
(f) und det(g) = d*.

Beweis. Sei wy,...,wy eine Basis von W, also V' = (e, f)L{(w1,...,wx). Nach Lemma
2.3 existiert ein a € F' mit d = a/a. Definiere

g:V—oV,e—ae falf undw — w;.

Dann gilt

/B(Q<e)?g(f)) = 6(667(171.]0) =aal=1= 5(67 f)
und

Blg(e),g(wi)) = 0= Ble,wi) und  Blg(wi), g(w;)) = Bwi, w;)
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7 DIE OPERATION DER PSU(V) AUF DEN ISOTROPEN PUNKTEN

und fiir die anderen Kombinationen der Erzeuger analog. Es gilt also g € U(V) sowie
det(g) = aa~! = d~! und die anderen geforderten Eigenschaften sind offenbar ebenfalls
erfiillt. n

Satz 7.2. Sei der Wittindex von V' mindestens 1 und Q die Menge der isotropen Punkte
von P(V). Dann gilt:

1. Die Gruppe PSU (V') operiert transitiv und trew auf Q.

2. Falls der Wittindex von V gleich 1 ist, dann operiert PSU (V') zweifach-transitiv
auf Q.

3. Falls der Wittindex von V mindestens 2 ist, dann ist die Operation von PSU(V)
auf Q primitiv.

Beweis. Zeige zunichst, dass die Operation der PSU (V) auf Q treu ist. Sei dazu g €
SU(V) mit g(P) = P fiir alle P € Q. Fiir eine hyperbolische Gerade L = (e, f) gilt
dann g(e) = re und g(f) = sf fiir geeignete r,s € F*, da (e) und (f) isotrope Punkte
sind. Sei 0 # a € F, sodass a + @ = 0. Dann ist (e + af) ein isotroper Punkt und damit
gle+af)=t(e+ af) fir ein t € F*. Dann erhalten wir aber

re+asf =g(e) +ag(f) =gle+af) =tle+af) =te+atf.

Mit der linearen Unabhingigkeit von e, f folgt dann r = t = s. Damit fixiert g jeden
Punkt auf L. Sei nun (w) ein beliebiger anisotroper Punkt, e € V isotrop, b := f(e, w)
und k£ € F. Dann gilt

B(w + ke, w + ke) = kB(e,w) + kB(w, e) + Bw,w)
= kb + kb + B(w, w).

Da die Spurabbildung surjektiv ist, kann k so gewéhlt werden, dass f(w+ke, w+ke) = 0,
insbesondere gilt dann k # 0. Dann ist (w + ke, e) eine hyperbolische Gerade mit (w) C
(w + ke, e) und nach dem bereits Gezeigtem wird (w) fixiert. Damit ist die Operation
treu.

Zeige nun die Transitivitdt der Operation. Seien dazu Py = (p1), P» = (p2) € Q
beliebig. Betrachte zunéchst den Fall, dass B(p1,p2) # 0. Dann ist L := (p1,p2) eine
hyperbolische Gerade. Nach Lemma 6.2 existiert § € SU(L) mit g(P1) = P». Da V =
LLL* gilt, kann man § durch die Identitit auf L zu einer Abbildung g € SU(V)
fortsetzen mit g(P;) = P,. Betrachte nun also den zweiten Fall, das heift, 8(p1,p2) = 0.
Dann ist E := (p1,p2) ein total isotroper Unterraum von V. Sei g € SL(E) mit g(Py) =
P5. Die lineare Isometrie kann nach dem Satz von Witt auf V fortgesetzt werden. Sei
g € U(V) diese Fortsetzung und d := det(g), also insbesondere dd = 1. Weiter sei f € V,
sodass L := (pa, f) eine hyperbolische Gerade. Dann ist

V=LLW,
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8 DREIDIMENSIONALE UNITARE GEOMETRIEN

wobei W := L*. Nach Lemma 7.1 existiert g’ € U(V) mit

9|y =idw, g'(P2) = P, g ((f)) = (f) und det(g') =d".

Also ist h:=¢'g € SU(V) mit g(P1) = P.

Zeige als ndchstes die zweite Aussage. Seien hierfiir P = (p), Q1 = (q1), Q2 = (¢2) € Q
mit Q; # P. Dann gilt S(p, q;) # 0, da sonst (p, ¢;) ein total isotroper Untervektorraum
von V der Dimension 2 wére, im Widerspruch dazu, dass V Wittindex 1 hat. Nehme
durch Skalierung ohne Einschréinkung an, dass (p,q1) und (p,g2) hyperbolische Paare
sind. Nach dem Satz von Witt kann die lineare Isometrie

g: p,q1) = V.p—=p, 1 q

zu einem g € U(V) fortgesetzt werden. Sei d := det(g) und L := (p, ¢2), dann existiert
nach Lemma 7.1 ein ¢’ € U(V) mit

J(P)=P, ¢ (Q) =Qy und det(g)=d .

Dann ist wiederum h := ¢'g € SU(V) mit h(P) = P und h(Q1) = Q2. Also operiert
Stabpgy vy (P) transitiv auf Q\{ P} fiir ein beliebiges P € {2 und damit PSU (V') doppelt
transitiv auf €.

Die dritte Aussage ldsst sich analog zu Satz 8.3 (Taylor) zeigen. O

8 Dreidimensionale unitare Geometrien

In diesem Abschnitt sei V' eine unitdre Geometrie der Dimension 3 mit Wittindex 1.

Sei (€, f) ein hyperbolisches Paar in V und sei 0 # w € (e, f)* mit B(w,w) = b # 0.
Setze e := bé und 3 := b~!3. Dann gilt weiterhin, dass (e, f) ein hyperbolisches Paar ist,
denn B(e,e) = b1BB(E,8) = 0 = b-LB(f, ) = B(f. f) und Ble, f) = b-1b3(&. f) = 1.
Auferdem gilt nun auch B(w,w) = 1.

Wir kénnen also ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass e,w, f € V so gewéhlt
sind, dass (e, w) = B(f,w) =0 und B(e, f) = B(w,w) = 1 und (e, w, f) eine Basis von
V ist. Die Grammatrix der Form (§ hat dann die Gestalt

J =

_= o O

0 1
10
0 0

Sei g € Staby(yv)(e). Ziel ist es nun, die Matrix dieser Abbildung aufzustellen. Damit
(e) fixiert wird, muss die Matrix die folgende Form haben:

ap a2 asg
G/ = 0 ay as
0 ag ar
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8 DREIDIMENSIONALE UNITARE GEOMETRIEN

Zusitzlich muss sie die Relation G*JG’ = J erfiillen. Daraus ergibt sich aber schon, dass
ag = 0. Also ist

a; ag as
G .= 0 a4 as
0 0 Qg

die Matrix der Abbildung g. Nun erkennt man auch, dass g({e)*) = g({e,w)) = (e, w)
ist. Aufserdem erhélt man durch die obige Eigenschaft der Matrix GG, dass die Eintréige
folgende Beziehungen erfiillen miissen:

1. a1jag = ajag =1

2. aqaq4 =1

3. asag + aqas = 0

4. agag + asas + agaz = 0

Nun kann man aus diesen Bedingungen die Matrix fiir g € Stabg(v)(e) konstruieren.
Man erhéalt also eine weitere Bedingung.

5. det(G) = ayaqa6 = 1

Auferdem folgt nun, dass a; = 1 ist, damit g(e) = e gilt. Mit Bedingung 1 erhélt man
nun, dass auch ag = 1 gelten muss. Dann ist aufgrund von Bedingung 5 auch a4 = 1.
Setze nun a; = ag = a4 = 1 in die Bedingungen 3 und 4 ein, dann erhélt man, dass die
Abbildungsmatrix von g die Gestalt

Q(a,b) :=

S O =

—a b
1 a
0 1

mit aa@ + b + b = 0 haben muss.

Korollar 8.1. Stabgyvy(e) = Q = {Q(a, b) | aa+b+b= O} und es gelten die folgen-
den Formeln fiir die Multiplikation und die Bildung der inversen Matriz:

Q(a1,b1)Q(az2,b2) = Qa1 + az, b1 + b — ayas)
Q(aa b)il = Q(_a? —b— aa)

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus obiger Konstruktion. Fiir den Beweis der
Formeln muss das Matrixprodukt nachgerechnet werden. O

Lemma 8.2. Die Kommutatoruntergruppe Q' von Q ist die Wurzelgruppe X(e) (e)r und
es gilt T(V) C SU(V)

Beweis. Mit den in Lemma, 8.1 benutzten Formeln fiir die Multiplikation und das Inver-
tieren von Elementen aus () erhilt man

[Q(a1,b1), Q(az,b2)] = Q(0,a1a3 — atas)
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Fiir b := ajas — a1as gilt nun, dass b + b = 0. Also koénnen wir schreiben
Q" ={Q(0,b) | b+b=0}

Betrachte nun die Wurzelgruppe Xy o)1 = {U v+ bB(v,e)e | b+b= 0}. Beziiglich
der Basis (e, w, f) hat die Matrix dieser Transvektion die Form

1 b
0 1

o = O

mit b+ b = 0. Damit ist Q' die Wurzelgruppe X (e) ()1~ Die in diesem Kapitel benutzte
Konstruktion kann fiir jeden beliebigen isotropen Vektor e’ gemacht werden. Somit erhalt
man, dass T(V) C SU(V)', da jede Transvektion in einer Wurzelgruppe enthalten ist
und da @ C SU(V) und somit auch Q' = X, (y1 € SU(V)’ fiir alle isotropen Vektoren
ecV. O

Lemma 8.3. Falls F ein endlicher Korper mit |F| > 4 ist, operiert T(V') transitiv auf
der Menge M :={v eV | B(v,v) =1},

Beweis. Seien v,w € M. Falls L := (v, w) nicht entartet ist, gilt nach Korollar 3.2, dass
L isotrope Vektoren enthilt, also kann man als Basis ein hyperbolisches Paar wéhlen.
Damit ist L eine hyperbolische Gerade. Dann gilt mit Lemma 6.4 und Lemma 6.3, dass
es eine Transvektion ¢t € T'(V') gibt mit ¢(v) = w.

Betrachte nun den Fall, dass (v,w) entartet ist, also (v,w)* = (e) C (v,w), wobei
e so gewahlt ist, dass e = v — aw, also v = e 4+ aw. Dann ist e ein isotroper Vektor,
denn B(e,e) = B(e,v — aw) = B(e,v) — aB(e,w) = 0, da e € (v,w)". Insbesondere ist
e € (w)*. Da dim({(w)*) = 2, existiert ein isotroper Vektor f € (w)* mit B(e, f) = 1.
Also gilt (e, f) = (w)tund (e, w, f) ist eine Basis von V. Betrachte nun B(v,w — af) =
Bv,w) — aB(v, f) = B(e + aw,w) — aB(e + aw, f) = a —a = 0. Also ist w — af € (v)*.
Da auRerdem e € (v)1und (e,w, f) eine Basis von V ist, ist also (e,w — @f) eine Basis
von (v)L.

Wihle nun u € (v)* = (e,w—af), so dass (u,v) und (u,w) nicht entartet ist. O.B.d.A
setze u := be + w — af. Dann ist B(u,w) = B(be + w — af,w) = f(w,w) = 1. Sei nun
0#z=ku+lv € (u,v). Es gilt

(u,v) entartet
= B(:c,u)—kﬂ(u u) =0 und B(z,v) =1=0
2 Bluu) =

Also muss b so gewahlt werden, dass 5(u, u) # 0. Betrachte jetzt 0 # z = ku+lw € (u, w).
Dann gilt

(u, w) entartet
— f[(z,u) =kB(u,u) +1=0und B(z,w) =k+1=0
— k(B(u,u)—1)=0
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Es muss also &k = 0 oder (u,u) = 1 gelten. Da aber k + 1 = 0, ist im Fall £ = 0 auch
I = 0. Damit wire auch x = 0, also kann dieser Fall nicht auftreten. Insgesamt erhélt
man also

(u,w) entartet <= PB(u,u) =1

Dann muss einerseits gelten 8(u,u) = B(be +w — af,be +w — af) = —ab —ab+1 # 0,
also ab + ab # 1, andererseits muss auch geltenB(u,u) # 1, also ab + ab # 0. Anders
ausgedriickt bedeutet das, dass Bild(Tr)N{0,1} # () sein muss. Dies ist immer moglich,
falls Fg # Fa. Da dimp,F = 2, muss also |F| > 4 gelten.

Dann sind also (u,v) und (u,w) hyperbolische Geraden. Aus dem ersten Teil des
Beweises gibt es also t1,t2 € T(V) mit ¢t1(v) = w und to(u) = w. Dann ist (t3 0 t1)(v) =
w. O

Nun wollen wir zum Hauptziel dieses Abschnitts kommen, und die Einfachheit der
Gruppe PSU(3,q) fiir ¢ # 2 beweisen. Dazu wird zunéchst ein Lemma benotigt.

Lemma 8.4. Sei P = (p) € P(V). Dann ist die Wurzelgruppe Xp p. ein abelscher
Normalteiler von Stabgy (s q)((p))-

Beweis. Seien t1,t3 € Xp p1. Dann ist ¢;(v) = b+ a;3(v, p)p fiir i = 1, 2.

(t1 o t2)(v)
= t1(v + axB(v,p)p)
= v+ axf(v,p)p+ a1B(v + azxB(v,p)p,p)p
v+ azB(v,p)p + a18(v,p)p
v+ (a1 + az)B(v, p)p
v+ a18(v,p)p + a2B(v + a2B(v,p)p, p)p
= (tg o) tl)(v)

damit ist Xp p1abelsch. Aukerdem gilt fiir ein f € Stabgy (34 ({p)) mit f(p) = np und
n e F*:
fXP,PLf1

= f{v=v+aB(v,p)p|a+a=0}f!
{ve v+ aB(f(v),p)f(p) | a+a=0}
{v—=v+aB(v, f(p)f(p) | a+a=0}
{v—=>v+ab(v,np)np | a+a=0}
{v v+ annf(v,p)p | anw + ann = 0}
= XP7PL

also ist die Wurzelgruppe ein abelscher Normalteiler. ]

Satz 8.5. Fiir q # 2 sind die Gruppen PSU(3,q) einfach.

Beweis. Sei ¢ # 2 und sei v € V mit S(v,v) = 1 nach Lemma 3.8 gilt, dass v zu
einer Orthonormalbasis erginzt werden kann. Sei also (vi,v2,v3) mit v; := v eine Or-
thonormalbasis von V. Sei nun g € Stabgy (s q)(v) mit g(v;) = Z?I:::l a; puy fir i = 2,3.
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Auferdem ist fiir i = 2,3

0= pB(v,v) = B(g(v),g(vi)) = B(v, Y a;rvr) =1

also ist g(v;) € (va,vs3). Die Matrix dieser Abbildung hat dann folgende Blockdiagonal-

gestalt: 0 ), wobei A die Matrix der Abbildung g|(y, .,)- Da g € SU(3,q), muss

1

0 A
det(A) = 1 gelten, also kann g|,, .,y als Abbildung in SU(2, q) aufgefasst werden. Somit
erhélt man Stabgy (s q)(v) = SU(2,q). Aus Korollar 6.3 wissen wir, dass SU(2,q) von
Transvektionen erzeugt ist.

Sei nun g € SU(3,q). Dann gilt 5(v,v) =1 = (g(v), g(v)), also existiert nach Lemma
8.3 t € T(V) mit t(v) = g(v). Dann ist ¢’ =t~ o g € Stabgy(s ) (v). Also ist ¢ =
[Ti-, t; ein Produkt aus Transvektionen. Damit ist g = ¢’ ot = [[, t; ot ebenfalls
ein Produkt aus Transvektionen. Damit ist 7'(V') = SU(3, ¢). Mit Lemma 8.2 folgt also
SU(3,q) = SU(3,q). Nach Satz 7.2 operiert SU(3,q) zweifach transitiv, also primitiv,
auf den isotropen Punkten. Nach Lemma 8.4 ist Xp p. fiir einen isotropen Punkt P = (p)
ein abelscher Normalteiler. Auferdem gilt:

(f'Xppof|feSUB,q)
= (f{v—v+ap(v,p)pla+a=0}f|feSUS3,q)
= (v v+aBv, f(p)fp)la+a=0,feSU@3,q)
<XQ,Q¢ |Q € Q)
(V)
= SU(3,q)

Dann folgt mit Iwasawas Kriterium, dass
SU(3,q)/{g € SU(3,q) | g(P) = P fiir alle isotropen Punkte P}

einfach ist. Die Abbildung, die alle isotropen Punkte fest lasst, ist die Identitdt auf
PSU(3,q). Also gilt

SU(3,q)/{g € SU(3,q) | g(P) = P fiir alle isotropen Punkte P}
SU(3,q)/ {Aa | ao(a) =1,a® =1}
PSU(3,q)

11l

Damit ist also PSU(3,q) einfach. O

9 Die Einfachheit von PSU(V)

Bemerkung 9.1. Die Ausnahmefélle in den jeweiligen Sétzen, insbesondere die Gruppen
PSU(2,2), PSU(2,3) und PSU(3,2), werden in diesem Abschnitt nicht nidher unter-
sucht. Hierfiir sei auf die entsprechenden Abschnitte im Kapitel iiber unitire Gruppen
im Taylor verwiesen.
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Lemma 9.2. Ist F ein endlicher Korper und dim(V') > 2, so operiert die von Trans-
vektionen erzeugte Untergruppe T(V') transitiv auf M = {v € V| B(v,v) = 1} aufer fir
den Fall F = F4 und dim(V') = 3.

Beweis. Fiir n = 2 folgt die Behauptung aus Korollar 6.3 und Lemma 6.4. Fiir n = 3
folgt die Aussage aus Lemma 8.3. Sei also n > 4 und v, w € M. Betrachte zunichst den
Fall, dass dim({v,w)) = 2 gelte. Da F endlich ist, enthélt (v, w) isotrope Vektoren nach
Korollar 3.2 und diese kénnen zu einem hyperbolischen Paar erginzt werden. Das heifst
(v,w) ist eine hyperbolische Gerade und V = (v,w)L(v,w)*. Da B nicht ausgeartet
ist, existiert u € (v, w)* mit B(u,u) # 0. Da die Normabbildung surjektiv ist, sei ohne
Einschrankung S(u,u) = 1, also u € M. Es gilt v ¢ (v,w), das heifst, L1 := (u,v)
und Ls := (u,w) sind Vektorrdume der Dimension 2, also hyperbolische Geraden, da F
endlich ist. Nach Lemma 6.4 und Korollar 6.3 existiert ¢; € SU(Lp) mit ¢1(v) = u und
ty € SU(L9) mit to(u) = w. Da die ¢; nach Satz 5.3 Produkte von Transvektionen der
Gestalt
t(x) =z + ab(z,e)e

fiir einen isotropen Vektoren e € V und a € F mit a + @ = 0 sind, kdnnen die einzelnen
Transvektionen und damit auch ihr Produkt als Elemente von U (V') aufgefasst werden.
Dann ist t := totq € T(V) mit t(v) = w. Im Fall, dass dim({v,w)) = 1, existiert w’ € M
mit w ¢ (v) = (w). Nach dem bereits Gezeigtem, existieren dann ¢, to € T(V) mit
t1(v) = w’ und to(w') = w. Dann erfiillt wiederum ¢ := tot; € T(V), dass t(v) = w und
damit ist 7°(V') transitiv auf M. O

Eine Verallgemeinerung des obigen Lemmas ist sehr viel aufwendiger zu beweisen,
worauf an dieser Stelle verzichtet wird.

Lemma 9.3. Ist dim(V) > 2, dann operiert T(V') transitiv auf {v € V| B(v,v) = a} fir
beliebiges a € F, aufer fir den Fall F = Fy4 und dim(V') = 3.

Beweis. Siehe Taylor, Satz 10.21. O

Lemma 9.4. Ist dim(V) > 2 und der Witlindex von V' mindestens 1, so gilt T(V) =
SU(V) aufer fir den Fall SU(V) = SU(3,2).

Bewets. Zunichst sei bemerkt, dass V stets einen isotropen Vektor e enthilt, der sich zu
einem hyperbolischen Paar (e, f) ergénzen ldsst, da der Wittindex von V' mindestens 1
ist. Da V isotrope Vektoren enthélt, existieren dariiber hinaus auch stets Transvektionen
in SU(V). Zeige die Behauptung per vollstindiger Induktion iiber n. Fir n = 2 ist
V = (e, f) eine hyperbolische Gerade und die Aussage folgt aus Korollar 6.3. Sei also
n > 3. Da die Spurabbildung surjektiv ist, existiert a € F mit a + @ = 1. Setze weiter
v1 := e+ af. Dann gilt

B(vi,v1) = ple+af,e+af)=a+a=1.

Ergénze nun vy zu einer Orthogonalbasis vq,...,v, von V und sei V' := (va, ..., v,).
Zeige zunéchst Stabgy(vy(v1) = SU(V'). Definiere hierfiir die Abbildung

Y SUWV") — StabSU(V)(Ul), = f mit f: v = v, v = f(uy)  flurg > 2.
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Diese ist wohldefiniert, da fiir f € SU(V’) und f := ¢(f) gilt, dass

B(f(v1), f(v1)) = Blvr, v1) und B(f(v1), f(v5)) = 0 = B(r, )
und analog fiir die anderen Kombinationen der Erzeuger. Die Injektivitdt von 1 ist klar.
Zur Surjektivitédt sei f € Stabgyvy(v1) und f(vj) = Y27 ki jv;. Dann folgt

0= B(vi,v;) = B(f(v1), F(v;)) = Bor, Y kijoi) =k jB(v1,v1) = kg,
=1

also f = f v V= Ve SU(V). Das heift ¢(f) = f und ¢ ist surjektiv. Zeige noch,
dass ¢ Transvektionen auf Transvektionen abbildet. Sei dazu t € SU(V’) eine beliebige
Transvektion, dann gilt nach Lemma 5.3, dass

t(v) = v+ aB(v,u)u

fiir einen isotropen Vektor u € V' und a € F mit a+a = 0. Fasse t als Element in SU(V)
auf, dann gilt t(v1) = v1 + af(v1,u)u = v1, da v € V'. Das heikt t € Stabgy(v)(v1) und

U(t V/) = t ist eine Transvektion. Umgekehrt ist die Einschrinkung einer Transvektion

auf V' auch stets wieder eine Transvektion. Nach Induktionsvoraussetzung gilt weiter
T(V/) == SU(V,) = StCLbSU(V) (Ul).

Zu beachten ist hierbei, dass fiir den Fall SU(V') = SU(4, 2) die Induktionsvoraussetzung
nicht angewendet werden kann. Die Behauptung folgt in diesem Fall direkt aus Korollar
10.19 (Taylor). Da ¢ Transvektionen auf Transvektionen abbildet, gilt also T'(V) D
Stabgy vy (v1). Sei nun g € SU(V') beliebig, dann gilt

/B(g(vl);g(vl)) = ﬁ(vl,vl) =1.

Wegen der Transitivitat von T'(V') auf {v € V' | (v, v) = 1} nach Lemma 9.3, da SU (V') #
SU(3,2), existiert ein t € T(V) mit t(v1) = g(v1). Dann ist t7'g € Stabgyvy(v1) C
T(V),also g € T(V) und T(V) = SU(V), wie gewiinscht. O

Lemma 9.5. Sei dim(V) > 3 und der Wittindex von V' mindestens 1, so gilt SU(V') =
SU(V) aufer fir den Fall SU(V) = SU(3,2).

Beweis. Zeige zunichst, dass T'(V) C SU(V)'. Fiir n = 3 folgt die Aussage aus Lemma
8.2. Sei also n > 4 und t € T(V) eine Transvektion mit

t(v) =v+aB(v,u)u

fiir einen isotropen Vektor u € V und a € F mit a + @ = 0 nach Satz 5.3. Ergénze u
durch e € V' zu einem hyperbolischen Paar (u,e). Weiter seien wy, ..., w,—2 € V so, dass

V ={(u,e) L{wy)L... L{wy_2).
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Betrachte nun V := (u,e,w;). Da dim(V) = 3, gilt nach Lemma 8.2, dass T(V) C

SU(V'), das heift, es existieren g,h € SU(V') mit
t|_=ghg 'hl.
v gnhg

Setzte g, h durch die Identitit auf V4 = (wa, ..., wy—_o) fort. Wegen der Orthogonalitét
lasst sich leicht nachrechnen, dass dann g, h € SU (V). Weiter ist ¢ o1 = id, also gilt

t=ghg 'h™t € SU(VY.

Da dies fiir einen beliebigen Erzeuger t von T'(V') gilt, haben wir T(V)) C SU(V)’ gezeigt.
Nach Annahme ist SU(V) # SU(3,2), also folgt mit Lemma 9.4, dass T(V) = SU(V)
und somit SU(V) = SU(V). O

Satz 9.6. Ist dim(V) > 2 und der Wittindex von V mindestens 1, dann ist die Gruppe
PSU(V) einfach, aufer fir die Fille PSU(2,2), PSU(2,3) und PSU(3,2).

Beweis. Zeige, dass die Voraussetzungen fiir Iwasawas Einfachheitskriterium erfiillt sind.
Sei dazu Q) die Menge der isotropen Punkte von V, P = (p) € Q fiir p € V ein beliebiger
isotroper Punkt und A := Xp p. die dazugehorige Wurzelgruppe. Betrachte die Gruppe
SU(V) fiir SU(V') ungleich SU(2,2), SU(2,3) und SU(3,2). Die Operation von SU (V)
auf Q ist nach Satz 7.2 primitiv. Fiir den Fall, dass der Wittindex 1 ist, folgt dies,
da die doppelte Transitivitit die Primitivitdt der Operation impliziert. Auerdem gilt
T(V) = SU(V) nach Lemma 9.4, da SU(V) # SU(3,2). Damit erhalten wir

fYAf| f e SUW))
v v+aB,p)pla+a=0}f|feSUV))

v v+abv, f(p)f(p)lat+a=0, feSUWV))
Xooo |QEQ) =T(V) = SU(V),

{
{
{
{

Die drittletzte Gleichheit folgt, da die Operation von SU (V') auf Q nach Satz 7.2 tran-
sitiv ist. Die vorletzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass jede Transvektion in einer
Wurzelgruppe enthalten ist und T'(V') von Transvektionen erzeugt wird. Véllig analog
zum Beweis von Lemma 8.4 kann gezeigt werden, dass A ein abelscher Normalteiler von
Stabgy vy (P) ist. Weiter gilt SU(V)" = SU(V). Fiir n > 3 folgt dies direkt aus Lemma
9.5, da SU(V) # SU(3,2). Fir n = 2 ist SU(V) ungleich SU(2,2) beziehungsweise
SU(2,3). Daher ist dann F # F4 sowie F # Fg und die Aussage folgt aus Korollar 6.3.
Das Anwenden von Iwasawas Einfachheitskriterium liefert die Einfachheit von

SU(V)/{f € SU(V)|f(P)=PVP € Q} = SU(V)/{\a|ac(a) =1, a" =1}
~ PSU(V).

Dabei wurde einerseits die Tatsache benutzt, dass PSU(V') nach Satz 7.2 treu auf
operiert und andererseits die Isomorphie aus Korollar 1.4. O
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