§1 Der Raum der Polynome

Stark Perfekte Gitter und Spharische Designs
Vortrag zum Seminar Gitter und Codes, 20.06.2011

Nina Neidhardt und Jan Rosendahl

Ziel dieser Arbeit ist es, die lokalen Extremstellen der Dichtefunktion ndher zu be-
schreiben. Wir suchen ein Kriterium, welches uns hilft extreme Gitter zu finden. Als
Vorbereitung dazu untersuchen wir zunédchst in Abschnitt 1 einige ausgewéhlte Po-
lynome, deren Eigenschaften spéter niitzlich sein werden. Anschliefiend fithren wir
im 2. Absatz den Begriff des sphirischen t-Designs ein und zeigen, dass Gitter, deren
Mengen an kiirzesten Vektoren sphérischen 4-Designs sind, extrem sind.

Wir untersuchen die Eigenschaften von stark perfekten Gittern im Allgemeinen und
klassifizieren im Anschlufy daran die stark perfekten Wurzelgitter, sowie exempla-
risch die stark perfekten Gitter der Dimension 7.

§1 Der Raum der Polynome

(1.1) Definition

R[X] := R[Xj,..., X,] bezeichne den Polynomring in n Unbestimmten. Fiir einen
Multiindex i = (iy,...,iy) definieren wir das Monom X' := XJ' ... X!n vom Grad
i := Yi_y ij sowie den Multinomialkoeffizient

i _ il
i) igleeei,!

Weiter bezeichne Fy, ,, := F, den Raum aller Polynome in R[Xj, ..., X,] vom Grad
m. Ist Ty := {i = (i1,...,in) | |i| = m} so bilden die Monome X' mit i € T, eine
R-Basis von Fy, ;. Fiir f := Yer, a; X' und g := Y1, biX' in Fy definieren wir
das Skalarprodukt
N 1
[f.8l= ), (m) aib.
i€T, \ 1

Dies definiert ein euklidisches Skalarprodukt auf F;, ;, fiir die die Monome X! eine
~1

OG-Basis bilden mit [X?, X/] = (‘5‘) o
(1.2) Beispiel

Sei w := 7:1 ij € Fuo.

Fir a = (aq,...,a,) € R" setzen wir p, := 2;7:1 a;Xj € Fya-

Dann sind w™/? und p! in Fy o
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(1.3) Bemerkung
Die orthogonale Gruppe

O0,(R) := {c € R"" | o' =1}

operiert auf F,, ,, vermoge (o, f) — of := f(X0).
Dann ist 0p, = par und cw = w fiir alle 0 € O, (R). o

Beweis

O, (R) operiert von rechts auf F, ,, da (I,)(f) = f(XI,) = f(X)
und fiir alle 0,6 € O,(R) gilt: (¢6)(f) = f(X(09)
Sei 0 := (0jj) € Oy(R). Dann ist
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(000)(X) = pu(X0) = mi X, .., ixiam)

n n
:Z"‘jZ‘Ti ZX 2‘71]“1 =
=1 =1 -

= 1

n
Xl = ,Ooco( )
i—=1

Damit folgt die Behauptung cp, = par. Wir wenden uns nun cw = w zu.
Mit
Y 0ij0k = (00" ik = O

ist weiterhin
n

(00)(X) = (@) (X0) = (@)(X X, .-, L Xiew) = L (0%

]:1 1:

=33 Yo = 13X = X6 = w(X)

j=lk=1i=1 k=1i=1 i=1

(1.4) Lemma
Fir f € Fyn und « € R” gilt

f, 08l = f(@).

Beweis
Es gilt mit dem Multinomialsatz ()

o = (X 4. aX)" Y Y (T)“?--a;ﬂxf: L (T)"‘ixi

i€Ty i€Ty

—

Ist f = Yier, b X € Fum ein beliebiges Polynom, so ist nach der Definition des
Skalarproduktes (1.1)

[f, o] = ) b’ = f(

€Ty ]
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(1.5) Folgerung

Fum = ol |« € R)

Beweis

Sei U := (oI | « € R").

Da p € Fum, gilt U < Fyp, mit U L U+ = Fy .
Es geniigt zu zeigen, dass U+ = {0} ist.

Sei also f € U+ (und damit insbesondere f € F;, ).
1L

Dann gilt fiir alle « € IR", dass 0 f [f, o] () f(a). Also ist f = 0.
Daalso U L {0} = Fym, folgt U = Fym.

(1.6) Erinnerung
Der Operator
e
A= —
Lox
heifdt der Laplace-Operator. Dies ist eine Abbildung von F;, ,, nach Fj, ;2.

Harmy, m = ker(A) :={f € Fum | A(f) =0}
heifst der Raum der harmonischen Polynome vom Grad m in n Variablen. o

(1.7) Beispiel
a) Apy') = m(m —1)(a, )}~
b) A(w’) =20(20 +n —2)w'?
&) Alw'pk) = 20020 + 2k + 1 — 2w’ pk + k(k — 1) (, )’ pk >
d) Fur a € R" ist
p@._ 2 (%)

Y 1= Py — . ——w € Harm,»

Beweis
a) Mit der Kettenregel erhalten wir:

d

m
a n
— 0" = — o X =ma; 0,0 (1
ax; F axz-(j;”) e (1)
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Dann ist ,
Bel) = Ti e (0a™)
(1) _
= l:1 m * 0‘1 ai& (pam 1

= m(m—1)(a,a)py ">

b) Wir leiten zundchst wieder mit der Kettenregel ab:

d

l -1
a n n
bt = 2] = 2 42X
% Y =% <]§X]> (};X]) 0-2-X; (2)

Jetzt rechnen wir mit der Produktregel (3) leicht nach:

2
Alw?) =Y7T, a% w’
2) _
=i 2¢ aixi (X w™1)

(2)__(3) ?:1 2y (w£71+Xi2w€722 (6_1))

n
=20 | nw™ 142 (0 -1) 0w 2) X2
i=1
w

=2/0-(n420-2) w1
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¢) Elementares Nachrechnen liefert:

n 82
Aw'pl) = Z 52 (WE'PI;)
1

(1),(2),(3) i d
X,

(6 w1 (2X;) ok + Kk 1 wé)

VRPN £ (- 1) X)X g+ £ DX kb ay
+ ¢ w12 oKk (k—1) 52wy o w' 4k oy 0 w1 2X;)

=400 - D)ok Y X2+ 20k 0V ¥ (X))
i=1 i=1
n n n
+20 0V b Y14k (k—1) @' k2 Y a2 420k w0 Y (X))
i=1 i=1 i=1

=400 - 1) Vok 20k 0 Vok 21 0 D pk
+ k(k=1) (v,a) ' oy +2 Lk o}
= 20(21 — 242k + n)w" ok + k(k —1)(a, ) pk 20"

d) Wir wenden den Laplace-Operator an und erhalten:

A (pﬁ — (“'lx)w> (#)(?) 22 —1)(a,a)p0) — (a'a)Z(Z +n—2)w’ =0
n n O
Den Beweis fiir die orthogonale Zerlegung von F, ,, in irreduzible O, (R )-invariante
Teilmoduln in den Sdtzen (1.12) und (1.17), der den Rest dieses Abschnittes aus-
macht tibernehmen wir aus dem Skript "Gitter und Codes" des Sommersemesters
2007 von Prof. Dr. G. Nebe und Dr. M. Kiinzer, wobei wir einen Beweis fiir die Aus-
sage in Satz (1.9) hinzugefiigt haben.

(1.8) Bemerkung
Sei V := (%,. e, a?(n). Es gilt dann fiir f,g € Fy,, dass

m!(f,g] = f(V)g.

Beweis

Die Abbildung (a,b) — a(V)b ist bilinear auf F,, ;, X Fy,» also gentigt es die Gleich-
heit fiir Monome nachzurechnen. Sind 7,j € Ty, so ist X{(V)X =0 falls i # j und
ansonsten ergibt sich ij!- - - i,!. O
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(1.9) Bemerkung
Der Laplace-Operator ist ein O, (R )-invarianter Differentialoperator. D.h. es gilt fiir
f € Fumund g € O,(R), dass

A(gf) = g(Af).

Beweis

Wir zeigen die Aussage fiir alle p}}, da diese den Erzeuger von F, , darstellen und
der Laplace-Operator A linear ist.

Sei also &« € R" und g € O,(R):

1.7)

) 2 Aem) S m(m —1)pn 2 = g(m(m —1)p2) = g(A(EY)) O

A(goy

(1.10) Bemerkung
Jedes durch w teilbare harmonische Polynom ist gleich 0.

Beweis
Sei f € Harm,,,; und g € F, ;,—p mit f = wg. Dann ist

[f f1 = 8w, f] = g(V)w(V)f =g(V)Af =0

da f harmonisch ist. Also ist f = 0, da das Skalarprodukt positiv definit ist. [
(1.11) Satz

A Fum — Fum—2 ist surjektiv. o
Beweis

Sei g € Fy, m—2 im orthogonalen Komplement von Bild(A). Dann ist wg € F, ,, und
fir f € Fum gilt

mlwg, f] = (gw)(V)f = g(V)w(V)f = g(V)A(f) = (m —2)![g, Af] = 0.
Also ist wg € Fii,, = {0} und damit g = 0. O

(1.12) Satz

Fum = Harmy,;, L w Harm,,,,» L w? Harm,, ;4 L ... L wlm/2 Harmn,m_ztm /2]

ist eine Zerlegung von F,, , in irreduzible O, (R )-invariante Teilmoduln. o
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Beweis

Da A : Fum — Fum—2 surjektiv ist, ist F,,,, = Harm,, L1 wF,,—2, da jedes
durch w teilbare Polynom in F , senkrecht auf allen harmonischen Polynomen
steht (siehe oben) oder auch wegen O, (R)-Invarianz des Skalarprodukts [—, =], die
Sie in den Ubungen zeigen. Die Zerlegung in O(n)-invariante Teilmoduln erhilt man
nun durch Induktion. Die Irreduzibilitit von Harm,, ,, beweisen wir im Rest dieses
Abschnitts. Daraus ergibt sich, dass die O;-Teilmoduln V] = w! Harmn,m,zj < Fum
fir j = 0,...,[m/2] paarweise senkrecht aufeinander stehen. Denn ist f € V; mit
[f,g] # 0 fiir ein ¢ € Vj so ist die Abbildung as : h — [f,h] eine Abbildung
# 0in V' = Homg(V;,R) und die Abbildung a : V; — V{f, ¢ — ag ist ein Oy-
Homomorphismus # 0. Da sowohl V; als auch V' irreduzible O,-Moduln sind, ist a
also ein Isomorphismus, was aus Dimensionsgriinden unmoglich ist. [

Bemerkung: Die Orthogonalitdt der Zerlegung 1df3t sich auch elementar nachrech-
nen. Sind f € Harm,, y,¢ € Harm,,  harmonisch so ist

[Wrf, w'g] = cdylf, ]

tiir eine von 1, k und m abhdngige Konstante c. Es gilt ndmlich

Mwhf) = MWL) + Aw) (@) + Ly Je 25t
= WA(W 1 f) + (2n +2(m — 2))w* 7 f
= WA (WF2f) 4+ (2n 4 2(m — 2) +2(m — 4)) k=1
= W"A(f) + 2n+2(m—2) +2(m —4) +... )" 1 f
= const.w 1 f
da A(f) = 0. Induktiv ergibt sich damit A*(«w* f) = c(n, m, k) f und daher fiir I > k:

(W o] = g(T)8 M@k @) = clnm Bl g ) = { 00 T

(1.13) Bemerkung
Sei M := {f:S"! = R | f stetig } der Raum aller stetigen reellen Funktionen auf
der Sphire. Da S"~! kompakt ist, ist jedes f € M integrierbar und

= [ flxg(x)dx

gn—1

definiert ein O, (R)-invariantes Skalarprodukt auf M. Sei V ein O, (R)-invarianter
Teilraum von M endlicher Dimension N = dim(V) und (fy, ..., fn) eine ON-Basis
von V. Definieren

N
ay s ST s R, ay(x1, x2) = Zfz‘(xl)fi(xZ)-
i=1
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Dann hédngt ay nicht von der Wahl der ON-Basis ab und ay(x3,x2) hdngt nur
von dem inneren Produkt (x1,x7) ab, d-h. ay(xq,x2) = ay(y1,y2) falls (x1,x2) =
(v1, ¥2)-

Beweis

Fir o € O,(R) und f,g € M ist

(0f,08)i= [ (FR)(x0)dx =det(e) [ (f)(x)dx = (£,9).
gn—1 Sgn—1y
Sei (g1,...,8N) eine weitere ON-Basis von V und g; = Zj]\il ajjfi- Da beides ON-
Basen sind, ist die Basiswechselmatrix (a;;) orthogonal, d.h. YN ajig; = Ojx. Also
gilt

z

N

N N N
;g i(x1)gi(x2) =) ) a Z wirfi(x1) fr(x2) = ;fi(xl)fi(xz)-

:1:

Seien jetzt x1,x2,y1,y2 € S"! mit (x1,%2) = (y1,y2). Dann gibt es ¢ € O,(R) so
dafix;o = y; und x0 = y;. Also ist

Z

ayv(y1,y2) = ay(x10,x00) = Zfl x10) fi(x20) ==Y (0 fi) (x1) (0 fi) (x2).

i=1

Nunist mit (f1,..., f§) auch (¢ fi,...,0fn) eine ON-Basis von V und daher ay (y1,y2) =

Dév(xl, XZ). O

(1.14) Definition
Sei e € S"! fest gewahlt. Eine zonale sphirische Funktion ist eine reelle Funktion
f:8" 1 —» Rmit f(x) = f(y) fiir alle x,y € S"~! fiir die (x,e) = (y, e) gilt. o

(1.15) Bemerkung
Jeder endlich dimensionale O, (RR)-invariante Teilraum 0 # V < M enthilt eine
zonale Funktion f # 0.

Beweis

Sei ay wie eben und definieren a : $"~! — R als a(x) := ay(x,e) = YN, fi(e) fi(x).
Dann ist « € V eine zonale Funktion. Diese ist # 0, denn sonst ist 0 = a(e) =
YN fi(e)? also fi(e) = O fiir alle i. Da (fy,..., fn) eine Basis von V war gilt dann
auch f(e) = 0 fiir alle f € V. Fiir x € S"~! gibt es jedoch ein ¢ € O, (R) mit ec = x.
Damit ist auch f(x) = (cf)(e) = 0 fiir beliebiges f € V und x € S"~!, also V = 0.0

(1.16) Folgerung

Ist V ein endlich dimensionaler O, (R)-invarianter Teilraum von M, so dass die
zonalen Funktionen in V einen eindimensionalen Teilraum bilden, dann ist V irre-
duzibel, d.h. jeder O, (R) invariante Teilmodul W < V ist entweder 0 oder V.
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Beweis
Sei 0 # W # V ein O,(R)-invarianter Teilmodul von V = W 1 W<, Dann ist
auch W+ O,-invariant und die beiden zonalen Funktionen x > aw(x,e) und x —

ay L (x,e) sind linear unabhangig. O
(1.17) Satz

Harm,, , ist ein irreduzibler O, (R)-Modul. o
Beweis

Seien f,¢ € Harm, zonale Funktionen ungleich 0. Da harmonische Polynome
nicht durch w teilbar sind, konnen wir nach Multiplikation mit einer reellen Zahl
annehmen dass

f(x) = (x,e)" +aw(x)(x,e)" 2+ ...

g(x) = (x,0)" + Breo(x) (x, )" 2 + ...

Die Differenz f — g ist dann ein harmonisches Polynom, das durch w teilbar ist, also
f —g =0und daher f = g. O
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§2 Sphirische Designs

Im Folgenden nehmen wir n > 2 an.

(2.1) Definition

Sei t € IN. Eine endliche, nicht-leere Teilmenge X C S" ! = {x € R" | (x,x) = 1}
heifst sphirisches t-Design, falls fiir alle m < t und f € F;, , gilt

gn-1 xeX
o
(2.2) Bemerkung
Die symmetrische Bilinearform
~ [ flglx)dx
gn—1
ist ein O, (R) invariantes Skalarprodukt auf F, . S

Beweis
Es gilt mit der Transformationsformel:

(cf,08) = /fxcf (xo)dx = /f \det )|g dx—/f x)dx = (f,g).

gn—1 gn—1 gn—1

(2.3) Satz

Fiir eine endliche, nicht-leere Teilmenge X C S"~! sind dquivalent:
(a) X ist ein sphérisches t-design.

(b) Fiir alle m < t und alle Polynome f € F, ;, ist

Y f(x) = Y (0f)(x) fir alle o € On(R).

xeX xeX

(c) Fiir jedes 1 < m < t und jedes harmonische Polynom f € Harm,, ;, ist

) fx) =

xeX <

(d) Sei {g,u} = {t,t — 1} und u ungerade, g gerade. Dann gibt es eine Konstante c,
mit

Y (x,a)8 = co(a,a)¥’?und Y (x, )" = O fiir alle « € R™.

xekX xeX

10
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Beweis
a) = b)
Es gilt mit a) fiir alle m < t und alle Polynome f € F, , :

Y f(xo) = |X]- /fxadx_m /f ¥)|det(0)|dx = | X]- /f yix = ¥ f(x)

xeX gn-1 gn-1 gn-1 xeX

b) = ¢)
Aus b) folgt, dass die Abbildung

¢ : Harmy,, = R, f — Y f(x)

xeX

O, (R)-invariant ist.
Also ist ihr Kern K := {f € Harmy | Y ey f(x) = 0} ein O,(R)-invarianter Teil-
raum von Harm;, ;.
Wegen der Irreduziblitdt von Harm,, ,, folgt daraus K = {0} oder K = Harmy, .
1. Fall:
Aus K = {0} folgt, dass ¢ injektiv ist und somit dim( Harm,, ,,) <dim(R) = 1.
Dann gilt jedoch bereits m=0, c) fordert nur fiir 1 < m < t und ist somit erfiillt.
2. Fall: Aus K = Harm,, ,, folgt sofort c)
c) =d)
Induktion {tiber t
(Es gilt (x,a)8 = o5, w(x) = (x,x) =1 firalle x € X C §"1)
IA: Fir t=1 gilt: g=0, u=1, fir t=2 gilt: g=2, u=1.
Also ist zu zeigen, dass die Gleichungen fiir g=0, u=1 und g=2 gelten.
g=0: Exeé\,’(xl“)o =Lxex1=|X|=co-1= CO(“/“)O/Z

u=1: Yoev(x, )t = Yocr oa 9 0, da Apy =0, also p, € Harmy, .
g=2: Nach (1.7) d) gilt:

Exe.)( (pa( >
= eré\.’ pzx( ) Exeé\’ L

a2 wlx) = 5]
N

=1
]

= ZXGX(XI“)Z = T((X, 0() = C2(0(, IX)Z/Z

IV: Aussage d) gelte fiir alle j <t —2
IS:t—-2=t:

Seit > 2.

Wir wollen zeigen, dass d; € R existieren mit:

t—2
Api=A< Y dilwa) 20 )/2>

j=0,j =2t

11
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Mit (1.7)(a) gilt: Apl, = t(t — 1)(a, &)p’ 2 und mit (1.7)(c) gilt:

(Z] 0,j = df(“/‘x)( )/Zp] w(t j)/2>
=Yz o;—ztdf(rx,w)“‘” (= )+ + 1= 2)w 72720 4 j(j = 1) (w, )0t 2] 7]

Da wir die Gleichung nur fiir x € X brauchen, ersetzen wir w(x) = 1.
Sortieren wir die Gleichung nach p{x (mit Indexverschiebung), folgt weiter:

= d;_ 2(04 oc)2(2t+n 4)pt2
X8 Sy ¢ Pho T2 o, ) D2 (= 2) 4 (w,0) 2o+ 2) 4+ 1)

Nun sehen wir, dass der Koeffizient von pfx_z nur von d;_p abhdngt. Wahle also

di_p = % und die anderen dj so, dass die restlichen Summanden verschwin-
den.
Dann ist die obige Gleichung erfiillt. Also konnen sich die beiden Polynome nur um

ein harmonisches Polynom h unterscheiden und es gilt:

t—2
ph=nh+ Y di(a,a)" N12p) (t=D12

j=0,j=xt
Also ist
-1 o
Y (na) =Y p0)= YL )+ Y Y dile0) T Ppi(x) w(x)
xeX xeX xeX XEX j=0, ] = t ot
——— =1
2
_ ti (@, a) t]/ZZ ;{O t ungerade
a5 cr(@0)!/? 1 gerade
(... . . . j (IV)
fiir t ungerade gilt: j < t, jungerade = Y ,cypu(x) =0
fiir t gerade gilt: j<t jgerade = Y.yph(x) ‘) cj(e, )//?
* t-1 L
= LTreaxpe(¥) = ) dici(a,a)TH2
jIO, ] =2 t
\ Ct
d) = a)

Da nach (1.5) die p} den Raum F,, ;;, erzeugen, geniigt es die Gleichung

/f dx_|_)€|2f

gn-1 xeX

12
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fur f = p) mit 0 < m <t und a € R" beliebig nachzurechnen.
Nach den Voraussetzungen (d) wissen wir bereits, dass

m ungerade

0
m —
xgyp“ (x) = { cm (o, )™% m gerade.

tiir m =t oder m =t — 1, wobei laut (2.4) die Konstante c,, eindeutig festgelegt ist.
Wendet man auf beide Seiten den Laplace-Operator A beziiglich « an, so erhélt man:
1. Fall: m ungerade:

er)( pam(x) =0
= A (Lrex o' (1)) = A(0)
= Trexm(m—1) (x,x) o 2(x) =0
i
= Leex P (%) =0

2. Fall: m gerade:

Lrex 04 (%) = cm(a,a)"/2
= A (Zeea Pl 2(x)) = A (cm(a, 0)"/?)

¥ cmlm —1) (5,2) p2(x) = e - 3 (% + 1 —2) (3, 0) "D
——

m-+n—2

(m—2)/2
m—1 1(“’“)

= Lreax i (x) =cm

(zél)cmf2 ]
Also gelten die Gleichungen aus d) induktiv fiir alle m < t.
Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass:

0 m ungerade
my. L g
/ Pidx = { G (a,0)"'?2 m gerade.
gn—1

Beachte: Im folgenden sind die a unsere Variablen, p}'(x) = p¥(«).

Dabei ist das Integral auf der linken Seite O, (RR) invariant und aus Fy, .

Nach Satz(1.12) gilt, dass

Fum = Harmy,, | w Harm,, » | w?Harm,, 4 L ... L wlm/2 Harm,, ., 5| /2]
eine Zerlegung von F,, , in irreduzible O, (R )-invariante Teilmoduln ist.

Schreibe [g, 1 oY (a)dx = YL w! - hy, hj € Harmy, ;.

Da fi; und w Oy (R)-invariant sind, muss auch ; O, (R)-invariant sein.

Also ist (h}) ein O,(R)-invarianter Teilraum von Harm,, ;,_»;.

13
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Da Harm,, ;,_»; On(R)-irreduzibel ist, folgt daraus (h;) = 0 oder
(hj) = Harm,, ,,_»; = R = Harm,, da dim((k;)) =1

& j=7.

1. Fall: m ungerade.

& (hj)) =06 hj =04 [op04dx =0

2. Fall: m gerade.

& hj = 0 fiir allej < m, h € R = [, 1 ol (x)dx = hy (o, )™/2
Behauptung h, =13 2(|
Beweis durch Induktion:

IA: fiir m = 0 gilt: ho = ho(a,)%/2 = [, pd(x)dx = vol (S" 1) =1=dy-1= i
ISSm—2w—m:

Wir wenden auf die Gleichung hy, (a, a)"/? = | 110y (x)dx den Laplace-Operator
beziiglich « an. Der Laplace-Operator bezughch « vertauscht mit der Integration
nach x:

A (B - (,0)™2) = A ([guor p(x)dx) = [uo1 A (o7 (1)) dx
) W -m(m+n—2) = [g, g m(m—1) pr_z(a)dx
=1

= m(m — 1) hy_o(a, a)(m=2)/2 (V) m(m — 1)%('2 (o, ) (m=2)/2
C om—1 cmo 24) ¢
Shn= st =
= Behauptung
0 m ungerade
mas.
= / padx—{ %(06,06)'”/2 m gerade.
gn—1

(2.4) Bemerkung
Die Konstante c, in Satz (2.3)(d) ist gegeben durch

B 1-3-5---(g—1)
R CE R T e L

Beweis
Wir wenden den Laplace-Operator beziiglich a auf die linke Seite der Gleichung
Yrex(x,a)8 = cg(a,a)8/? aus 2.3 (d) an. Wir erhalten also:

L L=, ¥ e 27 T gls - 1) 0)pulws?

i xeX xeX
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§2 Sphiérische Designs

Das gleiche Vorgehen fiir die rechte Seite der Gleichung liefert:

2 02 (1.7)(b)
Y% cg(oc,oc)g/2 =2 Cq cu(zx)g/2 =" co g(g+n—2)w(a)

g/2-1

g/2-faches Anwenden des Laplace-Operators (wieder bzgl. a) liefert fiir die besagte
Gleichung 2.3 (d) also:

g

g! (x,x)2 =co-9-(g—2)---2-(¢g+n—-2)-(g—24n—-2)---24+n—-2

x;( s 8 (8-2) (8 (8 ) ( )
=1, da xexcsr-1

Sl X =co-g-(8—2)-2-(g+n—-2)-(g—2+n—-2)---(24+n-2)
1-3-5---(g—1)

n(n+2)(n+4)---(n+g—2)|X| =

(2.5) Bemerkung
Haufig wird X' symmetrisch sein (z.B. X = S(L)), das heiit mit x € X ist auch
—x € X. Dann ist die 2. Gleichung in Satz 2.3 (d) trivialerweise immer erfiillt. o

(2.6) Erinnerung
Ein Gitter L heifst eutaktisch, falls seine Grammatrix F € R"*" symmetrisch, positiv
definit ist und es A, > 0 fiir alle x € S(F) gibt, so dass:

Fl= Y Aaxlx
xeS(F)

Dies ist dquivalent zu der Bedingung, es v, > 0 V y € S(L) gibt mit:

I, = Z ')’yyty
yeS(L) o

Beweis

Sei ti,...,t, eine Basis von L und T := (t;...t,) Matrix. Dann ist TT' = F die
Grammatrix des Gitters.

Fiir das Verhiltnis der Minima von L und F gilt:

min(F) = min{/F¢' |0 # (€ Z"}
FIT nin{ (£T) (T') |0 # £ € Z)
N N —
eL —=((T)t

= min{xx’ | x € L} = min(L)

15



§2 Sphiérische Designs

und fiir die Menge der kiirzesten Vektoren:

S(F)- T={¢€Z"|0#(F{' =min(F)}-T
:{\ﬂ; MGZ”undO#\M; T'¢' = min(L)}
€L EL =(T)!
= S(L)

Da als F Grammatrix von L eutaktisch ist, gibtes Ay > 0 V x € S(F) derart, dass:

Y AMxfx=rl=(TT) ' =T"'T"!
x€S(F)

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit T! bzw. T von links bzw. rechts erhalten
wir

L =T(T'THT= Y A(T'x")(xT)
x€S(F)

= ) A (xT) (xT)

x€S(F)
= Y Agayly
yeS(F)-T

= Z 7y3/t}/
yeS(L)

mit yy = )Ly,Tfl.
O]

Anmerkung: Eutaktisch zu sein ist eine Eigenschaft der Ahnlichkeitsklasse von [F].
Darum ist Eutaxie in (2.6) wohldefiniert.

(2.7) Definition
Ein Gitter L heifst stark eutaktisch, falls L eutaktisch ist und alle Eutaxiekoeffizienten

Ay mit x € S(L) gleich gewéhlt werden konnen. o
(2.8) Satz

Ein Gitter L ist stark eutaktisch, genau dann wenn S(L) ein sphirisches 2-Design
ist. o
Beweis

Nach (2.6) und (2.7) ist L genau dann stark eutaktisch, wenn es ein A > 0 gibt,
sodass:

Li=A Y xx. (%)

x€S(L)

16



§2 Sphiérische Designs

" "

“—
Sei S(L) ein sphérisches 2-Design. Nach der 1. Gleichung in (2.3)(d) fiir ¢ = 2 exis-
tiert ¢, € IR:

o) = Y (a,x)% (x*)

xeS(L)
Die Wahl von « :=¢; 1 <i < n liefert:

—
S
=
N
=
D

x€S(L)
(+*)
= (ei, 61') =1.
Wir wissen also iiber %erS(L) xix =1 D =: (dij)1<ij<n bereits, dass d;; = 1 ftir

alle 1 < i < n. Wir bestimmen nun die verblieben Eintrdge, wobei D als Summe
symmetrischer Matrizen symmetrisch ist. Sei i # j:

1
2 = (61' + €j, €; + e]) (*:*) — Z (61' + e]',x)z
2 xeS(L)
1
=— ) (eit+e)x'x(eite) = (eite) D-(e+ej)
€2 xeS(L)
= di,i + di,]' + d]',,' + d]',]'
:2+di,j :>di,]':0

Also ist D = I, und damit folgt die Behauptung.
”j
Multiplikation von (x) mit « € R bzw. a! ergibt:

"

(d,a) =ala' =AY axt xal =1 Y (a,x)?
x€S(L) (a,x) (xa) x€S(L)

Somit ist die erste Gleichung in (2.3) (d) fiir ¢ = 2 der Konstanten c; = % erfullt. Die
zweite Gleichung ist sowohl fiir u = 1 als auch fiir u = 3 nach (2.5) trivial erfillt. [

17



§2 Sphiérische Designs

(2.9) Definition
Ein Gitter L heif3t stark perfekt, falls S(L) ein sphérisches 4-Design ist. o

(2.10) Hauptsatz
Stark perfekte Gitter sind perfekt und eutaktisch und daher lokale Maxima der Dich-
tefunktion. o

Beweis

Sei L ein stark perfektes Gitter, wobei wir (E annehmen, dass min(L) = 1 (sonst
skalieren wir das Gitter zunichst entsprechend). Da S(L) ein sphérisches 4-Design
ist, folgt mit Satz (2.8) sofort, dass L eutaktisch ist.

Es bleibt nun zu zeigen, dass L auch perfekt ist, also dass

M := (x'x | x € S(L)) = Sym, (R).

Dabei ist die Inklusion "C" klar. Wir konzentrieren uns also auf die Richtung "2".
Dazu wéhlen wir ein A € Sym, (R) aus dem Orthogonalraum von M beziiglich des
Skalarprodukts [A, B] := Spur(A’B) und setzen pa(Xy, ..., Xu) 1= Li<jj<n AijXiX; €
Fn . Fur beliebiges x € S(L) gilt also:

0 = Spur(Ax'x) = xAx' = pa(x)

Man sieht leicht ein, dass p% in F, 4 liegt. Da S(L) nach Voraussetzung ein sphri-
sches 4-Design ist, gilt:

/PA() Z

§(n=1) es(L o

Da p? nichtnegativ und als Polynom stetig ist, erhalten wir, dass p% = 0 fast {iberall
und, mit der Stetigkeit der Funktion, p4 = 0 V x € S"~!. Daraus folgt 0 = A fiir
beliebiges A € M+ < M+ = {0} und damit die Behauptung.

O
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§3 Gitter vom minimalen Typ

§3 Gitter vom minimalen Typ

(3.1) Satz
Sei X = —X C §" 1. Dann gilt
1-3.5---(20-1)
2€> X2
L T g v 22

fur alle ¢ € IN mit Gleichheit, genau dann wenn X" ein sphérisches (2¢ + 1)-design
ist. o

Beweis

Wir setzen ¢ := 1.3:5-(g—1)

n(n+2)(n+4)---(n+g-—2

suchen das Polynom:
pi= (Z p?f) —cw’
xeX

] | X'| wie oben und somit wie in (2.4) und unter-

Dabei ist fiir alle y € R™:

p(y) =0
& ZXp?f (y) = cw'(y)
< Z)((x,y)” =c(y,y)".

Das ist die erste Gleichung aus (2.3)(d). Die zweite Gleichung ist wegen der Symme-
trie von X’ mit (2.5) erfiillt. Also ist p(y) = 0 Vy € R &quivalent dazu, dass X ein
sphérisches (2¢ + 1)-Design ist.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall 0 < [p, p|. Dafiir benotigen wir die folgen-
de Gleichheit, die wir mit (x) bezeichnen:

(20)!
7 @Afl <2£(2£ - 2)w’f*1)
= @-26(26—2)---2 (n+20—-2)---(n+4)(n+2)n
_n(n+2)(n+4)---(n+20-2)

1-3-5---(20—1)
1
= 2||

o' ) AW
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§3 Gitter vom minimalen Typ

Wie angekiindigt interessiert uns eigentlich der Fall [p,p] > 0, wobei gilt, dass
(x,x)=1,dax € X Cc S" 1

0< [pp 2 [(;{ﬁ) - e <x;(p > ]

= Y e —2¢ Y [of, '+ P, W]
xyEX xeX
WX <xy>f k= (xx'=1 1% nach ()
= Y (xy)*—clx| O
xyeX

(3.2) Bemerkung
Ein Gitter L von Minimum m ist stark perfekt, genau dann wenn fiir alle « € R" gilt

_ 3Is(L)]
Yo (xa)t= mmz(a,cx)z

xeS(L)

AufSerdem gilt fiir alle stark perfekten Gitter:

Yo (x0)= S(L )’m(lx,tx).

x€S(L) n

Beweis
Wir skalieren L zunéchst so, dass S(L) C S"~!, also mit dem Faktor \f Dann ist
1

L stark perfekt genau dann, wenn fS(L) C "1 ein sphérisches 4-Design, das ist

nach (2.3)(d) dquivalent dazu, dass

1 )4 2 _ 315, 42
—x,u | =cqla,a) = —F—"(a, )%,
xGSZ(L) (\/ﬁ n(n+2)
da die zweite Gleichung in (2.3) auf der symmetrischen Menge \/LES(L) trivial er-
tillt ist (siehe (2.5)). Damit und der Linearitdt des Skalarproduktes folgt die erste
Behauptung. Ist S(L) ein sphérisches 4-Design, so ist es insbesondere ein sphéri-
sches 2-Design. Die zweite Gleichung folgt analog. O
(3.3) Folgerung

Setzt man a = ¢ja; + Coan in die erste Gleichung in (3.2) ein, so ergibt sich durch
Koeffizientenvergleich (bei ¢1¢2)

xeSZ(L)(x’le)Z(x’ )2 = %(2(%’“2)2 + (g, 00) (a2, ) ).
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§3 Gitter vom minimalen Typ

(3.4) Satz
Stark perfekte Gitter sind irreduzibel, d.h. orthogonal unzerlegbar. o

Beweis

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an L = L; L Lp. Wir widhlen
0 # a1 € Ly, sowie 0 # ap € Ly. Da fiir jedes x € S(L) nun entweder a7 L x oder
ay L x gilt erhalten wir mit (3.3):

— 2 2 _ m*|S(L)| 2
0= ) (v a1)*(xa)”= 5 (2(aq, 20)” + (a1, 1) (@, 22)) >0
xeS(L) n(n+ )
und somit den gewiinschten Widerspruch. O

(3.5) Satz
Sei L ein stark perfektes Gitter der Dimension 7. Dann ist min(L) min(L*) > 2£2. o

Beweis
Sei m := min(L), m' := min(L*) und « € S(L*). Die beiden Gleichungen aus (3.2)
liefern dann:

Txeswy (v ) = Soigpm’ (@ a)? = S0l (mm')?
Fres(x,0)2 = By

Die Differenz dieser beiden Gleichung ergibt:

Y (xa)2((x,0)2 — 1) = |S(L)|mm’ (3mm’ B 1) .

xeS(L) n n+2

Dies ist jedoch > 0, da auf der linken Seite aus der Definition des dualen Gitters
folgt, dass (x,a) € Z fiir alle x € S(L). Also ist insbesondere (x,a)? gleich 0, 1 oder
> 4. Es gilt also 3nm+"§l —1 > 0 und damit mm’ > ”T“Lz O

(3.6) Definition
Ein stark perfektes Gitter, bei dem Gleichheit gilt in Satz (3.5) heifst vom minimalem

Typ. o

(3.7) Bemerkung
Ein stark perfektes Gitter L ist vom minimalen Typ, genau dann wenn fiir alle « €
S(L*) und alle x € S(L) gilt, dass (x,a) € {0, £1}.
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§3 Gitter vom minimalen Typ

Beweis

Sei L vom minimalen Typ und m := min(L), m’ := min(L¥). Also ist L stark perfekt

und min(L) min(L*) = mm’ = 2. Im Beweis von (3.5) sehen wir, dass fiir alle stark
perfekten Gitter die folgende Gleichheit gilt:

Da alle Summanden auf der linken Seite nicht-negativ sind muss jeweils (x,a) = 0
oder (x,&)? — 1 = 0 und damit die Behauptung gelten. O
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§4 Stark perfekte Wurzelgitter

§4 Stark perfekte Wurzelgitter

(4.1) Erinnerung
Jedes Wurzelgitter ist orthogonale Summe der Wurzelgitter A,, D, (m > 4),Eg, E7, Eg.'o

(4.2) Bemerkung

Sei L ein volles Gitter, dann gilt

a) (LH* =1L

b) Aut(L*) = Aut(L) o
Beweis

a) Seien die Spalten der Matrix A eine Basis von L, dann sind die Spalten von A~
eine Basis von L*. Die Spalten von (A~!)~f = A sind wiederum Basis von L.

b) Seien ¢ € Aut(L),/ € L und x € L¥. Da Lo = L existiert ein £ € L, sodass {0 = /.
Das liefert:
(xo,0) = (x0,l0) = (x,0) € Z.
Also xo € L¥, weswegen Aut(L*)c = Aut(L¥) und somit Aut(L) C Aut(L¥).
a)

Analog erhilt man Aut(L*) C Aut((L*)*) = Aut(L). O
(4.3) Satz
Ist G = Aut(L) absolut irreduzibel, so ist L stark eutaktisch. o
Beweis

G= Aut(L) = {g € Oy(R) | Lg = L}. Da ¢ € S(L) < (% C S(L) ist, ist S(L)
eine Vereinigung von G-Bahnen z.B. S(L) = Uyes(z) ¢C. Folglich ist S(L) unter G
abgeschlossen und invariant. Also erfiillt F := ) cq(p) x'x fiir alle o € G:
o'Fo= Y (xo)f(xo)= ) x'x=F
x€S(L) S(L)o

G ist absolut irreduzibel, d.h. {F € R""|¢Fg' = F V¢ € O,(R)} =: M ist eindimen-
sional. Da I, trivialerweise in M folgt M = {AI, | A € R} und somit F = A, fiir ein
A > 0, da F als Summe von positiv semidefiniten Matrizen selber positiv semidefinit
ist. Das liefert: , ,

—F=— thx:In.
A A B

(4.4) Folgerung
Irreduzible Wurzelgitter sind stark eutaktisch? . o

1(2.6) im Vortrag Wurzelgitter und Spielgelungsgruppen von Sascha Diierkop vom 11. April 2011
2folgt mit (2.18) Skript Gitter und Codes aus dem SS 2007 von Prof. Dr. G. Nebe und Dr. M. Kiinzer
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§4 Stark perfekte Wurzelgitter

(4.5) Erinnerung

Sei L ein irreduzibles Wurzelgitter der Dimension n und s := |R(L)| = |S(L)|. Dann
heif3st h := s/n die Coxeter-Zahl von L.

Fir r € R(L) bezeichne

ng:= |{x € R(L) | (x,r) =0}| und
ny:=|{x € R(L) | (x,7) =1}|. o
(4.6) Bemerkung

Die Coxeter-Zahlen der irreduziblen Wurzelgitter sind h(A,) = n+1, h(D,) =
2(n—1), h(Eg) = 12, h(E;) = 18 und h(Eg) = 30

h S no n t — Design
Aq 2 2 0 0 t<oo
Ay 3 6 0 2 t<5
Ayn>3)| n+1 | nn+1) |[((n—1)(n—-2) |2(n—1) t<3
Dy 6 24 6 8 t<5
D,(n>5)|2(n—1)|2n(n—1) | 2(n*-5n+7) |4(n—2)| t<3
Eg 12 72 30 20 t<5
E; 18 126 60 32 t<5
Eg 30 240 126 56 t<7
(4.7) Satz

Mit den Bezeichungen aus Definition (4.5) gilt:
(a) np und n7 sind unabhangig von der Wahl von r € R(L).
(b) Fiir jedes « € IR" ist

Y (x,2)* =2h(a,a).

x€R(L)
(c)ng+2n; =s—2.
(d) ny =2h — 4.
(e)ny=s—-2—-2n=hn—2—4h+8=h(n—4)+6. o
Beweis

a) Die Weyl-Gruppe operiert transitiv auf R(L), d.h. fiir alle 71,7, € R(L) gibt es
ein ¢ € W(L) derart, dass r10 = rp. Mit der O,-Invarianz des Skalarproduktes
erhalten wir:

no = [{x € R(L) | (xo,110) = 0} = [{x € R(L) | (x,12) = O}
R(L)

Analoges vorgehen liefert das Ergebnis fiir n;.
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§4 Stark perfekte Wurzelgitter

b) Nach (4.4) ist L stark eutaktisch (g) S(L) ist sphérisches 2-Design. Satz (2.3)(d)
mit 1c2 aus (2.4) liefert (wobei wir x € L mit % skalieren, also folgt \/LES(L) C
ST

E (Le) = bswiew)

xeS(L) ——
h

Und damit die gewiinschte Behauptung.
¢) Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fiir alle x,y € R(L):

(x,y)* < (x,x) (y,y) =4
~——

A
-2 =2

Also (x,y) € {0,£1,£2}. Dabei ist ny = n_1 := [{x € R(L) ; (x,v) = —1}
(ebenfalls wieder fiir beliebiges r € S(L) wobei n_; wie ng von der Wahl von r
unabhingig ist). Aulerdem ist (x,y) = £2 < x = fy. Kombinatorisch ergibt
sich:

ng+2-n+2=|S(L)|=s

d) Einsetzen von &« = r € R(L) in (b) und Zihlen der moglichen Skalarprodukte
liefert

2m +8=0-ng+1-nm +(=1)>-n; +22.2 = ) (x,r)z@Zh(r,r):llh.

xeR(L)
e) Folgt unmittelbar aus (c), (d) und der Definition von h. ]
(4.8) Satz
Sei L ein stark perfektes Wurzelgitter. Dann ist L isometrisch zu A, Aj, Dy, Eg, E7,
oder Eg. o
Beweis

Mit Satz (3.4) wissen wir, dass L irreduzibel ist. Die einzigen irreduziblen Wurzelgit-
ter A, D, (n > 4),E¢, Ey, Eg. Wir miissen also lediglich diese darauf hin tiberpriifen
stark perfekt zu sein. Zu einer Wurzel &« € R(L) definieren wir, wie bereits aus (4.5)
bekannt n; := [{x € R(L) | (x,a) = 1}|. Auflisten der moglichen Ergebnisse des
Skalarproduktes (x, «) fiir festes « € R(L) liefert:

Yrver)(x,@)* =211 +8 =" 4h
(32) 3k
2m+2:20 =Yierpy(xa)?t = T 22% = 48h/ (n+2)

32
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§4 Stark perfekte Wurzelgitter

Die Differenz dieser Gleichungen ergibt:

48h 12
24=32-8= (?—2;11) — (4h —2ny) = 4h - <n+2—1)
& 6(n+2)=n(10—n)
6(n+2)
A O
10—7 h>0

Da h > 0 muss n < 9 sein. Da nur die oben aufgelisteten Gitter als stark perfekte
Wurzelgitter in Frage kommen wissen wir aus der Tabelle in (4.6), dass die Coxeter-
Zahlen ganzzahlig sein muss. Folglich konnen wir die Dimensionenn =3 und n =5
ausschlief3en. Ubrig bleiben die Dimensionen n = 1,2,4,6,7,8,9.

Wir bestimmen fiir jede dieser Dimensionen die Coxeter-Zahl und vergleichen mit
Tabelle (4.6), die alle irreduziblen Wurzelgitter auflistet.

Fiirn = 9ist h = $912) — 66, also h(Ag) = 10 # 66 # 16 = h(Dy), ein Widerspruch
Fir n = 8ist h = 30, also L = Eg, da h(Ag) =9 # 30 # 14 = h(IDg)

Firn =7ist h =18, also L = Ey, da h(Ay) = 8 # 18 # 12 = h(IDy)

Fiurn =6isth =12, also L = [Eg4

Firn=4isth= 6,also L =Dy

Firn =2isth = 3,also L = A,

Fuirn=1isth= 2,also L = A,

(4.9) Folgerung

Stark perfekte Wurzelgitter # Eg sind vom minimalen Typ. o
Beweis

Priife die Bedingung min(L*) = 'é—? aus Definition (3.6) fiir die obigen Wurzelgit-
ter. [
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§5 Klassifikation stark perfekter Gitter

(5.1) Bemerkung

Sei « € R", L ein stark perfektes Gitter, S(L) = X U — X die Menge seiner kiirzesten
Vektoren, L < R" mit min(L) = m und s := | X| die halbe Kusszahl von L. Definiere
folgende Funktionen:

sm
Gr(a) = —~(a, )
n
und )
_ 3sm 2
Go(a) = m(“r“)
Fiir zwei a1, 2 € R" betrachte folgende Funktion:
sm?

Gs(a1,a2) = m(z(lxlrlxz)z + (a1, 1) (a2, 42))
Dann gilt fiir « € L* dass Gy (a), Go(a), G3(a1, #2) und
Cla) i= $(Ga(a) — Gi(@)) = s () € Zog

Beweis

Da L ein stark perfektes Gitter ist, gilt nach (3.2)

und mit (x,a)? = (—x,a)?, also Y,e x v_x(x,a)? =2 cx(x,a)%
Mit (x):

Z (x,0)% = |S(L)’m((x,oc) & Z (x,0)% = 7m(1x,ac) = Gy(a)

xeS(L) ‘e X
Mit (x):
C_ASWR -
xeSZ(L)(x,zx) = S+ 2) (a, ) (@xezx(x,oc) e (a, )% = Gy(a)

Setzt man in diese Gleichung ({141 + ) ein, dann erhélt man eine Gleichung mit
den Variablen ¢4, ¢».
Ein Koeffizientenvergleich von C%@% ergibt dann:

sm?

m(z(“lﬂxz)z + (w1, a1) (a2, 42)) = Ga(a, a2)

Y (xar)(x,0)? =

xeS(L)

Fira € L*,x € Listj:= (x,a) € Z, j* € Z>,.
Also sind Gy (a), Go(a)undGs(ay, a2) € Z>
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§5 Klassifikation stark perfekter Gitter

Es gilt:

2(i—1)(j +1) € 4Z, da entweder

jE2Z = j>€4Z,oder (j—1)€2Z = (j—1)(j+1) € 4Z und
2(j—1)(j+1) € 3Z, da entweder j,j — 1 oder j + 1 € 3Z

S P-P=Rl-D(i+1) €12z

Also folgt: Co = Tyex (%, 0)¢ — (x,0)2) = Eyex (' — ) € Z
Cy € Z>o,da j* > j? fur alle j € Z,

(5.2) Folgerung
Die stark perfekten Gitter der Dimension < 8 sind

vertreten durch
Z, A, Dy, Eg, E}, E7, Ef und Eg.

Beweis
Teste die Bedingungen fiir alle Gitter dieser Dimensionen durch.
Wir rechnen als Beispiel die Dimension 7 vor. O
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§ 6 Klassifikation stark perfekter Gitter der Dimension

7
(6.1) Satz
Sei L ein stark perfektes Gitter in Dimension 7. Dann ist L von minimalem Typ d.h.
min (L) min(L*) = 3. o
Beweis

Sei nun L ein stark perfektes Gitter der Dimension n = 7 mit min(L) =: m, S(L) =
XU — X, |S(L)| = 2s und min(L¥) = r.
Dann ergibt sich mit Satz (3.5):

7+2

3 =3 < mr

und fiir eine Basis {by, ..., b7} von L, {b}, ..., b, } von L*
folgt mit der Hermite Ungleichung3:

76 .9
2
min(L) min(L*)7 < T17_, (b, b)) T (b, b) < (g) det(L)” det(L*Y

~~

=1

6
& min(L) min(L*) < (g) < 5,62.

Ist also w € S(L*) und x € S(L), so ist mit Cauchy-Schwarz:
(x,a)% < (x,%) (&, ) = min(L)min(L*) < 5,62, also («,x) € {0, %1, £2}.
Sei a € S(L*) fest gewahlt, s := |S(L)|, mr := min(L*) min(L) € Q und
ni:={xeS()| (x,a)=i}| furi=0,1,2.
Da (x,a) € {0,£1,£2}, gilt also |S(L)| = ng + 2n1 + 2n,.

Da S(L) ein 4-design ist findet man mit (3.2)(x) fiir alle & € S(L*):

Yresw) (0,0)% = B8 (a, a)

2smr
& 0% + +1)2 + +2)2 —
z Y, () Y (222=%

xeS( )=0 x€S(L),(x,x)==%1 x€S(L),(x,n)==%2

3(1.3) im Vortrag Dichte Kugelpackungen von Andrés Goens und Ansgar Wigger vom 30. Mai 2011
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§6 Klassifikation stark perfekter Gitter der Dimension 7

& 2n0-0+2n1-1+2np-4 =200
Analog ergibt sich mit (3.2)(xx):

2np-0+2n1 -1+ 2n - 16 = 207

Also ergeben sich insgesamt folgende Gleichungen:

(%)1: no/24+ny+ny =s
(%)2: ny+4ny = #T X
(%)3: nq+16m; = S(;”_;) .

Dieses Gleichungssystem ist eindeutig nach ny = 2(s — n; — ny), n1 und n, auflosbar
und es ergibt sich
(mr — 3)mrs

"2 = o7

Hier kommen wir mit unserem bisherigen Wissensstand nicht weiter und greifen
daher auf hier nicht ndher Bewiesenes zurtick:
Wir benutzen die Hermite Konstante von Kumar und Elkies, 77 < 1, 866.
Zudem kann man mit Hilfe Linearer Programmierung feststellen, dass s < 70 sein
muss. Es gilt*:
min(L) <
det(L)1/n

= min(L)min(L*) < 93{/det(L)det(L") £ 13 = 1,866? < 3,5

(x): Es gilt>: det(L)det(L¥) = 1
Weiterhin gilt fiir alle x € S(L), « € S(L*) mit Cauchy-Schwarz:

(x,a)% < (x,x)(«, ) = min(L)min(L*) < 3,5

= (x,a) € {0, £1} €9 L ist ein Gitter von minimalem Typ.
Mit (3.6) gilt: min(L)min(L¥) = 752 = 3 O

(6.2) Satz
Sei L ein stark perfektes Gitter in Dimension 7. Dann ist L dhnlich zu [E; oder E%. o

4(2.2) im Vortrag Dichte Kugelpackungen von Andrés Goens und Ansgar Wigger vom 30. Mai 2011
5(1.1) im Vortrag Wurzelgitter und Spielgelungsgruppen von Sascha Diierkop vom 11. April 2011
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§6 Klassifikation stark perfekter Gitter der Dimension 7

Beweis
Mit (6.1)(x%) gilt: ny = 35 . Definiere t = 3. Da s < 70, gilt t < 10.
Mit (5.1) gilt fiir alle & E L*:Gi(a) = L(a,0) =z € Z. = (a,0) = 2 € Q
1.Fall:
t ist gerade.
Wir skalieren L so, dass m := min(L) = 3/2. Dann ist r := min(L¥) = 2 und fiir
beliebiges a € L* ist
1 (5.1) t

Cla) = ;{12((96 )t = (x,0)?) = (e a)((wa) = 2) = 2 € Z.

Mit der PQ-Formel erhalten wir:

24
(a, ) zli\/Tz—i—l

Da t durch kein ungerades Quadrat teilbar und ungleich 16 ist, gibt es teilerfremde
p,q € N mit % = 2%, und g durch kein ungerades Quadrat teilbar.

= (a,0) =1+, /022 +1
Da («, ) € Q, gibtes x € Nmitg=xzund (/522 +1=/2px+1€Q

= es existiert u € Q mit u? = 2px + 1 = u ungerade
= (a¢,0) =1+ /2px+1 =1+ u gerade
= L* ist ein gerades Gitter.

= () 1 c (P

Weiter gilt mit % 97 und min(L)(det(L#))V/7 = % < 7

1,62 = (i)’ = (MY < det(L*) < (i) = (M5°2)7 = 4,6
Da L* gerade ist, ist L* ganz und det(L*) € Z.

= det(L*) € {2,3,4}

Es gilt zudem (%): det(L¥) = |L*/L|.

Sei x € S(L),g := |x + L¥| € N = g|det(L¥)

S(L
Sgrelf=|lglP =gl 2 23— zez

:>g2:%z:>g:2\/§€]N

=2 | g=2 1 det(L¥)

= det(L¥) € {2,4}

Durch systematisches Auflisten aller solcher Gitter findet man,
dass L* = E; also L = IE# ist.

6(1.1) im Vortrag Wurzelgitter und Spielgelungsgruppen von Sascha Diierkop vom 11. April 2011
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§6 Klassifikation stark perfekter Gitter der Dimension 7

2.Fall:

t ist ungerade.

Wir skalieren L so, dass min(L) = 1, also min(L¥)=3.

Mit (5.1) gilt fiir alle « € L*:

C(@) = gy (4, 2)(3(a, 0) = (1 +2)) = 1375 (e, a) (3(a, ) = 9)
= ploww)((0,a) - 3) € Zso

Annahme: («,a) € 3Z fiir alle « € L*

= %L# ist ein ganzes Gitter mit Minimum 1

= %L# C (\%L#)# = /3L, denn fiir | € L* ist /3] € (\%L#)
= min(v/3L) =3 -min(L) =3-1 =3,
[h%ﬁcﬂh@gﬁmmWﬁhmm%ﬁzl

= Widerspruch

Da t ungerade, muss gelten: ((a,a) —3) € Z>o=4z,z€ Z
Mit der PQ-Formel erhalten wir wiederum:

(a,0) =3 +£1/16z+9 € Q

Wegen 3 < (a,a) folgt (a,a) = 3 + 1/16z +9

Wiederum folgt 1/16z + 9 ungerade, also (&) € Z

Fiir alle a, B € L* gilt dann mit (5.1):

2

_ o )(2(a1,a2)2+(oq,oq)(wz,“z))

Gs(a, B) n(n+2)

¥))
—
N

= (2(0(1,1X2)2 + (061, 0(1)(0(2, 0(2)) € ZEO

Sk
\©

1

S —
7979

=2, B =z€Z

= (0,p)=/3€Q

= (a,B) € Z

= L* ist ein ganzes Gitter.

= Fs existiert ein & € L* mit (a,a) ¢ 3Z

Da C, € Z fiir alle « € L*, muss t = 9 gelten.

Sei I' das gerade Teilgitter von L*.

Dann gilt firallea € T': (a,0) =3 + 1/16z +9=2x,x € Z
= V16z+9=1+4y,yecZ

=z = w = ?—kyz € Z = yungerade, alsoy =1+2v,v € Z
= 1+4y=5+8v
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= (a,0) =3 +1(5+80) =4 +4v,

also ist (a, ) sogar durch 4 teilbar fiir alle « € I' und ' = \%F ist ein gerades Gitter.
Dann gilt:

det(T') = det(+/2I") = det(Gram(y/2I")) = det(2Gram(T”)) = 27det(I").

Da I ein ganzes Gitter ist, also det(I") € Z, ist det(T) durch 27 teilbar.

Wiederum mit der Hermiten Konstante gilt:

25 < (15’%)7 = (MINMN)7 = det(L*) < min(L)7} = 11,8667 < 80
Da I das gerade Teilgitter von L ist, gibt es eine Basiswechselmatrix T mit L*T =T
= det(T) = det(L*T) = det(Gram(L*T)) = det(T'Gram(L*)T) = det(L*)det(T)?
Da fiir alle x € L*(2x,2x) = 4(x, x) € 4Z und damit 2x € T,

gilt det(T) = |L*/T| = 2, also det(T') = 4det(L*)

= 100 < det(T") < 320

= det(I') € {128,256}

= det(I") € {1,2}

Mit I' gerade erhélt man wiederum durch systematisches Auflisten

I" =y, also I = 2E;.

DaT C L* folgt firallea € L,x € T: (a,x) € Z = L C T* = (\2E,)* = \%]E";
Das Gitter L ist also ein Teilgitter vom Index < 2 in \/LE]Eﬁ mit Minimum 1.

Nun gibt es 27 — 1 = 127 solcher Teilgitter (fiir jeden Basisvektor b ist entweder b
oder 2b in der Basis von L). Die kann man aber leicht mit dem Rechner durchsuchen.

Man findet L = %]E7 in diesem Fall.

v
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