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Ziel dieser Arbeit ist es, die lokalen Extremstellen der Dichtefunktion ndher zu
beschreiben. Wir suchen ein Kriterium, welches uns hilft extreme Gitter zu finden.
Als Vorbereitung dazu untersuchen wir zunédchst in Abschnitt 1 einige ausgewéhlte
Polynome, deren Eigenschaften spater niitzlich sein werden. AnschliefSend fiihren
wir im 2. Absatz den Begriff des sphirischen t-Designs ein und zeigen, dass Gitter,
deren Mengen an kiirzesten Vektoren sphérischen 4-Designs sind, extrem sind.

§1 Der Raum der Polynome

(1.1) Definition
R[X] := R[Xj,..., X,] bezeichne den Polynomring in n Unbestimmten. Fiir einen

Multiindex i = (iy,...,i,) definieren wir das Monom X! := Xil . X,iq” vom Grad
|i| == Lj_1 1j sowie den Multinomialkoeffizient

i _ il
i ' il!"'in!.

Weiter bezeichne F, ,, := F,; den Raum aller Polynome in R[Xj, ..., X,] vom Grad
m. Ist Ty, := {i = (i1,...,in) | |i| = m} so bilden die Monome X' mit i € T;, eine
R-Basis von Fy, . Fir f := Y e, 2; X! und g = YieT, b;X' in Fy, definieren wir
das Skalarprodukt
N
[f,g] = 2 (|z|) a,-b,-.
i€Ty

Dies definiert ein euklidisches Skalarprodukt auf 7, ;, fiir die die Monome X! eine

. . . i i1 ‘1‘ -1
OG-Basis bilden mit [X', X'] = (") . o
(1.2) Beispiel
Sel w = 7:1 X]2 (S ‘FTZ,Z'
Fir a = (aq,...,a,) € R" setzen wir p, := 2}1:1 a;Xj € Fy-

m/2

Dann sind w™/“ und p}} in F, o
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(1.3) Bemerkung
Die orthogonale Gruppe

On(R) := {c € R"" | g0 =1}
operiert auf F,, ,, vermoge (o, f) — of := f(X0).
Dann ist 0p, = par und cw = w fiir alle 0 € O, (R). o

(1.4) Lemma
Fir f € Fyum und o € R" gilt

[f,0a] = f(a).

(1.5) Folgerung

(1.6) Erinnerung
Der Operator
apc
A= —
Lox?
heifst der Laplace-Operator. Dies ist eine Abbildung von F;, ,, nach F, ;.

Harmy, = ker(A) :={f € Fum | A(f) =0}
heifst der Raum der harmonischen Polynome vom Grad m in n Variablen. o

(1.7) Beispiel

a) Alpy') = m(m —1)(a, )0

b) A(w’) =20(20 +n —2)w?

) Alw’ok) =20(20 42k +n —2)w" 1ok + k(k —1)(a, &) w’pk~2
d) Fir a € R" ist

P,ng) = 0% — (“’a)w € Harm,»

14 n 7 O
(1.8) Satz
Fum = Harmy,,;, L w Harm,, ;> L w? Harm; 4 L ... L wlm/2] Harm,, ;5| /2]
ist eine Zerlegung von F,, ;, in irreduzible O, (R )-invariante Teilmoduln. o
(1.9) Satz
Harm,, , ist ein irreduzibler O, (IR)-Modul. o
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§2 Sphirische Designs

Im Folgenden nehmen wir n > 2 an.

(2.1) Definition
Sei t € IN. Eine endliche, nicht-leere Teilmenge X C S" ! = {x € R" | (x,x) = 1}
heifst sphirisches t-Design, falls fiir alle m < t und f € F, , gilt

(2.2) Bemerkung
Die symmetrische Bilinearform

(£, [ fx)g(x)dx

gn—1
ist ein O, (R) invariantes Skalarprodukt auf F, . o

(2.3) Satz

Fiir eine endliche, nicht-leere Teilmenge X C S"~! sind dquivalent:
(a) X ist ein sphérisches t-design.

(b) Fiir alle m < t und alle Polynome f € F}, ,, ist

Y. f(x) =Y (cf)(x) fir alle o € O, (R).

xeX xeX

(c) Fiir jedes 1 < m < t und jedes harmonische Polynom f € Harmy, , ist

Y f(x)=0.

xeX <&

(d) Sei {g,u} = {t,t — 1} und u ungerade, g gerade. Dann gibt es eine Konstante c,
mit

Y (x,a)8 = cg(zx,oc)g/z und ) (x,a)" =0 fiir alle « € R".
xeX xeX
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(2.4) Bemerkung
Die Konstante ¢ in Satz (2.3)(d) ist gegeben durch

B 1.3.5.--(¢g—1)
s~ n(n+2)(n+4)---(n+g—2)|X|'

(2.5) Bemerkung
Haufig wird X symmetrisch sein (z.B. X = S(L)), das heifst mit x € & ist auch
—x € X. Dann ist die 2. Gleichung in Satz 2.3 (d) trivialerweise immer erfiillt. o

(2.6) Erinnerung
Ein Gitter L heifst eutaktisch, falls seine Grammatrix F € R"*" symmetrisch, positiv
definit ist und es A, > 0 fiir alle x € S(F) gibt, so dass:

1= Z Acxtx
xeS(F)

Dies ist dquivalent zu der Bedingung, es v, > 0 V y € S(L) gibt mit:

I, = Z ')’yyty
yeS(L) <o

(2.7) Definition
Ein Gitter L heifst stark eutaktisch, falls L eutaktisch ist und alle Eutaxiekoeffizienten

Ay mit x € S(L) gleich gewé&hlt werden konnen. o
(2.8) Satz

Ein Gitter L ist stark eutaktisch, genau dann wenn S(L) ein sphérisches 2-Design
ist. ©

(2.9) Definition
Ein Gitter L heif3t stark perfekt, falls S(L) ein sphérisches 4-Design ist. o

(2.10) Hauptsatz
Stark perfekte Gitter sind perfekt und eutaktisch und daher lokale Maxima der
Dichtefunktion. o



