Theta Funktionen als Modulformen
Vortrag zum Seminar Gitter und Codes
18.04.2011, Christian Lobbert
Dieser Vortrag behandelt die Abschnitte 2.1 bis 2.4 aus Ebeling, Lattices and Codes

1 Die Theta Funktion eines Gitters

Definition 1: Zu einem Gitter I' C R” definieren wir die Theta Funktion 91 des Gitters als

Ir (7_) — Zq%xz : q:i= e2miT
zel
firt e H={r € C | Imr > 0} C C (d.h. als Funktion auf der oberen Halbebene H — C).

Dass dies fiir ein beliebiges Gitter I' C R™ eine wohldefinierte, holomorphe Funktion ist, wird
in Lemma 2 (s.u.) gezeigt. Fiir ein ganzes Gitter I' C R" ist stets 7 -z = 2" € Z>, d.h.

dr (1) = Z arq"
r=0

mit a, = [{z €T | 2-2 =2r}| = | NIB; (0)|, wobei B s5; (0) die Sphire mit Radius v/2r
um den Ursprung ist. Somit wachst a, wir die Oberfliche einer Sphire mit Radius v/2r der
Dimension n — 1, also wie (v/ 27“)”71. Es ist aber

n—1

i {/(V2r)" = (v2) T (@97 =1

folglich hat die Reihe Zarq” Konvergenzradius 1 und wegen 7 € H < ¢ = 2™ ¢ E =
r=0
{reC | 0<|r| <1}ist also Jr (7) fiir 7 € H und ' ganz wohldefiniert.

Ziel des Vortrages wird der Beweis des folgenden Satzes sein:

Satz 1: Sei I' C R” ein gerades, unimodulares Gitter. Dann gilt
(i) n=0 (mod 8)

(ii) Ur ist eine Modulform vom Gewicht % (s.u.).

2 Modulformen

Die Gruppe SLs (Z) = {g: < Z 2) | a,b,c,d € Z, det g = ad — be = 1} operiert auf H via

ar +b

SLy (Z) x H— H, (g, T)Hg(T):CT_i_d.
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Die Operation eines g € SLy (Z) auf H bezeichnet man auch als gebrochen lineare Transforma-
tion auf H. Man kann leicht nachrechnen, dass g (0) — g (1) = lc¢+d) (0 —7) firo, 7€ C

(co+d)
gilt, d.h. insbesondere Img (1) = 5 (¢ (1) — g (7)) = m c A (1 —7) = 2. Somit
Img(r) >0 < Imr > 0.

—

St

\cr+d\2

10

Das Zentrum Z (SLy (7)) = {j: < 0 1

T € H.

) } operiert trivial auf H: g (1) = 7 fiir g € Z (SLy (Z)),

Definition 2: Die Faktorgruppe G := SLy (Z) / {£1} wird als Modulgruppe bezeichnet.

Wir werden zeigen, dass G = (S, T') mit S = ( (1) _01 ) und T = ( é i ) Diese Elemente

operieren als S : 7 +— —% und 7" : 7+— 7+ 1 auf H.

Erinnerung: 7 ~g 7' & Jg€ G : 7= g(7) (sprich: 7 und 7’ sind dquivalent unter G).
Die Aquivalenzklassen sind die Bahnen von G auf H.

Definition 3: D C H heift Fundamentalbereich fiir die Operation G x H — H, falls

(i) fiir jedes 7 € H ein 7' € D existiert mit 7 ~g 7,
(ii) T ~g 7 fiir 7, 7 € D, T # 7' impliziert, dass 7 und 7’ auf dem Rand von D liegen
(1, 7" € OD).

Erinnerung: Stabg (1) ={9€ G | g(7) =71}

Satz 2: Sei D={reH | |7|>1, |Rer| <1} C H, n:=e>"/3 (siche Tafel)
(i) D C H ist ein Fundamentalbereich fiir die Operation G x H — H

(ii) Es gilt Stabg (7) = {1} fiir 7 € D\ {i, n, —7} und Stabg (i) = {1, S}, Stabg (n) =
{1, ST, (ST}, Stabe (—7)) = {1, TS, (T'S)’}

(iii) G=(S,T)

) 0 -1 1 1 )
mltS—(1 0 )undT-(O 1)vmeoben.
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Beweis: Es sei G' := (S, T'). Zeige zunichst :

Vr € H3g € G'sodass g (1) € D ( = (i) aus Definition 3). (%)
1 o a b ! 3 mt
Sei also 7 € H. Wahle g = ( . d) € ' mit —1 < Reg(r) < 5 und Img(7) = IciTF
maximal.
Dies ist stets moglich, da z.B. fiir bel. 7 = 2 + iy € H und 7 = ( (1) [f} ) (1) = T (1) mit
—_——

G
(2] =min{z€Z | |z—z|=min{ly — 2| | y € Z}} gilt: —3 < Re(7) < 1 und Im7 = Imr.

Im g (7) maximal bedeutet also insbesondere Im g (1) = ‘622‘2 > Im (7), d.h. |er +d| < 1. Fiir

festes 7 € H existieren aber nur endlich viele (¢, d) € Z x Z mit |er +d| < 1 (da Im7 > 0
D: 121 ® Z7 N By (0)]. Ein Minimum fiir |er + d|, also ein Maximum fiir Im g (7) ist also stets
wahlbar.

Wir zeigen noch |g (7)] > 1: Angenommen |g (7)| < 1. Dann wire Im Sg¢ (1) = III;(%‘TQ) > Img (1),
im Widerspruch zu Im ¢ (7) maximal. Folglich gilt |¢g (7)| > 1 und somit insgesamt g (7) € D.

Zeige nun:
T ~¢ T fiir 7, 7 € D, 7 # 7/ impliziert Rer = 3, Rer’ = —3, 7/ = 7 — 1 oder Rer = —3,
Rer' =1, 7 =7+1oder |[7| =|7'| =1, 7 = =% (= (ii) aus Definition 3). (%)

Insgesamt haben wir dann gezeigt: (i) D ist Fundamentalbereich fiir die Operation G x H — H.
Gleichzeitig zeigen wir Behauptung (ii).
Sei also g = ( CCL Z ) € G sodass 7 = g(7) € D. O.E. sei Img(7) > Im7 (sonst 7 <> 7/,
g < ¢g7'). Wie oben impliziert dies |cr 4+ d|* < 1. Sei 7 = x4+ iy. Da 7 € D, ist y > %\/3
Wegen |cr + d|* = ¢y + (cx + d)* < 1 erhilt man
1 4
2,2 <1 PN 2o _ 2
ccy” < < 23

Da c € Z also ¢ € {—1, 0, 1}. Diese 3 Fille betrachten wir nun:

1. ¢ = 0: Dann folgt wegen g € G = SLy (Z) / {£1} direkt d = 1und a = 1, d.h. 7/ = g (7)
T+0b DarT, 7 € D, 7 # 7/ muss aber b = 1 und damit notwendigerweise Rer = —
Rer’ = % oder b = —1 und damit notwendigerweise Rer = %, Rer’ = —% gelten.

N

)

2. ¢ =1: Wegen |cT 4 d| < 1 gibt es drei Moglichkeiten:
(a) [7| =1, d =0,
(b) 7=n,d=1,
(¢c)7=-7,d=—1.
Im Fall (a) impliziert die Bedingung ad — bc = 1 unmittelbar b = —1 und g (1) = a — 1.
Falls 7 ¢ {n, -7}, muss a = 0 und somit g = S sein. Damit erhdlt man auferdem

Stabg (i) = {1, S}, da S (i) = = = 4.
Falls 7 = 7 hat man entweder a = 0 und g = S oder a = —1 und

g= ( P ) _ T8 = (ST,
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Damit erhilt man aukerdem (ST)* € Stabe (n): g (n) = %‘1 =—-1- 71, =—1-71=n.
Falls 7 = —7 hat man entweder a = 0 und g = S oder a =1 und

g= (} _Ol)zTSeStabG(—ﬁ),

dag(-7) == =1+n=-7.
Im Fall (b) wegen ad—bc=a—b=1:b=a—1und g(n) = 221 =g L —g- L =

a+n=a=1odera=0:

1 0 _
azlzgz(1 1>7a1809(77):—77

0 -1
1 1
Den Fall (¢) behandelt man analog.

a=0:¢g= = ST, g(n) =n, d.h. ST € Stabg (n).

3. Der Fall ¢ = —1 kann durch Anderung der Vorzeichen von a, b, ¢, d auf den Fall ¢ = 1
zuriickgefiihrt werden.

Somit ist D tatsichlich ein Fundamentalbereich der Operation G' x H — H.

Bleibt zu zeigen: G = G’ = (S5, T'). Sei also g € G und sei 7y € D° ein Punkt aus dem Inneren
von D. Wegen (x) existiert ¢’ € G’ mit ¢’'g (10) € D, d.h. ¢'g (19) ~¢ To. Wegen (>x) und 7y € D°
muss ¢'g = 1 sein, also g € G'. Damit ist G = (S, T') gezeigt. O

Definition 4: Sei k € 2N (gerade, positive ganze Zahl). Eine holomorphe Funktion f : H — C
heifst Modulform vom Gewicht k, falls folgende beide Bedingungen erfiillt sind:

1 art . a b
(i) f (CTIS) = (er +d)* f (1) fiir alle ( . d ) € SLy (Z),
(ii) f ldsst sich in ¢ = €2™ in eine Potenzreihe entwickeln, d.h. f ist holomorph in

T = 100.

Bemerkung: (i) impliziert f (r +b) = f (322) = (0-7+ 1) f(r) = f (7) fiir b € Z, d.h. f
ist periodisch. f lisst sich also in eine Laurentreihe in g = €>™" entwickeln: f (1) =Y. % a,q",
a, € Cfir r € Z.

(ii) impliziert, dass es sich dabei sogar um eine Potenzreihe handelt, d.h. a, = 0 Vr < 0.

Im Kontext von Satz 2 ist eine Modulform f vom Gewicht k durch eine Potenzreihe f (1) = Z a,q"
r=0

gegeben, die fiir |¢| < 1 (d.h. 7 € H) konvergiert und f (—%) = 7" (7) erfiillt. Um also_(in
Satz 1) zu zeigen, dass Yr Modulform vom Gewicht % ist, ist zu zeigen, dass Jr holomorph auf
H ist, dass 5 gerade ist und dass Jr die Identitét

U (—1> = 729 (1)

T

erfiillt. Dies wird sich aus der Poisson Summenformel ergeben.
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3 Die Poisson Summenformel

I' € R™ sei ein beliebiges volles Gitter und f : R" — C eine stetige Funktion, welche die
folgenden drei Bedingungen (V1), (V2) und (V3) erfiillt:

(V1) |f (x)] dx < 0o
R

(V2) Die Reihe Z |f (x + u)| konvergiert kompakt gleichméfig in v € R”

zel
(V3) Die Reihe Z f (y) ist absolut konvergent.

yel'#

f sei die Fourier Transformation von f, welche als f (y) := f(z) e 2@y gy
R

definiert ist.

Bemerkung: (V1) impliziert die Existenz der Fourier Transformation,
(V2) impliziert, dass die Funktion F' (u) := Z f (x + u) stetig auf R™ ist.

zel

Satz 3 (Poisson Summenformel): SeiI' C R" ein volles Gitter und f : R™ — C eine stetige
Funktion, welche (V1), (V2) und (V3) erfiillt. Dann gilt:

1 .
Zf(x):WZf(y)-

zel yel'#

Beweis: Sei zunéchst I' = Z". Die Funktion F (u) := Z f (x4 u) ist stetig wegen (V2) und
zel
periodisch in u, d.h. F' (u+ ) = F (u) fiir x € Z". Folglich ldsst sich F in eine Fourier Reihe

Z e* Y (1) mit a (y) := / F (t) e 2™ dt entwickeln. Wir zeigen a (y) = f (y). Mit (V3)
yeL™ m!”n

konvergiert die Fourierreihe von F' dann gleichméfig absolut (Weierstrak), also gegen eine
stetige Funktion und somit gegen F'. Dann gilt

FO) =S f@) =3 f,

zel’ YyEL™

~

die Poisson Formel fiir I' = Z". Zeige a (y) = f (y):

ay) = / 3 Flartye e =/ N fa+t)er e gy
[0,1)" [0,1]™

T-YyEZ
TEL™ =y

S [ pwerta
z+[0,1]"

lok. glm. konv.
TEL™

TEL"

_ Z / f (.’L‘ + t) 6727ri(x+x)-y dt =
[0,1]"

= FA)e ™ vay = f(y).
o
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Im allgemeinen Fall hat man I' = @ | Z¢; = M - Z" mit M = (cq, ..., ¢,) € GL, (R). Die

Basis des dualen Gitters I'* = {z e R" | x-y € ZVy € I'} = Hom (T, Z) ist (c7, ..., ¢&) mit
s cj = 6, also T% = @, Zc; = M*Z" mit M* = (MT)_I, da
(D)’
(M*)" M = : (c1 ... ¢cn) =1,
(ci)'
Nun ist X
Zf(l") = Z f(Mz) = Z fu (z) = ZfM(?/)
zel TEL™ TEL™ YyeLn
mit
fuly) = f(Mt) e dt
R”
]. ; —1y
— t/ —27rz(M t)~y dt/ t = Mflt/
deuat .1 e ( )
1 - ~1 ~1
- il ) Moy =t (M7
i (1)) ey = () ),

und wegen I'* = (MT)f1 - 7" folgt
R 1 R
;f(if) :yG%LfM(y) = Wy;f(y).

O

1
t

Lemma 1: Die Funktion f : x — e(4)e (x € R", t > 0) besitzt die Fourier Transformation

~

fly) = (\/E)ne_”“f, d.h.
/n e (3)e® 2wy gy (\/%)n e ™", (% % *)

(Fiir t = 1 hat man insbesondere, dass f : = +— e ™ e R" gleich ihrer Fourier Transforma-
tion ist.)

Beweis:  Zu zeigen ist also (x ). Substituiert man in (x x %) & = 7z und j = yV/1, so erhilt

man
<\/¥> / o G2 g <\/¥> e*“??,

somit reicht es, die Behauptung fiir ¢ = 1 zu zeigen. Sei also ¢ = 1.

~

Sein = 1 und f(y) = / e ™2™ qy fiir y € R die Fourier Transformation von f (z).
R
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Partielle Integration liefert:

fly) = /R—mee”QeQ”‘”ydx

. _ ; 2
= 9 e 2mizy (—27m:e ”) dx
R Y
=:h/

r=-+00

. 27 —raxl N —rx?
— gle 27rzxy6 ™ . (-2’7le6 27rz;vy)e LE e
T=—00 R

= 0—2my- / e 2Ty = _9y f (y) .
R

Aus f/ (y) = —onyf (y) erhdlt man

d f(y)  —2myf(y)e™ +2myf(y)e ™ 0
41 _ - _0.
dy e~ Y e—2my

Folglich ist f (y) = ce~™ fiir ein ¢ € R. Nun ist aber f (0) = / e~ ™" dx =1 (siche z.B. Krieg,
R
Funktionentheorie I Kap. VI 3.9), d.h. ¢ =1. Also f (y) = f (y) falls n = 1.

Mit dem Satz von Fubini zeigt man die Aussage nun induktiv fiir beliebiges n € N:

_ 2 _ g _ n a2 . oy
e 27Tmyd$ _ e Ty ;e 21> " Ty, day - - - dl'n—ldﬂjn
n R JRn—1
_ 2 . _ n—1 2 _ - n—1_ .
_ e e 2T r Yn dx,, e Ty i e 2mi ZiYi dzy - -dr,_4
R Rn—1

IX G,ﬂ,yzeiﬂzn—l yiz _ eiﬂ_yQ.

4 Theta Funktionen als Modulformen

Wir wollen nun Satz 1 beweisen. Dafiir zundchst 2 Lemmas:

Lemma 2: [' C R” sei volles Gitter. Dann konvergiert die Reihe
1 : 2
Z q§x~m _ Z eI
zel zel

gleichméfig absolut fiir alle 7 mit Im7 > vy > 0 (also lokal gleichméfig absolut konvergent auf
H) und ist somit eine holomorphe Funktion.
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Beweis: Sei I' = M -Z", M € GL, (R) und ¢ := minj,—; (Mx)* > 0. Dann ist (Mz)® > ez?
2
fir z € R (Mz)® = (Mi) 2> > e22? fir © € R"\ {0} und 0 = (M - 0)* > 2. 0% = 0).

||

Dies fiihrt zu folgender Abschétzung:

Z 67Tirm2 _ Z €7ri*r(Mm)2 < Z e—wvoem2 (;) (Z e—wvoer2> < 00 (geo. Relhe)
zel ISYAL FISYAL reZ
(%) :  induktiv: Z exp (az®) = (Z exp (ar2)> :
zeLn rez

Also ist die Reihe Z q%‘m = Z emire? gleichméfig absolut konvergent fiir 7, Im7 > vy > 0.0
zel zel’

Lemma 3. Fiir ein volles Gitter I' C R” gilt die Identitat
1 TN 2 1
(=)= (3)" —rmmies (7).
. ( 7') i/ vol(R"/T) r# (7)

Beweis: Da beide Seiten der Identitdt holomorph in 7 € H sind, reicht es aus, die Gleichheit
fir 7 = it, t € (0, 00) zu zeigen (Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen). Lt. Lemma 1

n o _

hat man f (y) = (Vt) e y” als Fourier Transformation von f (z) := 67“(%)127 x € R™. Die
Poisson Summenformel liefert

Jp (—%) = Zem‘(_ﬁ)m2 = Ze—”(%)wz’ — m Z <\/Z>ne—7rty2

n 1
= t2——=0 x4
ol (& U ()
und damit die Behauptung. U

Beweis von Satz 1: Sei I ein gerades, unimodulares Gitter in R™. Wir zeigen zunéchst (i):
Angenommen n ist nicht durch 8 teilbar. Sei 0.E. n =4 (mod8) (sonst betrachte T LT C R*"
bzw. TLT 1T LT C R*). Lemma 3 besagt dann (I'# =T und vol (R"/T") = 1):

n

ir (—1) = (—1) 730 () = —rHon (7).

T

Da I' gerade, ist ¥r invariant unter 1" : 7 — 7+ 1, also

Ir (T (—1)) =Ip ((TS)7) = =729 (7).

T
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Folglich erhilt man wegen (T'S)7=1—1 == und (TS r=1- L =L

Ir (TS’ 1) = —((TS)*7)

Dies ist ein Widerspruch zu (T'S)* = 1, also zu 9 ((TS)3 7) = 9r (1) und es folgt (i).

Danun n =0 (mod 8) gezeigt ist, erhalten wir aus Lemma 3 (mit ['# = T" und vol (R"/T") = 1):

Oy <_1> (=) 30 (7) = 7R (),

T

Ur ist also Modulform vom Gewicht %, das ist (ii). O



