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Aufgabe 1 ei K = Q(ζ5) und ¯ bezeichne den Automorphismus auf K welcher durch
ζ5 7→ ζ−15 definiert wird. Zeigen Sie:

1. ϕ : Z∗K → µ(Z∗K), u 7→ u/ū ist ein wohldefinierter Gruppenmorphismus.

2. −1 liegt nicht im Bild von ϕ. Insbesondere existiert zu jedem u ∈ Z∗K ein k ∈ Z
so, dass ζk5u ∈ FixK(〈̄ 〉).

3. Es ist Z∗K =
〈
−ζ5, 1+

√
5

2

〉
.

Hinweis: Ad 2.: Ist u ∈ Z∗K mit u = −ū so liegt u im Z-Gitter
〈
ζ5 − ζ−15 , ζ25 − ζ−25

〉
Z

und wird daher von ζ5 − ζ−15 in ZK geteilt.

Ad 3.: Es ist FixK(〈̄ 〉) = Q(ζ5 + ζ−15 ) ∼= Q(
√

5).

Aufgabe 2 Es seien p und ` zwei verschiedene Primzahlen und K = Q(ζp). Zeigen Sie:

1. Xp − 1 ∈ F`[X] hat genau dann eine mehrfache Nullstelle in F` falls p = `.

2. p := (1−ζp) ist das einzige Primideal von ZK welches p enthält und es gilt ep = p−1
sowie fp = 1.

3. Sei q ein Primideal von ZK mit ` ∈ q. Dann ist eq = 1 und fq ist die Ordnung von
` in F∗p.

Aufgabe 3 Bestimmen Sie die Primidealzerlegung von `Z[ζ7] für ` = 2, 3, 7, 13, 29,
sowie die Trägheits- bzw. Verzweigungsgrade, Trägheits- bzw. Zerlegungskörper,
Trägheits- bzw. Zerlegungsgruppe und Erzeuger der auftretenden Primideale.

Aufgabe 4 Sei n ∈ Z>1 und ζn eine primitive n-te Einheitswurzel. Zeigen Sie:

1. Sei n = pr für eine Primzahl p. Für je zwei zu p teilerfremde Zahlen i, j ∈ Z ist
dann (1− ζ in)/(1− ζjn) ∈ Z[ζn]∗.

2. Sei n keine Primzahlpotenz. Dann ist (1−ζn) ∈ Z[ζn]∗. Genauer gilt
∏

i∈(Z/nZ)∗(1−
ζ in) = ±1.

Hinweis zu (b): Seien T = {d ∈ Z>1 : d | n} und P = {t ∈ T | t ist Primzahlpotenz}.
Dann ist n =

∑n−1
i=0 1i =

∏
i∈P Φi(1)·

∏
i∈T−P Φi(1). Folgere Φi(1) ∈ Z∗ für alle i ∈ T−P .


