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Grundlagen der Gruppentheorie einfacher Bahnenalgorithmus Stabilisator eines Elements erter Bahnenalgo
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Gruppe

Definition Gruppe
Sei G eine Menge und

1 GxG— G, (g, @)~ 88 =818

eine Abbildung (genannt Verkniipfung). Dann heiBt (G, -) eine Gruppe,
wenn gilt:

O (5182)83 = 81(8283) V81.82,83€ G

@ Esexistiert le Gmitlg=gl=g Vgei

© Zu jedem g € G existiert gl e Gmit ggl =g lg=1
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Ordnung

Definition Gruppenordnung

Eine Gruppe G heiBt endlich, falls die zugrundeliegende Menge G endlich
ist.

|G| := Ordnung von G := Anzahl der Elemente

Falls G nicht endlich ist, schreibt man |G| := oo
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Stabilisator eines Elements

ter Bahnenalgc

Untergruppe

Definition Untergruppe

G Gruppe, U C G. U heiBt Untergruppe von G, falls gilt:
O U+
@®@g hclU=ghlecU

Wir schreiben: U < G

Bemerkung

Eine Untergruppe ist wieder eine Gruppe bzgl. der Einschrankung der
Verkniipfung.
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Operation

Definition Operation

G Gruppe, M Menge. Eine Abbildung G x M — M : (g, m) — gm mit
@ neutrales Element: 1Im=m Vme M
@® ,Assoziativitat": (gig2)m = gi(gom) Vme M, g1,g2 € G

heiBt (Links-)Operation von G auf M.

Man nennt die Menge M ausgestattet mit der Operation der Gruppe G
auch G—Menge.

Definition Bahn
G operiere auf M, m € M.

Gm:={gm| g € G}

heiBt die Bahn von m unter G.
Bemerkung: Gm ist endlich, wenn G oder M endlich ist.
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Erzeugnis

Definition Erzeugnis
Sei M C G, G Gruppe.
o
(M) = ﬂ U

U<G,MCU

heiBt das Erzeugnis von M. (M) ist die kleinste Untergruppe, die M
enthélt.

Falls M = {gi1,--- ,gn}, schreibt man auch: (M) := (g1,--- ,gn)
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Erzeugnis

Definition Erzeugnis
Sei M C G, G Gruppe.

(1}
(M) = ﬂ U
U<G,MCU
heiBt das Erzeugnis von M. (M) ist die kleinste Untergruppe, die M
enthélt.

Falls M = {gi1,--- ,gn}, schreibt man auch: (M) := (g1,--- ,gn)

@® Falls G = (M), so heiBt M ein Erzeugendensystem von G.

Carmen Stein, Yannic Maus () Verfeinerter Bahnenalgorithums Januar 15, 2010 8/21
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Erzeugnis

Definition Erzeugnis
Sei M C G, G Gruppe.
o
(M) = ﬂ U

U<G,MCU

heiBt das Erzeugnis von M. (M) ist die kleinste Untergruppe, die M
enthélt.

Falls M = {gi1,--- ,gn}, schreibt man auch: (M) := (g1,--- ,gn)

@® Falls G = (M), so heiBt M ein Erzeugendensystem von G.

© Eine Gruppe, die von einem Element erzeugt wird, heiBt zyklisch.
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alternative Definition Erzeugnis
Alternative Definition: Sei M C G, G Gruppe.
® (M) :={my---m,| m &M oder m* e M, nec N}
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alternative Definition Erzeugnis

Alternative Definition: Sei M C G, G Gruppe.
® (M) :={my---m,| m &M oder m* e M, nec N}
@® das leere Produkt ist als 1 definiert
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Grundlagen der Gruppentheorie einf:

acher Bahnenalgorithmus
[eJelelele] ]

ator eines Elements

alternative Definition Erzeugnis

Alternative Definition: Sei M C G, G Gruppe.
® (M) :={my---m,| m &M oder m* e M, nec N}
@® das leere Produkt ist als 1 definiert

© algorithmisch besser nutzbar
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einfacher Bahnenalgorithmus

Ubersicht

@ einfacher Bahnenalgorithmus
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Bahnenalgorithmus

Algorithm 1 einfacher Bahnenalgorithmus |

Eingabe: E = {gi,...,8n} Gruppe G = (E), Operation von G auf M,

me M.
Ausgabe: Die Bahn Gm
Bahn := {m}

for each e € Bahn do
for each g € E do
newElement := g - e
if newElement ¢ Bahn then

Bahn := Bahn U {newElement}
end if
end for
end for
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Bemerkungen

Falls | G |= oo, so fiige zu E noch die inversen Elemente der Erzeuger
hinzu: E = {g1,... g &1 *--- 87 '}
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Ubersicht

© Stabilisator eines Elements
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Restklasse

Bemerkung

» U < G operiert auf G durch inverse Rechtsmultiplikation:

UxG— G:(ug)r— gu L

» Die Bahn
gU :={gu | ue U}
von g € G unter der Operation heift Restklasse von g nach U.
= Menge der Restklassen von G nach U bezeichnet man als G/U

= ein Restklassenvertretersystem bezeichnet man als Transversale.
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Grun n der Gruppentheorie
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Stabilisator

Definition Stabilisator
G operiere auf M, m € M.

Stabg(m) :={g € G | gm= m}
heiBt Stabilisator von m in G.

Bemerkung
Stabg(m) < G.
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orithmus Stabilisator eines Elements

ooe

Stabilisator

Satz
| Gm | - | Stabg(m) |=| G |

Beweis.
Tafel
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Verfeinerter Bahnenalgorithmus |

Algorithmus

Gegeben: E = {g1,...,8n} Gruppe G = (E), Operation auf M, m € M.

Gesucht:
® Die Bahn Gm
@® Erzeugendensystem Egs von Stabg(m)

© Transversale von G/Stabg(m). Genauer eine Abbildung mit
w:Gm— G mitw(e)m=e
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Algorithm 2 verfeinerter Bahnenalgorithmus
Bahn := {m}
for each e € Bahn do
for each g € E do
newElement .= g - e
if newElement ¢ Bahn then
Bahn := Bahn U { newElement}
end if
end for
end for
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Algorithm 3 verfeinerter Bahnenalgorithmus
Bahn := {m}

for each e € Bahn do
for each g € E do
newElement := g - e
if newElement ¢ Bahn then
Bahn := Bahn U {newElement}
end if
end for
end for
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Algorithm 4 verfeinerter Bahnenalgorithmus
Bahn := {m}

for each e € Bahn do
for each g € E do
newElement := g - e
if newElement ¢ Bahn then
Bahn := Bahn U { newElement}

end if
end for
end for
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Algorithm 5 verfeinerter Bahnenalgorithmus
Bahn := {m}

for each e € Bahn do
for each g € E do
newElement := g - e
if newElement ¢ Bahn then
Bahn := Bahn U {newElement}

else

end if
end for
end for
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Anwendung

Anwendung
= Ordnung einer Gruppe berechnen (Beispiel)
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Anwendung

Anwendung
= Ordnung einer Gruppe berechnen (Beispiel)

= Feulner, Automorphismengruppen berechnen
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en der Gruppentheorie einfacher Bahnenalgorithmus

Anwendung

Anwendung
= Ordnung einer Gruppe berechnen (Beispiel)
= Feulner, Automorphismengruppen berechnen

= Leons Algorithmus beruht auf der Grundidee, schrankt aber die
Gruppe ein
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Implementierung

Implementierung

» einfacher Bahnenalgorithmus in C++-, verschiedene Suchstrukturen
(Listen, Hashmaps)
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Implementierung

Implementierung

» einfacher Bahnenalgorithmus in C++-, verschiedene Suchstrukturen
(Listen, Hashmaps)

= verfeinerter Bahnenalgorithmus in GAP (Groups, Algorithms,
Programming) implementiert (auf Listen basierend)
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Implementierung

Implementierung

» einfacher Bahnenalgorithmus in C++-, verschiedene Suchstrukturen
(Listen, Hashmaps)

= verfeinerter Bahnenalgorithmus in GAP (Groups, Algorithms,
Programming) implementiert (auf Listen basierend)

= Beispiel mit Hamming Code [7,4]
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