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1 Einleitung

Ein Gitter ist eine diskrete Teilmenge desRn, wobei die Punkte gleichmäßig angeordnet sind.
Genauer gesagt erhält man ein Gitter durch alle ganzzahligen Linearkombinationen einer Basis
desRn. Ein Gitter wird immer bezüglich einer symmetrischen Bilinearform definiert, welche
die Abstände und Längen der Gittervektoren bestimmt.

Will man um jeden Gitterpunkt jeweils eine Kugel derart legen, dass sich die Kugeln
höchstens berühren, nicht aber schneiden, so kann man sich leicht vorstellen, dass je nach
Anordnung der Gitterpunkte die Dichte der Kugelpackung variieren kann.
Von großem Interesse sind sehr dichte Gitter. Dabei bestimmt sich die Dichte aus dem
Minimum und der Determinante des Gitters. Das Minimum eines Gitters ist die minimale
Quadratlänge eines Gittervektors ungleich 0, beziehungsweise das Quadrat des minimalen
Abstands verschiedener Gittervektoren. Je höher die Dichte eines Gitters, desto dichter die
Kugelpackung. Dichte Gitter sind in der Informationübertragung von großem Interesse, denn
sie liefern gute fehlerkorrigierende Codes.

Ein wichtiges Konzept, um Gitter besser untersuchen zu können, sind Modulformen. Zu
jedem Gitter gibt es eine Reihe, die sogenannte Theta-Reihe, derenq-Entwicklung die Anzahl
von Vektoren einer bestimmten Quadratlänge beschreibt. Diese Theta-Reihen sind Modul-
formen. Ist ein Gitter beispielsweise gerade und unimodular, so ist seine Theta-Reihe eine
Modulform zur vollen Modulgruppe SL2(Z) von Gewichtn2, wennn die Dimension des Gitters
bezeichnet. Modulformen sind holomorphe Funktionen auf der oberen Halbebene, die unter
einer Gruppe von Möbiustransformationen invariant bleiben. Das Besondere an Modulformen
ist, dass diese einen durch das Gewicht graduierten Ring bilden, der alsC-Algebra endlich er-
zeugt ist. Die Modulformen von gegebenem Gewicht bilden somit einen endlich-dimensionalen
C-Vektorraum.

In dieser Arbeit werden starkN-modulare Gitter, die rational äquivalent zu den Gittern
Ck

N sind, betrachtet. Das sind solche, die isometrisch zu allen reskalierten partiellen dualen
Gittern sind (siehe Definition 2.3.8).
Der Begriff modular beziehungsweise starkN-modular wurde erstmals von Quebbemann in
[Que95] und [Que97] eingeführt. FürN ∈ N = {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} hat Quebbemann
mit Hilfe von Modulformen gezeigt, dass das Minimum eines geraden, starkN-modularen
Gitters kleiner gleich 2+ 2b nσ1(N)

24σ0(N)c (siehe [Que97]). Dabei bezeichnetσ0(N) die Anzahl der
Teiler vonN undσ1(N) die Summe der Teiler vonN.
Das allgemeine Prinzip, um solch eine Schranke zu finden, benutzt zwei wesentliche Dinge. Ei-
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2 Kapitel 1: Einleitung

nerseits kennt man eine Basisb1, ...,bt des Raums der ModulformenM n
2
(Γger(N)) vom Gewicht

n
2 zur geeigneten ModulgruppeΓger(N), in welchem die Theta-Reihen dern-dimensionalen
starkN-modularen Gitter liegen. Andererseits liefert die Bedingung Minimum vonL gleich 2m
genaum lineare Gleichungen, dennθL hat die Form 1+0q2+0q4+ ...+0q2m−2+a2mq2m+ ... .
Da diese Bedingungen unabhängig sind, istθL für m= t eindeutig bestimmt. Das Minimum des
Gitters ist also kleiner gleich 2 mal der Dimension vonM n

2
(Γger). Gitter, die dieses Minimum

erreichen, heißen extremal.

Will man nun aber ungerade modulare Gitter betrachten verliert man eine Invarianzei-
genschaft. Die GruppeΓunger(N), zu der die Theta-Reihen ungerader starkN-modularer Gitter
Modulformen sind, wird kleiner und damit die Dimension vonM n

2
(Γunger(N)) größer, das

heißt die Schranke an das Minimum wird schlechter.
Für ungerade Gitter führten Rains und Sloane daher den Begriff des Schattens ein. Der
Schatten eines ungeraden Gitters ist eine Restklasse nach dem dualen Gitter, genauer gesagt
Sh(L) := L#

ev\ L#, wobei Lev das gerade Teilgitter bezeichnet, in dem alle Vektoren mit
geradem Skalarprodukt enthalten sind. Die Theta-Reihe des Schattens eines ungeraden, stark
N-modularen Gitters kann aus der Theta-Reihe des Gitters berechnet werden. Es gibt einen
Ringhomomorphismus Sh, so dassθSh(L) = Sh(θL). Die Bedingung, dass die Theta-Reihe des
Schattens nur positive Koeffizienten hat liefern genug Bedingungen, um die gleiche Schranke
an das Minimum zu bekommen wie für gerade Gitter (siehe [RS98] beziehungsweise Kapitel
4, Satz 4.2.1).

Rains und Sloane konnten also den Begriff der Extremalität auf ungerade starkN-modulare
Gittern erweitern.

Die Basis dieser Arbeit war der Artikel ’Strongly modular lattices with long shadow’
von G. Nebe, siehe [Neb04]. In dem Artikel wurden starkN-modulare Gitter von Minimum
2 und zweitlängstem Schatten betrachtet. Nebe konnte eine genaue Schranke angeben, in
welchen Dimensionen Gitter mit den genannten Eigenschaften existieren können.
In dieser Arbeit wurde versucht eine solche Schranke für starkN-modulare Gitter mit Minimum
3 und drittlängstem Schatten zu finden (diese Gitter sind s-extremal). Dies ist jedoch nicht
gelungen, weil sich die Theta-Reihen der Gitter von ungeradem Minimum anders verhalten, als
die Theta-Reihen der Gitter von geradem Minimum (vergleiche [NSa]).
Dies kann man beobachten, wenn man die Theta-Reihen von s-extremalen Gittern berechnet.
S-extremale Gitter sind Gitter, für die die Summe vom Schattenminimum und zwei mal dem
Gitterminimum maximal wird. Der Begriff s-extremal wurde von P. Gaborit in [Gab] für
unimodulare Gitter eingeführt und in [NSa] verallgemeinert. Die Theta-Reihen solcher Gitter
sind eindeutig bestimmt. Berechnet man nun diese Theta-Reihen, so erhält man für Gitter mit
geradem Minimum, negative Koeffizienten in derq-Entwicklung, wenn die Dimension groß
wird. Bei Gittern mit ungeradem Minimum erhält man seltener einen solchen Widerspruch
zu der Existenz der Gitter, jedenfalls beim Betrachten der ersten 100 Koeffizienten in der
q-Entwicklung.
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Weiter wurde in dieser Arbeit versucht in möglichst vielen Dimensionen die starkN-
modularen Gitter mit Minimum 3 und drittlängstem Schatten zu klassifizieren. Dazu wurde die
Knesersche Nachbarschaftsmethode (siehe [Kne57]) genutzt. Die starkN-modularen Gitter,
die rational äquivalent zu CkN sind, liegen im Geschlecht von Ck

N. Das heißt die Komplettierung
der Gitter ist für alle Primzahlen und für unendlich gleich der Komplettierung von Ck

N.
Mit der Kneserschen Nachbarschaftsmethode kann man das ganze Spinorgeschlecht eines
Gitters berechnen und da für Ck

N das Spinorgeschlecht gleich dem Geschlecht ist, genügt es die
Knesersche Nachabrschaftsmethode auf die Gitter Ck

N anzuwenden. Hat man das Geschlecht
bestimmt, so muss man nur noch überprüfen, ob Gitter mit den gewünschten Eigenschaften
darin liegen.
In hohen Dimensionen wird die Laufzeit zu groß, um das Verfahren so anzuwenden. Man kann
jedoch einen geraden Nachbarn von Ck

N berechnen, dessen Geschlecht bestimmen und die
ungeraden Gitter mit den Kanten im Nachbarschatsgraphen der geraden Gitter identifizieren
(siehe Borchards [CS99, Chapter17]). Aber auch diese Methode versagt in hohen Dimensionen.
In Fällen, in denen Geschlechter schon bestimmt sind und man die Gitter kennt, zu denen
das gesuchte Gitter benachbart sein muss, kann man aus dem Nachbar das gesuchte Gitter
konstruieren (siehe Kapitel Neue Ergebnisse).
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2 Gitter und Modulformen

2.1 Symmetrische Bilinearformen

SeienA ein kommutativer Ring mit 1 undE einA-Modul.

Definition 2.1.1

(a) Eine Abbildungb : E×E→A heißtsymmetrische Bilinearform, falls für allex,y∈E und
a∈ A gilt, dass

(i) b(ax+y, z) = ab(x,z)+b(y,z)

(ii) b(x,y) = b(y,x).

Dann heißt(E,b) bilinearerA-Modul.

(b) Die bilinearen Moduln (E,b), (E′,b′) heißen isometrisch, wenn ein A-Modul-
Isomorphismusϕ : E → E′ existiert mitb′(ϕ(x) , ϕ(y)) = b(x,y) für alle x,y∈ E. Im Zei-
chen:(E,b)∼= (E′,b′). Dann heißtϕ eineIsometrie.

Definition 2.1.2 Sei(E,b) ein bilinearerA-Modul.

(a) Seienx,y∈ E. Es heißtx orthogonal zuy (bzgl. b), wennb(x,y) = 0.
Ist F ⊆ E, so heißtF⊥ := {x∈ E | b(x,y) = 0∀y∈ F} der orthogonale Untermodul der
TeilmengeF .
(Offensichtlich istF⊥ einA-Untermodul vonE.)

(b) E heißtorthogonale Summeder TeilmodulenE1, · · · ,En, E = E1 ⊥ E2 ⊥ ·· · ⊥ En, falls
E =

⊕n
i=1Ei undEi ⊥ E j für alle i 6= j, d.h. b(xi ,x j) = 0 ∀xi ∈ Ei , x j ∈ E j .

(c) E∗ := HomA(E,A) = {ϕ : E → A | ϕ ist A−Modulhomomorphismus} heißt der zuE duale
Modul.
(E∗ ist einA-Modul durch(a·ϕ)(x) := a·ϕ(x) ∀ x∈ E, a∈ A, ϕ ∈ E∗)

(d) Für x∈ E undF ≤ E seibF(x) : F → A definiert durchbF(x)(y) := b(x,y) für alley∈ F .

5



6 Kapitel 2: Gitter und Modulformen

Lemma 2.1.3 Sei F≤ E. Dann ist E= F ⊥ F⊥ genau dann wenn bF(E) = bF(F) und
F ∩F⊥ = {0}.

Beweis:

⇒ Klar!

⇐ SeibF(E) = bF(F). Zeige: für allex∈ E existiert einy∈ F undy′ ∈ F⊥ mit x = y+y′.

Seix∈ E. Dann gibt esy∈ F mit bF(x) = bF(y). Daraus folgt, dass für allez∈ F gilt:

bF(x)(z) = b(x,z) = b(y,z) = bF(y)(z) ⇔ b(x−y,z) = 0 ∀z∈ F

⇒ y′ := x−y∈ F⊥ und x = y+y′ ∈ F +F⊥

Definition 2.1.4

(a) (E,b) heißt nicht ausgeartet, wennbE : E → E∗ injektiv ist.

(b) (E,b) heißt regulär , wennbE bijektiv undE ein endlich erzeugter freierA-Modul ist.

Satz 2.1.5Sei F≤ E so dass(F,b|F×F) regulär ist. Dann ist E= F ⊥ F⊥.

Beweis: Da F regulär ist folgt, dassbF |F : F → F∗ bijektiv ist. Daraus folgt:bF(E) = bF(F)
undKern(bF |F) = F⊥∩F = {0}. Mit 2.1.3 folgt die Behauptung. �

Definition 2.1.6 SeiE =
⊕n

i=1Aei ein freierA-Modul mit Basise= (e1, · · · ,en). Seib : E×
E → A eine symmetrische Bilinearform. Die Matrix

G(e) :=
(
b(ei ,ej)

)
1≤i, j≤n ∈ An×n

heißt Gram-Matrix vonb bzgl.e.

Satz 2.1.7Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper A. Sei b: E×E→A
eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine Zerlegung

E = E1 ⊥ ·· · ⊥ Er ⊥ F,

wobei Ei regulär,dim(Ei) = 1 oderdim(Ei) = 2 für alle i = 1, · · · , r und F = E⊥.
E ist genau dann regulär, wenn F= {0}.

Beweis: Beweis durch Induktion nach dim(E):
dim(E) = 0 : Klar!
dim(E) = n > 0 :
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1 .Fall Ist b(E,E) = 0, so setzeF := E.

2 .Fall Ist b(E,E) 6= {0}, so unterscheide:

Fall 2. 1 : Es existiert eine∈ E mit b(e,e) 6= 0.
SetzeE1 := 〈e〉 ≤ E. Daraus folgt, dassE1 ist regulär. Mit 2.1.5 erhalten wir,
dass
E = 〈e〉 ⊥ 〈e〉⊥, wobei dim(〈e〉⊥) = dim(E)−1
Die Behauptung folgt mit Induktion!

Fall 2. 2 : Für allee∈ E ist b(e,e) = 0.
Dann gibt ese, f ∈ E mit b(e, f ) 6= 0.
SetzeE1 := 〈e, f 〉 ≤ E, e := (e, f ) unda := b(e, f ).
Da det(G(e)) = −a2 6= 0 ist E1 regulär und alsoE = E1 ⊥ E⊥1 mit
dim(E⊥1 ) = dim(E)−2, nach 2.1.5.
Die Behauptung folgt mit Induktion! �

Bemerkung 2.1.8 Der Fall 2.2 aus dem Beweis von Satz 2.1.7 tritt für char(A) 6= 2 nicht auf,
denn es istb(e+ f ,e+ f ) = b(e,e)+2b(e, f )+b( f , f ), und somit können für char(A) 6= 2 und
b(e, f ) 6= 0 nicht alleb(e+ f ,e+ f ), b(e,e), b( f , f ) gleich Null sein.

Folgerung 2.1.9 Jeder endlichdimensionale Vektorraum über einem Körper der Charakteristik
ungleich 2 hat eine Orthogonalbasis.

2.2 Gitter

SeiV ein Vektorraum der Dimension n überR mit einer positiv definiten Bilinearform( , ).

Definition 2.2.1

(i) Eine TeilmengeL⊂V heißtGitter von Rang m in V,
falls es linear unabhängige Vektorene1, ...,em∈V so gibt, dass

L = Ze1 + ...+Zem =

{
m∑

i=1

xiei |xi ∈ Z

}
.

Gilt n = m, so heißtL volles Gitter. Das Tupele := (e1, ...,em) heißtGitterbasis.

(ii) Es heißt det(L) := det(G(e)) dieDeterminantevonL.
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In dieser Arbeit werden ausschließlich volle Gitter betrachtet. Es bezeichneL ein Gitter von
Rangn mit Basise := (e1, ...,en). Weiter bezeichneStr die Transponierte Matrix einer Matrix
S.

Bemerkung 2.2.2 Die Determinante eines Gitters ist unabhängig von der Basiswahl, daher ist
die vorhergehende Definition wohldefiniert.

Beweis: Seiene unde′ zwei Basen des GittersL, und seiSdie Basiswechselmatrix, diee in e′

überführt. Es hatSganzzahlige Koeffizienten, undS−1 existiert. Da det(S) und det(S−1) ganze
Zahlen sind und zusätzlich det(S) · det(S−1) = 1 ist, folgt det(S) = ±1. Weiter gilt G(e′) =
Str G(e)Sund damit folgt det(G(e)) = det(G(e′)). �

Beispiel 2.2.3SeiV = Rn. Sei(e1, ...,en) die Standardbasis, und sei das Standardskalarprodukt
die zuV gehörige Bilinearform. Dann heißtZn := Ze1 + ...+Zen dasStandardgitter.

Analog zu [Ebe94, Chapter 1] führen wir die folgenden Begriffe ein:

Definition 2.2.4 Das Parallelepiped

F(e) := {λ1e1 + ...+λnen | 0≤ λi ≤ 1}

heißt dieGrundmaschevonL bzgl.e. Ihr Volumen ist erklärt durch

vol(F(e)) =
√

det(G(e))

Die folgende Zeichnung zeigt einen Ausschnitt des StandardgittersZ2 mit eingezeichnetem
Fundamentalbereich F(e):

• • • • • • • • •

• • • • •
F(e)

• • • •

• • • •
0

e1
//

e2

OO

• • • • •

• • • • • • • • •
Das Volumen des GittersL ist wie folgt definiert.

vol(L) := vol(Rn/L) = (vol(F(e)))

Beispiel 2.2.5SeiL das 2-dimensionale Standardgitter. Es ist

vol(L) =
√

det(G(e)) = ((1,0), (1,0)) · ((0,1), (0,1)) = 1.

Der QuotientR2/L ist ein 2-dimensionaler Torus.
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Bemerkung 2.2.6 SeiL′ ⊆ L ein Teilgitter vonL. Es gilt

det(L′) = det(L) · [L : L′]2 .

Diese Gleichheit nennt manDeterminanten-Index-Formel.

Beweis: Nach dem Elementarteilersatz für endlich erzeugte freieZ− Moduln gibt es ein Basis
(b1, ...,bn) vonL, so dass(a1b1, ...,anbn) eine Basis vonL′ ist. Es bezeicheSdie Wechselmatrix
vonL nachL′. Es folgt, dass det(L′) = det(S·L) = det(L) ·det(S)2. �

Definition 2.2.7

(i) L heißtganz, wenn(x,y) ∈ Z für allex, y∈ L.

(ii) L heißtgerade, wenn(x,x) ∈ 2Z für allex∈ L.

Ein gerades Gitter ist ganz, da
(x+y, x+y) = (x,x)+2(x,y)+(y,y)⇔ (x,y) = 1

2 (x+y, x+y)︸ ︷︷ ︸
∈2Z

−1
2 (x,x)︸︷︷︸

∈2Z

−1
2 (y,y)︸︷︷︸

∈2Z

.

Es heißtLev := {x∈ L | (x,x) ∈ 2Z} gerades TeilgittervonL.
Lev ist der Kern der linearen AbbildungL → F2, x 7→ (x,x)+2Z. Ist L gerade, so istL = Lev;
ist L ungerade, so istLev⊆ L, und aus dem Homomorphiesatz folgt, dass|L/Lev|= 2.

Bemerkung 2.2.8 Ein Gitter ist ein freier bilinearerZ-Modul.

Definition 2.2.9 Für ein GitterL sei

L# := {v ∈ V | (v,y) ∈ Z ∀y∈ L} .

Das GitterL# heißt das zuL duale Gitter.

Die obige Definition ist wegen des folgenden Satzes wohldefiniert.

Satz 2.2.10Es besitzt L# die Basis e# = (e#
1, · · · ,e#

n), wobei e#i :=
∑n

j=1 ai j ej mit A:= ((ai j )) =
G(e)−1. Es gilt außerdem, dass(ei ,e#

j ) = δi j .

Beweis: Offensichtlich gilt, dass< e# >⊆ L#. Außerdem hat der vone# aufgespannte Raum
Rangn. Es gilt, dassAInG(e) In = In . Daraus folgt, dass(

∑n
j=1 ai j ej , ek) = δi j für alle i, j.

Da außerdem(,) regulär ist, folgt die Behauptung. �
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Folgerung 2.2.11Nach Satz 2.2.10 gilt, dassG(e#) = G(e)−1. Daraus folgt, dassdet(L#) =
det(L)−1.

Bemerkung 2.2.12

(i) AusL′ ⊆ L folgt, dassL# ⊆ (L′)#.

(ii) Es istL genau dann ganz, wenn giltL⊆ L#.

(iii) Nach der Determinanten-Index-Formel gilt für ein ganzes Gitter:

det(L) =

√
det(L)
det(L#)

=
[
L# : L

]
.

Definition 2.2.13 Die Automorphismengruppe eines GittersL ist die Menge aller Abbildungen,
die das Gitter isometrisch in sich überführen.

Analog zu [Ebe94] zeigen wir in einem kleinen Beispiel einen Zusammenhang zwischen bi-
nären Codes und Gittern. Dieser erlaubt uns eine schöne Einführung des Wurzelgitters E8.

Beispiel 2.2.14Von Codes zu Gittern
Ein Code der Längen ist eine Teilmenge desFn

q für eine Primzahlpotenzq. Istq= 2, so heißt der
Code binär. Ein linearer Code ist ein Untervektorraum desFn

q. Hat man einen binären Code, so
kann man aus diesem wie folgt ein Gitter konstruieren. SeiZn das Standardgitter, so betrachten
wir die Reduktion modulo 2

ρ : Zn → (Z/2Z)n = Fn
2.

Ist C ein linearer Code der Dimensionk im Fn
2, so istFn

2/C∼= Fn−k
2 . C ist eine Untergruppe von

Index 2n−k vonFn
2. Also ist das Urbildρ−1(C) eine Untergruppe von Index 2n−k vonZn. Es ist

ρ−1(C), wie man leicht sieht, ein Gitter. Somit ist auchLC := 1√
2
ρ−1(C) ein Gitter.

Betrachten wir einen der bekannten Hamming-Code. Dieser ist definiert durch eine Abbildung

F4
2 → F7

2, (x1,x2,x3,x4) 7→ (x1,x2,x3,x4,−x1−x3−x4,−x1−x2−x4,−x2−x3−x4).

Ergänzt man den Code vonx8 := x1 + · · ·+ x7, so erhält man den erweiterten Hamming-Code
H. Der erweiterte Hamming-Code hat die Basis( f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) := ((0,1,1,0,1,0,0,1),
(0,0,1,1,0,1,0,1), (0,0,0,1,1,0,1,1), (1,0,0,0,1,1,0,1), (0,1,0,0,0,1,1,1),
(1,0,1,0,0,0,1,1), (1,1,0,1,0,0,0,1)). Klar ist, dass die Vektoren

√
2 f1, ...,

√
2 f7 in

den zugehörigen GitterLH enthalten sind. Es istLH ein gerades Gitter imR8 mit der
Basis (

√
2 f1,

√
2( f2 − f1),

√
2( f3 − f2),

√
2( f4 − f3),

√
2( f5 − f4),

√
2( f6 − f5),

√
2( f7 −

f6),
√

2(−1,−1,0,0,1,0,−1,0)). (Denn: Leicht rechnet man nach, dass die Vektoren linear
unabhängig sind. Das Bild der Vektoren ist offensichtlich inH enthalten.) Man definiert das
Gitter E8 alsLH.
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2.3 Modulare Gitter

Sei p eine Primzahl,Qp der Körper der p-adischen Zahlen undZp der Ring der ganzenp-
adischen Zahlen undZp∩Q =: Z(p) = {a

b | p - b}. Weiter sei im FolgendemL ein Gitter dessen
Bilinearform nur Werte inQ annimmt. Wir führen analog zu [RS98] modulare Gitter ein.

Definition 2.3.1 Für ein GitterL heißt

Lp := Zp⊗Z L, mit p∈ P

diep-Komplettierung vonL.

Definition 2.3.2 SeiΠ⊆ P. Das Gitter

L#Π :=
{

v∈ L⊗Q | (v,L)⊆ Z(p) ∀ p∈Π und(v,L#)⊆ Z(p) ∀ p /∈Π
}

heißt dasΠ-Dual vonL.

Bemerkung 2.3.3 Offensichtlich istL#Π wieder ein Gitter.

Lemma 2.3.4 Seien M, LZ-Gitter in V . Es gilt:

L = M ⇔ Z(p)⊗L = Z(p)⊗M für alle p∈ P

Beweis:

⇒ Die Behauptung ist klar, daZ⊆ Z(p) für alle p∈ P.

⇐ SeiB eineZ−BasisvonL undC eineZ−BasisvonM. Weiter sei

MB
C die Basiswechselmatrix vonL nachM.

Es folgt, dassMB
C ∈GLn(Z(p)) für alle p∈ P. Daraus erhalten wir, dass

MB
C ∈

⋂
p∈P

GLn(Z(p)) = GLn(Z), da
⋂
p∈P

Z(p) = Z.

Insgesamt folgt, dassMB
C in GLn(Z) enthalten ist.

Bemerkung 2.3.5 SeiL ein ganzes Gitter. Dann gilt, dass

L#Π = L#∩Z
[

1
p
| p∈Π

]
L.
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Beweis: Sei p∈ P, so ist

(L#Π)(p) =

{ {
v∈ L⊗Q | (v,L(p)) ⊆ Z(p)

}
= (L(p))# = (L#)(p) falls p∈Π{

v∈ L⊗Q | (v,L#
(p)) ⊆ Z(p)

}
= ((L(p))#)# = L(p) falls p /∈Π

und

L#
(p)∩ (Z

[
1
p
| p∈Π

]
L)(p) =

{
L#

(p)∩ (L⊗Q) = L#
(p) falls p∈Π

L#
(p)∩L(p) = L(p) falls p /∈Π.

Nach Lemma 2.3.4 folgt die Behauptung. �

Bemerkung 2.3.6 Es istL#/0 = L undL#P = L#.

Definition 2.3.7 SeienL, L′ zwei Gitter.

1. Ein Isomorphismusg von L nachL′ heißtÄhnlichkeit , falls eins∈ R existiert, so dass
(g(x), g(y)) = s(x, y) für alle x, y ∈ L.

2. SeiL ein ganzes Gitter undΠ⊆ P. Eine Ähnlichkeit vonL#Π nachL heißtModularität .

3. Eine Modularitätσ heißt von der Stufe s (oder auchs-Modularität ), falls Π aus der
Menge aller Primteiler vons besteht undσ die Norm mits multipliziert, das heißt also
Π := {p∈ P | p|s} und es existiert eine Ähnlichkeit vonL# nachL, so dass(σ(x),σ(y)) =
s(x,y) für allex,y∈ L.

Definition 2.3.8 Ein ganzes GitterL heißtvon der Stufe l ′, falls l ′ die kleinste natürliche Zahl
ist, so dass

√
l ′L# ganz ist.

Ist L ein gerades Gitter, so heißt die kleinste Zahll , so dass
√

lL# wieder gerade ist, diegerade
StufevonL.
Sei Π ⊆ P. Vertauscht man die Rollen vonL# und L#Π, so ist dieΠ-Stufe l ′π und lπ analog
definiert.

SeiN ∈ N. Ein Teilerd vonN heißtexakt, falls ggT(N
d ,d) = 1. Im Zeichen:d||N.

Definition 2.3.9 SeiL ein ganzes Gitter.

1. SeiM ⊆ N. Es heißtL M-modular, falls L Modularitäten der Stufem für alle m ausM
besitzt.

2. SeiN ∈N. Das GitterL heißtN-modular, falls seine StufeN teilt und es{1,N}-modular
ist.



2.3 Modulare Gitter 13

3. SeiN ∈ N. Das GitterL heißtstark N-modular, falls seine StufeN teilt und es für jeden
exakten Teilerd vonN eined-Modularität besitzt.

Bemerkung 2.3.10Sei
√

NL# ganz, dann istL#{p| p|N} = L#.

Beweis: Da
√

NL# ganz ist, folgt, dass
√

NL# ⊆
(√

NL#
)#

= 1√
N

L. Damit ist L# ⊆ 1
NL ⊆

Z
[

1
p | p|N

]
L und wir erhalten, dassL#{p| p|N} = L#. �

Bemerkung 2.3.11Ein GitterL ist genau dannN-modular, wenn gilt, dassL∼=
√

NL#.

Beweis: SeiL N-modular. Dann ist
√

NL# ganz und somitL# = L#{p| p|N}. Nach Voraussetzung
existiert eine Modularität der StufeN.
SeiL∼=

√
NL#, dann ist

√
NL# ganz und somitL# = L#{p| p|N}. Nach Voraussetzung existiert eine

Modularität der StufeN. �

Folgerung 2.3.12 Ist L ein N-modulares Gitter, so istdet(L) = N
n
2 .

Beweis: Nach der vorhergehenden Bemerkung existiert eine MatrixS∈GLn(Z), mit det(L) =
det(Str

√
NL#S) = det(S)2Nndet(L)−1. Daraus folgt, dass det(L) = N

n
2 . �

Folgerung 2.3.13 Ist N quadratfrei und L ein stark N-modulares Gitter, so gilt für jeden Teiler
p von N, dass

L#p = L#∩ 1
p

L.

Satz 2.3.14Sei N∈N quadratfrei. Besitzt L für die paarweise teilerfremden Teiler di , 1≤ i ≤m
von N eine di-Modularität, so besitzt L auch eine(d1 · ... ·dm)-Modularität.

Beweis: Wir führen den Beweis fürm= 2 durch und erhalten den Rest analog. Seiendi =: p
und d j =: q. Weiter seienσp : L → L#,p eine p-Modularität,σq : L → L#,q eineq-Modularität
undσpq eine(p·q)-Modularität. Da manσp bzw.σq aufQL fortsetzen kann, zeigen wir, dass

σp(σq(L)) = σpq(L).

Dazu zeigen wir erstmal die folgende Behauptung.
(1) Seiz∈ 1

p L#,q. Dann ist(z,y′) ∈ 1
q Z für alle y′ ∈ L#,q genau dann, wenn gilt, dass(z,y) ∈
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Z für alle y ∈ L.

⇒ Seiz=
1
p

z′ mit z′ ∈ L#,q, und es gelte, dass(z,y′) ∈ 1
q

Z für alle y′ ∈ L#,q.

Da L⊆ L#,q, folgt, dass(z,y) ∈ 1
q

Z und (z,y) =
1
p

(z′,y) ∈ 1
p

Z für alley ∈ L .

Daraus folgt, dass(z,y) ∈ Z, da ggT(p,q) = 1.

⇐ Seiz∈ 1
p

L#,q, und es gelte(z,y) ∈ Z für alley∈ L.

Es folgt, dass(z,y′′) ∈ 1
q

Z für alle y′′ ∈ 1
q

L. Damit erhalten wir, dass(z,y′) ∈ 1
q

Z

für alle y′ ∈ L#,q, da L#,q ⊆ 1
q

L.

(2) Nun können wir die Behauptung des Satzes zeigen.

σq(L#,p) = σq(
{

x∈ 1
p

L | (x,y) ∈ Z ∀y∈ L

}
) =

{
σq(x) | x∈

1
p

L, (x,y) ∈ Z ∀y∈ L

}
=

{
z∈ 1

p
L#,q | p(z,σq(y)) ∈ Z ∀y∈ L

}
=(1)

{
z∈ 1

p
L#,q | (z,y) ∈ Z ∀y∈ L

}
=

1
p
(
1
q

L∩L#)∩L# = L#,pq

Insgesamt erhalten wir also, dassL eine(p·q)-Modularität besitzt. �

Folgerung 2.3.15Sei N∈ N quadratfrei. Um nachzuprüfen, dass ein Gitter stark N-modular
ist, genügt es für jeden Primteiler eine Modularität zu finden.

Definition 2.3.16 Ein GitterL heißtunimodular (oder1-modular ), falls L = L#.

Folgerung 2.3.17 Ist L unimodular, so gilt det(L) = 1. Ist L ein ganzes Gitter, so ist dieses
genau dann unimodular, wenn det(L) = 1.

Beispiel 2.3.18Das in 1.2 eingeführte Gitter E8 ist ganz und hat Determinante 1. Somit ist es
nach der vorhergehenden Folgerung unimodular.

Die modularen Gitter sind Verallgemeinerungen von unimodularen Gittern.
SeiL ein starkN-modulares Gitter der Dimension 2k undN = mm′ für zwei teilerfremde Zah-
len. Wir erhalten das folgende Verhältnis.
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Beispiel 2.3.19Sind N ∈ {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} und k ∈ N, so istCk
N := (⊥d|N

√
dZ)k

ein stark N-modulares Gitter.

Beweis: Es genügt, die Behauptung fürk = 1 zu zeigen, daCk
N ausk orthogonalen Kopien von

CN entsteht. Es istC#
N = ⊥d|N

1√
d

Z. Sei (e1, ...,en) = (
√

d1b1, ...,
√

dnbn) eine Basis vonCN,

wobei(b1, ...,bn) die Standardbasis bezeichnet.

1. Ist N ∈ P, so genügt es zu zeigen, dassCN eineN-Modularität besitzt. DaCN von Stufe

N ist, istNC#
N ⊆CN und somitC#,{N}

N = C#
N. Definiere

σ : CN →C#
N, b1 7→ 1√

N
b2 ,

√
Nb2 7→ b1.

Offensichtlich ist σ ein Isomorphismus. Da außerdem(b1,b1) = 1 = N · N−1 =
N(σ(b1),σ(b1)) und(

√
Nb2,

√
Nb2) = N = N ·1= N(σ(

√
Nb2),σ(

√
Nb2)), folgt die Be-

hauptung.

2. SeiN ∈ 6,14,15. SchreibeN = p ·q, mit p,q∈ P. Offensichtlich istCN wieder von der
StufeN. Es besitztCN einep- bzw.q-Modularität. Seiσ o.B.d.A. einep-Modularität.

Es gilt, dassC#,{p}
N = C#

N∩ 1
pCN =

〈
b1,

1√
pb2,

√
qb3,

√
p√
qb4

〉
Z
. Definiere

σ : CN →C{p},#
N , b1 7→ 1√

pb2,
√

pb2 7→ b1,
√

qb3 7→ q
p b4

√
pqb4 7→

√
qb3.

Offensichtlich istσ ein Isomorphismus. Leicht rechnet man nach, dassσ auch eine Ähn-
lichkeit ist.
Vertauscht man die Rollen vonp undq, so erhält man eineq-Modularität und mit Folge-
rung 2.3.15 erhält man die Behauptung. �

Bemerkung 2.3.20SeiL ein ganzes Gitter.
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(i) Seib die zuL gehörende Bilinearform. Die Abbildung

b : L#/L × L#/L → R/Z, b(x+L, y+L) = (x, y)+Z

ist eine wohldefinierte symmetrische Bilinearform.

(ii) Die Bilinearformb ist nicht ausgeartet.

(iii) Sei L starkN-modular mitN quadratfrei. Seienp,q ∈ P, mit p 6= q Teiler vonN. Die
GitterL#,{p} undL#,{q} stehen orthogonal zueinander bezüglichb.

Beweis:

(i) Sei L# 3 x = z+ l , mit z ∈ L#, und l ∈ L. Zu zeigen ist, dassb(x+L,y+L) =
b(z+L,y+L) .

b(x+L,y+L) = b(z+ l +L,y+L) = b(z+ l ,y)+Z = b(z,y)+ b(l ,y)︸ ︷︷ ︸
∈Z, da y∈L#

+Z

= b(z,y)+Z = b(z+L,y+L)

(ii) Die Behauptung folgt, dab(x+L,y+L) = 0+Z für alley∈ L# genau dann, wenn(x,y)∈
Z für alley∈ L# genau dann, wennx∈

(
L#
)# = L.

(iii) Sei 2k := n := dim(L). Um die Behauptung zu zeigen, betrachteL#∩ 1
p L als Untergruppe

der Ordnung(N/p)k von L#/L, bzw. L#∩ 1
q L als Untergruppe der Ordnung(N/q)k von

L#/L.

•
L#

==
==

==
==

==
==

==
==

==

��
��

��
��

��
��

��
��

��

•L#∩ 1
p L

(N/p)k
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??
??

??
??

??
??
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��
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��
��

��
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�� L#∩ 1
q L
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L
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Seienx∈ L#∩ 1
p L undy∈ L#∩ 1

q L. Zeige, dassb(x+L, y+L) = 0+Z.

1. Da pk x∈ L, folgt, dassb
(

pk x+L, y+L
)

= b
(

pk x, y
)

+Z ∈ Z, da y∈ L#.

Damit erhalten wir, dassb(x,y) =
z

pk∗ für ein z∈ Z und fürk∗ 6 k.

2. Daqk y∈ L folgt, dassb
(

x+L, qk y+L
)

= b
(

x, qk y
)

+Z ∈ Z, da x∈ L#.

Damit erhalten wir, dassb(x,y) =
z′

ql∗ für ein z′ ∈ Z und für l∗ 6 l .

Mit 1. und 2. folgt, dassb(x,y) in Z liegt. �

2.4 Modulformen und Theta-Reihen von Gittern

Bei der Einführung gehen wir analog zu [KK98] vor.

Sei H := {τ ∈ C | ℑτ > 0} die obere Halbebene. Ist M =
(

a b
c d

)
eine 2× 2 Matrix mit

Einträgen ausC, so definieren wir

M τ :=
aτ+b
cτ+d

für alle τ ∈ C.

Somit wird durch
φM : τ→Mτ

eine meromorphe Funktion aufH definiert. Diese Funktion heißtMöbius-Transformation . Die
Möbius-Transformationen sind genau die biholomorphen Selbstabbildungen vonH.
Es bezeichneΓ die Gruppe SL2(Z).

Bemerkung 2.4.1 Die GruppeΓ wird von den Matrizen

S:=
(

0 −1
1 0

)
, T :=

(
1 1
0 1

)
erzeugt.

Definition 2.4.2 Sei f eine meromorphe Funktion aufH. Seik ∈ Z und M ∈ SL(2;R), dann
definieren wir

f |k M = f |M := (cτ+d)−k · f (Mτ) für τ ∈H.
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Es seiG eine Gruppe. EinCharakter von G ist ein Gruppenhomomorphismus in die multipli-
kative Gruppe der komplexen Zahlen.

Definition 2.4.3 SeiU eine Untergruppe von SL2(R), so dassU ∩SL2(Z) in U und SL2(Z)
endlichen Index hat, undχ sei ein Charakter vonU . Eine holomorphe Funktionf : H→C heißt
eineModulform vom Gewicht k zur Gruppe U mit Charakter χ, falls gilt:

1. Es ist f |k A = χ(A) f für alleA∈U .

2. Für alleM ∈ SL2(Z) ist f |k M holomorph beii∞.

Bemerkung 2.4.4 Seienf undg Modulformen von Gewichtk zur GruppeU mit Charakterχ,
so ist auchα f +βg, mit α,β ∈ C, eine Modulform von Gewichtk zur GruppeU mit Charakter
χ. Modulformen eines Gewichts bilden also einenC-Vektorraum, den man mitMk(U,χ) be-
zeichnet.
Für eine Menge von Charakteren, für dieχk ·χl = χk+l mit l ,k∈Z≥0, ist die Operation|k multi-
plikativ. Die Modulformen zur UntergruppeU bilden dann einen durch das Gewicht graduierten
Ring M (U,χ) =⊕∞

k=1Mk(U,χk).

Bemerkung 2.4.5 Ist − I2 ∈ U und χ der triviale Charakter, so sieht man direkt, dass jede
Modulform von ungeradem Gewicht gleich 0 ist.

2.4.1 Theta-Reihen

Definition 2.4.6 SeiL ein Gitter, so heißt die Funktion inC

θL(τ) :=
∑
x∈L

eπ i b(x,x)τ =
∞∑

j=0

aL( j) eπ i j τ, τ ∈H, dieTheta-ReihevonL,

wobei aL( j) = | {x∈ L|b(x,x) = j} | der Anzahl der Vektoren der Längej bezeichnet.

Für die Wohldefiniertheit der Theta-Reihe ist einerseits zu zeigen, dass diese konvergiert und
andererseits, dassaL( j) < ∞ für alle j ∈ N. Für den ersten Teil verweisen wir auf [Ebe94,
Kapitel 2.1], der zweite Teil wird in der folgenden Bemerkung behandelt.

Bemerkung 2.4.7 Es gilt:

Für alleα ∈ R ist |{x∈ L|b(x,x)≤ α}| endlich.
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Beweis: Sei v1, ...,vn eine beliebige Basis vonV. Weiter seiL 3 x = (x1, ...,xn) mit x =∑n
i=1bi vi für bi ∈ R, bzw. x =

∑n
i=1ci ei bezüglich einer Basis vonL mit ci ∈ Z. Da je zwei

Normen aufV äquivalent, sind erhalten wir, dass||x||max= maxi |xi | ≤C
√

b(x,x). Daraus folgt,
dass|ci | ≤C

√
α und somit folgt, dass|{x∈ L|b(x,x)≤ α}| ≤

(
2·C

√
α+1

)n
. �

Bemerkung 2.4.8 Ist L gerade, so istθL offensichtlich periodisch.

Analog zu [Ebe94] führen wir die folgenden Sätze an.
Es bezeichêf die Fourier-Transformierte vonf , das heißt̂f :=

∫
Rn f (x)e−2π i b(x,y) dx.

Satz 2.4.9Poissonsche Summenformel
Seien f: Rn → C eine Funktion und L⊂ Rn ein Gitter, so dass gilt:

1.
∫

Rn | f (x)|dx< ∞

2. Die Reihe
∑

x∈L | f (x+ u)| konvergiert gleichmäßig für alle u, die in einer kompakten
Teilmenge desRn enthalten sind.

3. Die Reihe
∑

x∈L# f̂ (y) ist absolut konvergent.

Dann gilt ∑
x∈L

f (x) =
1

det(L)

∑
y∈L#

f̂ (y).

Beweis: [Ebe94, Theorem2.2] �

Satz 2.4.10 Theta-Transformationsformel
Es gilt die Identität

θL(−
1
τ
) = (

τ
i
)

n
2
√

det(L)
−1

θL#(τ).

Beweis: Da beide Seiten der Gleichung holomorph sind undH ein Gebiet ist, können wir
den Identitätssatz (siehe [Rem92, Kapitel 8, §1.1]) benutzen, um die Behauptung zu zeigen.
Nach dem Identitätssatz sind zwei auf einem GebietG holomorphe Funktionenf und g ge-
nau dann gleich, wenn die Menge{w ∈ G | f (w) = g(w)} einen Häufungspunkt inG hat. Es
genügt also nach dem Identitätssatz zu zeigen, dass die Gleichheit fürτ = i t mit t ∈ R, t > 0
erfüllt ist. Wir wollen als nächstes die Poissonsche Summenformel anwenden. Dazu berech-
nen wir erstmal die Fouriertransformierte von e

−π( 1√
t
x)2

=: f ( 1√
t
x), f : Rn → R. Wegen Fu-

bini können wir erstmal den Falln = 1 betrachten. Nach partieller Integration mitg(x) =

e−2iπx·y undh′(x) =−2πxe
−( 1√

t
x)2π

erhalten wir, dasŝf ′(y) =
∫

R−2πxie
−( 1√

t
x)2π ·e−2iπx·y dx=

−
∫

R− i
√

t e−
1
t x2π ·(−2π i y)e−2iπx·ydx. Damit erhalten wir, dasŝf ′(y) =

√
t2πy f̂ (y). Es folgt,
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dassf̂ (y) = c ·ei πty2
für ein c∈ R. Aberc = 1, da gilt, dasŝf (0) =

∫
R e

−( 1√
t
x)2π

dx= 0. Insge-

samt erhalten wir, dasŝf (y) = (
√

t)n e−πty2
. Mit der Poissonschen Summenformel erhalten wir

nun, dass

θL(−
1
t
) =

∑
x∈L

eπ i(− 1
i t )b(x,x) =

1
det(L)

∑
y∈L#

(
√

t)n e−πt(y,y) = t
n
2

1
det(L)

θL#(i t).

Somit ist die Behauptung gezeigt. �

Der folgende Satz zeigt das schöne Zusammenspiel von Gittern und Modulformen, bzw. The-
tareihen.

Satz 2.4.11Sei L ein gerades unimodulares Gitter der Dimension n. Es gilt dann, dass die
Dimension von L durch 8 teilbar ist. Weiter gilt, dassθL eine Modulform von Gewichtn2 zur
vollen Modulgruppe ist.

Beweis: Angenommen die Dimension vonL ist nicht durch 8 teilbar. Nehmen wir erstmal an,
dassn≡ 4 (mod 8). Nach der Theta-Transformationsformel erhalten wir dann, dassθL(−1

t ) =
(−1)

n
4 t

n
2 θL(t) =−t

n
2 θL(t), daL = L# und det(L) = 1. DaL gerade ist, istL invariant unter der

Matrix T. Damit erhalten wir aus der vorhergehenden Gleichheit, dassθL((ST)t) = −t
n
2 θL(t).

Damit erhalten wir, dass

θL((ST)3t) = θL((ST)(ST)2t) =−((ST)2t)
n
2 θL((ST)2t) =−((ST)2t)

n
2((ST)t)

n
2 t

n
2 θL(t)

= −(−(t +1)
−1

t +1
t)

n
2 θL(t) =−t

n
2 θL(t).

Andererseits ist aber(ST)3 =− I2 und damitθL((ST)3t) = θL(t). Dies leitet einen Widerspruch.
Angenommen es gilt nicht, dassn≡ 4 (mod 8). Dann können wir jedochL durchL ⊥ L oder
L ⊥ L ⊥ L ⊥ L, dennθL⊥L(z) = θL · θL = θ2

L und θL⊥L⊥L⊥L(z) = θ4
L, das heißt das Ersetzen

würde genauso einen Widerspruch liefern. Der zweite Teil der Aussage folgt, dan≡ 0 (mod 8),
direkt mit der Theta-Transformationsformel. �

Satz 2.4.12Sei L ein unimodulares Gitter der Dimension n. Dann istθL eine Modulform vom
Gewichtn

2 zur GruppeΘ :=
〈
S,T2

〉
, und es gilt

θL ∈ C [θZ,θE8] .

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [CS99, Kapitel 7, Satz 7]. �

Folgerung 2.4.13Da die GitterE8 undZn unimodular sind, sind nach Satz 2.4.12θE8 undθZ
Modulformen von Gewicht 4 bzw.n

2. Ist also L ein unimodulares Gitter, so gilt nach Satz 2.4.12,
dass für gewisse ai ∈ C

θL =
b n

8c∑
j=0

a jθ
n−8 j
Z θ j

E8
.
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2.4.2 Modulformen zu Kongruenzgruppen

Es bezeichneΓ die SL(2;Z). SeiN ∈ N∪{0}, dann ist

Γ [N] := {M ∈ Γ |M ≡ E (mod N)} .

und

Γ0 [N] :=
{(

a b
c d

)
∈ Γ | c≡ 0 (mod N)

}
.

Satz 2.4.14Sei L ein gerades Gitter der Dimension2k von Stufe N, so ist

θL ∈Mk(Γ0(N),χk),

wobeiχk(
(

a b
c d

)
) :=

(
(−1)k det(L)

d

)
∈{±1} , definiert ist durch das Jacobi-Legendre-Symbol

(siehe Definition 3.2.30).

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Ebe94, Theorem 3.1 ]. �

Für m∈ N heißen die Matrizen

Wm := m−1/2
(

ma b
mc d

)
,

Atkin-Lehner Involutionen . Es sei

Γ∗ [N] := 〈Γ0(N),Wm |m||N〉 .

Weiter sei

Satz 2.4.15Seien N∈N und L ein gerades stark N-modulares Gitter der Dimension2k. Dann
ist

θL ∈Mk(Γ∗ [N] ,χk),

wobeiχk geeignet gewählt ist, siehe [Que97, Satz 2].

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Que97]. �

Seiσ0(N) :=
∑

d|N 1 undσ1(N) :=
∑

d|N d.

Satz 2.4.16Seien N∈N und L ein gerades stark N-modulares Gitter. Es gilt, dass

min(L)≤ 2b nσ1(N)
24σ0(N)

c+2.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Que97]. �

In Kapitel 4 werden die Theta-Reihen von ungeraden starkN-modularen Gitter behandelt. Wei-
ter werden wir in Kapitel 4 sehen, dass man für ungerade starkN-modulare Gitter die gleiche
Schranke an das Minimum erhält, wie für die geraden Gitter.
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3 Das Geschlecht von Gittern

Dieses Kapitel enthält zwei Themenschwerpunkte. In 3.1 werden Begriffe aus der Theorie der
quadratischen Formen eingeführt. Quadratische Moduln über endlichen Körpern, sowie die
Wittgruppe von endlichen Körpern, werden untersucht. Es werden Sätze behandelt, die es er-
möglichen für quadratfreiesN zu zeigen, dass ungerade starkN-modulare Gitter, die rational
äquivalent zu CkN sind, im Geschlecht von CkN liegen. Dies wird zum Ende des Kapitels gezeigt.
Im Abschnitt 3.2 wird der Begriff des Geschlechts eingeführt und eine Methode, die sogenann-
te Knesersche Nachbarschaftsmethode, beschrieben, die es erlaubt, das Spinorgeschlecht eines
Gitters zu berechenen.

3.1 Quadratische Formen

3.1.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt führen wir Begriffe aus der Theorie der quadratischen Formen ein.
SeiA ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 3.1.1

(a) Sei E ein A-Modul. Eine Abbildungq : E → A heißtquadratische Form, wenn für alle
x,y∈ E unda∈ A gilt, dass

(i) q(ax) = a2q(x),

(ii) bq : E×E → A, bq(x,y) := q(x+y)−q(x)−q(y) ist symmetrische Bilinearform.

Das Paar(E,q) heißt dannquadratischer A-Modul .

(b) Eine Abbildungϕ : (E,q)→ (E′,q′) heißtIsometrie, wennϕ ein
injektiverA-Modulhomomorphismus ist, mitq′(ϕ(x)) = q(x) für allex ∈ E.

(c) Zwei quadratische Moduln(E,q) und(E′,q′) heißenisometrisch, wenn eine bijektive Iso-
metrie von(E,q) nach(E′,q′) existiert. Wir schreiben diesenfalls(E,q)∼= (E′,q′).

(d) Seien(E,q), (E′,q′) quadratische A-Moduln. Dann heißt

(E,q)⊥ (E′,q′) := (E⊕E′,q⊥ q′)

23
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dieorthogonale SummevonE undE′, wobei(q⊥ q′)(x+x′) := q(x)+q′(x′).

Beispiel 3.1.2Seib : E×E → A eine symmetrische Bilinearform. Dann ist

qb : E → A, qb(x) := b(x,x)

eine quadratische Form aufE. Weiter ist

bqb(x,y) = qb(x+y)−qb(x)−qb(y) = b(x+y,x+y)−b(x,x)−b(y,y) = 2b(x,y).

Bemerkung 3.1.3 Ist 2∈ A∗, so sind die Begriffe quadratische Form und symmetrische Bili-
nearform äquivalent: Seib : E×E → A symmetrische Bilinearform.
Es istQb : E → A, Qb(x) = 1

2b(x,x) für allex∈ E eine quadratische Form mitbQb = b und für
eine quadratische Formq : E → A ist Qbq = q.

Definition 3.1.4

(a) Ein quadratischerA-Modul (E,q) heißtregulär, wenn(E,bq) regulär ist.

(b) Ein TeilmodulF ≤ E heißtsingulär, falls q(F) = {0} .

(c) Es heißtx∈ E singulär , wennq(x) = 0.

Beispiel 3.1.5SeienE =
⊕n

i=1Aei ein freier A-Modul mit A-Basise = (e1, · · · ,en) und q :
E → A eine quadratische Form. Es ist

q(
∑n

i=1xiei) =
∑n

i=1x2
i q(ei)+

∑
i< j xix jbq(ei ,ej) = (x1, ...,xn) ·Q·

 x1
...

xn

 ,

mit Q =


q(e1)

0
... bq(ei ,ej)

...
...

...
0 . . . 0 q(en)

 ∈ An×n.

Schreibweise: (E,q) =


q(e1)

... bq(ei ,ej)
...

q(en)

 bzw. :[q(e1), · · · ,q(en)] ,

falls bq(ei ,ej) = 0 ∀i 6= j. Ist 2 kein Nullteiler, so setzebi j := bq(ei ,ej).

Schreibweise: (E,q) =

〈 b11 · · · b1n
...

...
bn1 bnn

〉
= 〈eb e〉
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Satz 3.1.6Sei E=
⊕n

i=1Aei ein freier Modul von ungeradem Rang n. Ist2 /∈A∗ und q: E→A
eine qudratische Form, dann ist(E,q) nicht regulär.

Beweis: Wir zeigen, dass ein PolynomPn ∈ Z
[
xi ,yi j

]
existiert mit det(B) = 2Pn(ai ,bi j ).

Sei B := ebe∈ An×n
Sym mit ai := bii = 2q(ei) und bi j = bq(ei ,ej). Nach der Leibniz Regel gilt,

dass det(B) =
∑

π∈Sn
sgn(π)

∏n
i=1Bi,π(i).

Wir definierenS :=
{

π ∈ Sn | π = π−1
}

und T :=
{

π ∈ Sn | π 6= π−1
}

:= X∪̇
{

π−1 | π ∈ X
}

.
Fürπ∈X gilt, dass

∏n
i=1Bi,π(i) =

∏n
i=1Bπ(i),i =

∏n
i=1B j,π−1( j). Ist π∈S, so folgt, dassπ2 = 1.

Daraus folgt, dassπ ein Produkt von disjunkten Transpositionen ist. Wir erhalten, dass ein
i ∈ {1, · · · ,n} existiert mitπ(i) = 1. Somit taucht in dem Produkt

∏n
i=1Bi,π(i) mindestens ein

FaktorBii = 2ai auf. Insgesamt erhalten wir also, dass

det(B) = 2·
∑
π∈X

sgn(π)
n∏

i=1

Bi,π(i) +
∑
π∈S

sgn(π)
n∏

i=1

Bi,π(i) = 2·Pn(ai ,bi j )

.

Da (E,q) regulär ist, folgt, dass(E,bq) regulär ist und somit ist det(ebe) ∈ A∗. Da 2 /∈ A∗ folgt
die Behauptung. �

Definition 3.1.7 SeienE =
⊕n

i=1Aei ein freier Modul von ungeradem Rang n undPn ∈
Z
[
xi ,yi j

]
wie in Satz 3.1.6. Seid′(e) := Pn(q(ei),bq(ei ,ej)). (E,q) heißthalbregulär, falls

d′(e) ∈ A∗ für eine BasisevonE.

Satz 3.1.8Seien A ein Körper und(E,q) ein endlichdimensionaler quadratischer A-
Vektorraum, dann existieren E1, · · · ,Er , F1, · · · ,Fs, G≤ E mit
dim(Ei) = 2 und(Ei ,q|Ei

) ist regulär für alle i= 1, · · · , r,
dim(Fi) = 1 und(Fi ,q|Fi

) ist halbregulär für alle i= 1, · · · ,s und q(G) = {0} , so dass gilt

E = E1 ⊥ ·· · ⊥ Er ⊥ F1 ⊥ ·· · ⊥ Fs ⊥ G.

Ist char(A) 6= 2, so kann r= 0 gewählt werden und(E,q) ist regulär genau dann wenn G= {0} .
Ist char(A) = 2, so kann s≤

[
A : A2

]
gewählt werden und es gilt:(E,q) ist regulär genau dann

wenn s= 0 und G= {0} . (E,q) ist halbregulär genau dann wenn s= 1 und G= {0} .

Beweis:

1. Fall: Ist char(A) 6= 2, dann folgt die Behauptung mit 2.1.7 und 2.1.9.
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2. Fall: Ist char(A) = 2, dann kann man(E,q) nach 2.1.7 zerlegen, so dass

E = E1 ⊥ ·· · ⊥ Er ⊥ F,

wobei (Ei ,qi) regulär sind und Dimension 1 oder 2 haben undF = E⊥. Mit 3.1.6 er-
halten wir dann, dass dim(Ei ,qi) = 2. Es bleibt nochF zu zerlegen. DaF = E⊥, ist
bq(F,F) = {0} und damit 0= bq(x,y) = q(x+ y)− q(x)− q(y). Daraus folgt, dass
q(x+ y) = q(x) + q(y). Die Abbildungq : (F,+) → (A,+) ist also ein Gruppenho-
mormophismus. Weiter istq(ax) = a2x und deswegen istG := {x∈ F | q(x) = 0} ein
A-Teilraum vonF . Außerdem ist Bild(q|F) ≤ (A,+) ein A2-Teilraum vonA. Es gilt
dimA2(q(F)) =: s≤

[
A : A2

]
= dimA2(A). Sei (a1, · · · ,as) eine A2 Basis vonq(F),

fi ∈ F mit q( fi) = ai . Wir werden jetzt zeigen, dass

F = 〈 f1〉 ⊥ · · · ⊥ 〈 f1〉 ⊥ G.

Seien f ∈ F und q( f ) =
∑s

i=1 t2
i q( fi), so ist q( f −

∑s
i= ti fi) = 0 und deswegen ist

f −
∑s

i=1 ti fi ∈ G. Daraus folgt, dassF = 〈 f1, · · · , fs, G〉 . Zeige nun noch die li-
neare Unabhängigkeit von( f1, · · · , fs, G). Sei

∑
ti fi ∈ G, dann ist 0= q(

∑s
i=1) =∑s

i=1 t2
i q( fi) und daraus folgt, dasst2

i = 0 für alle i, da dieq( fi) linear unabhängig
überA2 sind. Daraus folgt, dassti = 0 für alle i und somit erhalten wir die linear Un-
abhängigkeit von( f1, · · · , fs, G). �

Definition 3.1.9 Sei E ein quadratischerA-Modul. Es heißtH(E) := (E⊕E∗,qE) der zuE
gehörendehyperbolische Modul, wobeiqE(x+x∗) := x∗(x) undbqG(x+x∗,y+y∗) = x∗(y)+
y∗(x) die zugehörige Bilinearform ist. IstG =

⊕n
i=1Aei frei mit Basise, so ist f = (e,e∗) eine

Basis vonG⊕G∗ und

f bqG f =
(

0 Idn

Idn 0

)
.

Bemerkung 3.1.10Sei 2∈ A∗. Ist (E,q) ein regulärer quadratischerA-Modul, so ist
(E ⊥−E,q⊥−q) ein hyperbolischer Modul.

Beweis: Seieein Basis vonE, G :=e bqEe undX := 1
2G−1, dann gilt(

En En

X −X

)(
G 0
0 G

)(
En X
En −X

)
=
(

0 En

En 0

)
und somit folgt direkt die Behauptung. �

Satz 3.1.11Sei(E,q) ein freier quadratischer Modul, dann existiert eine Isometrie
φ : (E,q)→H(E), so dassφ(E)⊥ ∼= (E,−q). Ist (E,q) regulär, so ist
H(E) = φ(E)⊥ φ(E)⊥ ∼= (E,q)⊥ (E,−q).
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Beweis: Sei e := (e1, ...,en) eine Basis von E und seienai := q(ei), bi j := bq(ei ,ej), fi =∑i−1
j=1bi j e∗j + aie∗i . Definiere φ : E → H(E), ei 7→ (ei , fi). Offensichtlich istφ injektiv. Da

q(φ(ei)) = fi(ei) = ai undbq(φ(ei),φ(ej)) = fi(ej)+ f j(ei) = bi j , ist φ eine Isometrie.
Zeigen wir nun, dassφ(E)⊥∼= (E,−q). Seig j := (ej ,−

∑n
i= j+1bi j e∗i −a je∗j ), so istg j ∈ φ(E)⊥,

denn:

bq(g j ,φ(ei)) = fi(ej)−
∑n

k= j+1bk je∗k(ei)−a je∗j (ei) =


ai −ai , falls i = j

bi j −bi j , falls i > j
0−0, falls i < j

= 0

Da außerdemq(g j) =−a j undbq(gi ,g j) = bi j erhalten wir, dass
φ(E)⊥ =< g1, ...,gn >∼= (E,−q).
Ist E regulär, so istφ(E)≤H(E) regulär und nach Satz 2.1.5 istH(E) = φ(E)⊥ φ(E)⊥. Insge-
samt folgtH(E) = φ(E)⊥ φ(E)⊥ ∼= (E,q)⊥ (E,−q). �

Definition 3.1.12

(a) SeiE ein quadratischer A-Modul. Der TeilmodulF ≤ E heißtprimitiv , wennE = F ⊕G
für ein geeignetesG≤ E.

(b) Sei(E,b) ein bilinearer A-Modul. Der TeilmodulF ≤ E heißtscharf primitiv , falls F ein
endlich erzeugter freier A-Modul ist undbF(E) = F∗, mit bF : E→ F∗, x 7→ (y 7→ b(x,y)).

Satz 3.1.13Sei(E,q) ein quadratischer A-Modul und F≤ E ein scharf primitiver singulärer
A-Teilnodul. Dann gibt es einen Teilmodul H≤ E mit F≤ H und H∼= H(F). Ist ( f1, · · · , fm)
eine Basis von F, so läßt sich diese zu einer Basis( f1, · · · , fm,g1, · · · ,gm) von H ergänzen mit
bq( fi ,g j) = δi j und q(〈g1, · · · ,gm〉) = {0}.

Beweis: Sei ( f1, · · · , fm) Basis von F , e1, · · · ,em ∈ E mit bq(ei , f j) = δi j . SetzeH :=

〈 f1, · · · , fm,e1, · · · ,em〉 ∼=
[

0 Idm

∗

]
. Setzeg1 := e1− q(e1) f1, dann folgt, dassbq(g1, f j) =

bq(e1, f j) für alle j, daF singulär ist. Es istq(g1) = q(e1)+q(e1)2q( f1)−bq(e1,q(e1) f1) = 0.
Führe auf diese Art die Konstruktion fort, mit

g j := ej −
j−1∑
i=1

bq(gi ,ej) fi −q(ej) f j .

Dann istH = 〈 f1, · · · , fm,g1, · · · ,gm〉 ∼=
[

0 Idm

0

]
und es folgt die Behauptung. �

Beispiel 3.1.14SeienA = Fl , char(A) = p, l = pf undE = Fq2 = Fq ·1⊕Fq ·α,
wo Fl2 = Fl [α] . Weiter sei f : E → Fl die Normform, d.h.N : Fl2 → Fl , N(x) = x ·xl . Wegen
Gal(Fl2/Fl ) =

〈
x 7→ xl

〉
gilt für alle a ∈ Fl , dassN(ax) = a2N(x) für alle x ∈ Fl2. Es istbN :
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Fl2 ×Fl2 → Fl , bN(x,y) = N(x+ y)−N(x)−N(y) = (x+ y)(x+ y)l − xxl − yyl = xyl + yxl =
xyl +(xyl )l = SpurFl2/Fl

(xyl ). Da dies eine bilineare Abbildung ist, folgt dass(E, f ) = (Fl2,N)
ein quadratischer Raum ist. Weiter ist(Fl2,N) anisotrop und regulär. Zeigen wir erstmal, dass
(Fl2,N) anisotrop ist. IstN(x) = xl+1 = 0, so folgt direkt, dassx = 0, daFl ein Körper ist.
Da 2= dimFl (Fl2) = dimFl (HomFl (Fl2,Fl )), genügt es um die Regularität nachzuprüfen, zu
zeigen, dass(bN)Fl2

injektiv ist, das heißt

Kern((bN)Fl2
) = {x∈ Fl2 | xyl +yxl = 0 ∀ x∈ Fl2}= {0}. Angenommen es existiert ein 06= x∈

Kern((bN)Fl2
), dann istPx(y) := yl +xl−1y= 0 für alley∈Fl2. Dann hatPx genaul2 Nullstellen.

Dies leitet einen Widerspruch ein, daPx ein Polynom von Gradl ist.

Definition 3.1.15 (E,q) heißtanisotrop, wenn für allex∈ E, mit x 6= 0, gilt q(x) 6= 0.

Beispiel 3.1.16Quadratische Formen über endlichen Körpern
SeienA = Fl , char(A) = p, l = pf und(E,q) ein quadratischerFl -Vektorraum.

(a) Es sei dim(E) = 1. Dann istE = 〈e〉 . Sei q(e) =: a, dann definieren wirEa := (E,q).
Es folgt, dassq(Ea) = a · (A∗)2∪{0} . Angenommen, dassEa

∼= Eb, dann ista · (A∗)2 =

b · (A∗)2. Da A∗ = Cl−1, erhalten wir, dass
[
A∗ : (A∗)2

]
=
{

2, p 6= 2
1, p = 2

. Daraus folgt,

dass

{
A = {0}∪̇(A∗)2∪̇ε(A∗)2, falls p 6= 2
A = {0}∪ (A∗)2, p = 2

.

E0,E1,Eε (bzw. E0,E1 ) vertreten die Isometrieklassen der quadratischenA-Modulen der
Dimension 1 fürp 6= 2 (bzw.p = 2). Dabei sindE1,Eε halbregulär.

(b) Es seien dim(E) = 2 und(E,q) regulär. Wir zeigen, dass(E,q) entweder isometrisch zu
einem hyperbolischen Modul oder zu(Fl2,N) ist.

(i) Es sei(E,q) nicht anisotrop, d.h. es existiert 06= x∈ E mit q(x) = 0.
DefiniereF := 〈x〉 . Dann istF ein primitiver Teilmodul vonE, das heißtE = F ⊕
G. WegenE# = F#⊕G# und weil E regulär ist, folgt, dassbE(E) = E# und somit
bF(E) = F#. Somit istF scharf primitiv. Mit 3.1.13 erhalten wir dann, dass einH ≤E
existiert mit der Eigenschaft, dassF ≤H ∼= H(F). Da außerdem dim(H) = 2, erhalten

wir, dassH = E und somit(E,q)∼= H(F)∼=
[

0 1
0

]
.

(ii) Es sei(E,q) anisotrop.
1. Zeige, dassq(E) = A.
Für char(A) = 2 klar, da dortA∗ = (A∗)2.
Sei char(A) 6= 2, dann existieren nach Satz 3.1.8e1,e2 ∈ E
mit (E,q) = Ae1 ⊥ Ae2

∼= Et1 ⊥ Et2, wobeiq(a1e1 +a2ee) = a2
1t1 +a2

2t2.
Sei a ∈ A, zeige dassa ∈ q(E). Definiere M1 :=

{
a2

1t1 | a1 ∈ A
}

und M2 :={
a−a2

2t2 | a2 ∈ A
}

.
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Es ista ∈ q(E) genau dann, wennM1∩M2 6= /0. Es gilt |M1| = l−1
2 + 1 = l+1

2 und
|M2| = l+1

2 . Wegenq = |A| ≤ |M1|+ |M2| − |M1∩M2| = (l + 1)− |M1∩M2|, folgt,
dass|M1∩M2| ≥ 1 und damit folgt die Behauptung.
2. Zeige, dass(E,q)∼= (Fl2,N).
Wähle eine Basis(e1,e2) vonE, mit q(e1) = 1 ( möglich, daq(E) = A). Dann ist

(E,q) =
[

1 c
a

]
,

q(x1e1 +x2e2) = x2
1 +cx1x2 +ax2

2 ∀ x1,x2 ∈ Fl .
Es ist(E,q) anisotrop. Deswegen folgt, dass das Polynomq(xe1+e2) =: f (x) = x2+
cx+ a ∈ Fl [x] keine Nullstelle inFl hat. Wir erhalten, dassf (x) ∈ Fl [x] irreduzibel
ist. Seiα ∈ Fl2 mit f (α) = 0, dann ist

q(x1e1 +x2e2) = det(
(

x1 0
0 x1

)
+
(

0 x2

−ax2 cx2

)
) = N(x1 +x2α).

Die Abbildunge1 7→ 1, e2 7→ α ist eine Isometrie. Also ist(E,q) isomorph zu dem
regulären quadratischen Raum(Fl2,N).

(c) Es sei dim(E)≥ 3. Wir zeigen, dass ein 06= x∈ E existiert mitq(x) = 0.
Nach Satz 3.1.8 gilt, dass(E,q) = (E1,q1) ⊥ (E2,q2) ⊥ ·· · mit dim(Ei) = 1 oder 2.

(i) Sei char(Fl ) 6= 2. Ohne Einschränkung seien alleEi von Dimension 1, also(E,q) =
[a1,a2,a3, · · · ] . Ist ai = 0 für ein i, dann istx∈ {e1,e2,e3} ⊆ E.
Seinena1,a2,a3 6= 0. Wir definierenE′ := [a1,a2]. Es istE′ anisotrop und hat Di-
mension 2. Nach (b) existiertx ∈ E′ mit q(x) = a1x2

1 + a2x2
2 = −a3 und damit ist

q((x1,x2,1)) = 0

(ii) Seien char(Fl ) = 2. Es gilt, dass dim(E1) = 1 und (E1,q|E1
) ist halbregulär oder

dim(E1) = 2 und (E1,q|E1
) ist regulär (sonst existiert 06= x ∈ E mit q(x) = 0). In

beiden Fällen giltq(E1) = Fl . Deswegen existiert einx ∈ E1 und 0 6= y ∈ E2 mit
q(x) =−q(y). Dabq(x,y) = 0, istq(x+y) = 0.

(d) Sei(E,q) ein quadratischerFl -Vektorraum, dann gilt

(E,q) = (E1,q1) ⊥ (E2,q2) ⊥ (E3,q3)

mit dim(E1,q1)≤ 2 und(E1,q1) ist regulär oder halbdregulär und anisotrop;

(E2,q2) ist eine orthogonale Summe von

[
0 1

0

]
undq3(E3) = {0} :

Ist dim(E)≤ 2, dann ist die Behauptung klar.
Sei dim(E)≥ 3, dann existiert ein 06= x∈ E mit q(x) = 0.
Ist x ∈ E⊥, dann ergänze(x) zu einer Basis(x,e1, · · · ,en−1) von E. Dann ist (E,q) =
〈e1, · · · ,en−1〉 ⊥ 〈x〉.
Ist x /∈ E⊥, so existierty∈ E mit bq(x,y) 6= 0. Dann ist〈x,y〉 ein regulärer Raum und nach

(b)(i) ist
(
〈x,y〉 ,q|〈x,y〉

)∼= H∼=
[

0 1
0

]
⇒ E = E′ ⊥ 〈x,y〉 nach Satz 2.1.5.
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Folgerung 3.1.17Wir können jeden regulären quadratischenFl -Modul in eine orthogonale
Summe von hyperbolischen Ebenen und einem qaudratischen Raum isometisch zu(Fl2,N), zu
[1] oder zu[ε] zerlegen, wobeiε ∈ Fl \Fl2.

Definition 3.1.18 Sei(E,q) ein quadratischerA-Modul, dann heißt

O(E,q) := {φ : E → E| φ ist A-Modul Isomorphismus mitq(φ(e)) = q(e) ∀ e∈ E}

die orthogonale Gruppe von (E,q).

Satz 3.1.19Kürzungssatz von WittSeien A ein Körper und F, G1, G2 quadratische Räume.
Weiter sei F regulär und es gelte F⊥G1

∼= F ⊥G2. Dann ist G1
∼= G2.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Kne02, Satz(3.1)]. �

Satz 3.1.20Satz von Witt
Sei(E,q) ein quadratischer Raum über einem Körper A. Seien F1,F2 ≤ E scharf primitiv und
ϕ : F1 → F2 ein bijektive Isometrie. Dann gibt es ein g∈O(E,q) mit g|F1

= ϕ.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Kne02, Satz(3.4)]. �

Folgerung 3.1.21Sei(E,q) ein quadratischer A-Vektorraum und seien F1, F2≤E singulär und
scharf primitiv mitdim(F1) = dim(F2). Dann existiert ein g∈O(E,q) mit g(F1) = F2.

Beweis: Es istq(F1) = q(F2) = {0}, d.h. jeder Isomorphimusϕ : F1→ F2 ist eine Isometrie und
nach Satz 3.1.20 läßt sichϕ fortsetzen zug∈O(E,q). �

Folgerung 3.1.22Sei (E,q) ein quadratischer A-Vektorraum und seien F1, F2 ≤ E maximal,
singulär und scharf primitiv. Dann folgt, dassdim(F1) = dim(F2).

Beweis: Sei ohne Einschränkung sei dim(F1)≥ dim(F2). Dann existiertF ′
1≤ F1 mit dim(F ′

1) =
dim(F2). Offensichtlich istF ′

1 singulär und scharf primitiv. Nach 3.1.21 existiert eing∈O(E,q)
mit g(F ′

1) = F2. Damit folgt, dassF2 = g(F ′
1)⊆ g(F1). Dag(F1) singulärer und scharf primitiver

Teilraum vonE ist, folgt wegen der Maximalität vonF2, dassg(F1) = F2 und somit folgt die
Behauptung. �

Definition 3.1.23 Sei (E,q) endlich erzeugter quadratischerA-Vektorraum, so heißt die Di-
mension der maximalen singulären scharf primitiven Unterräume derWitt-Index ind(E) von
E. Nach 3.1.22 ist der Witt-Index wohldefiniert.
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Folgerung 3.1.24Sei(E,q) ein quadratischer A-Modul mitind(E,q) = n. Dann ist(E,q) =
(F,q|F)⊥H(An), mit ind(F,q|F) = 0.

Beweis: SeiG≤ (E,q) ein maximaler, singulärer, scharf primitiver Teilraum. Ist dim(G) = n so
existiert nach Satz 3.1.13 einH ∼= H(G)≤ (E,q). DaH regulär ist, folgt, dass(E,q) = H⊥⊥H.
Der ModulH⊥ enthält keinen scharf primitiven singulären Teilraum ungleich{0}. �

Folgerung 3.1.25Sei(E,q) ein regulärer quadratischer A-Vektorraum,ind(E) = n. Dann gilt
nach 3.1.24(E,q) = (F,q|F) ⊥ H(An) mit (F,q|F) anisotrop.(F,q|F) heißtanisotroper Kern
und ist nach dem 3.1.19 bis auf Isometrie eindeutig bestimmt.

Beispiel 3.1.26SeiA= Fl , wobeil eine Primzahlpotenz ist und sei(E,q) ein regulärer quadra-
tischer Raum überA. Weiter seiε ∈ F∗l \ (F∗l )

2.
Ist dim(E) = 2n, so ist

(E,q)∼=
{
⊥n H(A)
(Fl2,N)⊥⊥n−1 H(A) und entsprechend det((E,q)) =

{
(−1)n

(−1)nε .

Dass det((Fl2,N)⊥⊥n−1 H(A)) = (−1)nε, wird in Beweis des folgenden Satzes gezeigt.
Ist dim(E) = 2n+1, so ist

(E,q)∼=
{

[1]⊥⊥n H(A)
[ε]⊥⊥n H(A) und entsprechend det((E,q)) =

{
(−1)n

(−1)nε .

Satz 3.1.27Sei E ein regulärer quadratischerFl Modul und l eine Primzahlpotenz einer Prim-
zahl größer als 2, dann ist(E,q) eindeutig bestimmt durch Dimension und Determinante.

Beweis: Die Behauptung folgt aus dem vorhergehendem Beispiel. Ist die Dimension ungerade,
so ist die Behauptung direkt klar. Ist die Dimension gerade, so ist noch zu zeigen, dass det(Fl2) =
−ε, wobeiε kein Quadrat inFl ist:
Wegenbq(1,1) = 2, bq(α,α) = 2αl+1 undbq(1,α) = αl +α folgt, dass det(Fl2) =−(α−αl )2.
Es ist(α−αl )2 genau dann kein Quadrat inFl , wenn(α−αl ) /∈ Fl . Da Gal(Fl2/Fl ) =< x 7→
xl >, ist (α−αl )2 /∈ F2

l genau dann wenn(α−αl )l 6= (α−αl ). Da aber(α−αl )l =−(α−αl ),
folgt die Behauptung. Ist die Dimension vonE gerade, so hat die Determinante entweder die
Form(−1)n oder(−1)nε. �

3.1.2 Die Wittgruppe

In diesem Abschnitt seiA Hauptidealbereich und jeder quadratischeA-Modul sei frei und end-
lich erzeugt überA.
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Definition 3.1.28

(a) Zwei quadratische Modulen(E1,q1) und (E2,q2) heißen(Witt -) äquivalent , falls es hy-
perbolische ModulnH1 undH2 gibt, so dass

E1⊥H1
∼= E2⊥H2.

Schreibe diesenfallsE1 ∼ E2 und[E1] := {E | E ∼ E1}.
Es ist∼ eine Äquivalenzrelation. DefiniereW(A) := {[E] | E ist regulärer A-Modul} .

(b) SeienE1,E2 reguläre quadratische Moduln. Mit[E1]+ [E2] := [E1⊥E2] wird (W(A),+) zu
einer Gruppe, der sogenanntenWittgruppe . Das inverse Element zu(E,q) ist nach Satz
3.1.11(E,−q).

Beispiel 3.1.29Sei l eine Primzahlpotenz. Wir bestimmenW(Fl ).
Nach 3.1.17 kann jeder reguläre quadratischeFl -Modul in eine orthogonale Summe von hy-
perbolischen Ebenen und einem qaudratischen Raum isometisch zu(Fl2,N), zu [1] oder zu[ε]
zerlegen, wobeiε ∈ Fl \Fl2. Die Elemente der WittgruppeW(Fl ) werden also von letztgenann-
ten Räumen repräsentiert. Da der anisotrope Kern eines regulären Raumes nach 3.1.25 bis auf
Isometrie eindeutig ist, repräsentieren die genannten Räume auch verschiedene Elemente in
W(Fl ), falls sie darin liegen. Es ist[[ ]] = 0 in W(Fl ).

Fall l ≡2 0 : Es istW(Fl ) = {0, [Fl2]}, da eindimensionale quadratische Räume nicht regulär
sind. Daraus folgt, dassW(Fl )∼= C2.

Fall l ≡2 1 : Wegen F∗l = Cl−1 können wir ein ε ∈ Fl \ F2
l wählen. Es ist also

W(Fl ) = {0, [1] , [ε] , [Fl2]}.

Es sind also noch die FälleW(Fl ) ∼= C2×C2 oder W(Fl ) ∼= C4 zu unterscheiden. Gibt
es mehr als ein Element von Ordnung 2, so liegt erste Fall vor.
Es sind [1] ⊥ [1] und [ε] ⊥ [ε] anisotrop genau dann, wenn das Polynomx2 + 1 ∈ Fl [l ]
irreduzibel ist (seienα,β ∈ Fl . Es ist 0= q(αe1 + βe2) = α2 + β2 und daraus folgt, dass
(α

β )2 +1 = 0). Eine Nullstelle des Polynoms ist ein Element der Ordnung 4 inF∗l ∼= Cl−1.

Unterfall l ≡4 1 : Es sind weder[1]⊥ [1] noch[ε]⊥ [ε] anisotrop, und folglich isometrisch zu
einer hyperbolischen Ebene. Also istW(Fl )∼= C2×C2.

Unterfall l ≡4 3 : Es sind sowohl[1]⊥ [1] als auch[ε]⊥ [ε] anisotrop. Also istW(Fl )∼= C4.

Lemma 3.1.30 Sei p∈ P mit p> 2. Weiter seiφ = 〈a1, · · · ,am〉 ⊥ p〈b1, · · · ,bn〉 eine quadra-
tische Form überQp, wobei ai ,b j ∈ Z∗p und V der zugehörige quadratische Modul. Die Abbil-
dungenφ1 = 〈a1, · · · ,am〉 undφ2 =

〈
b1, · · · ,bm

〉
seien die zugehörigen quadratischen Formen

überFp. Es stelltφ Null dar, d.h. es existiert0 6= v∈V mitφ(v) = 0, genau dann, wennφ1 oder
φ2 Null darstellen.
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Beweis:

⇒ Es existiert ein 06= v = (x1, · · · ,xm,y1, · · · ,yn) ∈V mit φ(v) =
m∑

i=1

aix
2
i + p

n∑
j=1

b jy
2
j = 0.

Ohne Einschränkung seienxi ,y j ∈ Zp und nicht alle sind durchp teilbar.

Es folgt, dass
m∑

i=1

aix
2
i ≡ 0 modp, falls nicht allexi durchp teilbar sind.

Es stellt alsoφ1 Null dar. Sonst giltp|xi für alle i und daraus folgt, dass
n∑

j=1

b jy
2
j ≡ 0 modp. Also stellt alsoφ2 Null dar.

⇐ Es stellenφ1 oderφ2 Null dar.

Ohne Einschränkung stelleφ1 Null dar.

Es existiert ein 06= x = (x1, · · · ,xm) ∈V mit φ1(v) =
m∑

i=1

aix
2
i = 0.

Definiere f (x) := a1x2 +
m∑

i=2

aix
2
i . Es ist f (x1)≡ 0 modp und f ′(x1) = 2·a1 ·x1 ∈ Z∗p.

Davp( f (x1)) > 2vp( f ′(x1)) = 0, folgt mit dem Henselschem Lemma, dass ein

x∞ ∈ Zp existiert mit f (x∞) = 0.

Der Vektorv =: (x∞1, · · · ,x∞m,0, · · · ,0) ist eine Nullstelle vonφ.

Satz 3.1.31Sei p∈ P und p> 2. Weiter seiφ = 〈a1, · · · ,am〉 ⊥ p〈b1, · · · ,bn〉 eine quadratische
Form überQp, wobei ai ,b j ∈ Z∗p und V der zugehörige quadratische Modul der Dimension n.
Die Abbildungenφ1 = 〈a1, · · · ,am〉 undφ2 =

〈
b1, · · · ,bm

〉
seien die zugehörigen quadratischen

Formen überFp. Dann existiert der folgende Isomorphismus

W(Qp)→W(Fp)×W(Fp), [φ] 7→ (
[
φ1

]
,
[
φ2

]
).

Beweis: Die quadratische Formφ ist nach Definition regulär. Seiφ = φ1 ⊥ pφ2
∼= ψ1 ⊥ pψ2.

Dann istφ⊥−φ = (φ1 ⊥−ψ1)⊥ p(φ2 ⊥−ψ2). Nach Satz 3.1.11 istφ⊥−φ hyperbolisch, d.h.
es existierenn linear unabhängige Vektoren ungleich Null, für die der Wert der quadratischen
Form Null ist. Nach Lemma 3.1.30 stelltφ ⊥−φ Null dar genau dann, wenn(φ1 ⊥−ψ1) oder
(φ2 ⊥−ψ2) Null darstellen. Dies kann man analog zum zweiten Teil des Beweises von 3.1.30
liften und erhält, dass genau dann(φ1⊥−ψ1) oder(φ2⊥−ψ2) Null darstellen. Wie im Beweis
von Satz 2.1.7, Fall 2.2 kann man dann ein hyperbolisches Paar abspalten. Analog dazu fährt
man fort und erhält damit, dass

[φ⊥−φ] = 0∈W(Qp) ⇔
[
φ1 ⊥−ψ1

]
= 0∈W(Fp) und

[
φ2 ⊥−ψ2

]
= 0∈W(Fp)
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3.1.3 Gitter über diskreten Bewertungsringen

SeienR ein diskreter Bewertungsring,πR/maxR, R := R/πR Restklassenkörper undK =
Quot(R). Weiter seienV ein K-Vektorraum der Dimensionn, b : V ×V → K eine symmetri-
sche Bilinearform,q : V → K eine quadratische Form undE ≤V einR-Gitter.

Satz 3.1.32

1. Ist char(R) 6= 2, dann gilt(E,b)∼=⊥n
i=1 Rei .

2. Ist char(R) = 2, dann gilt(E,b)∼=⊥n
i=1 (Ei ,bi) mit Rang(Ei) = 1 oder2 und bi : Ei×Ei →

K.

Beweis:

1. Fall Ist b(E,E) = {0} , so ist jede Basis eine Orthogonalbasis.

2. Fall Seib(E,E) 6= {0} . Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach dim(E).
Es istb(E,E) ein gebrochenes Ideal inK. Es existiert also einα∈Z mit b(E,E) = παR.
Ersetzeb durchπ−αb, so dassb(E,E)⊆ R, aberb(E,E) * πR.

(i) Gibt es eine1 ∈ E mit b(e1,e1) ∈ R∗, so ist〈e1〉 ≤ (E,b) ein regulärer Teilmodul
desR-Moduls(E,b). Dann ist(E,b) = 〈e1〉 ⊥ 〈e1〉⊥ nach 2.1.5.
Da dim(〈e1〉⊥)≤ dim(E) folgt die Behauptung mit Induktion.

(ii) Gilt für alle e∈ E, dassb(e,e) ∈ πR, so existierene, f ∈ E mit b(e, f ) ∈ R∗. Es ist
b(e+ f ,e+ f ) = b(e,e) + b( f , f ) + 2b(e, f ), d.h. dieser Fall (ii) kommt für den
Fall 2∈ R∗ nicht vor.
Das Teilgitter 〈e, f 〉 ≤ (E,b) ist regulär, denn det((e, f )b(e, f )) ≡
−b(e, f ) (modπ2R) ∈R∗. Wir erhalten mit 2.1.5, dass(E,b) = 〈e, f 〉 ⊥ 〈e, f 〉⊥ .�

Definition 3.1.33 Seien(V,q), (W,q′) quadratischeK-Vektorräume mit zugehörigen Bilinear-
formenb := bq undb′ := bq′. Für dieK-lineare Abbildungu : V →W definieren wir

b′u : W→V∗, b′u(w)(v) := b′(u(v),w) für allev∈V,w∈W.

Satz 3.1.34Mit den Bezeichnungen aus Definition 3.1.33 seien F ein endlich erzeugter
R-Teilmodul von W und E ein R-Gitter in V . Weiter seienπk · q′(F) ⊆ πR, q′(u(x)) ≡
q(x) (modπkR) für alle x∈ E, E∗ = b′u(F)+πE∗. Dann gilt

1. Es gibt eine lineare Abblidung u′ : E →W mit u′(x) ≡ u(x) ( modπkF) für alle x∈ E
und q′(u′(x))≡ q(x) ( mod πk+1R) für alle x∈ E.
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2. Ist R zusätzlich vollständig, so gibt es eine Isometrieũ: E→W mitũ(x)≡ u(x) (modπkF)
für alle x∈ E.

Beweis:

1. Setzeu′ an mitu′(x) := u(x)+ πkv(x) für alle x∈ E, wobeiv : E → F linear ist. Offen-
sichtlich istu′ linear und erfüllt die Bedingung, dassu′(x) ≡ u(x) (modπkF) für alle
x ∈ E. Es bleibt also noch zu zeigen, dassq′(u′(x))− q(x) = q′(u(x)) + π2kq′(v(x)) +
πkb′(u(x),v(x))−q(x)≡ 0 ( mod πk+1R). Daπ2kq′(v(x))∈ πk+1Rundq′(u(x))−q(x)∈
πkR, bleibt zu zeigen, dass

b′(u(x),v(x)) =
1
πk (q(x)−q′(u(x))) (modπR) für allex ∈ E.

Setzea(x,x) := 1
πk (q(x)−q′(u(x))) für alle x∈ E und wähle eine beliebige Bilinearform

a : E×E→R, beispielsweise die folgende. Sei(x1, · · · ,xn) eineR-Basis vonE. Definiere

a(xi ,x j) :=


0, falls i ≤ j
a(xi ,x j), falls i = j
a(xi +x j ,xi +x j)−a(xi ,xi)−a(x j ,x j), falls i > j

.

Nach Vorraussetzung gibt esv1, · · · ,vn ∈ F mit b′(u(xi),v j) ≡ a(xi ,x j) ( mod π) für
alle i, j. Definiere weiterv : E → F durchv(xi) := vi . Dann erfülltu′ die gewünschten
Eigenschaften:
Sei x =

∑n
i=1αixi ∈ E, so istb′(u(x),v(x)) =

∑
αiα jb′(u(xi),v j) ≡

∑
αiα ja(xi ,x j) =

a(
∑n

i=1αixi ,
∑n

j=1α jx j) = a(x,x) = 1
πk (q(x)−q′(u(x))) ( mod π) für allex∈ E.

2. Die Abbildungu′, definiert wie oben, erfüllt die gewünschten Eigenschaft anstelle für
k+1 anstelle vonu für k. Induktiv erhalten wir, dassu(0) := u, u(1) = u′, · · · ,u(n) : E →
W, u(n)(x)≡ u(n−1)(x) ( mod πk+nF) mit q′(u(n)(x))≡ q(x) (modπk+n). Der Grenzwert
limn→∞ u(n) erfüllt die gewünschte Eigenschaft. �

Folgerung 3.1.35Seien R ein vollständiger diskreter Bewertungsring,(F,q′) ein regulärer
quadratischer R-Modul und u: (E,q) → (F,q′) induziere die Isometrieu : (E/πE, q) →
(F/πF, q′). Dann gibt es eine Isometriẽu: (E,q) → (F,q′) mit ũ(x) + πF = u(x+ πE) für
alle x∈ E. Ist speziell(E/πE, q)∼= (F/πF, q′), so gilt(E,q)∼= (F,q′).

Beweis: Die Abbildungu ist eine Isometrie. Also istu injektiv und E
∗ ∼= (u(E))∗, mit E :=

E/πE. Da man jedeR-Linearform ausu(E) auf ganzF fortsetzen kann und(F ,q′) regulär ist,
gilt u(E)∗ = bu(E)(F). Daraus folgt, dassE

∗ = b′u(F) und somit erfüllenF, E, u die Vorrausset-
zungen von 3.1.34 mitk = 1. Wir erhalten die Behauptung. �

Satz 3.1.36Sei2 6= p∈ P. Ein regulärerZp-Modul ist eindeutig durch Determinante und Di-
mension bestimmt.
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Beweis: Sei (E,q) ein regulärerZp Modul. Nach 3.1.27 ist(E,q) überZp/pZp eindeutig be-
stimmt durch Dimension und Determinante. Nach 3.1.35 kann man Isometrien nachZp heben.�

Satz 3.1.37Sei A ein lokaler Ring. Sind F, G scharf primitive freie Untermodulen des quadra-
tischen A-Moduls E und t: F →G ein Isomorphismus, so gibt es ein u∈O(E) mit u|F = t.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Kne02, Satz 4.4]. �

Seip∈ P, (L,b) ein bilinearerZp-Modul, gesehen alsZp-Gitter inV := Qp⊗Zp L und det(L) 6=
0.

Satz 3.1.38Sei p≥ 2, p∈ P. Dann gilt

(L,b) = (L0, p0b0)⊥ (L1, p1bp1)⊥ ·· · ⊥ (Lm, pmbpm) mit m∈ N

sodass(Li , fpi) regulär ist für alle i. Diese Zerlegung ist für p6= 2 bis auf Isometrie eindeutig.

Beweis:

1. Zeige die Existenz der Zerlegung.

(i) Ist p 6= 2 so existiert nach 3.1.32 eine Orthogonalbasis(e1, · · · ,en) vonL.
Setzt man nunLk :=

〈
ei : νp(b(ei ,ei)) = k

〉
Zp

für k≥ 0, undbk := p−kb|Lk×Lk
, so

erhält man die gewünschte Zerlegung. Die Teilmoduln(Li , fpi) sind nach Konstruk-
tion regulär.

(ii) Ist p = 2 so ist nach 3.1.32(L,b)∼=⊥n
i=1 (Li ,bi) mit Rang(Li) = 1 oder 2.

Setzt man nunLk :=
〈
ei : mine,e′∈Li

{
νp(b(e,e′))

}
= k
〉

Zp
für k ≥ 0, und bk :=

p−kb|Lk×Lk
, so erhält man die gewünschte Zerlegung. Die Teilmoduln(Li , fpi) sind

nach Konstruktion regulär.

2. Zeige die Eindeutigkeit der Zerlegung.
(i) Als erstes zeigen wir, dass fürk≥ 0, minimal mit der EigenschaftLk 6= 0, gilt(

L/(L∩ pk+1L#) , p−k b
)
∼=
(
Lk/pLk , bk

)
.

Da die (Li ,bi) reguläreZp-Moduln sind, folgt, dassb(x,y) ∈ Zp für alle x,y ∈ Li und
daher istLi ⊆ L#

i . Da(Li ,bi) reguläre ist, ist(Li ,bi)# = Li .
Wir erhalten also, dassx∈ (Li , pib)# genau dann, wennpibi(x,Li) ⊆ Zp. Dies ist genau
dann der Fall, wennbi(pix,Li) ⊆ Zp und dies tritt genau dann ein, wennpix∈ (Li ,bi)#.
Weiter istpix∈ (Li ,bi)# genau dann, wennx∈ p−i(Li ,bi)#. Damit erhalten wir, dass

(L,b)# =⊥ j≥k p− jL j und daher istpk+1L# =⊥ j≥k pk+1− jL j = pLk ⊥ (⊥ j>k pk+1− jL j).
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Dax∈ L genau dann, wennx j ∈ L j für alle j undx∈ pk+1L# genau dann, wennxk ∈ pLk

undx j ∈ pk+1− jL j mit j > k, folgt, dassx∈ L j∩ pk+1L# genau dann wennxk∈ Lk∩ pLk =
pLk undx∈ L j ∩ pk+1− jL j = L j für alle j > k. Insgesamt folgt nun, dass

L∩ pk+1L# = pLk ⊥ (⊥ j>k L j).

Damit folgt unsere Behauptung, da(
L / (L∩ pk+1L#) , p−k b

)
=
(
⊥ j L j /

(
pLk ⊥ (⊥ j>k L j)

)
, p−kb

)
∼=
(

Lk / pLk , p−kb|Lk

)
⊥
(
⊥ j>k L / ⊥ j>k L j , p−kb

)
︸ ︷︷ ︸

=0

(ii) Kommen wir nun zur eigentlichen Aussage, der Eindeutigkeit. Sei also

(L,b) =⊥i≥0 (Li , pibi) =⊥i≥0 (L′i , pib′i))

Beweis durch Induktion nach Rang(L):
Für Rang(L) = 0 ist nichts zu zeigen, sei also Rang(L)≥ 1 undk := mine∈L (νp(b(e,e))).
Nach (i) folgt, dass(

Lk/pLk , bk
)∼= (L/(L∩ pk+1L#) , p−k b

)
∼=
(

L′k/pL′k , b′k

)
.

Mit 3.1.35 erhalten wir, dass(Lk.bk) ∼= (L′k,b
′
k) (An dieser Stelle würde der Beweis

für p = 2 nicht funktionieren, daq(x) = 2b(x,x) = 0.). Da außerdem(Lk, p−kb) und
(L′k, p−kb′k) als orthogonale Summanden scharf primitiv sind, folgt nach 3.1.37, dass
ein u ∈ O(L) existiert mitu(Lk) = L′k. Es gilt alsou(L⊥k ) = u(⊥i 6=k Li) ⊆ L

′⊥
k . Da auch

u−1 ∈O(L) folgt, dassL⊥k
∼= L

′⊥
k . �

Bemerkung 3.1.39Die in Satz 3.1.38 eingeführte Zerlegung heißtJordanzerlegung.

Satz 3.1.40Jedes ungerade unimodulareZ2-Gitter L hat eine Orthogonalbasis.

Beweis: Beweis durch Induktion übern = dim(L). Ist n = 1, so ist die Behauptung klar.
Induktionsschritt von(n−1) nachn : Seie1∈ L beliebig mitb(e1,e1) =: a1 ∈Z∗2, so folgt, dass
L = Z2e1 ⊥ M, wobei das GitterM unimodular und von der Dimension dim(L)−1 ist. IstM
ungerade, dann existiert nach mit Induktion eine Orthogonalbasis.
Ist M gerade, so veränderee1. Dazu seie2 ∈ M beliebig. Dann istb(e2,e2) ∈ 2Z2 und daher
folgt für e′1 := e1 +e2, dassb(e′1,e

′
1) ∈ Z∗2. Da M = M#, existiert eine3 ∈ M mit b(e2,e3) = 1

und daher gilt, dasse′3 := e1−a1e3 ∈ (e1)⊥. Außerdem istb(e′3,e
′
3) = b(e1,e1)+a2

1b(e3,e3) ∈
Z∗2. Das ungerade TeilgitterM′ := 〈e′1〉

⊥ erfüllt L = 〈e′1〉 ⊥ M′. Nach Induktion existiert eine
Orthogonalbasis. �
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3.2 Geschlecht von Gittern

Analog zu [Kne02] führen wir den Begriff des Geschlechts ein.

Sei p eine Primzahl,Qp der Körper der p-adischen Zahlen undZp der Ring der ganzen p-
adischen Zahlen. Weiter seiV ein n-dimensionaler Vektorraum überQ mit einer nicht ausgear-
teten quadratischen Formq.

Sei{e1, ...,en} eine Basis vonL und so diese auch Basis vonQn. Identifiziert man 1⊗x mit x,
so folgt, dassQp⊗Q Qn. Es wirdLp zu einemZp-Gitter inQn

p.

Definition 3.2.1 Für ein GitterL⊆Qn heißt

Lp := Zp⊗Z L, mit p∈ P

diep-Komplettierung vonL.

Definition 3.2.2 Die GitterL⊆V undL′ ⊆V ′ liegen im gleichen Geschlecht, falls gilt

Lp
∼= L′p für alle p∈ P∪∞.

Im Zeichen:L ∼ L′. Die Menge genus(L) :=
{

L
′ | L

′ ∼ L
}

heißt dasGeschlechtvonL.

Satz 3.2.3Hasse, Minkowski
Seien V, W quadratischeQ-Vektorräume und seiQp⊗V ∼= Qp⊗W für alle p∈ P∪{∞}, so
gilt, dass V∼= W.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Kne02, Satz 19.1]. �

Folgerung 3.2.4 Ist L ∼ L
′
, so folgt, dassQp⊗L∼= Qp⊗L

′
für alle p∈ P∪∞. Nach Satz 3.2.3

gilt dann, dassQ⊗L∼= Q⊗L
′
.

Die folgende Bemerkung dient dazu den Begriff des Geschlechts besser zu verstehen.

Bemerkung 3.2.5

1. Ein Geschlecht besteht aus vollen Isometrieklassen.

2. Alle im gleichen Geschlecht liegenden Gitter haben gleiche Determinante.

3. Ein Geschlecht enthält nur endlich viele Isometrieklassen.
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Beweis:

zu 1. Sei u : L → L′ eine Isometrie, so ist auchid⊗ u : Zp⊗ L → Zp⊗ L′ eine Isometrie, da
Z ↪→ Zp für alle p∈ P∪{∞}.

zu 2. SeiB := (b1, · · · ,bn) eine Basis vonL undB′ := (b′1, · · · ,b′n) eine Basis vonL′. DaL ∼ L′ ,
folgt, dass für allep ∈ P∪{∞} eine MatrixMp ∈GL(Zp) existiert mit
Mp ·G(Zp⊗B) ·Mtr

p = G(Zp⊗B′). Daraus folgt, dass
det(G(Zp⊗B)) ·a2

p = det(G(Zp⊗B′)) mit det(Mp) =: ap ∈ Z∗p für alle p ∈ P∪{∞}.
Für det(G(Zp⊗B′)) 6= 0 ist alsoa2

p := det(G(Zp⊗B))
det(G(Zp⊗B′)) ∈ (Z∗p)2 für alle p ∈ P∪{∞}.

Da dies für alle Primzahlen gilt, folgta2
p = ±1 und wegen{∞} erhalten wir, dassa2

p ∈
(R∗)2 . Wir erhalten also, dassa2

p = 1 und deswegen det(Zp⊗B) = det(Zp⊗B′) für alle
p ∈ P∪{∞} .

zu 3. Nach [Kne02, Satz 20.2] existieren für feste Dimension und feste Determinante nur end-
lich viele verschiedene Isometrieklassen von ganzen Gittern. �

Nicht nur die Determinante eines Gitters, auch die Elementarteiler der jeweiligen Grammatrix
sind eine Invariante für das Geschlecht.

Bemerkung 3.2.6 SeienL undM Gitter, die im gleichen Geschlecht liegen. Die Grammatrizen
vonL undM haben die gleichen Elementarteiler.

Beweis: SeienB := (b1, ...,bn) undB′ := (b′1, ...,b
′
n) Basen vonL, sodass(

(bi ,b′j)
)

i, j
= Diag(d1, ..,dn), wobeid1, ...,dn den Elementarteilern von G(L) entspricht. Seien

weiterd′1, ...,d
′
n die Elementarteiler von G(M). Es bezeichned1 [p] den Elementarteilerdi auf-

gefasst inZp. WegenLp
∼= L′p für alle p∈ P, folgt, dassdi [p] = d′i [p] für alle i ∈ {1, ..,n} und

für alle p∈ P. Insgesamt folgt, dass für allep∈ P der p-Anteil der Elementarteiler vonL und
M gleich ist und somit folgt die Behauptung. �

Mit Hilfe von Cliffordalgebren definiert man einen Gruppenhomomorphismus

ν : SO(Vp,q) =
{

g∈O(Vp,q)| det(g) = 1
}
→ K∗/(K∗)2,

die sogenannteSpinornorm, siehe [Kne02, Definition 8.6].

Definition 3.2.7 Die Menge der Gitter{
L
′ ≤ (V,q) | für alle p ∈ P existiert up : Lp

∼−→ L
′
p mit ν(up) = 1

}
heißt dasSpinorgeschlechtvonL.



40 Kapitel 3: Das Geschlecht von Gittern

Satz 3.2.8Seidim(V)≥ 3, L≤V und p∈ P. Weiter enthalte Lp einen mindestens zweidimen-
sionalen orthogonalen Summanden(Mp,cpq) mit regulärem(Mp,q). Dann besteht das Ge-
schlecht von L nur aus einem Spinorgeschlecht.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Kne02, Satz 25.4]. �

Folgerung 3.2.9 Für die Gitter Ck
N ist ihr Geschlecht gleich ihrem Spinorgeschlecht, falls gilt:

1. k≥ 2, für N ∈N ∩P.

2. k≥ 1, für N ∈N \P.

Bemerkung 3.2.10Mit dem Programm Magma erhält man auch fürk= 1 undN∈N ∩P, dass
das für die GitterCN Geschlecht gleich dem Spinorgeschlecht ist.

Satz 3.2.11Sei V regulärerQ-Vektorraum,dim(V) ≥ 3 und p∈ P mit ind(Vp) > 0. Dann
enthält jede Isomorphieklasse im Spinorgeschlecht eines Gitters L⊂ V ein Gitter M⊂ V mit
Ml = Ll für alle l 6= p.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Kne02, Satz 25.3]. �

Satz 3.2.12Es istind(Vp) > 0 insbesondere dann gegeben, wenndim(V)≥ 5.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Kne02, Satz 28.1]. �

Bemerkung 3.2.13Sei nunp ∈ P so gewählt, dass ind(Vp) > 0. Mit Hilfe von Satz 3.2.11
erhalten wir, dass jede Klasse im Spinorgeschlecht vonL einM ⊂V enthält mitMl = Ll für alle
Primzahlenl 6= p. Es gilt, dass

Z[
1
p
]M = Z[

1
p
]L.

Beweis: Fixiere eine Basis vonM. DaV einQ-Vektorraum ist, sieht man, dass
M =

⋂
l (V∩Ml )⊆

⋂
l 6=p(V∩Ll ) = Z[ 1

p]L. Daraus folgt, dassZ[ 1
p]L⊆Z[ 1

p]M. Vertauscht man
die Rollen vonM undL, so folgt die Behauptung. �
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3.2.1 Knesersche Nachbarschaftsmethode

Wir stellen nun die sogenannte Nachbarschaftsmethode vor, die ermöglicht alle Gitter, die im ei-
nem Spinorgeschlecht liegen, zu konstruieren. Dabei gehen wir analog zu [Hem03] und [Tei05]
vor.

Definition 3.2.14 Zwei ganze GitterL undL′, mit p - det(L), heißenp-Nachbarn, falls

L/(L∩L′)∼= Z/pZ∼= L′/(L∩L′).

Dies lässt sich wie folgt skizzieren:

•L

p

??
??

??
??

??
??

?? •

p

��
��

��
��

��
��

�� L′

•
L∩L′

Bemerkung 3.2.15Mit der Determinanten-Index-Formal erhalten wir, dass zwei benachbarte
Gitter die gleiche Determinante haben:

det(L) = [L : L∩L′]−2 ·det(L∩L′) = [L′ : L′∩L]−2 ·det(L′∩L) = det(L′)

Im Folgendem seien alle Gitter ganzzahlig undp sei eine Primzahl, die die Determinante vonL
nicht teilt. Für die konkrete Ausführung der Nachbarschaftsmethode solltep minimal gewählt
werden, um die Rechenzeit zu reduzieren.

Definition 3.2.16 Seiv∈ L. Wir definieren

L(v) := Lv + 1
pZv mit Lv := {x∈ L|(x,v) ∈ pZ} .

Definition 3.2.17 Seiy∈ L\ pL, mit (y,y) ∈ p2Z. Dann heißty Nachbarvektor von L bezüg-
lich p.

Satz 3.2.18Sei y ein Nachbarvektor von L. Dann ist L(y) ein p-Nachbar von L. Weiter gilt,
dass jeder p-Nachbar von L von der Form L(y), bezüglich eines Nachbarvektors, ist.

Beweis:
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(i) Zeige, dassL(y) ein p-Nachbar vonL ist.
Das GitterL(y) ist nach Konstruktion ganzzahlig. Dap - det(L), ist [L : Ly] = p. Ausser-
dem gilt, dass[L(y) : Ly] = p, da p 1

p y = y∈ Ly und 1
p y /∈ L. Da L∩L(y) = Ly, folgt die

Behauptung.

(ii) Zeige, dass jeder beliebeige Nachbar von der FormL(y) ist.
SeiM ein ganzzahligerp-Nachbar vonL und y∈ pM\ pL. Dann ist(L,y)⊆ Z, dapM⊆
L∩M. Es gilt aber nicht, dass(L,y)⊆ pZ , denn sonst würde gelten, dassp | det(L). Somit
folgt, dassLy $ L . Insgesamt erhalten wir also wegeny∈ pM, dassL∩M ⊆ Ly $ L und
somit, dassL∩M = Ly. Mit [L : L∩M] = p folgt also, dassM = Ly +Z 1

py = L(y). �

Durch die im vorhergehendem Satz eingeführte Konstruktion wird deutlich, wieso wir zu Be-
ginn des Abschnittes gefordert haben, dassp nicht die Determinante vonL teilen soll.
Angenommenp| det(L) =

[
L# : L

]
. Dann ist der SchnittpL#∩L = {x∈ L|(x,y) ∈ pZ ∀y∈ L}

nicht leer. Für allev∈ pL#∩L wäre dann aberLv = L und somitL(v) ein Obergitter vonL.

Nutzen wir nun die Ergebnisse aus Satz 3.2.11 und Satz 3.2.13, so erhalten wir mit dem fol-
gendem Satz, dass unter Einschränkungen an die Dimension zwischen je zwei Gittern, die im
gleichen Spinorgeschlecht liegen, eine Kette von Nachbarn existiert.

Satz 3.2.19Seien L6= M Gitter gleicher Determinante mitZ[ 1
p]L = Z[ 1

p]M. Dann gibt es eine
Kette L= L0,L1, ...Lr = M von Gittern, so dass Li−1 und Li p-Nachbarn sind für i= 1, ..., r.

Beweis: Wir führen einen Beweis mit Induktion nachs durch, wobeips = [M : L∩M] .
Ist s= 1, so ist nichts zu zeigen. Sei alsos≥ 2. Wähle ein Element der Ordnungp ausM/L∩M
und dafür einen Vertretery∈M. So folgt füry := py, dassy∈ L\ pL und(y,y) ∈ p2Z. Mit dem
vorhergehendem Satz können wir einenp-Nachbarn vonL(y) von L konstruieren. Es bleibt zu
zeigen, dassps−1 = [M : L(y)∩M].
Seix∈ L∩M, dann ist(x,y) = p(x,y) ∈ pZ und somit istx∈ Ly. Daraus folgt, dassL∩M =
Ly∩M ⊆ L(y)∩M. Day∈ L(y)∩M \L∩M, folgt insgesamt, dassL∩M $ L(y)∩M. Es folgt,
dassps−1 = [M : L(y)∩M] und mit Induktion finden wir eine Kette von p-Nachbarn zwischen
L(y) undL. �

Die folgenden Überlegungen dienen dazu einen Algorithmus für die Nachbarschaftsmethode zu
erhalten. Hierbei gehen wir analog zu [Hem03] vor, jedoch betrachten wir auch ungerade Gitter.

Erstmal wollen wir die Anzahl der möglichen Nachbarvektoren reduzieren:

Satz 3.2.20Die in der gleichen Bahn unter der Automorphismengruppe von L liegenden Nach-
barvektoren erzeugen isomorphe Gitter.

Beweis: Seiσ∈Aut(L), vein Nachbarvektor bezüglichpundy∈L. Wir zeigen, dassσ(L(v)) =
Lσ(v). Dazu genügt es zu zeigen, dassσ(Lv) = Lσ(v). Seiy∈ Lσ(v), so ist(y,σ(v))∈ pZ und dies
ist äquivalent dazu, dass(σ−1(y),v) ∈ pZ. Es ist alsoσ−1(y) ∈ Lv und dies ist genau dann der
Fall, wenny∈ σ(Lv). �
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Satz 3.2.21Die in der gleichen Nebenklasse von L/pL liegenden Nachbarvektoren bzgl. p er-
zeugen das gleiche Nachbargitter.

Beweis: Es bezeichne[l ] die Restklasse modulop für ein l ∈ L. Seienv,v′ zwei Nachbar-
vektoren mit [v] = [v′] . Dann existiert einz ∈ L, sodassv = v′ + pz . Ist x ∈ Lv, so ist
(x,v) = (x,v′+ pz) = (x,v′)+ p(x,z) und damit istLv ⊆ Lv′. Analog zeigt man, dassLv′ ⊆ Lv

und somitLv = Lv′.
Da v und v′ Nachbarvektoren sind, istp2Z 3 (v′,v′) = (v+ pz,v+ pz) = (v,v) + 2p(v,z) +
p2(z,z) und damitz∈ Lv = Lv′. Insgesamt erhalten wir, dass
L(v) = Lv + 1

pZv = Lv′ + 1
pZ(v′+ pz) = Lv′ + 1

pZv′+Zz= Lv′ + 1
pZv′ = L(v′). �

Bemerkung 3.2.22SeiL ein ganzes Gitter.

a) L(v) ist genau dann ganz, wenn(v,v) ∈ p2Z.

b) Ist L zusätzlich gerade, so istL(v) ist genau dann gerade, wenn(v,v) ∈ 2p2Z.

Beweis:

zu a) Sei (v,v) ∈ p2Z. Es ist Lv ganz, daL ganz ist. Wegen(Lv,
1
p v) = 1

p (Lv,v) ⊆ Z und

( 1
p v, 1

p v) = 1
p2 (v,v)⊆ 1

p2 p2Z folgt, dassL(v) ganz ist.

Die Umkehrung folgt, daL ganz ist und(v,v) ∈ Z genau dann, wenn1
p2 (v,v) ∈ p2Z

direkt.

zu b) Sei(v,v) ∈ 2p2Z. WegenL ist Lv gerade. Daher folgt mit( 1
p v, 1

pv) ∈ 1
p2 2p2Z, dassL(v)

gerade ist.
Die Umkehrung folgt direkt, daL ganzzahlig ist und( 1

p v, 1
p v) ∈ 2Z genau dann, wenn

(v,v) ∈ 2 p2Z. �

Unter verschiedenen Vorraussetzungen können wir auf folgende Weise Nachbarvektoren
konstruieren:

Lemma 3.2.23 Seien v, v′ ∈ L\2L. Wir betrachten L(v) bezüglich der Primzahl p= 2.
Ist v−v′ ∈ 2Lv, so gilt, dass L(v) = L(v′).

Beweis: Sei z := v−v′
2 ∈ Lv. Es gilt für allex ∈ L, dass(x,v) ≡ (x,v)− (x,2z) = (x,v−2z) =

(x,v′) modulo 2 und daraus folgt, dassLv = Lv′. Insgesamt erhalten wir da 2L⊆ Lv = Lv′, dass
L(v) = Lv + 1

2Zv = Lv + 1
2Z(v′+2z) = Lv′ + 1

2Zv′ = L(v′). �
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Satz 3.2.24Sei L ein gerades Gitter, p= 2 und L habe ungerade Determinante.
Ist v∈ L\2L, mit (v,v) ∈ 4Z, so gibt es einen Basisvektor e mit2 - (v,e) und für alle w∈ [v] ∈
L/2L gilt entweder, dass L(w) = L(v) oder L(w) = L(v+2e).
Weiter ist eines dieser Gitter gerade, das andere ungerade.

Beweis: Die Existenz des Basisvektorse ist klar, da 2- det(L).

1. Fall Sei(v,v)≡ 0 mod 8. Dann istL(v) ist nach Bemerkung 3.2.22 gerade undL(v+2e) ist
wegen

(∗) (v+2e,v+2e) = (v,v)+4(v,e)+4(e,e)≡ 4 mod 8

ein ungerades Gitter.

2. Fall Sei (v,v) ≡ 0 mod 4, aber nicht mod 8. Mit (∗) erhalten wir, dassL(v+2e) gerade ist
undL(v) ist offensichtlich ungerade.

Seiw∈ [v], das heißt alsow = v+2 f für ein f ∈ L. Da [2L : 2Lv] = 2 und nach Lemma 3.2.23
L(w) = L(v) genau dann, wenn 2f ∈ 2Lv, folgt die Behauptung. Mit Lemma 3.2.23 folgt für
allew∈ [v] wegen[2L : 2Lv] = 2, dass entwederL(w) = L(v) oderL(w) = L(v+2e). �

Bemerkung 3.2.25SeienL ein gerades Gitter mit gerader Determinante undp = 2. Dann ist
die Existenz des Basisvektors, der zur Anpassung vonv dient, nicht gegeben.

Satz 3.2.26Sei L ein ungerades Gitter, p6= 2 Primzahl und p- det(L).
Ist v∈ L\pL, mit(v,v) ∈ pZ ( und p2 - (v,v), sonst wäre v schon ein Nachbarvektor), so gibt es
einen Basisvektor e mit p- (v,e) und x∈ (2· (v,e)+ pZ)−1 ∈ Z/pZ, so dass für v′ := v+ xpe
gilt, dass(v′,v′) ∈ p2Z und v′ ∈ L\ pL.

Beweis: Die Existenz des Basisvektorse ist klar, dap - det(L). Weiter gilt:

(v+xpe,v+xpe)≡ 0 mod p2

⇔ 0≡ (v+xpe,v+xpe) = (v,v)+2xp(v,e)+x2p2(e,e)≡ (v,v)+2xp(v,e) mod p2

⇔ 0≡ (v,v)
p

+2x(v,e) mod p

⇔ x≡−(v,v)
p

· (2· (v,e))−1 mod p. (∗∗)

Somit hatv′ nach Wahl vonx die gewünschte Norm. Zeige noch, dassv′ ∈ L\pL. Angenommen,
dassv′ ∈ pL, so existiert einl ∈ L mit v′ = v+ xpe= pl. Dies ist äquivalent dazu, dassv =
p(l −xe) und dies leitet einen Widerspruch ein. �
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Folgerung 3.2.27Die Bedingung, dass p eine Primzahl ungleich zwei ist, im vorhergehenden
Satz ist notwendig, damit2· (v,e) eine Einheit inZ/pZ ist, siehe (**).

Durch die vorhergehenden Sätze wird klar, dass es genügt diepn−1 Repräsentanten der Klasse
L/pL∼= (Z/pZ)n ∼= Fn

p als Nachbarvektoren zu berücksichtigen. Von diesen müssen wir dann
nur noch die betrachten, wie unter der Automorphismengruppe in einer Bahn liegen. Offen-
sichtlich kann man also die Rechenzeit verkürzen, indem man eine möglichst kleine Primzahl
wählt.

Folgerung 3.2.28Ein Gitter der Dimension n besitzt, bis auf Isometrie, höchstenspn−1
p−1 p-

Nachbarn.

Zusammenfassend erhalten wir folgenden Algorithmus:
Gegeben:Ein ganzes Gitter L mitp - det(L).
Gesucht:{L′ | L′ ∼ L}= G

1) G = {L}

2) Wähle einen noch nicht behandeltesL ∈ G und wähle eine beliebige, aber feste BasisB von
L. Berechne dann die zugehörige Automorphismengruppe.

3) IdentifiziereL/pL mit (Z/pZ)n und berechne die Bahnen der projezierten Automorphis-
mengruppe.

4) Wähle aus einer noch nicht behandelten Bahn einen Vertreter und bilde ein beliebiges Urbild
v. Falls jede Bahn behandelt wurde, so gehe zu 2).

5) a) Ist (v,v)≡ 0 modp2, so fügeL(v) zu G und gehe zu 4).

b) Ist (v,v)≡ 0 modp, so passev an zuv′, so dass(v′,v′)≡ 0 modp2 und fügeL(v′) zu
G hinzu. Dann gehe zu 4).

c) Falls p - (v,v), so gehe wieder zu 4).

3.2.2 Anwendung der Kneserschen Nachbarschaftsmethode auf die Gitter
Ck

N

Das Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass ungerade starkN-modulare Gitter in Ge-
schlecht von CkN, mit geeignetemk, liegen. Dazu werden wir das Geschlechtssymbol analog zu
[CS99] einführen.
Sei p∈ P. Wir führen erstmal dasp-adische Symbol für(p 6= 2) ein. Nach Satz 3.1.38 können
wir jeden bilinearen Raum überZp eindeutig zerlegen, so dass dieser die Form

(L,b) = (L0, p0b0)⊥ (L1, p1bp1)⊥ ·· · ⊥ (L, pmbpm) mit m∈ N
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hat. Sei

εi :=
{

+ , falls det(bi) ∈ (Z∗p)2

− , falls det(bi) /∈ (Z∗p)2.

Ist (p 6= 2), so ist dasp-adische Symbolvon (L,b) definiert durch

(p0)ε0 dim(b1) (p1)ε1 dim(bp) · · · (pm)εm dim(bpm).

Satz 3.2.29Sei(p 6= 2). Zwei Bilinear Formen sind genau dann äquivalent überZp, wenn sie
das gleiche p-adische Symbol haben.

Beweis: Nach Satz 3.1.38 sind die einzelnen Komponenten der Jordanzerlegung regulär. Weiter
sind nach Satz 3.1.36 reguläreZp-Moduln eindeutig durch ihre Dimension und Determinante
bestimmt. Da nach Satz 3.1.35 bilineare Moduln genau überZp isometrisch sind, wenn sie über
Fp isometrisch sind, müssen wir nach Beispiel 3.1.26 nur unterscheiden, ob die Determinante
des Moduls ein Quadrat oder ein Nichtquadrat inF∗p ist. �

Definition 3.2.30 Sei p∈ P undν ∈ Z.

(i) Für p≥ 3 definieren wir[
ν
p

]
:=
{

1 , falls ν modulop konguent zu einem Quadrat ist
−1 , falls ν modulop nicht konguent zu einem Quadrat ist

.

Ist p = 2, so definieren wir[
ν
p

]
:=
{

1 , falls ν≡+−1 mod 8
−1 , falls ν≡+−3 mod 8

.

[
ν
p

]
heißt dasJacobi-Legendre Symbol.

(ii) SeiA∈ R oderA∈ Zp, mit A = pα a, wobei ggT(p,a) = 1.
pα a heißtp-adisches Antisquare, wenn gilt, dass

a) pα kein Quadrat ist und

b)
[

a
p

]
=−1.

(iii) Seib = Diag(pαa, pβb, pγc, ...) eine ganze Bilinearform. Wir definieren

p-Signatur(b) :=
{

pα + pβ + pγ + ...+4m , falls p 6= 2
a+b+c+ ...+4m , falls p = 2

,

wobeim die Anzahl der p-adischen Antisquare ist. Die 2-Signatur heißt auch dieoddity
vonL.
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Kommen wir nun zum 2-adischen Symbol: Sei

εi :=
{

+ , falls det(bi)≡±1 mod 8
− , falls det(bi)≡±3 mod 8

.

und

Si :=
{

I , falls bi ungerade ist
II , sonst

Ist Si = I , heißtpibpi vom TypI , sonst vom TypII . Das 2-adische Symbol von f ist dann

(20)ε0 dim(b1)
S0

(21)ε1 dim(bp)
S1

· · · (2n)
εn dim(bpn)
Sn

Satz 3.2.31Seinen f und f′ zwei Bilinearformen. Es bezeichne ti bzw. t′i die oddity von fi bzw.
f ′i . Die Bilinearformen f und f′ sind genau dann 2-adisch äquivalent, wenn

(i) ni = n′i , Si = S′i für alle i und wenn

(ii) für jedes i, für welches fi von Typ II ist, gilt∑
f j<2i

(tq− t ′q)≡ 4(min(a, i)+min(b, i)+ · · ·) ( mod 8)

wobei2a,2b, · · · die Werte von fj sind, für die giltε j 6= ε′j .

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [CS99, Chapter 15, Theorem 10].�

Folgerung 3.2.32Sind f und f′ Formen, in deren 2-adischen Diagonalisierung keine Typ II
Summanden vorkommen, so sind diese genau dann 2-adisch äquivalent, wenn die Dimensionen
der einzelnen Summanden gleich sind.

Lemma 3.2.33 Es gibt nur ein Geschlecht von geraden, 2-modularen Gittern der Dimension n
und Determinante d.

Beweis: Um die Behauptung zu zeigen, genügt es dasp-adische Symbol der zugehörigen
Bilineraformen für allep zu betrachten. SeiL ein gerades, 2-modulares Gitter mit BasisB.
Es folgt, dass 2G(B)−1 ∈ Zn×n und somit ist 2 maximaler Elementarteiler. Da det(G(B)) =
det(2G(B)−1) ist det(L) = 2

n
2 . Da außerdemL gerade ist, erhalten wir, dass das 2-adische Sym-

bol von der Form 1
n
2
II 2

n
2
II oder 1

n
2
II 2

n
2
I ist. Die Bilinearform von

√
2L# hat die Form 2f−1

0 ⊥ f−1
1 .

Dabei ist fi genau dann gerade, also vom Typ II, wennf−1
i gerade ist. Betrachte dazuf−1

i als

Basiswechselmatrix, dann ist nämlichf−1
i = f−1

i fi f−tr
i . Da

√
2
[
1

n
2
II 2

n
2
I

]#
=
√

2
[
1

n
2
II (1/2)

n
2
I

]
=[

2
n
2
II 1

n
2
I

]
�
[
1

n
2
II 2

n
2
I

]
, scheidet die zweite Möglichkeit aus, denn

√
2L# hat das gleiche 2-adische

Symbol wie L. Mit Satz 3.2.31 erhalten wir, dass eine Bilinearform durch dieses Symbol 2-
adisch eindeutig bestimmt ist.
Ist p 6= 2, so ist das Gitter unimodular und hat dasp-adische Symbol: 1εn. �
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Satz 3.2.34Sei N∈ N quadratfrei und sei L ein ungerades stark N-modulares Gitter, das ra-
tional äquivalent zuCk

N ist, dann liegt L im Geschlecht vonCk
N.

Beweis: Zeige, dass

Zp⊗L∼= Zp⊗Ck
N für alle p∈ P∪{∞} .

Für p = ∞ ist die Behauptung klar.
Es giltL⊗Q∼= Ck

N⊗Q genau dann, wennL⊗Qp
∼= Ck

N⊗Qp für alle p∈ P. (∗)

1 . Fall N wird von p geteilt.

a) Sei p 6= 2.
Da N quadratfrei ist, seien〈a1, · · · ,an〉 ⊥ p〈b1, · · · ,bm〉 ai ,b j ∈ Z∗p und〈
a′1, · · · ,a′n′

〉
⊥ p

〈
b′1, · · · ,b′m′

〉
a′i ,b

′
j ∈ Z∗p mögliche Jordanzerlegungen vonL be-

ziehungsweise von CkN.
Wegen (∗) und Satz 3.1.31 sind〈a1, · · · ,an〉 und

〈
a′1, · · · ,a′n′

〉
bzw.〈

b1, · · · ,bm
〉

und
〈
b′1, · · · ,b′m′

〉
in der gleich Wittgruppe überFp. Es

gilt also, dass n = n′ und m = m′. Da außerdem det(〈a1, · · · ,an〉) =
det(

〈
a′1, · · · ,a′n

〉
bzw. det(

〈
b1, · · · ,bm

〉
) = det(

〈
b′1, · · · ,b′m

〉
, habenL und Ck

N
das gleichep-adische Symbol. Wir erhalten nach Satz 3.2.29, dassL⊗ Zp

∼=
Ck

N⊗Zp.

b) Sei p = 2.
Das Gitter CN hat das 2-adische Symbol 1k1

I 2k2
I . Für das GitterL sind folgende

2-adische Symbole möglich:

1
k′1
I 2

k′2
II , 1

k′1
II 2

k′2
I , 1

k′1
II 2

k′2
II und 1

k′1
I 2

k′2
I

Die ersten beiden Möglichkeiten fallen weg, da Gitter mit diesem Symbol nicht
starkN-modular sind ( Analoge Argumentatione zum Beweis von Lemma 3.2.33).

Das 2-adische Symbol 1
k′1
II 2

k′2
II scheidet aus, daL ein ungerades Gitter ist. Es kommt

also nur das Symbol 1
k′1
I 2

k′2
I in Frage. Es ist noch zu ziegen, dassk1 = k′1 und

k2 = k′2. Aber wäre dies nicht der Fall, so wäre det(L) 6= det(Ck
N) und dies leitet

einen Widerspruch ein. Nach 3.2.29 folgt, dassZ2⊗L∼= Z2⊗Ck
N .

2 . Fall N wird nicht vonp geteilt.
Die GitterL und Ck

N sind regulär.
Ist p 6= 2, so folgt die Behauptung mit Satz 3.1.36, daL und Ck

N die gleiche Determi-
nante und Dimension haben.
p = 2 : DaL und Ck

N ungerade Gitter sind, folgt die Behauptung direkt mit 3.2.32.�



4 Ungerade Gitter und ihr Schatten

4.1 Der Begriff des Schattens

Für ungerade Gitter ist die zugehörige Modulgruppe kleiner als die der geraden Gitter. Jedoch
bekommt man durch den zugehörigen Schatten mehr Struktur. Die Theta-Reihe des Schattens
lässt sich aus der Theta-Reihe des Gitters berechnen.

Im folgendem seiL ein ganzes Gitter der Dimensionn = 2k.

Definition 4.1.1 Ist L ungerade, so heißt

Sh(L) := L#
ev\L#

derSchattenvonL. Ist L gerade, so setzt man Sh(L) := L#.

Definition 4.1.2 Ein Vektorv desRn heißtcharakteristicher Vektor vonL, falls

(v,w)≡ (w,w) mod 2 für allew∈ L.

Die Mengeχ(L) heißtMenge der charakteristischen Vektoren.

Bemerkung 4.1.3 Es gilt, dass Sh(L) = 1
2χ(L).

49
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Beweis: Um die Gleicheit der Mengen von Vektoren zu zeigen, zeigen wir beide Inklusionen.

⊆ Wegen|L#
ev : L#|=

√
det(L#)√
det(L#

ev)
=

√
det(Lev)√
det(L)

= |L : Lev|= 2, erhalten wir, dass

L#
ev = L#∪̇

(
y+L#) , mit y∈ L#

ev\L#. Daraus folgt, dass Sh(L) = y+L#.

Wir werden zeigen, dass für allel ∈ Sh(L) gilt, dass

(2l ,x)≡ (x,x) mod 2 für allex∈ L.

Sei alsol ∈ Sh(L). Für den Fall, dassx∈ Lev, folgt, dass

(2l ,x) = 2(l ,x)︸︷︷︸
∈Z

≡ 0≡ (x,x) mod 2.

Sei alsox∈ L\Lev. Wir können jedesl ∈ Sh(L) schreiben alsl = y+w, mit w∈ L#.

Weiter istL = Lev∪̇
(
x′+Lev

)
mit x′ ∈ L\Lev. Dann ist(y,x′) /∈ Z, jedoch(y,x′) ∈ 1

2
Z,

da(y,2x′) ∈ Z. Es existiert einz∈ Lev,so dassx = x′+z.

Somit ist also(x, l) = (x′+z,y+w) = (x′,y)︸ ︷︷ ︸
∈ 1

2Z

+(x′,w)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+(z,y)︸︷︷︸
∈Z

+(z,w)︸ ︷︷ ︸
∈Z

∈ 1
2

Z

und daraus folgt, dass(2l ,x) = 2(l ,x)︸︷︷︸
∈ 1

2Z

≡ 1≡ (x,x) mod 2.

⊇ Sei
1
2

χ(L) 3 w =
v
2
, wobeiv ein charakteristischer Vektor ist.

Für einx∈ Lev ist (w,x) ∈ Z. Es ist alsow∈ L#
ev.

Ist x∈ L\Lev, so istZ\2Z 3 (x,x)≡ (v,x) und somit ist(w,x) /∈ Z und damitw /∈ L#.

Insgesamt folgt also, dassw∈ L#
ev\L# = Sh(L).

Allgemeiner kann man den Begriff des Schattens auch für Gitter, die ganz überZ2 sind, defi-
nieren. Analog setzt manLev = {x∈ L | (x,x) ∈ 2Z2} und dann Sh(L) = L#

ev\L#. Dabei ist nun
natürlichL# = {x∈ Rn | (x, l) ∈ Z2 ∀ l ∈ L}.

Definition 4.1.4 SeiΠ⊆ P. Analog zumΠ-Dual eines Gitters definiteren wir denΠ-Schatten
ShΠ . Ist 2∈Π, so defnieiren wir

ShΠ(L) = Sh(L#Π).

Ist 2 /∈Π, so defnieiren wir
ShΠ(L) =

√
l2Sh(

√
l2L#Π),

wobei l2 die Stufe vonL#,{2} ist.
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Bemerkung 4.1.5 Es ist ShP(L) = Sh(L) eine Restklasse nachL# und Sh/0(L) eine Restklasse
nachL.

Satz 4.1.6Sei L gerader Dimension n= 2k, dann gilt

θSh(L)(z) =
√

det(L)
( i

z

)k θL
(
1− 1

z

)
Beweis:

(i) Zeige, dassθLev(z) = 1
2 (θL(z)+θL(z+1)) . Es ist

θLev(z) =
1
2

(
∑
x∈L

eπ i z(x,x) +
∑
x∈L

(−1)(x,x) eπ i z(x,x))

=
1
2

(
∑
x∈L

eπ i z(x,x) +
∑
x∈L

eπ i (z+1)(x,x))

=
1
2
(θL(z)+θL(z+1)).

(ii) Wegen Sh(L) = L#
ev\L# undL# ⊆ L#

ev, gilt mit der Theta-Transformationsformel, dass

θSh(L)(z) = θL#
ev
(z)−θL#(z)

= (
i
z
)k
√

det(Lev) θLev(−
1
z
) − (

i
z
)k
√

det(L) θL(−
1
z
)

= (
i
z
)k 2
√

det(L)
1
2

(θL(−
1
z
)+θL(−

1
z

+1)) − (
i
z
)k
√

det(L) θL(−
1
z
)

= (
i
z
)k
√

det(L) θL(1−
1
z
).

Satz 4.1.7Sei L ein 2-modulares Gitter der Dimension n= 2k. Dann gilt, dass

θSh/0(L)(z) = θSh(L)(2z).

Beweis: Es ist

θSh/0(L)(z) = θ√2Sh(
√

2L#)(z) = θSh(
√

2/2L)(2z) = θSh(L)(2z).

Beispiel 4.1.8Betrachen wir das StandardgitterZ. Das Gitter ist unimodular und es gilt, dass
(Zev)

# =
(1

2 +Z
)
∪̇ Z. Daraus folgt, dass Sh(Z) = 1

2 +Z und somit ist

θSh(Z)(z) = 2
∞∑

m=0

eπ i z(m+ 1
2)2

= 2 eπ i z1
4

∞∑
m=0

eπ i zm(m+1)
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Satz 4.1.9Sei L ein unimodulares Gitter der Dimension n. Dann gilt, dass

θSh(L)(z) =
b n

8c∑
j=0

a j θn−8 j
Sh(Z)(z)θ

j
E8

(z)

Beweis: Nach Folgerung 2.4.13 istθL =
∑b n

8c
j=0a jθ

n−8 j
Z θ j

E8
. Da E8 ein gerades unimodulares

Gitter ist, erhalten wir mit der Theta-Transformationsformel und Satz 4.1.6, dass

θSh(L)(z) = (
i
z
)

n
2 θL(1−

1
z
)

= (
i
z
)

n
2

b n
8c∑

j=0

a j (θZ(1− 1
z
))n−8 j(θE8(1−

1
z
)) j

= (
i
z
)

n
2

b n
8c∑

j=0

a j (
i
z
)−

n−8 j
2 (θSh(Z)(z))

n−8 j(θE8(−
1
z
)) j

= (
i
z
)

n
2

b n
8c∑

j=0

a j (
i
z
)−

n−8 j
2 (θSh(Z)(z))

n−8 j(
i
z
)−4 j(θE#

8
(z)) j

=
b n

8c∑
j=0

a j (θSh(Z)(z))
n−8 j(θE8(z))

j .

Allgemeiner kann man sagen:

Definition 4.1.10 Es sei

M ′(Γ0(N),χ) =< θL | L liegt im Geschlecht der starkN−modularen Gitter,dim(L) ∈ N >

=
⊕

k

< θL | L liegt im Geschlecht der starkN−modularen Gitter dim(L) = 2k mit k∈ N >

=
⊕

k

M ′
k(Γ0(N),χ).

Wir defninieren die Abbildung

Sh :M ′
k(Γ0(N),χ) −→ M, fk 7−→ N

k
2(

i
z
)k fk(1−

1
z
),

wobei M den Raum der meromorphen Funktionen bezeichnet. Diese Abbildung kann auf
M ′(Γ0(N),χ) fortgesetzt werden, indem

f =
∑

k fk 7→
∑

k N
k
2( i

z)
k fk(1− 1

z). Ebenso wirdfk · fl 7→ N
k
2( i

z)
k fk(1− 1

z) ·N
l
2( i

z)
l fl (1− 1

z).
Wie man also leicht sieht, ist Sh ein Ringhomomorphismus.
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Folgerung 4.1.11Sei L ein stark N-modulares Gitter der Dimension2k. Dann ist θL ∈
M ′(Γ0(N),χ) und es gilt nach Satz 4.1.6, dass

Sh(θL) = θSh(L).

Bemerkung 4.1.12SeiL ein unimodulares Gitter der Dimensionn. Die Quadratlänge der cha-
rakteristischen Vektoren vonL ist konguentn modulo 8.

Beweis: Nach Satz 4.1.9 ist

θSh(L)(z) =
b n

8c∑
j=0

a j θn−8 j
Sh(Z)(z)θ

j
E8

(z).

Weiter ist nach Beispiel 4.1.8

θn−8 j
Sh(Z)(z) = 2n−8 j eπ i zn−8 j

4

( ∞∑
m=0

eπ i zm(m+1)

)n−8 j

.

Dam(m+1) für allem∈ N gerade ist und E8 ein gerades Gitter ist, folgt,
dass(l , l) ≡ n

4 modulo 2 für allel ∈ Sh(L). Ist l ∈ Sh(L), so ist 2l ∈ χ(L). Insgesamt folgt, da
(2l ,2l) = 4(l , l)≡ n modulo 8 genau dann, wenn(l , l)≡ n

4 modulo 2, die Behauptung. �

Folgerung 4.1.13 Ist L ein gerades unimodulares Gitter, so ist der Nullvektor ein charakteris-
tischer Vektor von L. Nach Bemerkung 4.1.12 ist somit die Dimension eines geraden unimodu-
laren Gitters durch 8 teilbar.

4.2 Stark modulare Gitter und ihr Schatten

Wir werden nun Eigenschaften von stark modularen Gittern mit langem Schatten untersuchen.
Dabei benutzen wir Ergebnisse aus [RS98].

SeiL ein starkN-modulares Gitter mitN ∈N := {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23}.
Es heißt

DN := 24σ0(N)/σ1(N)

diekritische Dimension. In unserem Fall ergibt sich

N 1 2 3 5 6 7 11 14 15 23
DN 24 16 12 8 8 6 4 4 4 2
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Satz 4.2.1Sei N∈N . Weiter sei L ein stark N-modulares Gitter der Dimension n, das rational
äquivalent zu ClN ist. Definiere l:= n/ dim(CN). Dann gilt, dass

min(L)≤
{

3, falls N ungerade und n= DN−dim(CN)
2b n

DN
c+2, sonst .

Die Gitter, deren Minimum gleich der oben angegebenen Schranke ist, heißenextremal.

Beweis: Um die Behauptung dieses Satzes zu zeigen, benutzt man die Ergebnisse aus Satz
4.2.2. Dieser Satz sagt, dass

θL(z) = g(N)
1 (z)k

bklNc∑
i=0

cig
(N)
2 (z)i

beziehungsweise, dass

θSh(z) = s(N)
1 (z)k

bklNc∑
i=0

cis
(N)
2 (z)i ,

wobei die Funktioneng1,g2,s1,s2 im Folgendem definiert werden. Eine Strategie, um die Be-
hauptung zu zeigen, ist zu benutzen, dass die Koeffizientenci in der Theta-Reihe des Gitters
gleich den Koeffizienten der Theta-Reihe des Schattens sind. Nimmt man an, dass das Mini-
mum des Gitters größer als behauptet ist, so kann man einen Widerspruch einleiten, indem man
mit der Theta-Reihe des Gitters zeigt, dass ein bestimmter Koeffizient echt kleiner als Null ist
und mit der Theta-Reihe des Schattens zeigt, dass dieser Koeffizient größer oder gleich Null ist.
Für den genaueren Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [RS98, Theorem 2]. �

Sei
Γ0(4N)+ := 〈Γ0(4N),Wm |m||4N〉 .

Für ein UntergruppeU ≤ Γ definieren wir

1
2
U := {

(
a 2b
c/2 d

)
) |
(

a b
c d

)
) ∈U}

Weiter seiχ(N) ein Charakter von12Γ0(4N)+, so dassθCN invariant ist und seiwN = σ0(N)
2 das

Gewicht vonθCN . Dann gilt für ein GitterL, das die Voraussetzungen von 4.2.1 erfüllt, dass

θL ∈MlwN

(
1
2

Γ0(4N)+,(χ(N))l
)

Für den Beweis dieser Behauptung verweisen wir auf [RS98, Seite 18].

Seiq := eπ i z. Weiter seiN ∈N fest und wir setzen

g(N)
1 (z) := θCN(z) = 1+2q+2ev(N)q2 + · · · ,
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wobei

ev(N) :=
{

1, falls N gerade
0, falls N ungerade

.

Es bezeichenη die Dedekindsche Eta-Funktion

η(z) := q
1
12

∞∏
m=1

(1−q2m).

Wir setzen
η(N)(z) :=

∏
d|N

η(dz).

Ist N ungerade, so definieren wir

g(N)
2 (z) :=

(
η(N)(z/2)η(N)(2z)

η(N)(z)2

)s(N)

,

ist N gerade, dann definieren wir

g(N)
2 (z) :=

(
η(N/2)(z/2)η(N/2)(4z)
η(N/2)(z)η(N/2)(2z)

)s(N)

.

Dann hatg(N)
2 die Form

g(N)
2 = q−s(N)q2 + · · · .

Seiσ1(N) :=
∑

d|N d die Summe der Teiler vonN. Weiter sei s(N) := 24
σ1(N) .

Satz 4.2.2Seien N∈N und L ein stark N-modulares Gitter, das rational äquivalent zu Ck
N ist.

Definiere lN := 1
8σ1(N), falls N ungerade ist und lN := 1

6σ1(N), falls N gerade ist. Dann gilt

θL(z) = g(N)
1 (z)k

bklNc∑
i=0

cig
(N)
2 (z)i

mit ci ∈ R. Die Theta-Reihe des reskalierten SchattenSh :=
√

NSh(L) von L ist

θSh(z) = s(N)
1 (z)k

bklNc∑
i=0

cis
(N)
2 (z)i

wobei s(N)
1 und s(N)

2 die zugehörigen Schatten zu g(N)
1 und g(N)

2 sind. Ist N ungerade, so ist

s(N)
1 (z) = 2σ0(N) η(N)(2z)2

η(N)(z)
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und

s(N)
2 (z) =−2−s(N)σ0(N)/2

(
η(N)(z)

η(N)(2z)

)s(N)

.

Ist N = 2, so ist

s(2)
1 (z) =

2η(z)5η(4z)2

η(z/2)2η(2z)3

und

s(2)
2 (z) =− 1

16

(
η(z/2)η(2z)2

η(z)2η(4z)

)8

.

Für N = 6,14ergibt sich, dass

s(N)
1 = s(2)

1 (z)s(2)
1

(
N
2

z

)
und

s(N)
2 =−(s(2)

2 (z)s(2)
2

(
N
2

)
)s(N)/s(2).

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [RS98, Theorem 3, Korollar 3].�

Berechnet man die Funktionen aus Satz 4.2.2 genauer, so erhält man die folgenden Ergebnisse.
Ist N ungerade, dann ist

g(N)
2 (z) = q

∞∏
m=1

∏
d|N

(1+q2md)s(N) · (1+qmd)−s(N),

s(N)
1 (z) = 2σ0(N)q

σ1(N)
4

∞∏
m=1

∏
d|N

(1−q4md) · (1+q2md),

s(N)
2 (z) =−2−s(N) σ0(N)

2 q−2
∞∏

m=1

∏
d|N

(1+q2md)−s(N).

Ist N = 2,6,14, dann ist

g(N)
2 = q

∞∏
m=1

∏
d|(N/2)

(1+q4md)s(N) · (1+qmd)−s(N),

s(2)
1 (z) = 2q

1
2

∞∏
m=1

(1−qm)2 · (1+qm)4 · (1+q4m)2

(1+q2m)
,

s(6)
1 (z) = 4q2

∞∏
m=1

(1−qm)2 · (1+qm)4 · (1+q4m)2 · (1−q3m)2 · (1+q3m)4 · (1+q12m)2

(1+q2m) · (1+q6m)
,
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s(14)
1 (z) = 4q4

∞∏
m=1

(1−qm)2 · (1+qm)4 · (1+q4m)2 · (1−q7m)2 · (1+q7m)4 · (1+q28m)2

(1+q2m) · (1+q14m)
,

s(2)
2 (z) =− 1

16
q−1

∞∏
m=1

(
(1+q2m)

(1+qm) · (1+q4m)

)8

,

s(6)
2 (z) =−1

4
q−1

∞∏
m=1

(
(1+q2m) · (1+q6m)

(1+qm) · (1+q4m) · (1+q3m) · (1+q12m)

)2

,

s(14)
2 (z) =−1

2
q−1

∞∏
m=1

(1+q2m) · (1+q14m)
(1+qm) · (1+q4m) · (1+q7m) · (1+q28m)

.

Folgerung 4.2.3 Ist N ungerade, dann beginnt s(N)
1 mit qσ1(N)/4 und s(N)

2 beginnt mit q−2. Ist N

gerade, dann beginnt s(N)
1 mit qσ1(N

2 )/2 und s(N)
2 beginnt mit q−1.
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5 Bekannte Ergebnisse

5.1 Unimodulare Gitter von Minimum 2 mit langem Schatten

Wir wollen den ersten Abschnitt des Artikels [Elk95b] von N.D. Elkies erläutern, in dem Elkies
unimodulare Gitter und deren Schatten untersucht. Dieser Abschnitt soll die Anwendung der
Theorie der Modulformen auf Gittern motivieren.

Bemerkung 5.1.1 SeiL ein ganzes Gitter, so gilt

L∼= Zr ⊥ L0,

wobei min(L0) = 2.

Beweis: Seiv∈ L mit (v,v) = 1. Dann ist der vonv erzeugte bilineare Modul< v> regulär und
nach Satz 2.1.5 kann manv orthogonal abspalten. �

Sei im weiterenL ein unimodulares Gitter. Geht man zu dem in Bemerkung 5.1.1 einge-
führtem reduzierten GitterL0 über, so ändert sich der Rang des zu betrachtenden Gitters
um r. Außerdem ändert sich das Minimum der charakteristischen Vektoren. Ista ∈ Z mit
min(χ(L)) = dim(L)−8a, so ist min(χ(L0)) = dim(L0)−8a. Um also unimodulare Gitter und
deren Schatten zu untersuchen, kann man also von einem Gitter mit Minimum 2 ausgehen und
später beliebig vieleZ orthogonal dazuaddieren. Elkies betrachtet deswegen ohne Einschrän-
kung Gitter von Minimum 2.
Das Ziel ist es nun den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 5.1.2Sei L ein ganzes, unimodulares Gitter imRn, das keine Vektoren der Länge 1 enthält.
Es gilt:

(i) L hat mindestens2n(23−n) Vektoren der Länge 2.

(ii) L hat genau2n(23−n) Vektoren der Länge 2 genau dann wenn L keine charakteristischen
Vektoren der Länge echt kleiner als n−8 enthält.

(iii) Hat L genau2n(23−n) Vektoren der Länge 2, dann ist die Anzahl der charakteristischen
Vektoren der Länge n−8 gleich2n−11n.

59
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Beweis: Nach Folgerung 2.4.13 ist

θL =
b n

8c∑
j=0

a jθ
n−8 j
Z θ j

E8

und nach Satz 4.1.9 ist

θSh(L)(z) =
b n

8c∑
j=0

a j θn−8 j
Sh(Z)(z)θ

j
E8

(z).

Dabei ist

θn−8 j
Sh(Z)(z)= 2n−8 j eπ i zn−8 j

4

( ∞∑
m=0

eπ i zm(m+1)

)n−8 j

= 2n−8 j eπ i zn−8 j
4 (1+e2π i z+e6π i z+e12π i z+ · · ·)n−8 j

und

θE8(t) = 1+240
∞∑

m=1

m3e2π i mt

1−e2π i mt = 1+240e2π i t +2160e4π i t + · · ·

Hier sieht man direkt, dass der kleinste Exponent vonθSh(Z), das heißtn− 8bn
8c, gleich der

Länge des kürzesten charakteristischen Vektors ist. Zeigen wir zuerst Teil (ii) der Behauptung:
AngenommenL hat keine charakteristischen Vektoren der Länge echt kleiner alsn−8, dann ist
θL eine Linearkombination ausθn

Z undθn−8
Z θ8

E8
. Ausserdem wissen wir, dassL keine Vektoren

der Länge 1 und einen Vektor der Länge 0 enthält. Unter Benutzung der Tatsache, dassθn
Z = θZn

folgt einerseits, dassZn genau 2n Vektoren der Länge 1 und einen Vektor der Länge 0 enthält
und andererseits, dassZn−8E8 genau 2(n− 8) Vektoren der Länge 1 und einen der Länge 0
enthält. Daraus folgt, dassa0+a1 = 1 und 2na0+a12(n−8) = 0. Somit ist alsoa0 = 1− n

8 und
a1 = n

8. Die Theta-Reihe vonL hat also folgende Gestalt.

θL = θn
Z−

n
8

θn−8
Z (θ8

Z−θE8) = 1+0eπ i t +2n(23−n)e2π i t + · · · . (∗)

Also ist eine Richtung von (ii) gezeigt.
Nehmen wir nun an,L habe höchstens 2n(23−n) Vektoren der Länge 2. Daraus folgt direkt,
dassn< 24, da die Anzahl von Vektoren natürlich nicht negativ sein darf. Somit sind höchstens
die Koeffizientena0,a1 und a2 ungleich 0. Mit den gleichen Überlegungen wie zuvor, folgt
dann, dass

θL = θn
Z−

n
8

θn−8
Z (θ8

Z−θE8)+
N2− (2n(23−n))

162 θn−16
Z (θ8

Z−θE8)
2.

Es bezeichneNi die Anzahl der Vektoren der Längei in L und N′
i die Anzahl der Vektoren

der Längei in χ(L). So erhalten wir für die Anzahl der charakteristischen Vektoren der Länge
n−16:

N′
n−16 = 2n−16

(
N2− (2n(23−n))

162

)
= 2n−24(N2− (2n(23−n)))
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DaN′
n−16≥ 0 folgt, dassN2 ≥ 2n(23−n). Damit der Teil (i) des Satzes gezeigt.

Man erhält nur dannN2 = 2n(23−n), wennN′
n−16 verschwindet. Somit folgt (ii).

Um (iii) zu zeigen benutzen wir (*) und erhalten, dass

θSh(L) = θn
Sh(Z)−

n
8

θn−8
Sh(Z)(θ

8
Sh(Z)−θE8) = 2n−11n e(n−8)π i t + · · ·

Somit ist der Satz bewiesen. �

5.2 Unimodulare Gitter von Minimum größer als 3 mit langem
Schatten

Unter Zuhilfenahme von Theta-Reihen mit sphärischen Koeffizienten untersuchten Nebe und
Venkov in [NV03] unimodulare Gitter mit Minimum größer gleich 3, deren charakteristische
Vektoren Minimum größer gleichn−16 haben. Folgende Ergebnisse wurden gefunden.

Satz 5.2.1 Ist L ein ungerades unimodulares Gitter der Dimension n,min(L) ≥ 3 und
min(χ(L))≥ n−16, dann ist23≤ n≤ 46.

Satz 5.2.2 Ist L ein ungerades unimodulares Gitter der Dimension 46,min(L) = 3 und
min(χ(L)) = 30, dann gilt L∼= O23⊥O23, wobei O23 das kürzere Leech Gitter ist.

Satz 5.2.3Es gibt kein unimodulares Gitter L der Dimension 45 undmin(L) = 3, so dass gilt
min(χ(L)) = 45−16.

Satz 5.2.4Es gibt kein unimodulares Gitter L der Dimension 44 undmin(L) = 3, so dass gilt
min(χ(L)) = 44−16.

5.3 Stark modulare Gitter mit langem Schatten

Hier werden die wesentlichen Ergebnisse aus [Neb04] zitiert.

Definieren wir

min0(Sh(L)) := min{(v,v) ∈ Sh(L) | v∈ Sh(L)}

und fürm∈ Z≥0, k∈ N

M(N)(m,k) :=

{
1
N(kσ1(N)

4 −2m), falls N ungerade
1
N(kσ1(N/2)

2 −m), falls N gerade
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Satz 5.3.1Sei N∈ N und L ein stark N-modulares Gitter, das rational äquivalent zu Ck
N ist.

Dann gilt:

(i) Für ein m∈ Z≥0 ist min0(Sh(L)) = M(N)(m,k).

(ii) Ist min0(Sh(L)) = M(N)(0,k), dann ist L∼= Ck
N.

(iii) Ist min0(Sh(L)) = M(N)(m,k), dann ist L∼= Ca
N ⊥ L′, wobei L′ ein stark N-modulares

Gitter, das rational äquivalent zu Ck−a
N ist, mitmin(L′)≥ 2 und

min0(Sh(L′)) = M(N)(m,k−a).

(iv) Ist min0(Sh(L)) = M(N)(1,k) undmin(L)≥ 2, dann ist die Anzahl der Vektoren der Länge
2 in L gleich

2k(s(N)+ev(N)− (k+1)).

Insbesondere ist k≤ kmax(N) mit

kmax(N) = s(N)−1+ev(N)

und falls k= kmax(N), dann istmin(L)≥ 3.

Für den Beweis dieses Satzes verwendet man hauptsächlich 4.2.2. So folgt (i) direkt mit 4.2.3.

Definition 5.3.2 Sei L ein Gitter. Ist min0(Sh(L)) = M(N)(m,k), so heißt der Schattenm+1
längster Schatten.

Die folgende Tabelle gibt die maximale Dimensionnmax(N) = σ0(N)kmax(N), in der die stark
N-modualren Gitter, die rational äquivalent zuCk

N sind, mit Minimum 2 und 2 längstem Schatten
existieren können, an:

N 1 2 3 5 6 7 11 14 15 23
kmax 23 8 5 3 2 2 1 1 0 0
nmax 23 16 10 6 8 4 2 4 0 0



6 Neue Erbebnisse

6.1 Stark N-modulare Gitter mit langem Schatten

SeiN ∈ {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} undk∈ N. Es bezeichneLN(k) die Menge aller GitterL,
die folgende Eigenschaften haben.

1. L ist starkN-modular.

2. L hat Minimum 3 und sein Schatten hat MinimumMN(2,k).

3. L ist rational äquivalent zu CkN.

Weiter bezeichne
LN :=

⋃
k∈N

LN(k)

und
L :=

⋃
N∈N

LN.

Nach Satz 4.2.2 können wir mit geeigneten Koeffizienten die Theta-Reihen der Gitter ausL
berechnen. IstL ∈ LN(k), so hat seine Theta-Reihe die folgende Form

θL(z) = g(N)
1 (z)k

bklNc∑
i=0

cig
(N)
2 (z)i

mit ci ∈ R. Die Theta-Reihe des rescalierten Schatten Sh :=
√

NSh(L) vonL ist

θSh(L)(z) = s(N)
1 (z)k

bklNc∑
i=0

cis2(N)(z)i .

Dabei sind nach Satz 4.2.2

g(N)
1 (z) := θCN(z) = 1+2q+2ev(N)q2 + · · · ,

wobei

ev(N) :=
{

1, falls N gerade
0, falls N ungerade

63
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und
g(N)

2 = q−s(N)q2 + · · · .

Nach Folgerung 4.2.3 wissen wir ausserdem, dasss(N)
1 mit qσ1(N)/4 unds(N)

2 mit q−2 beginnt,

falls N ungerade unds(N)
1 mit qσ1(N

2 )/2 unds(N)
2 mit q−1 beginnt, fallsN gerade ist.

Bemerkung 6.1.1 Ist N ∈ N ungerade, so können wir wegen der Form vons(N)
1 unds(N)

2 fol-
gern, dass die Länge der Schattenvektoren im folgendem Verhältnis zur DimensionnvonL∈LN

steht. Seis∈ Sh(L) und(s,s)≡ s mod 2 , dann gilt

N 1 3 5 7 11 15 23
s n

4
n
2

3n
4 n 3n

4
3n
4 3n

.

Beweis: Wegens(N)
1 (z) = 2σ0(N)q

σ1(N)
4
∏∞

m=1
∏

d|N(1−q4md) · (1+q2md) und

s(N)
2 (z) =−2−s(N) σ0(N)

2 q−2∏∞
m=1

∏
d|N(1+q2md)−s(N) folgt direkt die Behauptung. �

Folgerung 6.1.2 Seien N∈N ungerade und L∈ LN gerade der Dimension n. Dann gilt

N 1 3 5 7 11 15 23
n ≡8 0 ≡4 0 ≡8 0 ≡2 0 ≡8 0 ≡4 0 ≡2 0

.

Da wir Gitter mit SchattenminimumMN(2,k) =

{
1
N(kσ1(N)

4 −4), falls N ungerade
1
N(kσ1(N/2)

2 −2), falls N gerade

betrachten wollen, folgt wegen der Form vons(N)
1 unds(N)

2 , dassci = 0 für alle i ≥ 3. Benutzen
wir nun noch, dass min(L) = 3, dann erhalten wir folgenden Bedingungen.

1 . Fall: SeiN ungerade.
Dann istc0 = 1, c0 ·2k+c1 = 0 undc0

k(k−1)
2 4+c1(2k−s(N))+c2 = 0.

Daraus folgt, dassc0 = 1 undc1 =−2k undc2 =−2k(−1−k+s(N)).
Es ist dann

g(N)
1 = 1+2q+2h(N)q3 + ... h(N) :=

{
2 , falls 3|N
0 , sonst

und

g(N)
2 = q−s(N)q2 +

s(N)(s(N)+1)
2

q3.

Daraus ergibt sich die Anzahl der Vektoren der Norm 3 als

(14
3 −5s(N)+3s(N)2) ·k+(1−s(N)) ·4k2 + 4

3k3 , falls 3|N
(8

3−5s(N)+3s(N)2) ·k+(1−s(N)) ·4k2 + 4
3k3 , falls 3- N

.
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2 . Fall: SeiN gerade.
Dann istc0 = 1, c0 ·2k+c1 = 0 undc0(2k+ k(k−1)

2 4)+c1(2k−s(N))+c2 = 0.
Somit istc0 = 1 undc1 =−2k undc2 =−2k(−k+s(N)). Es ist dann

g(N)
1 = 1+2q+2q2 + f1(N)q3... f1(N) :=

{
6 , falls N = 6
4 , sonst

und

g(N)
2 = q−s(N)q2 + f2(N)q3 + ... f2(N) :=


28 , falls N = 2
1 , falls N = 6
0 , sonst

.

Daraus ergibt sich die Anzahl der Vektoren der Norm 3 als

608
3 k−32k2 + 4

3k3 falls N = 2
56
3 k−8k2 + 4

3k3 falls N = 6
20
3 k−4k2 + 4

3k3 falls N = 14
.

Die Koeffizientenci sind nun also eindeutig bestimmt. Man kann nun die ersten Terme der

Theta-Reihen, erzeugt vong(N)
1 undg(N)

2 , berechnen. Enthält dieq Entwicklung einer solchen
Theta-Reihe einen negativen Koeffizienten, so kann es zu dieser Theta-Reihe natürlich kein
Gitter geben, da die Anzahl von Vektoren einer bestimmten Länge nicht negativ sein kann.

Bemerkung 6.1.3 SeiL ∈ L1(k), so folgt, dassk≥ 23.

Beweis: DaL ∈ L1, ist L ganz und unimodular. Die Behauptung folgt direkt mit Satz 5.1.2.�

Wegen der Form vonθL(z) und der Bedingungc0,c1,c2 6= 0, bekommen wir eine untere Schran-
ke an die Dimension der Gitter ausL .

N 1 2 3 5 6 7 11 14 15 23
kmin 23 4 4 3 1 2 2 1 1 1
nmin 23 8 8 6 4 4 4 4 4 2

Bemerkung 6.1.4 Die oben angegebene Schranke kann man mit Hilfe von Satz 4.2.1 deutlich
verbessern und erhält:

N 1 2 3 5 6 7 11 14 15 23
kmin 23 8 5 3 2 2 2 1 1 1
nmin 23 16 10 6 8 4 4 4 4 2
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Satz 6.1.5Sei L ein stark N-modulares Gitter mit Minimum 3 undmin0(Sh(L)) = MN(1,k).
Dann ist M:= L⊥ L ∈ LN(2k).

Beweis: Klar, dassM Minimum 3 hat und starkN-modular ist. DaθL⊥L = θL ·θL, erhält man
mit der Schattentransformation, dassθSh(L⊥L) = θSh(L) · θSh(L). Somit ist min0(Sh(L ⊥ L)) =
2·min0(Sh(L)). Ist N ungerade, so folgt, dass

min0(Sh(M)) = 2·MN(1,k) = 2· 1
N(k σ1(N)

4 −2) = 1
N(k σ1(N)

2 −4) = MN(2,2k).

Ist N gerade, so folgt, dass

min0(Sh(M)) = 2·MN(1,k) = 2· 1
N(k σ1(N/2)

2 −1) = 1
N(kσ1(N/2)−2) = MN(2,2k). �

6.2 Anwendung gerader Gitter zur Klassifikation ungerader
Gitter

Wir wollen nun, wenn möglich, zu den berechneten Theta-Reihen, Gitter finden. Dabei ist eine
Vorgehensweise die Knesersche Nachbarschaftsmethode direkt auf die Gitter Ck

N anzuwenden.
Ist deren Geschlecht bestimmt, so wissen wir nämlich nach Satz 3.2.34, dass die gesuchten
Gitter ausLN(k) darin liegen müssen.

In hohen Dimensionen ist die Nutzung der Kneserschen Nachbarschaftmethode, mit Hilfe des
Rechners, aus technischen Gründen nicht möglich. Jedoch kann man in einigen Fällen die Lauf-
zeit des Algorithmus deutlich verringern. Die Idee dabei ist einen geraden 2-Nachbar von C zu
konstruieren und darauf die Knesersche Nachbarschaftmethode mitp = 2 anzuwenden.
Dabei muss nachgeprüft werden, ob gerade 2-Nachbarn von C existieren.

Bemerkung 6.2.1 SeiL ein ungerades Gitter undM ein gerader 2-Nachbar vonL, so gilt, dass

M ⊆ L#
ev∩

1
2

L.

Beweis: Da M ein gerader Nachbar vonL ist undL ungerade ist, folgt dassLev⊆ M. Da au-
ßerdem|M/Lev| = 2, gilt, dassM =< Lev,v > mit 2v ∈ Lev und v /∈ Lev. Daraus folgt, dass
v∈ 1

2Lev⊆ 1
2L. Somit wissen schon, dassM ⊆ 1

2L. DaM undLev ganze Gitter sind, istM ⊆ L#
ev

und es folgt die Behauptung. �
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6.2.1 Gitter mit ungerader Determinante

Wir wollen nun gerade 2-Nachbarn von Ck
N mit ungerader Determinante, also mitN ∈

{3,5,7,11,15,23} := No, suchen. In diesem Abschnitt sei alsoN ∈No und

C := Ck
N =

{
< e1, ...,ek >⊥< ek+1, ...,e2k > N 6= 15

< e1, ...,ek >⊥< ek+1, ...,e2k >⊥< e2k+1, ...,e3k >⊥< e3k+1, ...,e4k > N = 15
.

Weiter bezeichne Zi die zyklische Gruppe der Ordnungi.

Satz 6.2.2Es gilt, dass

(
1
2

C∩C#
ev)/Cev

∼= Z2×Z2 .

Beweis: Sein = dim(C), d.h.n = 4k für geeignetesk, falls N = 15 undn = 2k für geeignetesk
sonst. Da Cev = 〈2e1, e2 +e1, ...,en +e1〉 und C#

ev =
〈
e1, ...,en−1,

1
2(e1 + ...+en)

〉
mit

i) ei +Cev = ej +Cev für alle 1≤ i, j ≤ n

ii)
1
2
(e1 + ...+en)+Cev 6=

1
2
(−e1 + ...+en)+Cev

iii )
1
2
(−e1 + ...+en)+Cev =

1
2
(e1 + ...−ej + ...+en)+Cev für alle 1≤ j ≤ n

erhalten wir, dass
(1

2 C∩C#
ev/Cev) =< e1 +Cev,

1
2(e1 + ...+en)+Cev,

1
2(−e1 + ...+en)+Cev, Cev >.

Da nur die Gruppen Z4 und Z2×Z2 der Ordnung 4 existieren, genügt es zu zeigen, dass
1
2 C∩C#

ev/Cev kein Element der Ordnung 4 enthält. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Elemente( 1

2(e1 + ... + en) + Cev) und ( 1
2(−e1 + ... + en) + Cev) nicht die Ordnung vier ha-

ben, das heißt also wenn(e1 + ...+en) ∈ Cev und(−e1 + ...+en) ∈ Cev. So erhalten wir, dass
1
2 C∩C#

ev/Cev
∼= Z2×Z2 genau dann wennk(1+ N) ≡ 0 mod 2 fürN 6= 15 beziehungsweise

k(1+3+5+15) = 24k≡ 0 mod 2 fürN = 15. Es folgt die Behauptung. �

Folgerung 6.2.3 C = 〈Cev, e1〉, N1 :=
〈
Cev,

1
2(e1 + ...+en)

〉
und

N2 :=
〈
Cev,

1
2(−e1 + ...+en)

〉
sind die einzigen Untergitter von12 C∩C#

ev, in denenCev Index
2 hat. Das heißt also N1 und N2 sind die einzigen2-geraden Nachbarn vonC.

•
1
2 C∩C#

ev

==
==

==
==

==
==

==
==

=

��
��

��
��

��
��

��
��

�

•C

2

??
??

??
??

??
??

??
??

? • N1

2

•

2

��
��

��
��

��
��

��
��

� N2

•
Cev
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Diese Struktur von CkN vererbt sich auch auf die Gitter ausLN(k), wie man an der folgenden
Bemerkung sieht.

Bemerkung 6.2.4 Für N ∈No seiL ∈ LN(k). Es gilt, dass

(
1
2

L∩L#
ev)/Lev

∼= Z2×Z2 .

Beweis: SeienX, Y, Vektorräume, sodass C⊆ X und L ⊆ Y und αp : C⊗Zp → L⊗Zp eine
Isometrie, deren Existenz klar ist, da C undL im gleichen Geschecht liegen. Zuerst zeigen wir,
dassαp((Cev)p) = (Lev)p für alle p∈ P.

1. αp((Cev)p) = αp({x∈ Cp | (x,x)≡2 0})
= {αp(x) | x∈ Cp, (x,x)≡2 0}
= {αp(x) | x∈ Cp, (αp(x),αp(x)) = (x,x)≡2 0}
= {y∈ Lp | (y,y)≡2 0}
= (Lp)ev = (Lev)p

Wir zeigen jetzt noch, dassαp(C#
ev) = L#

ev für alle p∈ P.

2. αp(C#
ev) = αp({y∈ Xp | (y,x) ∈ Z ∀ x∈ Cev})

= {αp(y) | y∈ Xp, (y,x) ∈ Z ∀ x∈ Cev}
= {z∈Yp | (z,αp(x)) = (α−1

p (z),x) ∈ Z ∀ x∈ Cev}
= {z∈Yp | (z,x) ∈ Z ∀x∈ Lev}
= L#

ev

Aus 1. und 2. folgt, dassαp( ((1
2 C∩C#

ev)/Cev)p ) = ((1
2L∩L#

ev)/Lev)p für alle p∈ P und damit
erhalten wir die Behauptung. �

Folgerung 6.2.5 Das Gitter L∈ LN besitzt auch genau zwei2-Nachbarn. Analog zum Beweis
des vorhergehenden Satzes kann man zeigen, dass die2-Nachbarn von C und die2-Nachbarn
von L im gleichen Geschlecht liegen.

Nun ist noch zu untersuchen, ob die GitterN1 undN2 gerade sind. Dazu müsen wir testen, wann
die Norm des Vektors12(e1 + ...+en) gerade ist. Dies genügt, da
(1

2(e1+ ...+en), 1
2(e1+ ...+en)) = (1

2(−e1+ ...+en), 1
2(−e1+ ...+en)). Ist die Norm gerade,

so folgt, dass sowohlN1 als auchN2 gerade 2-Nachbarn vonC sind.

Fall 1 : SeiN 6= 15, also Primzahl.
Das GitterN1 beziehungsweiseN2 ist genau dann gerade, wenn
(1

2(e1 + ... + e2k), 1
2(e1 + ... + e2k)) ≡ 0 mod 2. Dies ist genau dann der Fall, wenn
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1
4(k+k ·N)≡ 0 mod 2. Daraus ergeben sich folgende Bedingungen ank.
Ist N = 3, so erhalten wir die Bedingungk≡ 0 mod 2.
Ist N = 5, so erhalten wir die Bedingung32k≡ 0 mod 2, das heißt also 3k≡ 0 mod 4.
Ist N = 7, so erhalten wir die Bedingung 2k≡ 0 mod 2, das heißt die Bedingung ist für
allek∈ N erfüllt.
Ist N = 11, so erhalten wir die Bedingung 3k≡ 0 mod 2, das heißt alsok≡ 0 mod 2.
Ist N = 23, so erhalten wir die Bedingung 6k≡ 0 mod 2, das heißt die Bedingung ist
für allek∈ N erfüllt.

Fall 2 : SeiN = 15.
Das GitterN1 beziehungsweiseN2 ist genau dann gerade, wenn
(1

2(e1+ ...+e2k), 1
2(e1+ ...+e2k))≡ 0 mod 2, das heißt also14(k+3k+5k+15k)≡ 0

mod 2. Das ist äquivalent dazu, dass 6k ≡ 0 mod 2. Die Bedingung ist also für alle
k∈ N erfüllt.

In den Fällen, in denen ein gerader Nachbar existiert, ist Vorgehensweise, um einen geraden
Nacharbn vonL zu finden die folgende:

1. Berechne einen geraden NachbarnN1 von C.

2. Berechne das Geschlecht vonN1. Dies kann mitp = 2 durchgeführt werden, da 2 nicht
det(N) teilt. ( Es ist nämlich(e1 +ei ,

1
2(e1+, ...,en))≡2 1 für alle 1≤ i ≤ n.)

Dabei speichert man bei der Bestimmung des Geschlechts nach Satz 3.2.24 immer einen
gerade und eine ungeraden Nachbarn vonN in zwei verschiedene Listen ab.

6.2.2 Gitter mit gerader Determinante

In diesem Abschnitt behandeln wir Gitter ausL mit gerader Determinante. Es bezeichne also

C := Ck
(2·p) =

{
< e1, ...,ek >⊥< f1, ..., fk >⊥< g1, ...,gk >⊥< h1, ...,hk >, falls p∈ {3,7}

< e1, ...,ek >⊥< g1, ...,gk >, falls p = 1

undn die Dimension von C.

Analog zu Satz 6.2.2 kann man auch hier(1
2 C∩C#

ev)/Cev betrachten. Es gilt, dass

(1
2 C∩C#

ev)/Cev
∼= F

n
2+2
2 .

Beweis: Ist p = 1, so seienF := 0 undH := 0. Da Cev = 〈2e1, e2 +e1, ..., fk +e1〉︸ ︷︷ ︸
=:EFev

⊥ G⊥ H

und C#
ev =

〈
e1, ..., fk−1,

1
2(e1 + ...+ fk)

〉
⊥G# ⊥ H# folgt, dass 1

2 C∩C#
ev = C#

ev⊥ 1
2G⊥ 1

2H.
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Wegen

i) ei +EFev = ej +EFev = fm+EFev = fl +EFev für alle 1≤ i, j,m, l ≤ k

ii)
1
2
(e1 + ...+ fk)+EFev 6=

1
2
(−e1 + ...+ fk)+EFev

iii )
1
2
(−e1 + ...+ fk)+EFev =

1
2
(e1 + ...−ej + ...+ fk)+EFev

=
1
2
(e1 + ...− fi + ...+ fk)+EFev für alle 1≤ j, i ≤ k

erhalten wir, dass

(
1
2

C∩C#
ev/Cev) = < e1 +EFev,

1
2
(e1 + ...+ fk)+EFev,

1
2
(−e1 + ...+ fk)+EFev, EFev >

⊥ (
1
2

G)+G⊥ (
1
2

H)+H.

Um die Behauptung zu zeigen genügt es zu zeigen, dass
< e1+EFev,

1
2(e1+ ...+ fk)+EFev,

1
2(−e1+ ...+ fk)+EFev, EFev> kein Element der Ord-

nung 4 enthält. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Elemente( 1
2(e1 + ... + fk) + EFev)

und( 1
2(−e1 + ...+ fk)+EFev) nicht Ordnung vier haben, das heißt(e1 + ...+ fk) ∈ EFev und

(−e1+ ...+ fk) ∈ EFev. Das ist äquivalent dazu, dassk(1+ p)≡ 0 mod 2. Da diese Bedingung
immer erfällt ist, folgt die Behauptung. �

Folgerung 6.2.6 Ck
(2·p) hat also(22k+2−2) 2-Nachbarn für p∈ {3,7}.

Verwendet man hier also das Verfahren, das wir bei den Gitter mit ungerader Determinante
verwendet haben, so sind sehr viele 2-Nachbarn zu konstruieren, deswegen benutzen wir in
diesem Fall meistens den folgenden Satz.

Satz 6.2.7Sei L ein ungerades,{2}-modulares Gitter, so dass Dimension und oddity durch
4 teilbar sind. Dann ist L

′
=
√

2L#2
ev ein ganzes Gitter und L

′′
= (L

′
)
′

ist ein gerades{2}-
modulares Gitter, das rational äquivalent zu L ist. Weiter ist jede Modularität von L auch eine
von L

′′
. Die Theta-Reihe von L

′′
ist gegeben durch

θL′′ =
1
2

{
θL(z)+θL(z+1)+θSh/0(L)(z)+θSh/0(L)(z+1)

}
.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [RS98, Theorem 8]. �

In dem Fall, dassN gleich 2 ist, kann man nach Satz 4.1.7 die Theta-Reihe vonL
′′

leicht be-
stimmen. Ist jedochN gleich 6 oder 14, ist es schwer zu sehen welche FormθSh/0(L)(z) hat.

Man kann die Theta-Reihe vonL
′′

jedoch anders bestimmen. Dazu berechnet man die ersten
Paar GitterMi aus dem Geschlecht vonCk

N. Von diesen berechnet man dann die Theta-Reihen,
mit denen man dann die Theta-Reihe der Gitter ausLN(k) linear kombinieren kann. Mit den
gleichen Linearfaktoren kombiniert man die Theta-Reihen der GitterM

′′
i und erhalt somit die

Theta-Reihe vonL
′′
.
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Folgerung 6.2.8 Um die Bedingungen des vorhergehenden Satzes zu erfüllen muss 2 die De-
terminante des Gitters teilen. Denn angenommen2 - det(L), dann ist L#{2} = L#∩ 1

20L = L. Dies

leitet einen Widerspruch ein, da gelten würde, dass L�
√

2L#{2}.
Also können wir diesen Satz bei geeigneter Dimension und oddity anwenden. Die Voraussetzung
an die oddity ist durch die Bedingung n≡ 0 mod4 erfüllt.

1. Sei L:= CN
2 . Dann ist N≡ 0 mod2, da n≡ 0 mod4. Die Grammatrix von L ist eine

Diagonalmartix der FormDiag(20 ·1, ...,20 ·1,21 ·1, ...,21 ·1). Es gibt keine Antisquares.
Es folgt, dassO(L) = N ·1+N ·1 = 2N≡ 0 mod4.

2. Sei L:= CN
6 . Die Grammatrix von L ist eine Diagonalmartix der Form

Diag(20 ·1, ... ,20 ·1, 21 ·1, ... ,21 ·1, ... ,20 ·3, ... ,20 ·3, 21 ·3, ... ,21 ·3). Es ist21 ·3 der
einzige Antisquare. Es folgt, dassO(L) = N · 1+ N · 1+ N · 3+ N · 3+ N · 4 = 12N ≡
0 mod4.

3. Sei L:= CN
14. Die Grammatrix von L ist eine Diagonalmartix der Form

Diag(20 · 1, ... ,20 · 1, 21 · 1, ... ,21 · 1, ... ,20 · 7, ... ,20 · 7, 21 · 7, ... ,21 · 7). Es gibt keine
Antisqaures. Es folgt, dassO(L) = N ·1+N ·1+N ·7+N ·7 = 14N≡ 0 mod4.

Wir wollen nun die Konstruktion aus Satz 6.2.7 fürp∈ {3,7} durchführen.

Es ist Cev =

EFev︷ ︸︸ ︷
< 2e1, e1 +e2, ...,e1 +ek, e1 + f1, ...,e1 + fk > ⊥G⊥ H und

C#
ev = (EFev)# ⊥G# ⊥ H# mit (EFev)# =< e1, ...,ek, f1, ..., fk−1,

1
2(
∑k

i=1ei +
∑k

i=1 fi) > .
Damit erhalten wir, dass

C
′

=
√

2(C#
ev∩

1
2

Cev) =
√

2((EFev)#∩ 1
2

EFev⊥G#∩ 1
2

G⊥ H#∩ 1
2

H)

=
√

2(EFev)# ⊥ 1√
2

G⊥ 1√
2

H,

da 1
2(
∑k

i=1ei +
∑k

i=1 fi) =−ke1+
∑k

i=1
1
2(e1+ei) +

∑k
i=1

1
2(e1+ fi) ∈ 1

2EFev und offensicht-
lich ei , fi ∈ 1

2EFev. (∗)
Nun wollen wir diese Konstruktion nochmal durchführen, um C

′′
zu erhalten. Das Gitter(EFev)#

ist wegen(1
2(
∑k

i=1ei +
∑k

i=1 fi) , 1
2(
∑k

i=1ei +
∑k

i=1 fi)) = 1
4(k+ pk) ∈ Z ganz, dap∈ {3,7}.

Daraus folgt, dass
√

2(EFev)# gerade ist und somit erhalten wir, dass
(C

′
)ev=

√
2(EFev)#⊥ 1√

2
< 2g1,(g1+g2), ...,(g1+gk), (g1+h1), ...,(g1+hk) > . Daraus folgt,

dass(C
′
)#
ev= 1√

2
EFev⊥ 1√

2
< g1, ...,gk−1, h1, ...,hk−1,

1
2(
∑k

i=1gi +
∑k

i=1hi) > und so erhalten
wir mit analoger Argumentation zu (*), dass

C
′′
=
√

2((C
′
)#
ev∩

1
2
(C

′
)ev) = EFev⊥ < g1, ...,gk, h1, ...,hk−1,

1
2
(

k∑
i=1

gi +
k∑

i=1

hi) > .

Mit analogen Bezeichnungen kriegen wir folgenden Satz.
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Satz 6.2.9Sei p∈ {3,7}, so ist

C′′ = EFev⊥ < g1, ...,gk, h1, ...,hk−1,
1
2
(

k∑
i=1

gi +
k∑

i=1

hi) >

ein gerader Nachbar vonC = Ck
(2·p).

Beweis: C
′′

ist gerade, da

(
1
2
(

k∑
i=1

gi +
k∑

i=1

hi) ,
1
2
(

k∑
i=1

gi +
k∑

i=1

hi)) =
1
4
(k ·2+k ·2p) =

k
2
· (1+ p).

Ausserdem ist C∩C
′′
= EFev⊥G⊥H und somit folgt, dass|C/C∩C

′′ |= |C′′
/C∩C

′′ |= 2.�

Die folgende Skizze veranschaulicht dies.

•C

2

??
??

??
??

??
??

??
??

?? •

2

��
��

��
��

��
��

��
��

�� C
′′

•
C∩C′′

Will man das gerade Teilgitter von Ck
2 konstruieren, so muss man noch eine Fallunterscheidung

nachk, also nach der Dimension machen. Mit der gleichen Konstruktion erhalt man:

Satz 6.2.10SeiC := Ck
2 unddim(C) = n = 2k, so ist

C
′′
=

{
C
′′
=< 2e1, e2 +e1, ...,ek +e1 > ⊥ < f1, ..., fk−1,

1
2

∑k
i=1 fi >, falls n≡ 0 mod8

C
′′
=< 2e1, e1 +e2, ...,e1 +ek, e1 + 1

2

∑k
i=1 fi , f1, ..., fk−1 >, sonst

ein gerader Nachbar vonC.

Beweis:

1. Sein durch 8 teilbar.
C
′′

ist gerade, denn(1
2

∑k
i=1 fi , 1

2

∑k
i=1 fi) = 1

4 ·k ·2 = k
2. Ausserdem gilt, dass

C∩C
′′
= 〈2e1,e1 +e2, ...,e1 +ek, f1, ..., fk〉 und daraus folgt, dass[

C/C∩C
′′
]

=
[
C
′′
/C∩C

′′
]

= 2.

2. Sein nicht durch 8 teilbar.
C
′′

ist gerade, denn(e1 + k
∑k

i=1 fi , e1 + 1
2

∑k
i=1 fi) = 1+ 1

4 · k ·2 = 1+ k
2. Ausserdem

gilt, dass C∩C
′′
= 〈2e1,e1 +e2, ...,e1 +ek, f1, ..., fk〉 . Daraus folgt, dass[

C/C∩C
′′
]

=
[
C
′′
/C∩C

′′
]

= 2 �
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Im folgendem bezeichneV := C∩C
′′
.

Bemerkung 6.2.11

V#/V ∼= (Z/2Z)2⊕ (Z/2Z)
n
4 ⊕ (Z/pZ)

n
4 ⊕ (Z/(2· p)Z)

n
4

Beweis: Nach 6.2.7 wissen wir, dass|V#/V|= 4· (2· p)
n
2 .

1 . Fall Sei p∈ {3,7}.
Dann istV = Cev= < 2e1,e1 +e2, ...,e1 +en

4
,e1 + f1, ...,e1 + f n

4
>︸ ︷︷ ︸

=:W

⊥G⊥H. Es ist also

V# =< 1
2(
∑ n

4
i=1ei +

∑ n
4
i=1 fi),e1,W >⊥ G# ⊥ H#. Es sind 2

n
4 ,(2 · p)

n
4 Elementarteiler

vonV. Nun genügt es die Elementarteiler vonW zu betrachten. Für die haben wir jetzt
nur noch 2 Möglichkeiten, entwederp

n
4 ,4 oderp

n
4 ,22. Die erste Möglichkeit tritt genau

dann ein, wennW#/W ein Element der Ordnung 4 enthält. Dae1 +W Ordnung 2 hat,

müsste dann12(
∑ n

4
i=1ei +

∑ n
4
i=1 fi)+W Ordnung 4 haben das heißt∑ n

4
i=1ei +

∑ n
4
i=1 fi /∈W. Das ist äquivalent dazu, dass

(
∑ n

4
i=1ei +

∑ n
4
i=1 fi ,

∑ n
4
i=1ei +

∑ n
4
i=1 fi) = n

4 + pn
4 = n

4(1+ p) ≡2 1. Dies leitet jedoch
einen Widerspruch ein, da 1+ p gerade ist.

2 . Fall Sei p = 1. Dann istV = Mev = < 2e1,e1 +e2, ...,e1 +en
2
>︸ ︷︷ ︸

=:W

⊥ F. Es ist also

V# =< 1
2(
∑ n

2
i=1ei),e1,W >⊥ F#. Die Elementarteiler sind 2

n
2 . Für die Elementarteiler

von W haben wir jetzt nur noch die 2 Möglichkeiten, nämlich 4 oder 22. Die erste
Mölichkeit tritt genau dann ein, wennW#/W ein Element der Ordnung 4 enthält, das

heißt 1
2(
∑ n

2
i=1ei) hat Ordnung 4. Das ist äquivalent dazu, dass

(
∑ n

2
i=1ei ,

∑ n
2
i=1ei) = n

2 ≡2 1. Dies leitet einen Widerspruch ein, dan durch 4 teilbar
ist. �

Folgerung 6.2.12Es gilt, dass2C
′′
+(2· p)(C

′′
)# ⊆ V.

Beweis: Nach 6.2.11 ist(2p)V# ⊆ V. Deswegen ist(2p)(C
′′
)# ⊆ (2p)V# ⊆ V. Da ausserdem

|C′′
/V|= 2 folgt sofort die Behauptung. �

Bemerkung 6.2.13Es ist

C
′′
/((2· p)(C

′′
)# +2C

′′
)∼= F

n
2
2

Beweis: Da C
′′
/2C

′′ ∼= Fn
2 , genügt es den 2-Anteil von|C′′

/(2· p)(C
′′
)#| zu betrachten.

SeiC
′′

:= C
′′⊗Z2 bzw.C := C⊗Z2. Dann ist|C′′#

/C
′′|= det(C′′) = det(C) = 2

n
2 . Damit erhal-

ten wir die Behauptung, da|C′′
/2C

′′#|= |C′′#
/2C

′′#|

|C′′#
/C

′′|
=

2n

2
n
2

= 2
n
2 . �
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Bemerkung 6.2.14Die in 6.2.7 definierte Konstruktion′ ist invariant unterZp Isometrien für
alle p∈ P∪∞.

Beweis: Die Behauptung folgt mit dem Beweis von Bemerkung 6.2.4. �

Folgerung 6.2.15Seien L und M Gitter, die im gleichen Geschlecht liegen, so liegen ihre gera-
den Nachbarn L

′′
und M

′′
auch im gleichen Geschlecht.

SeiL ∈ LN, N gerade undW := L∩L
′′

undαp eineZp-Isometrie, so gilt für allep∈ P∪{∞}:

•
V#∩ 1

2V

??
??

??
??

??
??

??

��
��

��
��

��
��

�� •
W#∩ 1

2W

??
??

??
??

??
??

??

��
��

��
��

��
��

��

•C
′′

2
??

??
??

??
??

??
?? • C

2

��
��

��
��

��
��

��
oo

αp // •L

2
??

??
??

??
??

??
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Algorithmus 6.2.16 Gegeben:Ein gerader NachbarC
′′

vonCk
N.

Gesucht:LN(k)

1) Bestimme mit der Kneserschen Nachbarschaftsmethode das Geschlecht vonC
′′
. Füge alle

stark(2p)-modularen Gitter in eine ListeK .

2) L = /0

3) Führe jedes K∈K die folgenden Schritte durch:

a) Konstruktion aller Teilgitter vom Index 2 von K:

i. W := /0
ii. Berechne alle möglichen Vertreter Ti der Bahnen vonAut(K) auf (2p− 1)-

dimensionalen Teilraum von K/2K +(2p)K# ∼= F
n
2−1
2 .

DefiniereW := W ∪
{
< Ti ,2K +(2p)K# >

}
.

b) Konstruiere alle möglichen Obergitter vonW :

i. Berechne für jedes W∈W Vertreter Oi derAut(W)-Bahnen auf 1-dimensionalen
Teilraumen W#∩ 1

2W/W. Ist< Oi ,W > stark N-modular und bestitzt es die rich-
tige Theta-Reihe, soL := L ∪{< Oi ,W >}.

Bemerkung 6.2.17 In dem beschriebenem Algorithmus muss man zwar auch das Geschlecht
eines Gitter bestimmen. Da man jedoch das Geschlecht von geraden Gittern bestimmt, kann
manp = 2 wählen, muss dann aber überprüfen, ob tatsächlich das ganze Geschlecht berechnet
worden ist. Dies muss nach Bemerkung 3.2.25 nicht der Fall sein und dann sind die gefundenen
Gitter natürlich richtige Ergebnisse, man kann jedoch nicht ausschließen, dass weitere Gitter
existieren.

Es gibt allerdings auch Fälle, in denen man die Gitter von Minimum 4 in einem Geschlecht
kennt.

Satz 6.2.18Das Geschlecht des 16-dimensionalen Gitters D4
4 enthält bis auf Isometrie nur ein

Gitter von Minimum 4, das sogenannte Barnes-Wall Gitter BW16.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Que95, Theorem 4]. �

Bemerkung 6.2.19D4
4 ist ein gerades, 2-modulares Gitter.

Folgerung 6.2.20 Im Geschlecht der geraden, 2-modularen Gitter ist bis auf Isometrie das
Barnes-Wall Gitter das einzige Gitter mit Minimum 4.

Beweis: Nach Satz 3.2.33 gibt es nur ein Geschlecht von geraden, 2-modularen Gittern. Nach
Bemerkung 6.2.19 und Satz 6.2.18 folgt die Behauptung. �

Satz 6.2.21Bis auf Isometrie existieren genau drei 20-dimensionale 2-modulare Gitter von
Minimum 4 und Determinante210.

Beweis: Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [BV01]. �
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6.3 Ergebnisse

Im Folgendem werden die erzielten Ergebnisse tabellarisch vorgestellt. Sei alsoN ∈ N undn
sei die Dimension von CkN. Es bezeichnen mm das größte Minimum, das in dem Geschlecht von
Ck

N vorkommt. Weiter bezeichne #, bis auf Isometrie, die Anzahl der gefundenen Gitter, die in
LN(k) liegen, kv die Anzahl der kürzeten Vektoren eines solchen Gitters.

Erhalten wir die Nichtexistenz durch einen negativen Koeffizienten in derq-Entwicklung der
berechneten Theta-Reihe, so schreiben wir ein Minus, sonst, das heißt, wenn das Geschlecht
kein Gitter mit den gewünschten Eigenschaften enthält, so schreiben wir eine Null.
Um zu testen, dass bei der Bestimmung des Geschlechts kein Fehler aufgetreten ist, nutzen
wir, dass die Theta-Reihen von starkN-modularen Gittern Modulformen sind und somit einen
Vektorraum bilden. Wir nehmen uns beliebig viele Theta-Reihen, der im Geschlecht liegenden

Gitter und versuchen die mitg(N)
1 und g(N)

2 berechnete Theta-Reihe linear zu kombinieren.
Gelingt dies nicht, so könnte ein Fehler aufgetreten sein. Dieser Test ist besonders dann wichtig,
wenn wir kein Gitter mit den gewünschten Eigenschaften gefunden haben. Das Gleiche können
wir mit den Schatten Theta-Reihen machen. Natürlich testen wir bei den gefundenen Gittern
nochmal, ob diese starkN-modular sind und die Theta-Reihe des Gitters und die des Schattens
mit den berechneten übereinstimmen.

Konnte das ganze Geschlecht mit der Kneserschen Nachbarschaftsmethode bestimmt werden,
so erhalten wir mit den gefundenen Gittern ganzLN(k). Um dies in den Tabellen zu kennzeich-
nen, schreiben wir ein K als Index an die Anzahl der gefundenen Gitter.
Wurde die Knesersche Nachbarschaftsmethode für ungeradeN auf einen geraden Nachbarn
von Ck

N angewandt, so wissen wir, wie im obigen Fall, dass außer den gefundenen Gittern keine
weiteren existieren können. In diesem Fall schreiben wir ein KG als Index an die Anzahl der
gefundenen Gitter.
In dem Fall, dassN gerade ist und wir die Knesersche Nachbarschaftsmethode mitp = 2 auf
den geraden Nachbarn C

′′
angewandt haben, können wir nicht unbedingt von einem eindeutigen

Ergebniss ausgehen. Es könnte der Fall aufgetreten sein, dass nicht das ganze Geschlecht des
geraden Nachbars bestimmt worden ist. Diesen Fall kennzeichnen wir mit dem Index C

′′
.

Konnten wir jedoch auf eine andere Art, die später beschrieben wird, zeigen, dass wir das ganze
Geschlecht bestimmt haben, so kann man von einem eindeutigen Ergebniss ausgehen. Diesen
Fall kennzeichnen wir mit C

′′
G. In dem Fall, in dem wir mögliche gerade Nachbarn kennen,

genügt es 2-Nachbarn zu konstruieren. Kennt man sogar alle möglichen Kandidaten für C
′′
, so

weiß man eindeutig, dass alle Gitter ausLN(k) benachbart mit einem dieser Kandidaten sein
müssen. Diesen Fall kennzeichnen wir mit dem Index 2Nach.
Als letzte Methode nutzen wir Satz 6.1.5. Im Anhang des Artikels [Neb04] ist eine Liste von
stark N-modularen Gittern mit min0(Sh(L)) = MN(1,k). Hat ein solchesL Gitter Minimum
3, so wissen wir, dassL ⊥ L ∈ LN(2k). Hier können wir jedoch nicht von einer Klassifikation
des Geschlechts ausgehen. Wir wissen nur, dass ein Gitter mit den gewünschten Eigenschaften
existiert. Diesen Fall kennzeichnen wir mit Index Sh1.
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Sei nunN = 2. Nach Satz 4.2.1 gilt für ein Gitter ausL2(k), dassk≥ 8.

zun = 16 Nach Satz 6.2.7 wissen wir, dass das Gitter C8
2 den geraden Nachbarn

C
′′

hat. Dieser ist gerade, stark 2-modular. Weiter wissen wir nach Satz 4.1.7, dass
für 2-modulare Gitter θSh/0(L)(z) = θSh(L)(2z). Der reskalierte Schatten hat Minimum

M2(2,8) = 1, das heißt also min0(Sh(2)) = 2. Das Gitter C
′′

hat die Theta-Reihe
1
2

{
θL(z)+θL(z+1)+θSh/0(L)(z)+θSh/0(L)(z+1)

}
. Damit erhalten wir, dass C

′′
Minimum 4

hat. Nach Folgerung 6.2.20 ist also das Barnes-Wall Gitter der gerade Nachbar von C
′′
. Nun

genügt es also 2-Nachabrn des Barnes-Wall Gitters zu konstruieren, um die gesuchten Gitter
ausL2(8) zu finden. Die Konstruktion verläuft analog zu Schritt 2) und 3) von 6.2.16.

zun = 20 Nach Satz 6.2.7 haben die Gitter ausL2(10) einen geraden Nachbarn. Dieser muss
mit analoger Argumentation zu Falln = 16 Minimum 4 besitzen. Es ist nämlichM2(2,10) = 3

2

und somit min0(Sh(L)) = 3. Wegen der Form der Theta-Reihe folgt, dass C
′′

Minimum 4 besitzt.
Nach Satz 6.2.21 kommen genau drei Gitter als mögliche gerade Nachbarn für die Gitter aus
L2(10) in Frage. Mit den unter [NSb] erhaltenen Grammatrizen der drei Gitter konstruiert man
nun analog zu Schritt 2) und 3) von 6.2.16 wieder 2-Nachbarn.

N=2
n 16 20
# 12Nach 322Nach

kv 256 160

SeiN = 3. Nach Satz 4.2.1 gilt für die Gitter ausL3(k), dassk≥ 5.

N=3
n 10 12 20
# 1K 1KG ≥ 1Sh1

kv 80 64 160
mm 3 3

SeiN = 5. Nach Satz 4.2.1 gilt für die Gitter ausL5(k), dassk≥ 3.

N=5
n 6 8 10 12 14 16 18 20
# 1K 1K 1K 1K - - - -
kv 20 16 20 40

mm 3 3 3 4

SeiN = 6. Nach Satz 4.2.1 gilt für die Gitter ausL6(k), dassk≥ 2.
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zun = 12 Sei M ∈ L6(3). Nach Satz 6.2.7 istM ein 2-Nachbar eines geraden stark 6-
modularen GittersM

′′
mit Minimum 4. M

′′
hat das 3-adisches Symbol 1−n/23−n/2. Nach

[SSP99, 3.2] besitzt das Geschlecht der geraden Gitter mit dem genannten Symbol bis auf Iso-
metrie genau 284 Gitter. Unter diesen gibt es 4 Gitter mit Minimum 4 und nur eines hat einen
Nachbarn inL6(3).

N=6
n 8 12 16
# 1K 1C

′′
G

≥ 1Sh1

kv 16 20 32

SeiN = 7. Nach Satz 4.2.1 gilt für die Gitter ausL7(k), dassk≥ 2.

N=7
n 4 6 8 10 12 14 16 18 20
# 1KG 1KG 1KG - - - - - -
kv 8 8 16

mm 3 3 3

SeiN = 11. Nach Bemerkung 6.1.4 gilt für die Gitter ausL11(k), dassk≥ 2.

N=11
n 4 6 8 10 12 14 16 18 20
# 1K - - - - - - - -
kv 4

mm 3

SeiN = 14. Nach Satz 4.2.1 gilt für die Gitter ausL14(k), dassk≥ 1.

N=14
n 4 8 12 16
# 1K 1K - -
kv 4 8

mm 3 6

SeiN = 15. Nach Satz 4.2.1 gilt für die Gitter ausL15(k), dassk≥ 1.

N=15
n 4 8 12 16 20 24
# 1KG - - - - -
kv 4

mm 3
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SeiN = 23. Nach Satz 4.2.1 gilt für die Gitter ausL23(k), dassk≥ 1.

N=23
n 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
# 1K - - - - - - - - -
kv 2

mm 3

6.3.1 Auftretende Minima im Geschlecht

In kleineren Dimensionen kann man das ganze Geschlecht der starkN-modularen Gitter, die
rational äquivalent zu CkN sind, mit der Kneserschen Nachbarschaftsmethode bestimmen. Dabei
ist es wegen den folgenden Abschnitten interessant die auftretenden Minima der Gitter im
Geschlecht und die zugehörigen Schattenminima zu betrachten.

N=2
n min(L) min0(

√
2Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

2 1 1/2 1 2
4 1 1 1 2
6 2 1/2 1 2

1 3/2 , 1/4 2
8 2 1 1 2

1 1,2 3

N=3
n min(L) min0(

√
3Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

2 1 1 1 2
4 1 2 1 2
6 2 1 1 2

1 1, 3 2
8 2 2 1 2

1 2, 4 3
10 3 3 1 2

2 1 7
1 1, 3, 5 9
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N=5
n min(L) min0(

√
5Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

2 1 3/2 1 2
4 2 1 1 2

1 3 1
6 3 5/2 1 3

2 1/2 2
1 5/2 ,9/2 3

8 3 2 1 4
2 2 6
1 2, 4, 6 8

10 3 3/2, 7/2 4 4
2 3/2, 7/2 51
1 3/2, 7/2, 11/2, 15/2 33

N=6
n min(L) min0(

√
6Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

4 2 1 1 2
1 2 1

N=7
n min(L) min0(

√
7Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

2 1 2 1 2
4 3 2 1 3

1 2, 4 2
6 3 2 1 4

2 2 3
1 2, 4, 6 4

8 4 2 1 4
3 2,4 4
2 2 19
1 2, 4, 6,8 15

N=11
n min(L) min0(

√
11Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

2 3 1 1 3
1 3 1

4 3 2 1 4
2 2 1
1 4, 6 2

6 4 1, 3 2 4
3 1, 3 5
2 1, 3 9
1 3, 5, 7, 9 8
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N=14
n min(L) min0(

√
14Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

4 3 3 1 4
2 1 2
1 4, 7 2

N=15
n min(L) min0(

√
15Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

4 3 2, 2 2 4
2 2 1
1 4, 6 2

N=23
n min(L) min0(

√
23Sh(L)) Anzahl der Gitter Extremales Minimum

2 3 2 1 4
1 6 1

4 5 2, 4 2 6
4 2 2
3 2, 4 3
2 2 2
1 6, 8, 12 4

6.4 Extremale stark N-modulare Gitter

6.4.1 Extremale Gitter mit maximalem Schatten

Nach Satz 4.2.2 können wir die Theta-Reihen von starkN-modularen Gitter, die rational äqui-
valent zu Ck

N sind, bestimmen. Die frei zu wählenden Koeffizienten bestimmen das Minimum
des Gitters. Die Theta-Reihe eines solchen Gitters hat die Form

θL(z) = g(N)
1 (z)k +c1g(N)

1 (z)kg(N)
2 (z)+c2g(N)

1 (z)kg(N)
2 (z)2 + · · ·

Dag1 von der Form 1+2q+ · · · undg2 von der Formq−s(N)q2 ist, braucht manr−1 geeignet
gewählte Koeffinzienten, damitL von Minimumr wird. Dabei sorgt dann der Koeffizientci da-
für, dass dieq-Potenzi verschwindet. Jede weitere Koeffizientci , mit i ≥ r, kann gegebenenfalls
auch ungleich Null gewählt werden. Nach 4.2.1 kennen wir eine obere Schranke an das Mini-
mum vonL. Sukzessiv kann man also die KoeffizientenCi so wählen, dass man eine geeignete
Theta-Reihe erhält. Bestimmt man dabei genau die erstenr−1 Koeffizienten, so bestimmt man
auf diese Art ein Gitter mit maximalem Schatten, denn es beginnts1 mit qσ1(N)/4 und s2 mit
q−2, falls N ungerade ist und es beginnts1 mit qσ1(N

2 )/2 unds2 mit q−1, falls N gerade ist. Auf
diese Art wurden die Theta-Reihen von ungeraden starkN-modularen Gittern bis Dimension
80 bestimmt. Dabei erhält man die folgenden möglichen Existenzbedingungen.
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N k
2 2≤ k≤ 7 ∨ 10≤ k≤ 15 ∨ 18≤ k≤ 23 e∨ 26≤ k≤ 31 ∨ 34≤ k≤ 39
3 2≤ k≤ 6 ∨ 8≤ k≤ 11 ∨ 14≤ k≤ 17 ∨ 19≤ k≤ 23 ∨ 25≤ k≤ 29

∨ 32≤ k≤ 35∨ 38≤ k≤ 40
5 2≤ k≤ 7 ∨ 9≤ k≤ 11 ∨ 13≤ k≤ 15 ∨ 17≤ k≤ 19 ∨ 22≤ k≤ 23

∨ 26≤ k≤ 27∨ 30≤ k≤ 31∨ 34≤ k≤ 35∨ 38≤ k≤ 39
6 k∈ {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}
7 1≤ k≤ 5 ∨ 7≤ k≤ 8 ∨ 10≤ k≤ 11
11 1≤ k≤ 3
14 k = 2
15 k = 1
23 k = 1

6.4.2 s-Extremale Gitter

Sei N ∈ N . In diesen Abschnitt ist mit Gitter stets ein starkN-modulare Gitter, das rational
äquivalent zu CkN ist, gemeint.
Wir haben zuvor extremale Gitter mit maximalem Schatten behandelt. Nun wollen wir sowohl
des Minimum des Gitters, als auch das Minimum des zugehörigen Schattens maximieren.

In [Gab] führt Gaborit für unimodulare Gitter den Begriff s-extremal ein. Er zeigt, dass
für ein ungerades unimodulares GitterL der Dimensionn gilt

2min(L)+min0(Sh(L))≤ 2+ n
4.

Gitter, die diese Schranke erreichen, heißens-extremal.

In [NSa] wird der Begriff auf ungerade starkN-modulare Gitter verallgemeinert. Dabei
erhält man die Schranken:
Ist N ungerade, so ist 2min(L)+min0(

√
NSh(L))≤ 2+kσ1(N)

4 .

Ist N gerade, so ist min(L)+min0(
√

NSh(L))≤ 1+kσ1(N/2)
2 .

Definition 6.4.1 Ein Gitter, das die obige Schranke erreicht heißts-extremal.

Satz 6.4.2Die Theta-Reihe eines s-extremalen Gitters ist eindeutig bestimmt.

Beweis: SeiL ein s-extremales Gitter mit min(L) = m.
Ist N ungerade, so ist min0(

√
NSh(L)) = kσ1(N)

4 −2(m−1).
Ist N gerade, so ist min0(

√
NSh(L)) = kσ1(N/2)

2 − (m−1).
Nach Satz 4.2.2 ist

θL(z) = g(N)
1 (z)k

bklNc∑
i=0

cig
(N)
2 (z)i
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mit ci ∈ R und

θSh(z) = s(N)
1 (z)k

bklNc∑
i=0

cis
(N)
2 (z)i ,

wobei Sh :=
√

NSh(L). Wegen der Forms(N)
1 und s(N)

2 beziehungsweiseg(N)
1 und g(N)

2 (siehe
4.2.3), können wir wegen des Minimums des Schatten einerseits folgern, dassci = 0 für alle
i ≥ m und wegen des Minimums des Gitters andererseits, dassci für 0≤ i ≤ m−1 eindeutig
bestimmt ist. �

Bemerkung 6.4.3 Die im Abschnitt 6.3, 6.4.1, [Neb04], [NV03], [Elk95b] und [Elk95a] un-
tersuchten Gitter sind s-extremal.

Mit Hilfe des Programs Magma wurden die ersten Paar Koeffizienten, in derq-Entwicklung
der Theta-Reihen, bis Dimension 160 berechnet. Die folgenden Tabellen zeigen auf, wann ein
s-extrmales Gitter mit Gitterminimumm existieren kann. Eine Tabellen bezieht sich auf ein
N ∈N .
Betrachtet man die Bedingungen für die Existenz beziehungsweise die Theta-Reihen genauer,
so ist das Folgende auffällig. Ist das Minimumm des Gitters gerade, so ist der zweite Koeffizi-
ente in derq-Entwicklung der Theta-Reihe negativ. Es liegt also die Vermutung nah, dass man
eine genaue Schranke angeben kann, wann s-extremale Gitter mit geradem Gitterminimum
existieren, indem man die Theta-Reihen solcher Gitter genauer untersucht.
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N=1
m Existenz bisk = 160
1 Existiert immer
2 8≤ k≤ 23
3 23≤ k≤ 160
4 25≤ k≤ 47
5 48≤ k≤ 160
6 48≤ k≤ 71
7 72≤ k≤ 160
8 72≤ k≤ 95
9 96≤ k≤ 129

undk = 133,138,142,147
und 151≤ k≤ 160

10 96≤ k≤ 119
11 120≤ k≤ 148
12 120≤ k≤ 143
13 144≤ k≤ 160
14 144≤ k≤ 160

N=2
m Existenz bisk = 80
1 Existiert immer
2 2≤ k≤ 8
3 8≤ k≤ 80
4 10≤ k≤ 15
5 16≤ k≤ 80
6 18≤ k≤ 23
7 24≤ k≤ 80
8 26≤ k≤ 31
9 32≤ k≤ 41 und 64≤ k≤ 80
10 34≤ k≤ 39
11 40≤ k≤ 48
12 42≤ k≤ 47
13 48≤ k≤ 55
14 50≤ k≤ 55
15 56≤ k≤ 63
16 58≤ k≤ 63
17 64≤ k≤ 71
18 66≤ k≤ 71
19 72≤ k≤ 78
20 74≤ k≤ 79
21 k = 80
22 keine Existenz bisk = 80
23 keine Existenz bisk = 80
24 keine Existenz bisk = 80
25 keine Existenz bisk = 80
26 keine Existenz bisk = 80
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N=3
m Existenz bisk = 80
1 Existiert immer
2 2≤ k≤ 5
3 5≤ k≤ 80
4 6≤ k≤ 11
5 12≤ k≤ 16 und 30≤ k≤ 80
6 13≤ k≤ 17
7 18≤ k≤ 22 und 52≤ k≤ 80
8 19≤ k≤ 23
9 24≤ k≤ 27 und 73≤ k≤ 80
10 25≤ k≤ 29
11 30≤ k≤ 33
12 32≤ k≤ 35
13 36≤ k≤ 39
14 38≤ k≤ 41
15 42≤ k≤ 45
16 44≤ k≤ 47
17 48≤ k≤ 51
18 50≤ k≤ 53
19 54≤ k≤ 57
20 56≤ k≤ 59
21 60≤ k≤ 63
22 62≤ k≤ 65
23 66≤ k≤ 69
24 68≤ k≤ 71
25 72≤ k≤ 75
26 74≤ k≤ 77

N = 5
m Existenz bisk = 80
1 Existiert immer
2 2≤ k≤ 3
3 3≤ k≤ 6 und 19≤ k≤ 80
4 4≤ k≤ 7
5 8≤ k≤ 10 und 37≤ k≤ 80
6 9≤ k≤ 11
7 12≤ k≤ 13 und 51≤ k≤ 80
8 13≤ k≤ 15
9 16≤ k≤ 17 und 60≤ k≤ 80
10 17≤ k≤ 19
11 20≤ k≤ 21 und 69≤ k≤ 80
12 22≤ k≤ 23
13 24≤ k≤ 25 und 77≤ k≤ 80
14 26≤ k≤ 27
15 28≤ k≤ 29
16 30≤ k≤ 31
17 32≤ k≤ 33
18 34≤ k≤ 35
19 36≤ k≤ 37
20 38≤ k≤ 39
21 40≤ k≤ 41
22 k = 43
23 44≤ k≤ 45
24 keine Existenz bisk = 80
25 k = 49
26 keine Existenz bisk = 80
27 keine Existenz bisk = 80
28 keine Existenz bisk = 80
29 keine Existenz bisk = 80
30 keine Existenz bisk = 80
31 keine Existenz bisk = 80
32 keine Existenz bisk = 80
33 keine Existenz bisk = 80
34 keine Existenz bisk = 80
35 keine Existenz bisk = 80
36 keine Existenz bisk = 80
37 keine Existenz bisk = 80
38 keine Existenz bisk = 80
39 keine Existenz bisk = 80
40 keine Existenz bisk = 80
41 keine Existenz bisk = 80
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N = 6
m Existenz bisk = 40
1 Existiert immer
2 1≤ k≤ 2
3 2≤ k≤ 40
4 k = 3
5 4≤ k≤ 40
6 k = 5
7 6≤ k≤ 9 und 18≤ k≤ 40
8 k = 7
9 8≤ k≤ 9 und 27≤ k≤ 40
10 k = 9
11 10≤ k≤ 11 und 35≤ k≤ 40
12 k = 11
13 12≤ k≤ 13 und 38≤ k40
14 k = 13
15 14≤ k≤ 15
16 k = 15
17 16≤ k≤ 17
18 k = 17
19 18≤ k≤ 19
20 k = 19
21 20≤ k≤ 21
22 k = 21
23 22≤ k≤ 23
24 k = 23
25 24≤ k≤ 25
26 k = 25
27 k = 26
28 keine Existenz bisk = 40
29 k = 28
30 keine Existenz bisk = 40
31 k = 30
32 keine Existenz bisk = 40
33 k = 32
34 keine Existenz bisk = 40
35 k = 34
36 keine Existenz bisk = 40
37 k = 36
38 keine Existenz bisk = 40
39 k = 38
40 keine Existenz bisk = 40
41 k = 40

N = 7
m Existenz bisk = 80
1 Existiert immer
2 1≤ k≤ 2
3 2≤ k≤ 4 und 19≤ k≤ 80
4 3≤ k≤ 5
5 6≤ k≤ 7 und 37≤ k≤ 80
6 7≤ k≤ 8
7 9≤ k≤ 10 und 53≤ k≤ 80
8 10≤ k≤ 11
9 k = 12 und 63≤ k≤ 80
10 keine Existenz bisk = 80
11 k = 15 und 72≤ k≤ 80
12 keine Existenz bisk = 80
13 keine Existenz bisk = 80
14 keine Existenz bisk = 80
15 keine Existenz bisk = 80
16 keine Existenz bisk = 80
17 keine Existenz bisk = 80
18 keine Existenz bisk = 80
19 keine Existenz bisk = 80
20 keine Existenz bisk = 80
21 keine Existenz bisk = 80
22 keine Existenz bisk = 80
23 keine Existenz bisk = 80
24 keine Existenz bisk = 80
25 keine Existenz bisk = 80
26 keine Existenz bisk = 80
27 keine Existenz bisk = 80
28 keine Existenz bisk = 80
29 keine Existenz bisk = 80
30 keine Existenz bisk = 80
31 keine Existenz bisk = 80
32 keine Existenz bisk = 80
33 keine Existenz bisk = 80
34 keine Existenz bisk = 80
35 keine Existenz bisk = 80
36 keine Existenz bisk = 80
37 keine Existenz bisk = 80
38 keine Existenz bisk = 80
39 keine Existenz bisk = 80
40 keine Existenz bisk = 80
41 keine Existenz bisk = 80
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N = 11
m Existenz bisk = 80
1 Existiert immer
2 k = 1
3 1≤ k≤ 2 und 20≤ k≤ 80
4 2≤ k≤ 3
5 k = 4 und 39≤ k≤ 80
6 keine Existenz bisk = 80
7 k = 6 und 53≤ k≤ 80
8 keine Existenz bisk = 80
9 62≤ k≤ 80
10 keine Existenz bisk = 80
11 76≤ k≤ 80
12 keine Existenz bisk = 80
13 keine Existenz bisk = 80
14 keine Existenz bisk = 80
15 keine Existenz bisk = 80
16 keine Existenz bisk = 80
17 keine Existenz bisk = 80
18 keine Existenz bisk = 80
19 keine Existenz bisk = 80
20 keine Existenz bisk = 80
21 keine Existenz bisk = 80
22 keine Existenz bisk = 80
23 keine Existenz bisk = 80
24 keine Existenz bisk = 80
25 keine Existenz bisk = 80
26 keine Existenz bisk = 80
27 keine Existenz bisk = 80
28 keine Existenz bisk = 80
29 keine Existenz bisk = 80
30 keine Existenz bisk = 80
31 keine Existenz bisk = 80
32 keine Existenz bisk = 80
33 keine Existenz bisk = 80
34 keine Existenz bisk = 80
35 keine Existenz bisk = 80
36 keine Existenz bisk = 80
37 keine Existenz bisk = 80
38 keine Existenz bisk = 80
39 keine Existenz bisk = 80
40 keine Existenz bisk = 80
41 keine Existenz bisk = 80

N = 14
m Existenz bisk = 40
1 Existiert immer
2 k = 1
3 1≤ k≤ 2 und 6≤ k≤ 40
4 keine Existenz bisk = 40
5 k = 2 und 12≤ k≤ 40
6 k = 2
7 k = 3 und 21≤ k≤ 40
8 keine Existenz bisk = 40
9 k = 4 und 30≤ k≤ 40
10 keine Existenz bisk = 40
11 k = 5 und 34≤ k≤ 40
12 keine Existenz bisk = 40
13 k = 6 und 38≤ k≤ 40
14 keine Existenz bisk = 40
15 keine Existenz bisk = 40
16 keine Existenz bisk = 40
17 keine Existenz bisk = 40
18 keine Existenz bisk = 40
19 keine Existenz bisk = 40
20 keine Existenz bisk = 40
21 keine Existenz bisk = 40
22 keine Existenz bisk = 40
23 keine Existenz bisk = 40
24 keine Existenz bisk = 40
25 keine Existenz bisk = 40
26 keine Existenz bisk = 40
27 keine Existenz bisk = 40
28 keine Existenz bisk = 40
29 keine Existenz bisk = 40
30 keine Existenz bisk = 40
31 keine Existenz bisk = 40
32 keine Existenz bisk = 40
33 keine Existenz bisk = 40
34 keine Existenz bisk = 40
35 keine Existenz bisk = 40
36 keine Existenz bisk = 40
37 keine Existenz bisk = 40
38 keine Existenz bisk = 40
39 keine Existenz bisk = 40
40 keine Existenz bisk = 40
41 keine Existenz bisk = 40
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N = 15
m Existenz bisk = 40
1 Existiert immer
2 keine Existenz bisk = 40
3 k = 1 und 7≤ k≤ 40
4 k = 1
5 k = 2 und 13≤ k≤ 40
6 keine Existenz bisk = 40
7 k = 3 und 22≤ k≤ 40
8 keine Existenz bisk = 40
9 k = 4 und 29≤ k≤ 40
10 keine Existenz bisk = 40
11 k = 5 und 33≤ k≤ 40
12 keine Existenz bisk = 40
13 k = 6 und 37≤ k≤ 40
14 keine Existenz bisk = 40
15 k = 40
16 keine Existenz bisk = 40
17 keine Existenz bisk = 40
18 keine Existenz bisk = 40
19 keine Existenz bisk = 40
20 keine Existenz bisk = 40
21 keine Existenz bisk = 40
22 keine Existenz bisk = 40
23 keine Existenz bisk = 40
24 keine Existenz bisk = 40
25 keine Existenz bisk = 40
26 keine Existenz bisk = 40
27 keine Existenz bisk = 40
28 keine Existenz bisk = 40
29 keine Existenz bisk = 40
30 keine Existenz bisk = 40
31 keine Existenz bisk = 40
32 keine Existenz bisk = 40
33 keine Existenz bisk = 40
34 keine Existenz bisk = 40
35 keine Existenz bisk = 40
36 keine Existenz bisk = 40
37 keine Existenz bisk = 40
38 keine Existenz bisk = 40
39 keine Existenz bisk = 40
40 keine Existenz bisk = 40
41 keine Existenz bisk = 40

N = 23
m Existenz bisk = 80
1 Existiert immer
2 keine Existenz bisk = 80
3 k = 1 und 21≤ k≤ 80
4 k = 1
5 k = 2 und 39≤ k≤ 80
6 keine Existenz bisk = 80
7 48≤ k≤ 80
8 keine Existenz bisk = 80
9 66≤ k≤ 80
10 keine Existenz bisk = 80
11 keine Existenz bisk = 80
12 keine Existenz bisk = 80
13 keine Existenz bisk = 80
14 keine Existenz bisk = 80
15 keine Existenz bisk = 80
16 keine Existenz bisk = 80
17 keine Existenz bisk = 80
18 keine Existenz bisk = 80
19 keine Existenz bisk = 80
20 keine Existenz bisk = 80
21 keine Existenz bisk = 80
22 keine Existenz bisk = 80
23 keine Existenz bisk = 80
24 keine Existenz bisk = 80
25 keine Existenz bisk = 80
26 keine Existenz bisk = 80
27 keine Existenz bisk = 80
28 keine Existenz bisk = 80
29 keine Existenz bisk = 80
30 keine Existenz bisk = 80
31 keine Existenz bisk = 80
32 keine Existenz bisk = 80
33 keine Existenz bisk = 80
34 keine Existenz bisk = 80
35 keine Existenz bisk = 80
36 keine Existenz bisk = 80
37 keine Existenz bisk = 80
38 keine Existenz bisk = 80
39 keine Existenz bisk = 80
40 keine Existenz bisk = 80
41 keine Existenz bisk = 80



7 Gefundene Gitter

Hier sind die Gram-Matrizen der gefundenen starkN-modularen Gitter von Minimum 3 und
SchattenminimumM(N)(2,k), die rational äquivalent zuCk

N sind, zu finden. Es bezeichnen die
Dimension der Gitter.

7.1 N=2

n = 16

Gram(L) =



3 0 0 1 −1 −1 2 0 1 −1 −1 1 0 1 2 1
0 3 0 1 −1 0 0 −1 1 0 0 1 0 1 0 2
0 0 3 −1 −1 −1 0 −2 −2 −2 1 2 −2 1 1 0
1 1 −1 3 0 0 1 1 2 1 −2 0 1 1 0 1
−1 −1 −1 0 3 0 0 1 0 0 1 −1 1 −1 −2 −2
−1 0 −1 0 0 3 −2 0 0 2 −1 −2 1 0 −1 0
2 0 0 1 0 −2 4 1 1 −1 0 2 0 1 2 1
0 −1 −2 1 1 0 1 4 2 2 −2 −1 1 −2 0 −1
1 1 −2 2 0 0 1 2 4 2 −2 −1 2 −1 0 1
−1 0 −2 1 0 2 −1 2 2 4 −2 −2 2 −1 −1 0
−1 0 1 −2 1 −1 0 −2 −2 −2 4 1 0 0 −1 −1
1 1 2 0 −1 −2 2 −1 −1 −2 1 4 −2 2 2 1
0 0 −2 1 1 1 0 1 2 2 0 −2 4 −1 −2 −1
1 1 1 1 −1 0 1 −2 −1 −1 0 2 −1 4 1 2
2 0 1 0 −2 −1 2 0 0 −1 −1 2 −2 1 4 2
1 2 0 1 −2 0 1 −1 1 0 −1 1 −1 2 2 4



89
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n = 200BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 0 −1 1 0 −1 0 −1 0 −1 −1 0 0 0 1 −1 0 0 0
0 3 1 −1 1 1 0 0 0 1 1 −1 0 1 0 1 0 −1 −1 −1
0 1 3 0 1 0 1 −1 −1 1 −1 −1 0 0 1 −1 1 0 0 1
−1 −1 0 3 0 −1 0 0 0 0 0 1 1 −1 0 −1 1 1 0 1
1 1 1 0 3 1 0 1 0 0 −1 −1 0 1 −1 −1 −1 1 1 1
0 1 0 −1 1 3 1 0 1 −1 0 0 −1 1 0 −1 0 1 0 1
−1 0 1 0 0 1 3 −1 0 0 0 0 0 1 0 −1 1 0 1 1
0 0 −1 0 1 0 −1 3 1 0 0 0 0 0 −2 0 −2 0 1 −1
−1 0 −1 0 0 1 0 1 3 −1 0 0 −1 1 −1 0 −1 0 1 0
0 1 1 0 0 −1 0 0 −1 3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
−1 1 −1 0 −1 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 1 0 −1 −1 −2
−1 −1 −1 1 −1 0 0 0 0 0 0 3 1 −1 −1 −1 1 1 −1 1
0 0 0 1 0 −1 0 0 −1 0 0 1 3 0 −1 0 1 −1 −1 0
0 1 0 −1 1 1 1 0 1 0 0 −1 0 4 −1 0 −1 −1 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 −2 −1 0 0 −1 −1 −1 4 0 2 0 −1 1
1 1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 1 1 −1 0 0 0 4 −1 −2 0 −3
−1 0 1 1 −1 0 1 −2 −1 0 0 1 1 −1 2 −1 4 0 −1 2
0 −1 0 1 1 1 0 0 0 0 −1 1 −1 −1 0 −2 0 4 1 2
0 −1 0 0 1 0 1 1 1 0 −1 −1 −1 0 −1 0 −1 1 4 0
0 −1 1 1 1 1 1 −1 0 −1 −2 1 0 0 1 −3 2 2 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 −1 0 0 0 −1 0 −1 −1 0 1 0 −1 0 −2 0 −1 2 0
0 3 −1 −1 0 0 1 0 0 0 −1 1 1 0 0 0 0 0 0 −1
−1 −1 3 0 0 0 −1 0 0 1 1 −1 0 1 1 1 −1 1 −1 0
0 −1 0 3 0 1 0 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 3 0 0 0 0 1 −1 0 0 1 1 0 −2 −1 1 1
0 0 0 1 0 3 0 0 0 0 0 1 1 0 0 −1 0 2 −1 0
−1 1 −1 0 0 0 3 1 1 −1 −2 −1 0 0 1 1 1 −1 −1 0
0 0 0 −1 0 0 1 3 0 −1 −1 0 −1 1 1 1 0 −1 −1 0
−1 0 0 1 0 0 1 0 3 −1 −1 −2 0 1 0 2 1 0 −2 1
−1 0 1 −1 1 0 −1 −1 −1 4 2 1 0 1 −1 0 −1 1 1 0
0 −1 1 −1 −1 0 −2 −1 −1 2 4 1 −1 1 −2 −1 0 1 0 −1
1 1 −1 −1 0 1 −1 0 −2 1 1 4 1 −1 −1 −2 −1 1 2 −2
0 1 0 1 0 1 0 −1 0 0 −1 1 4 −2 1 0 0 2 0 −2
−1 0 1 −1 1 0 0 1 1 1 1 −1 −2 4 0 1 −1 −1 −2 1
0 0 1 1 1 0 1 1 0 −1 −2 −1 1 0 4 1 −1 −1 0 0
−2 0 1 0 0 −1 1 1 2 0 −1 −2 0 1 1 4 1 0 −2 1
0 0 −1 0 −2 0 1 0 1 −1 0 −1 0 −1 −1 1 4 0 −1 1
−1 0 1 1 −1 2 −1 −1 0 1 1 1 2 −1 −1 0 0 4 −1 −1
2 0 −1 0 1 −1 −1 −1 −2 1 0 2 0 −2 0 −2 −1 −1 5 0
0 −1 0 1 1 0 0 0 1 0 −1 −2 −2 1 0 1 1 −1 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 1 0 2−1 0 1 0
0 3 −1 −2 0 −1 0 −1 1 −1 1 1 −1 1 0 0 0 0 1 2
1 −1 4 2 0 1 −2 0 1 0 −2 1 −2 2 1 0 1 0 −1 −1
0 −2 2 4 0 0 −1 1 −1 0 −1 −1 −1 1 0 −1 1 0 −2 −2
0 0 0 0 4 2 1 −1 0 0 0 0 1 −1 1 0 −1 2 0 0
2 −1 1 0 2 4 0 0 1 1 −1 1 1 0 1 2 −1 2 1 −1
0 0 −2 −1 1 0 4 −1 0 1 1 −1 2 −2 −1 1 −1 0 1 0
0 −1 0 1 −1 0 −1 4 −1 1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 −1 −1 −2
1 1 1 −1 0 1 0 −1 4 1 −1 2 −1 1 0 1 0 1 1 1
0 −1 0 0 0 1 1 1 1 4 −1 0 1 −1 1 2 0 1 0 −2
0 1 −2 −1 0 −1 1 −1 −1 −1 4 −1 2 0 −2 0 −2 −1 0 2
1 1 1 −1 0 1 −1 −1 2 0 −1 4 −1 2 1 0 1 1 2 2
0 −1 −2 −1 1 1 2 −1 −1 1 2 −1 4 −2 −1 1 −2 1 1 0
1 1 2 1 −1 0 −2 −1 1 −1 0 2 −2 4 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 −1 0 0 1 −2 1 −1 0 4 1 2 1 0 −1
2 0 0 −1 0 2 1 0 1 2 0 0 1 0 1 4 −1 0 1 −1
−1 0 1 1 −1 −1 −1 0 0 0 −2 1 −2 1 2 −1 4 0 1 0
0 0 0 0 2 2 0 −1 1 1 −1 1 1 0 1 0 0 4 1 −1
1 1 −1 −2 0 1 1 −1 1 0 0 2 1 0 0 1 1 1 5 2
0 2 −1 −2 0 −1 0 −2 1 −2 2 2 0 1 −1 −1 0 −1 2 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



7.1 N=2 91

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 1 0 0 −1 1 −1 −1 0 −1 1 −1 −1 1 2 −2 0 −1 −1
0 3 −1 0 1 0 0 0 −1 0 1 0 0 1 −1 −2 1 −1 2 0
1 −1 3 1 1 −1 1 0 1 −1 1 −1 0 1 1 1 −1 0 −1 −1
0 0 1 3 1 1 1 1 2 −2 1 0 1 0 −1 −1 0 −1 1 0
0 1 1 1 3 0 1 0 1 −1 1 0 0 1 −1 −1 1 −1 0 0
−1 0 −1 1 0 3 0 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 0 3 −1 1 −1 0 0 1 −1 0 1 −1 0 0 0
−1 0 0 1 0 1 −1 3 1 −1 0 0 0 1 0 −1 0 1 0 0
−1 −1 1 2 1 1 1 1 4 −2 1 −1 2 0 −1 0 1 −1 1 1
0 0 −1 −2 −1 −1 −1 −1 −2 4 −1 −1 −2 −1 1 1 −1 0 −1 1
−1 1 1 1 1 −1 0 0 1 −1 4 −2 1 2 0 −2 2 −2 2 −2
1 0 −1 0 0 1 0 0 −1 −1 −2 4 −1 −1 0 0 −1 1 −1 0
−1 0 0 1 0 1 1 0 2 −2 1 −1 4 0 −1 −1 2 0 2 1
−1 1 1 0 1 −1 −1 1 0 −1 2 −1 0 4 0 −2 1 0 0 −1
1 −1 1 −1 −1 −1 0 0 −1 1 0 0 −1 0 4 2 −2 2 −2 −2
2 −2 1 −1 −1 −1 1 −1 0 1 −2 0 −1 −2 2 5 −2 2 −2 0
−2 1 −1 0 1 0 −1 0 1 −1 2 −1 2 1 −2 −2 5 −1 2 1
0 −1 0 −1 −1 0 0 1 −1 0 −2 1 0 0 2 2 −1 5 −2 1
−1 2 −1 1 0 1 0 0 1 −1 2 −1 2 0 −2 −2 2 −2 5 1
−1 0 −1 0 0 1 0 0 1 1 −2 0 1 −1 −2 0 1 1 1 6

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 1 1 1 −1 0 0 0 1 0 1 0 −1 −1 0 0 1 0 0 0
1 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 1 0 0 1 0 −1
1 1 3 0 −1 −1 1 1 1 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 1 0
1 0 0 3 0 0 0 0 0 −1 1 −1 1 −1 0 −1 2 −1 0 −1
−1 0 −1 0 3 0 0 1 −1 −1 −1 −1 1 1 0 −1 1 −1 −1 −2
0 0 −1 0 0 3 0 0 0 0 1 −1 0 −2 0 −1 1 −1 1 0
0 0 1 0 0 0 3 1 −1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 −1 0
0 0 1 0 1 0 1 3 0 0 −1 −1 2 0 1 0 0 −1 0 −1
1 0 1 0 −1 0 −1 0 3 0 0 0 −1 −1 0 0 −1 −1 2 1
0 0 0 −1 −1 0 0 0 0 3 0 0 0 0 1 1 −1 0 0 2
1 0 −1 1 −1 1 0 −1 0 0 3 0 −1 −1 0 1 1 0 −1 1
0 0 0 −1 −1 −1 0 −1 0 0 0 3 −1 1 0 2 −2 2 0 1
−1 −1 0 1 1 0 1 2 −1 0 −1 −1 4 0 1 −1 1 −1 0 −2
−1 −1 0 −1 1 −2 1 0 −1 0 −1 1 0 4 −1 1 −1 1 −2 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 −1 4 1 −1 1 0 0
0 0 0 −1 −1 −1 0 0 0 1 1 2 −1 1 1 4 −2 2 −1 2
1 0 −1 2 1 1 0 0 −1 −1 1 −2 1 −1 −1 −2 4 −1 −1 −2
0 1 0 −1 −1 −1 0 −1 −1 0 0 2 −1 1 1 2 −1 4 −1 0
0 0 1 0 −1 1 −1 0 2 0 −1 0 0 −2 0 −1 −1 −1 4 1
0 −1 0 −1 −2 0 0 −1 1 2 1 1 −2 0 0 2 −2 0 1 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 −1 −1 1 1 1 −1 0 −1
0 3 0 0 0 0 1 0 0 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 0 2 0
0 0 3 −1 0 0 0 −1 1 0 1 −1 1 −1 1 1 0 −1 −1 1
1 0 −1 3 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 1 0 0
1 0 0 0 3 0 1 −1 1 1 0 0 −1 −1 0 1 2 −1 −1 −2
0 0 0 0 0 3 −1 0 0 −1 −1 0 1 1 0 0 0 −1 0 1
0 1 0 −1 1 −1 3 0 1 0 0 0 −1 −1 0 0 0 0 1 −1
0 0 −1 0 −1 0 0 3 −1 0 0 1 0 0 1 0 −1 0 1 0
1 0 1 0 1 0 1 −1 3 0 1 −1 −1 −1 0 1 0 −1 0 0
0 −1 0 0 1 −1 0 0 0 3 0 0 −1 1 −1 1 2 −1 −2 −1
0 1 1 0 0 −1 0 0 1 0 3 −1 0 −2 1 0 −1 0 0 0
1 −1 −1 0 0 0 0 1 −1 0 −1 3 0 0 0 1 1 0 0 −1
−1 −1 1 0 −1 1 −1 0 −1 −1 0 0 4 0 0 −1 −1 1 −1 2
−1 −1 −1 0 −1 1 −1 0 −1 1 −2 0 0 4 −2 −1 1 −1 −1 2
1 1 1 0 0 0 0 1 0 −1 1 0 0 −2 4 0 −1 −1 1 0
1 −1 1 −1 1 0 0 0 1 1 0 1 −1 −1 0 4 1 −1 −1 −2
1 −1 0 0 2 0 0 −1 0 2 −1 1 −1 1 −1 1 4 −2 −2 −1
−1 0 −1 1 −1 −1 0 0 −1 −1 0 0 1 −1 −1 −1 −2 4 1 −1
0 2 −1 0 −1 0 1 1 0 −2 0 0 −1 −1 1 −1 −2 1 4 0
−1 0 1 0 −2 1 −1 0 0 −1 0 −1 2 2 0 −2 −1 −1 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 1 0 0 0 1 1 −1 −1 0 −1 −1 0 1 −1 1 2 1 0 −1
1 3 −1 0 0 0 0 0 1 −1 −1 0 2 2 −1 0 1 0 1 1
0 −1 3 0 −1 1 −1 −1 −1 2 0 0 −1 0 −1 −1 0 0 −2 −2
0 0 0 3 0 −1 1 0 0 −1 −1 0 0 1 1 0 1 1 0 −1
0 0 −1 0 3 1 0 1 0 −2 1 −2 0 0 1 1 0 1 1 1
1 0 1 −1 1 3 −1 0 −1 0 0 −1 −1 0 −1 0 0 0 0 0
1 0 −1 1 0 −1 3 −1 0 −1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
−1 0 −1 0 1 0 −1 3 0 −1 0 −1 0 0 1 1 −1 0 1 2
−1 1 −1 0 0 −1 0 0 3 −1 0 1 1 1 0 0 −1 0 1 2
0 −1 2 −1 −2 0 −1 −1 −1 4 0 1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −2 −2
−1 −1 0 −1 1 0 0 0 0 0 4 −1 0 −1 2 −1 −2 −1 −1 0
−1 0 0 0 −2 −1 0 −1 1 1 −1 4 0 −1 −1 −2 −1 −2 1 1
0 2 −1 0 0 −1 0 0 1 −1 0 0 4 2 −1 −1 1 0 0 0
1 2 0 1 0 0 0 0 1 −1 −1 −1 2 4 −1 0 1 2 0 −1
−1 −1 −1 1 1 −1 1 1 0 −1 2 −1 −1 −1 4 1 −1 0 0 0
1 0 −1 0 1 0 1 1 0 −1 −1 −2 −1 0 1 4 1 2 1 1
2 1 0 1 0 0 1 −1 −1 0 −2 −1 1 1 −1 1 4 1 0 −2
1 0 0 1 1 0 1 0 0 −1 −1 −2 0 2 0 2 1 4 0 −1
0 1 −2 0 1 0 1 1 1 −2 −1 1 0 0 0 1 0 0 4 3
−1 1 −2 −1 1 0 0 2 2 −2 0 1 0 −1 0 1 −2 −1 3 6

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 2 −1 1 0 1 0 1
−1 3 0 0 1 1 −1 1 −1 0 −1 0 0 −1 0 0 0 −1 −1 −1
1 0 3 0 1 1 1 −1 1 1 0 0 −1 1 0 0 −1 0 1 0
0 0 0 3 0 1 −1 1 0 1 0 0 1 0 −2 0 0 1 0 1
0 1 1 0 3 1 0 0 0 0 −1 1 −1 1 1 −1 −1 0 1 −2
0 1 1 1 1 3 −1 1 1 1 0 0 0 0 −1 −1 0 0 1 −1
1 −1 1 −1 0 −1 4 −1 −1 0 −1 0 −1 2 1 1 0 −2 2 2
0 1 −1 1 0 1 −1 4 0 −1 2 1 2 0 −2 0 2 0 0 −1
1 −1 1 0 0 1 −1 0 4 −1 2 1 1 0 −1 0 0 2 0 −1
1 0 1 1 0 1 0 −1 −1 4 −1 −2 −1 1 −1 0 −1 0 0 1
1 −1 0 0 −1 0 −1 2 2 −1 4 1 1 0 −2 0 2 2 −1 −1
0 0 0 0 1 0 0 1 1 −2 1 4 1 0 −1 −1 2 0 1 −1
0 0 −1 1 −1 0 −1 2 1 −1 1 1 4 0 −2 1 1 0 0 1
2 −1 1 0 1 0 2 0 0 1 0 0 0 4 0 0 0 0 2 1
−1 0 0 −2 1 −1 1 −2 −1 −1 −2 −1 −2 0 4 −1 −2 −1 1 −1
1 0 0 0 −1 −1 1 0 0 0 0 −1 1 0 −1 4 0 0 −2 2
0 0 −1 0 −1 0 0 2 0 −1 2 2 1 0 −2 0 4 0 0 0
1 −1 0 1 0 0 −2 0 2 0 2 0 0 0 −1 0 0 4 −2 −1
0 −1 1 0 1 1 2 0 0 0 −1 1 0 2 1 −2 0 −2 5 0
1 −1 0 1 −2 −1 2 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 2 0 −1 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 1 −1 0 −1 0 1 0 0 −1 1 1 2 0 −1 0 0 −1 −1
0 3 0 0 −1 0 1 −2 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
1 0 3 0 0 −1 −1 0 2 0 −1 −1 1 1 0 −1 1 −1 0 −1
−1 0 0 3 0 0 −1 0 1 −1 −1 0 −1 −1 −1 1 −1 −1 0 0
0 −1 0 0 3 0 −1 1 1 1 1 −1 −1 1 0 −1 −1 0 −1 −2
−1 0 −1 0 0 3 1 0 −1 −1 0 1 −1 −1 0 0 0 1 2 0
0 1 −1 −1 −1 1 3 0 −1 −1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0
1 −2 0 0 1 0 0 4 0 −1 −1 1 −1 2 −1 0 −1 0 −1 −2
0 0 2 1 1 −1 −1 0 4 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 0 −2 −1 −2
0 0 0 −1 1 −1 −1 −1 −1 4 2 −2 1 0 1 0 0 1 −1 1
−1 0 −1 −1 1 0 0 −1 −1 2 4 −2 0 0 2 0 −1 1 0 0
1 0 −1 0 −1 1 1 1 −1 −2 −2 4 −1 0 −2 −1 0 −1 0 0
1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 0 −1 4 0 2 0 2 1 0 1
2 0 1 −1 1 −1 0 2 1 0 0 0 0 4 0 −1 −1 0 −1 −2
0 0 0 −1 0 0 1 −1 −1 1 2 −2 2 0 4 0 0 1 1 0
−1 0 −1 1 −1 0 0 0 −1 0 0 −1 0 −1 0 4 0 2 0 2
0 1 1 −1 −1 0 1 −1 0 0 −1 0 2 −1 0 0 4 1 1 0
0 1 −1 −1 0 1 1 0 −2 1 1 −1 1 0 1 2 1 4 1 1
−1 1 0 0 −1 2 1 −1 −1 −1 0 0 0 −1 1 0 1 1 4 0
−1 1 −1 0 −2 0 0 −2 −2 1 0 0 1 −2 0 2 0 1 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



7.1 N=2 93

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 0 0 −1 1 0 −1 1 0 0 2 0 1 −1 0 0 1 −1 2
0 3 0 0 −1 −1 1 1 0 1 1 0 −1 1 1 −1 0 −1 1 −1
0 0 3 0 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 0 0 1 1 −1 1 1 1
0 0 0 3 0 1 0 1 0 1 −1 0 0 0 1 1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 0 3 1 −1 0 −1 0 −1 −1 0 −1 −1 1 0 0 −1 −1
1 −1 −1 1 1 3 0 0 0 0 0 1 0 0 −1 1 0 0 −2 0
0 1 −1 0 −1 0 3 0 0 1 2 1 0 1 1 −2 1 −1 1 −1
−1 1 0 1 0 0 0 4 0 −1 0 0 −1 −1 2 1 −1 −1 0 −2
1 0 −1 0 −1 0 0 0 4 0 0 2 0 0 0 −1 0 0 −1 0
0 1 −1 1 0 0 1 −1 0 4 1 1 1 2 0 −2 1 0 −1 −1
0 1 −1 −1 −1 0 2 0 0 1 4 2 1 1 0 −2 2 0 0 0
2 0 −1 0 −1 1 1 0 2 1 2 4 1 1 0 −1 1 1 −2 1
0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 1 1 1 4 0 0 −1 2 2 −1 1
1 1 0 0 −1 0 1 −1 0 2 1 1 0 4 0 −2 2 −1 −1 1
−1 1 1 1 −1 −1 1 2 0 0 0 0 0 0 4 0 −1 −1 1 −1
0 −1 1 1 1 1 −2 1 −1 −2 −2 −1 −1 −2 0 4 −2 0 −1 1
0 0 −1 −1 0 0 1 −1 0 1 2 1 2 2 −1 −2 4 0 −1 1
1 −1 1 −1 0 0 −1 −1 0 0 0 1 2 −1 −1 0 0 4 0 1
−1 1 1 −1 −1 −2 1 0 −1 −1 0 −2 −1 −1 1 −1 −1 0 4 −1
2 −1 1 −1 −1 0 −1 −2 0 −1 0 1 1 1 −1 1 1 1 −1 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 −1 0 2 0 −1 0 0
0 3 0 0 −1 1 1 0 0 −1 1 1 −1 0 0 −1 −2 2 1 0
1 0 3 0 0 −1 0 0 −1 1 0 −1 −1 0 1 0 0 0 1 −1
−1 0 0 3 0 0 1 −1 1 1 1 −1 1 2 0 −1 0 1 −1 2
0 −1 0 0 3 −1 −1 −1 0 0 0 −1 −1 1 1 0 0 −1 −1 −1
0 1 −1 0 −1 3 0 0 0 0 0 1 1 0 −2 1 0 1 0 1
0 1 0 1 −1 0 3 0 0 0 1 0 0 0 1 −1 −1 0 1 1
0 0 0 −1 −1 0 0 3 0 0 0 1 1 −2 0 1 1 −1 1 −1
0 0 −1 1 0 0 0 0 3 0 0 −1 1 1 −1 0 0 0 −2 2
0 −1 1 1 0 0 0 0 0 3 0 −1 1 1 −1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 3 −1 −1 1 1 0 −1 1 1 1
−1 1 −1 −1 −1 1 0 1 −1 −1 −1 4 0 −2 0 −1 0 1 2 −2
−1 −1 −1 1 −1 1 0 1 1 1 −1 0 4 0 −2 1 2 −1 −2 2
−1 0 0 2 1 0 0 −2 1 1 1 −2 0 4 0 −1 −1 1 −1 2
0 0 1 0 1 −2 1 0 −1 −1 1 0 −2 0 4 −1 −1 −1 2 −1
2 −1 0 −1 0 1 −1 1 0 0 0 −1 1 −1 −1 4 2 −2 −1 1
0 −2 0 0 0 0 −1 1 0 1 −1 0 2 −1 −1 2 4 −2 −1 0
−1 2 0 1 −1 1 0 −1 0 0 1 1 −1 1 −1 −2 −2 4 1 0
0 1 1 −1 −1 0 1 1 −2 0 1 2 −2 −1 2 −1 −1 1 5 −2
0 0 −1 2 −1 1 1 −1 2 0 1 −2 2 2 −1 1 0 0 −2 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 0 −1 0 −1 −2 1 1 −1 1 2 0 −1 −1 −1 0 2 −1 1
0 3 0 0 −1 0 −1 −1 1 0 0 1 0 0 −1 −1 2 1 −1 0
0 0 3 0 0 0 1 0 −1 1 0 1 −1 −1 −1 0 1 −1 −1 1
−1 0 0 3 1 0 1 −1 0 1 0 −1 −1 1 1 0 −1 0 −1 −1
0 −1 0 1 3 0 1 −1 0 1 0 −1 −1 1 0 −1 −1 0 −1 −2
−1 0 0 0 0 3 1 0 −2 1 −1 −1 1 0 1 0 0 −2 1 0
−2 −1 1 1 1 1 4 0 −2 1 0 −2 0 0 2 1 −1 −2 1 0
1 −1 0 −1 −1 0 0 4 0 −1 1 1 1 −1 1 1 −1 0 1 2
1 1 −1 0 0 −2 −2 0 4 0 0 1 0 1 −1 0 1 2 −2 −1
−1 0 1 1 1 1 1 −1 0 4 −2 −1 0 0 0 −1 0 −1 −1 −2
1 0 0 0 0 −1 0 1 0 −2 4 1 −1 0 0 −1 −1 1 −1 1
2 1 1 −1 −1 −1 −2 1 1 −1 1 4 −1 −2 −2 −1 2 2 −2 2
0 0 −1 −1 −1 1 0 1 0 0 −1 −1 4 0 2 1 0 −2 2 1
−1 0 −1 1 1 0 0 −1 1 0 0 −2 0 4 0 0 0 −1 0 −2
−1 −1 −1 1 0 1 2 1 −1 0 0 −2 2 0 4 2 −2 −1 1 1
−1 −1 0 0 −1 0 1 1 0 −1 −1 −1 1 0 2 4 0 −1 1 2
0 2 1 −1 −1 0 −1 −1 1 0 −1 2 0 0 −2 0 4 0 −1 1
2 1 −1 0 0 −2 −2 0 2 −1 1 2 −2 −1 −1 −1 0 5 −2 0
−1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 −2 −1 −1 −2 2 0 1 1 −1 −2 5 0
1 0 1 −1 −2 0 0 2 −1 −2 1 2 1 −2 1 2 1 0 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



94 Kapitel 7: Gefundene Gitter

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 0 1 0 0 0 1 −1 −1 0 −1 1 0 0 1 1 1 0 −1
0 3 1 0 0 1 −2 −2 1 −1 1 2 −1 −1 1 −2 0 1 1 −1
0 1 3 0 0 0 −1 −1 2 0 2 1 0 0 −1 0 1 2 0 −1
1 0 0 3 1 0 −1 1 0 −1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 −2
0 0 0 1 3 −1 −1 0 1 −2 0 1 1 1 0 0 −1 0 1 −1
0 1 0 0 −1 3 0 −1 0 1 0 1 −1 −2 1 −1 0 1 0 −1
0 −2 −1 −1 −1 0 4 2 −1 1 −2 −2 1 0 0 1 0 −2 −2 1
1 −2 −1 1 0 −1 2 4 −2 0 −1 −2 2 2 0 2 0 −1 −1 0
−1 1 2 0 1 0 −1 −2 4 0 2 2 0 0 −1 0 0 1 0 −1
−1 −1 0 −1 −2 1 1 0 0 4 0 −1 −1 0 −2 1 0 0 −1 2
0 1 2 1 0 0 −2 −1 2 0 4 2 −1 0 0 0 0 2 0 −1
−1 2 1 0 1 1 −2 −2 2 −1 2 4 −1 −1 1 −2 −2 1 1 −1
1 −1 0 0 1 −1 1 2 0 −1 −1 −1 4 1 −1 1 0 0 −1 −1
0 −1 0 1 1 −2 0 2 0 0 0 −1 1 4 −1 2 0 0 1 1
0 1 −1 1 0 1 0 0 −1 −2 0 1 −1 −1 4 −2 0 0 0 −2
1 −2 0 1 0 −1 1 2 0 1 0 −2 1 2 −2 4 1 0 0 1
1 0 1 1 −1 0 0 0 0 0 0 −2 0 0 0 1 4 1 0 −1
1 1 2 1 0 1 −2 −1 1 0 2 1 0 0 0 0 1 4 1 −2
0 1 0 1 1 0 −2 −1 0 −1 0 1 −1 1 0 0 0 1 4 0
−1 −1 −1 −2 −1 −1 1 0 −1 2 −1 −1 −1 1 −2 1 −1 −2 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 −1 0 1 1 0 1 0 −1 0 0 −1 0 −1 −2 −1 −1 0 −1
0 3 −1 −1 −1 0 −1 0 0 1 0 −1 −1 −2 0 1 0 0 −2 1
−1 −1 3 0 1 0 1 0 −1 1 0 0 −1 1 −1 1 0 0 1 0
0 −1 0 3 0 1 0 0 0 −1 −1 2 1 1 1 −1 −1 0 2 −1
1 −1 1 0 3 1 1 1 0 0 1 0 −1 0 −1 −1 −1 0 1 0
1 0 0 1 1 3 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −2 0 1 −1
0 −1 1 0 1 −1 3 1 0 0 1 0 −1 1 −1 0 0 −1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 3 1 0 0 0 −1 0 −1 0 −1 −1 1 0
0 0 −1 0 0 0 0 1 3 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 1 0
−1 1 1 −1 0 0 0 0 0 3 1 −1 −1 −1 −1 2 1 1 −1 2
0 0 0 −1 1 0 1 0 0 1 4 −2 −1 −1 −2 1 0 1 −2 2
0 −1 0 2 0 0 0 0 0 −1 −2 4 1 2 2 −1 0 −1 2 −1
−1 −1 −1 1 −1 0 −1 −1 1 −1 −1 1 4 0 2 −1 1 1 1 0
0 −2 1 1 0 0 1 0 0 −1 −1 2 0 4 1 0 0 −2 2 −2
−1 0 −1 1 −1 0 −1 −1 0 −1 −2 2 2 1 4 0 0 0 1 −1
−2 1 1 −1 −1 −1 0 0 0 2 1 −1 −1 0 0 4 1 0 −1 2
−1 0 0 −1 −1 −2 0 −1 0 1 0 0 1 0 0 1 4 1 −1 2
−1 0 0 0 0 0 −1 −1 −1 1 1 −1 1 −2 0 0 1 4 −1 2
0 −2 1 2 1 1 0 1 1 −1 −2 2 1 2 1 −1 −1 −1 4 −2
−1 1 0 −1 0 −1 0 0 0 2 2 −1 0 −2 −1 2 2 2 −2 4

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 1 −1 0 1 0 0 −1 −1 0 −1 −1 −1 1 1 1 0 0 1 0
1 3 −1 0 1 0 0 −1 −1 1 −1 0 1 1 1 0 −1 −1 0 −1
−1 −1 3 1 −1 −1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 −1 0 0 0 1
0 0 1 3 0 0 −1 0 0 0 0 0 2 0 0 −2 0 0 0 1
1 1 −1 0 3 1 0 0 0 −1 0 0 0 1 −1 0 1 −1 0 −1
0 0 −1 0 1 3 −1 0 0 0 −1 1 0 0 −1 1 1 −1 −1 0
0 0 0 −1 0 −1 3 0 0 0 0 1 −1 1 1 0 −1 −1 0 −1
−1 −1 0 0 0 0 0 3 0 0 0 1 0 −1 −1 0 0 1 1 −1
−1 −1 0 0 0 0 0 0 3 −1 1 0 1 0 −2 −1 2 0 −1 0
0 1 0 0 −1 0 0 0 −1 3 −1 1 0 −1 1 1 −2 1 0 −1
−1 −1 1 0 0 −1 0 0 1 −1 3 −1 0 −1 −1 −1 1 1 1 0
−1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 −1 3 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1
−1 1 1 2 0 0 −1 0 1 0 0 0 4 1 −1 −2 1 −1 −1 1
1 1 0 0 1 0 1 −1 0 −1 −1 0 1 4 1 0 1 −2 −1 0
1 1 0 0 −1 −1 1 −1 −2 1 −1 0 −1 1 4 0 −2 0 0 0
1 0 −1 −2 0 1 0 0 −1 1 −1 0 −2 0 0 4 0 1 1 −1
0 −1 0 0 1 1 −1 0 2 −2 1 −1 1 1 −2 0 4 0 0 1
0 −1 0 0 −1 −1 −1 1 0 1 1 −1 −1 −2 0 1 0 4 2 −1
1 0 0 0 0 −1 0 1 −1 0 1 −1 −1 −1 0 1 0 2 4 −1
0 −1 1 1 −1 0 −1 −1 0 −1 0 −1 1 0 0 −1 1 −1 −1 4

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



7.1 N=2 95

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 −1 −1 0 1 −1 0 −1 −1 0 2 0 −1 1 1 0 0 −1 −1
−1 3 1 −1 0 0 1 −1 0 0 1 −1 0 0 0 −1 0 1 0 2
−1 1 3 1 0 0 0 0 1 1 2 −1 0 1 −1 0 −1 0 1 1
−1 −1 1 3 −1 0 −1 2 1 1 1 −1 1 1 −1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 3 0 0 −2 0 1 −1 0 −1 −1 1 −1 −1 0 0 −1
1 0 0 0 0 4 −1 1 0 −1 1 1 1 0 1 −1 0 1 1 1
−1 1 0 −1 0 −1 4 −1 0 0 0 −1 0 0 −2 0 1 −1 −2 2
0 −1 0 2 −2 1 −1 4 0 0 1 −1 2 1 −1 0 1 0 0 1
−1 0 1 1 0 0 0 0 4 1 0 1 −1 1 0 1 −2 0 2 −1
−1 0 1 1 1 −1 0 0 1 4 0 −2 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 1 2 1 −1 1 0 1 0 0 4 −1 2 2 −1 0 0 1 0 2
2 −1 −1 −1 0 1 −1 −1 1 −2 −1 4 −2 −1 1 2 −2 −1 1 −2
0 0 0 1 −1 1 0 2 −1 0 2 −2 4 2 0 −2 2 2 −1 2
−1 0 1 1 −1 0 0 1 1 0 2 −1 2 4 −1 0 0 1 1 1
1 0 −1 −1 1 1 −2 −1 0 0 −1 1 0 −1 4 −1 0 1 1 −2
1 −1 0 0 −1 −1 0 0 1 0 0 2 −2 0 −1 4 −1 −2 0 −2
0 0 −1 0 −1 0 1 1 −2 0 0 −2 2 0 0 −1 4 1 −2 1
0 1 0 0 0 1 −1 0 0 0 1 −1 2 1 1 −2 1 4 0 1
−1 0 1 1 0 1 −2 0 2 0 0 1 −1 1 1 0 −2 0 4 −1
−1 2 1 0 −1 1 2 1 −1 −1 2 −2 2 1 −2 −2 1 1 −1 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 1 −1 0 1 −1 −1 0 −1 0 −1 0 0 0 −1 0 0 0 1
−1 3 1 1 0 0 0 0 −1 −1 0 0 −1 2 0 1 1 0 −1 1
1 1 3 0 1 1 0 0 0 −2 1 −2 −1 1 1 0 0 1 1 0
−1 1 0 3 1 0 −1 0 0 0 1 0 −1 2 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 3 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 1 −1 −1 1 2 0
1 0 1 0 0 3 0 0 1 −1 0 −1 0 1 −1 1 1 0 0 0
−1 0 0 −1 −1 0 3 1 0 −1 0 −1 0 −1 0 1 0 0 0 −1
−1 0 0 0 0 0 1 3 1 0 0 −1 −1 0 −1 1 0 −1 0 −1
0 −1 0 0 0 1 0 1 4 0 2 −2 −1 0 0 1 1 0 1 −3
−1 −1 −2 0 0 −1 −1 0 0 4 −1 2 0 −1 −1 −1 −1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 2 −1 4 −2 −2 1 2 0 1 0 2 −2
−1 0 −2 0 0 −1 −1 −1 −2 2 −2 4 2 −1 −1 −1 −1 0 −1 2
0 −1 −1 −1 0 0 0 −1 −1 0 −2 2 4 −2 0 0 −1 1 0 0
0 2 1 2 0 1 −1 0 0 −1 1 −1 −2 4 0 1 2 −1 −1 1
0 0 1 1 1 −1 0 −1 0 −1 2 −1 0 0 4 0 −1 2 1 −1
−1 1 0 1 −1 1 1 1 1 −1 0 −1 0 1 0 4 2 1 −1 −2
0 1 0 1 −1 1 0 0 1 −1 1 −1 −1 2 −1 2 4 −1 0 −1
0 0 1 0 1 0 0 −1 0 0 0 0 1 −1 2 1 −1 4 1 −1
0 −1 1 0 2 0 0 0 1 0 2 −1 0 −1 1 −1 0 1 4 −2
1 1 0 0 0 0 −1 −1 −3 0 −2 2 0 1 −1 −2 −1 −1 −2 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 0 −1 1 1 −1 0 0 −1 −1 0 0 0 1 1 −1 0 0 −1
−1 3 0 1 0 −1 0 0 0 1 0 0 1 0 −1 −2 1 −1 0 1
0 0 3 1 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 −2 0 0 −1 0 −1
−1 1 1 3 −1 0 1 −1 0 1 1 −1 1 −1 −2 0 0 −1 0 1
1 0 0 −1 4 0 0 2 −1 0 −1 −2 0 0 0 1 0 0 −1 −2
1 −1 0 0 0 4 1 1 −2 −2 −2 0 0 −1 0 1 −2 1 −2 0
−1 0 0 1 0 1 4 0 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 0 −2 0 −2 −1
0 0 0 −1 2 1 0 4 −2 −1 −1 −1 0 −1 −1 0 −1 0 −1 −2
0 0 0 0 −1 −2 0 −2 4 0 1 0 0 1 1 −1 1 0 1 −1
−1 1 0 1 0 −2 0 −1 0 4 2 0 0 1 −1 1 2 −1 0 2
−1 0 1 1 −1 −2 −1 −1 1 2 4 0 1 −1 −1 1 2 −2 2 2
0 0 −1 −1 −2 0 −1 −1 0 0 0 4 −2 1 2 −1 0 1 1 2
0 1 1 1 0 0 −1 0 0 0 1 −2 4 −1 −2 0 1 −2 0 1
0 0 −1 −1 0 −1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 4 2 0 1 2 −1 0
1 −1 −2 −2 0 0 −1 −1 1 −1 −1 2 −2 2 4 0 0 2 1 0
1 −2 0 0 1 1 0 0 −1 1 1 −1 0 0 0 4 0 0 −1 1
−1 1 0 0 0 −2 −2 −1 1 2 2 0 1 1 0 0 4 0 1 2
0 −1 −1 −1 0 1 0 0 0 −1 −2 1 −2 2 2 0 0 4 −1 −1
0 0 0 0 −1 −2 −2 −1 1 0 2 1 0 −1 1 −1 1 −1 5 0
−1 1 −1 1 −2 0 −1 −2 −1 2 2 2 1 0 0 1 2 −1 0 6

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



96 Kapitel 7: Gefundene Gitter

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 1 0 0 0 1 1 −1 −1 0 −1 0 0 0 0 0 −1 1 2
0 3 0 1 0 0 −1 −1 −1 1 1 1 −1 0 −2 0 0 0 −1 −1
1 0 3 −1 0 1 1 0 −1 0 0 −1 2 1 −1 0 2 0 1 1
0 1 −1 3 −1 0 −1 −1 −1 0 0 1 −1 −1 0 0 0 −1 0 −1
0 0 0 −1 3 0 1 0 1 0 1 −1 0 0 0 1 −1 1 −2 1
0 0 1 0 0 3 1 0 0 −1 −1 0 1 0 0 0 1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 1 1 3 1 0 −1 −1 −2 1 −1 1 1 0 0 0 1
1 −1 0 −1 0 0 1 3 0 −2 −1 −2 0 0 1 0 0 −1 1 1
−1 −1 −1 −1 1 0 0 0 4 0 −1 0 0 −1 1 1 −2 1 −2 0
−1 1 0 0 0 −1 −1 −2 0 4 2 2 1 0 −1 1 0 2 −1 0
0 1 0 0 1 −1 −1 −1 −1 2 4 1 0 1 −2 1 1 2 −1 0
−1 1 −1 1 −1 0 −2 −2 0 2 1 4 0 1 −1 −1 0 1 0 −2
0 −1 2 −1 0 1 1 0 0 1 0 0 4 1 0 1 2 0 1 0
0 0 1 −1 0 0 −1 0 −1 0 1 1 1 4 −1 −2 1 0 1 −1
0 −2 −1 0 0 0 1 1 1 −1 −2 −1 0 −1 4 −1 −1 −1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 −1 1 −2 −1 4 0 1 −2 1
0 0 2 0 −1 1 0 0 −2 0 1 0 2 1 −1 0 4 0 2 −1
−1 0 0 −1 1 −1 0 −1 1 2 2 1 0 0 −1 1 0 4 −2 0
1 −1 1 0 −2 1 0 1 −2 −1 −1 0 1 1 1 −2 2 −2 4 0
2 −1 1 −1 1 −1 1 1 0 0 0 −2 0 −1 0 1 −1 0 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 −1 0 0 1 −1 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 0 1 2 1 0 0
0 3 −1 1 1 0 −1 −1 −1 0 −1 2 −1 −2 −1 −1 0 2 1 0
−1 −1 3 −1 0 0 1 0 2 0 0 0 1 1 0 1 −1 −1 −1 −1
0 1 −1 3 −1 0 −1 0 0 −1 −1 1 0 −1 1 −1 0 1 1 0
0 1 0 −1 3 0 0 −1 0 1 0 1 −2 −1 −2 1 1 0 0 −1
1 0 0 0 0 3 0 1 0 −1 0 0 −1 −1 0 1 0 1 0 0
−1 −1 1 −1 0 0 3 1 1 1 1 −1 1 2 0 1 0 −1 −1 0
0 −1 0 0 −1 1 1 3 0 −1 1 −2 1 1 1 1 0 −1 −1 1
0 −1 2 0 0 0 1 0 4 −1 −1 0 0 0 −1 2 1 0 0 −2
−1 0 0 −1 1 −1 1 −1 −1 4 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1
−1 −1 0 −1 0 0 1 1 −1 0 4 −1 0 1 0 −1 −1 −2 0 0
−1 2 0 1 1 0 −1 −2 0 1 −1 4 −1 −2 −1 −1 −1 2 2 −1
−1 −1 1 0 −2 −1 1 1 0 1 0 −1 4 2 2 −1 −1 −1 0 1
−1 −2 1 −1 −1 −1 2 1 0 1 1 −2 2 4 1 0 −1 −2 −2 0
0 −1 0 1 −2 0 0 1 −1 0 0 −1 2 1 4 −1 −1 −1 −1 2
1 −1 1 −1 1 1 1 1 2 0 −1 −1 −1 0 −1 4 2 0 −1 0
2 0 −1 0 1 0 0 0 1 0 −1 −1 −1 −1 −1 2 4 1 1 0
1 2 −1 1 0 1 −1 −1 0 0 −2 2 −1 −2 −1 0 1 4 2 0
0 1 −1 1 0 0 −1 −1 0 1 0 2 0 −2 −1 −1 1 2 4 0
0 0 −1 0 −1 0 0 1 −2 1 0 −1 1 0 2 0 0 0 0 4

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 −1 −2 2 1 −1 1 1 0
−1 3 0 0 −1 1 −2 0 0 0 1 −1 0 1 −1 −1 0 −1 0 0
0 0 3 −1 1 1 −1 0 0 1 0 −1 0 0 0 −1 1 −1 2 0
0 0 −1 3 0 −1 1 0 0 −1 0 −1 −1 0 0 1 1 1 −1 0
0 −1 1 0 4 −1 0 2 0 0 0 −2 0 0 0 0 1 0 1 0
1 1 1 −1 −1 4 −1 −1 −1 2 1 0 −1 −1 2 −2 −1 −1 1 −2
1 −2 −1 1 0 −1 4 −1 0 −1 −2 2 −1 −1 0 2 −1 2 0 0
0 0 0 0 2 −1 −1 4 −1 −1 0 −1 2 0 −1 0 0 −1 0 1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4 0 1 −1 0 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 −1 0 2 −1 −1 0 4 0 0 −2 0 2 −1 −1 1 1 −2
0 1 0 0 0 1 −2 0 1 0 4 −2 1 −1 1 −2 1 −1 0 0
1 −1 −1 −1 −2 0 2 −1 −1 0 −2 4 0 −1 0 1 −2 1 −1 0
−1 0 0 −1 0 −1 −1 2 0 −2 1 0 4 0 −2 −1 0 −2 0 2
−2 1 0 0 0 −1 −1 0 0 0 −1 −1 0 4 −2 0 0 −1 0 1
2 −1 0 0 0 2 0 −1 0 2 1 0 −2 −2 4 0 0 1 0 −2
1 −1 −1 1 0 −2 2 0 1 −1 −2 1 −1 0 0 4 0 2 0 1
−1 0 1 1 1 −1 −1 0 1 −1 1 −2 0 0 0 0 4 −1 −1 0
1 −1 −1 1 0 −1 2 −1 0 1 −1 1 −2 −1 1 2 −1 4 0 −1
1 0 2 −1 1 1 0 0 1 1 0 −1 0 0 0 0 −1 0 4 1
0 0 0 0 0 −2 0 1 1 −2 0 0 2 1 −2 1 0 −1 1 4

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



7.1 N=2 97

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 0 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 1 −1 0 −1 0 0 1
0 3 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 1 0 −1 0 0 0 −1 0 0
0 0 3 −1 0 0 1 −1 1 1 0 −1 0 −1 2 1 1 1 0 0
−1 0 −1 3 1 1 1 1 0 1 1 1 0 −1 −1 −1 0 −1 −2 0
0 0 0 1 3 0 1 1 0 1 0 1 0 −1 0 0 0 0 −2 −1
−1 0 0 1 0 3 1 0 1 1 2 1 1 −1 1 0 0 −1 −1 0
−1 0 1 1 1 1 3 0 1 1 1 1 1 −2 1 0 0 −1 −2 −1
−1 0 −1 1 1 0 0 3 0 1 1 1 −1 −1 0 −1 −1 0 0 −1
−1 0 1 0 0 1 1 0 3 0 1 0 −1 −1 1 −1 0 1 1 0
−1 −1 1 1 1 1 1 1 0 4 1 0 0 −1 2 1 1 1 −2 −2
−1 1 0 1 0 2 1 1 1 1 4 2 1 −2 1 −1 −1 −1 −1 0
−1 1 −1 1 1 1 1 1 0 0 2 4 2 −2 −1 −1 −2 −2 −2 −2
0 0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 1 2 4 0 0 1 0 −2 −2 0
1 −1 −1 −1 −1 −1 −2 −1 −1 −1 −2 −2 0 4 −1 1 1 1 2 2
−1 0 2 −1 0 1 1 0 1 2 1 −1 0 −1 4 2 2 1 0 −1
0 0 1 −1 0 0 0 −1 −1 1 −1 −1 1 1 2 4 2 0 0 −1
−1 0 1 0 0 0 0 −1 0 1 −1 −2 0 1 2 2 4 1 0 1
0 −1 1 −1 0 −1 −1 0 1 1 −1 −2 −2 1 1 0 1 4 2 0
0 0 0 −2 −2 −1 −2 0 1 −2 −1 −2 −2 2 0 0 0 2 5 2
1 0 0 0 −1 0 −1 −1 0 −2 0 −2 0 2 −1 −1 1 0 2 6

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 0 0 0 0 1 1 1 1 −2 0 2 0 −2 1 −1 1 −2 0
−1 3 −1 −1 0 0 0 −1 −1 0 0 0 0 −1 1 0 0 1 1 0
0 −1 3 1 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 −1 0 −1 0 0
0 −1 1 3 0 1 1 1 1 0 0 −2 −1 0 −1 0 −1 −1 −1 0
0 0 0 0 3 1 −1 0 −2 −1 −1 0 0 0 0 −2 1 −1 1 −1
0 0 −1 1 1 3 1 1 0 −1 0 −1 −1 0 0 0 0 −1 0 −1
1 0 0 1 −1 1 3 0 1 1 −1 −1 0 0 −1 1 −1 0 0 −1
1 −1 0 1 0 1 0 3 1 0 0 −1 0 1 −1 1 0 0 −1 0
1 −1 0 1 −2 0 1 1 4 1 1 0 0 −1 0 2 −1 1 −2 2
1 0 0 0 −1 −1 1 0 1 4 −1 −1 2 0 −2 2 0 2 −1 −1
−2 0 0 0 −1 0 −1 0 1 −1 4 0 −2 0 2 0 0 −1 1 1
0 0 −1 −2 0 −1 −1 −1 0 −1 0 4 0 0 2 −1 1 1 1 2
2 0 0 −1 0 −1 0 0 0 2 −2 0 4 −1 −2 1 −1 2 −2 0
0 −1 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 −1 4 −1 −1 0 −1 1 −2
−2 1 −1 −1 0 0 −1 −1 0 −2 2 2 −2 −1 4 −1 1 −1 2 2
1 0 −1 0 −2 0 1 1 2 2 0 −1 1 −1 −1 4 0 2 −2 0
−1 0 0 −1 1 0 −1 0 −1 0 0 1 −1 0 1 0 4 0 2 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 0 0 1 2 −1 1 2 −1 −1 2 0 4 −1 1
−2 1 0 −1 1 0 0 −1 −2 −1 1 1 −2 1 2 −2 2 −1 5 −1
0 0 0 0 −1 −1 −1 0 2 −1 1 2 0 −2 2 0 −1 1 −1 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 1 0 0 0 −1 −1 0 0 0 −1 0 −1 0 1 1 0 0 −2 0
1 3 1 0 1 −1 0 0 0 1 0 1 −1 1 2 0 1 1 −1 1
0 1 3 0 1 0 0 0 0 0 1 1 −1 0 2 1 −1 0 0 1
0 0 0 3 −1 0 −1 0 2 0 −1 −1 0 1 0 −1 1 0 −1 −1
0 1 1 −1 3 −1 1 0 −1 1 2 0 1 −1 1 0 −1 0 0 2
−1 −1 0 0 −1 3 0 1 0 −2 −1 0 0 0 −1 0 −1 −1 0 −1
−1 0 0 −1 1 0 3 0 −1 1 1 1 1 −1 0 0 −1 1 2 2
0 0 0 0 0 1 0 3 0 0 −1 0 −1 0 0 −1 0 −2 −2 −1
0 0 0 2 −1 0 −1 0 4 1 −1 −2 −1 1 −1 −2 2 −1 −1 −2
0 1 0 0 1 −2 1 0 1 4 1 0 0 0 1 −2 2 0 0 1
−1 0 1 −1 2 −1 1 −1 −1 1 4 0 2 −2 1 0 −1 0 2 2
0 1 1 −1 0 0 1 0 −2 0 0 4 −1 −1 2 2 0 2 1 2
−1 −1 −1 0 1 0 1 −1 −1 0 2 −1 4 −1 −1 −1 −1 0 2 2
0 1 0 1 −1 0 −1 0 1 0 −2 −1 −1 4 0 −1 1 0 −1 −1
1 2 2 0 1 −1 0 0 −1 1 1 2 −1 0 4 1 0 1 −1 2
1 0 1 −1 0 0 0 −1 −2 −2 0 2 −1 −1 1 4 −2 2 1 1
0 1 −1 1 −1 −1 −1 0 2 2 −1 0 −1 1 0 −2 4 0 −1 −1
0 1 0 0 0 −1 1 −2 −1 0 0 2 0 0 1 2 0 4 2 2
−2 −1 0 −1 0 0 2 −2 −1 0 2 1 2 −1 −1 1 −1 2 5 2
0 1 1 −1 2 −1 2 −1 −2 1 2 2 2 −1 2 1 −1 2 2 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 1 0 1 0 0 0 1 0 −1 −1 0 0 1 0 1 0 0 0 0
1 3 −1 0 1 0 0 0 0 −1 −2 0 0 1 −1 1 1 0 0 0
0 −1 3 0 1 0 1 2 0 0 1 1 1 0 −1 1 −1 1 0 1
1 0 0 3 0 0 −2 1 1 0 −1 2 0 −1 1 0 −1 0 0 0
0 1 1 0 3 0 0 1 −1 −1 −1 1 1 1 −2 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 −1 1 −1 −1 1 1 0 −1 0
0 0 1 −2 0 0 4 0 0 0 1 −2 0 2 −1 0 0 0 0 −1
1 0 2 1 1 0 0 4 0 −1 0 2 0 −1 −1 2 −1 2 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0 4 2 0 0 −2 −1 2 0 −2 1 −2 −2
−1 −1 0 0 −1 0 0 −1 2 4 1 0 −2 −1 2 −1 0 1 −2 −2
−1 −2 1 −1 −1 0 1 0 0 1 4 −1 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 −1 −2 2 0 0 −1 4 0 −1 0 1 −1 1 0 2
0 0 1 0 1 1 0 0 −2 −2 1 0 4 1 −2 1 1 −1 2 2
1 1 0 −1 1 −1 2 −1 −1 −1 0 −1 1 4 −1 0 0 −1 2 0
0 −1 −1 1 −2 −1 −1 −1 2 2 1 0 −2 −1 4 −2 −1 −1 −1 −2
1 1 1 0 1 1 0 2 0 −1 0 1 1 0 −2 4 0 2 −1 2
0 1 −1 −1 0 1 0 −1 −2 0 0 −1 1 0 −1 0 4 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 2 1 1 0 1 −1 −1 −1 2 −1 4 −2 0
0 0 0 0 1 −1 0 −1 −2 −2 0 0 2 2 −1 −1 0 −2 4 2
0 0 1 0 1 0 −1 1 −2 −2 0 2 2 0 −2 2 0 0 2 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 0 1 1 0 0 −1 0 −1 0 1 0 0 1 0 −1 0 −1 0
−1 3 1 0 −1 0 0 1 0 1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 3 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 −1 −1 0 1 0
1 0 0 3 0 −1 1 −1 −1 0 −1 1 0 0 0 1 0 0 −1 −1
1 −1 0 0 3 −1 −1 0 0 0 0 0 −1 0 1 −1 0 0 −1 1
0 0 0 −1 −1 3 1 −1 1 −1 1 1 1 −1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 −1 1 3 −1 1 −1 −1 1 1 0 −1 1 1 −1 1 0
−1 1 0 −1 0 −1 −1 3 0 1 0 −1 −1 1 0 0 0 −1 1 0
0 0 1 −1 0 1 1 0 3 −1 0 1 0 1 −1 −1 0 0 1 1
−1 1 0 0 0 −1 −1 1 −1 3 0 −1 −1 1 1 1 1 −1 0 0
0 0 0 −1 0 1 −1 0 0 0 3 0 1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 −1 1 −1 0 3 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 −1 0 0 −1 1 1 −1 0 −1 1 0 3 0 −1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 −1 0 1 1 1 0 0 0 3 0 0 −1 0 1 −1
1 0 0 0 1 0 −1 0 −1 1 0 0 −1 0 3 0 0 0 0 0
0 0 −1 1 −1 0 1 0 −1 1 0 0 0 0 0 4 2 −2 −1 −2
−1 0 −1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 −1 0 2 4 −2 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 −1 0 −1 1 0 1 0 0 −2 −2 4 0 0
−1 0 1 −1 −1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 −1 0 0 4 1
0 0 0 −1 1 1 0 0 1 0 0 −1 0 −1 0 −2 1 0 1 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 0 0 1 −1 −1 1 −1 −1 0 0 0 −2 1 1 −1 0 1 −1
0 3 1 0 0 1 0 1 0 0 1 −1 0 0 −1 0 −1 1 0 0
0 1 3 −1 0 1 1 0 −1 1 −1 1 1 0 0 0 0 1 0 2
0 0 −1 4 0 0 1 2 −1 0 0 −2 −1 0 0 0 0 0 0 −2
1 0 0 0 4 −2 1 1 −2 −2 0 0 −2 −1 −1 1 0 1 2 0
−1 1 1 0 −2 4 0 −1 1 2 1 0 2 1 0 −2 0 0 −2 2
−1 0 1 1 1 0 4 0 −1 1 0 −1 1 0 0 0 0 0 0 1
1 1 0 2 1 −1 0 4 −2 −1 0 −1 −1 −1 0 0 −1 0 2 −2
−1 0 −1 −1 −2 1 −1 −2 4 0 0 0 1 1 0 0 1 0 −2 −1
−1 0 1 0 −2 2 1 −1 0 4 0 0 2 1 0 0 −1 −1 −2 2
0 1 −1 0 0 1 0 0 0 0 4 −2 1 −1 0 −1 −2 −2 1 1
0 −1 1 −2 0 0 −1 −1 0 0 −2 4 0 1 1 −1 2 1 0 2
0 0 1 −1 −2 2 1 −1 1 2 1 0 4 −1 2 −1 −1 −2 −1 2
−2 0 0 0 −1 1 0 −1 1 1 −1 1 −1 4 −1 −1 2 2 −2 0
1 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 1 2 −1 4 −1 1 −1 0 1
1 0 0 0 1 −2 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 4 −1 0 0 −1
−1 −1 0 0 0 0 0 −1 1 −1 −2 2 −1 2 1 −1 4 2 −1 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 −1 −2 1 −2 2 −1 0 2 4 −1 −1
1 0 0 0 2 −2 0 2 −2 −2 1 0 −1 −2 0 0 −1 −1 4 0
−1 0 2 −2 0 2 1 −2 −1 2 1 2 2 0 1 −1 0 −1 0 6

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



7.1 N=2 99

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 −2 −1 1 0 −1 0 0 0
0 3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 −1 0 −1 0 −1 0 0
0 1 3 1 0 0 −1 −1 1 1 0 1 −1 0 1 0 −2 −2 1 1
0 0 1 3 1 0 −1 −1 1 1 0 0 −1 1 0 −1 −1 0 1 1
0 0 0 1 3 0 0 −1 0 1 0 −1 0 0 0 −1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 3 0 −1 1 0 1 1 0 −1 0 −2 0 0 −2 0
0 0 −1 −1 0 0 3 0 −1 −2 −1 −1 1 −1 1 1 1 1 0 0
1 0 −1 −1 −1 −1 0 4 1 0 −1 0 −1 −1 1 2 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1 −1 1 4 2 0 2 −1 0 1 −1 −1 −1 0 2
0 0 1 1 1 0 −2 0 2 4 0 2 −1 1 0 −1 −2 −2 1 2
1 0 0 0 0 1 −1 −1 0 0 4 −1 0 0 −2 −1 0 1 −1 −2
0 1 1 0 −1 1 −1 0 2 2 −1 4 −1 1 1 −1 −1 −2 −1 2
−2 1 −1 −1 0 0 1 −1 −1 −1 0 −1 4 0 −2 −1 2 1 −1 −1
−1 −1 0 1 0 −1 −1 −1 0 1 0 1 0 4 −1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 −2 1 −2 −1 4 1 −1 −1 1 2
0 −1 0 −1 −1 −2 1 2 −1 −1 −1 −1 −1 0 1 4 −1 0 2 0
−1 0 −2 −1 0 0 1 0 −1 −2 0 −1 2 0 −1 −1 4 2 −2 −2
0 −1 −2 0 0 0 1 0 −1 −2 1 −2 1 1 −1 0 2 4 −1 −2
0 0 1 1 1 −2 0 1 0 1 −1 −1 −1 0 1 2 −2 −1 4 1
0 0 1 1 0 0 0 0 2 2 −2 2 −1 0 2 0 −2 −2 1 4

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 1 0 −1 1 1 0 1 −2 −1 −1 −1 1 1 0 −1 0 0 0
0 3 −1 −1 0 −1 0 1 0 0 0 1 1 0 −1 −1 −1 0 0 0
1 −1 3 0 1 1 1 −1 0 −1 −1 −1 0 −1 1 1 −1 −1 0 0
0 −1 0 3 0 0 0 −1 −1 1 −1 0 −1 0 0 −1 1 0 1 2
−1 0 1 0 3 0 0 −1 −1 1 0 0 0 −1 0 1 1 −1 1 0
1 −1 1 0 0 3 1 0 0 −1 0 −1 −1 1 1 2 0 −1 0 −1
1 0 1 0 0 1 3 0 0 −1 0 −1 1 0 1 1 −1 −1 0 −1
0 1 −1 −1 −1 0 0 3 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 −2
1 0 0 −1 −1 0 0 1 3 −1 0 0 1 1 1 −1 0 1 −1 −1
−2 0 −1 1 1 −1 −1 0 −1 4 2 2 1 −1 −1 −1 2 1 2 1
−1 0 −1 −1 0 0 0 1 0 2 4 2 2 0 0 0 0 1 0−1
−1 1 −1 0 0 −1 −1 1 0 2 2 4 1 0 −1 −2 0 1 0 1
−1 1 0 −1 0 −1 1 1 1 1 2 1 4 −1 1 −1 −1 1 −1 −1
1 0 −1 0 −1 1 0 1 1 −1 0 0 −1 4 1 0 1 0 0 −2
1 −1 1 0 0 1 1 1 1 −1 0 −1 1 1 4 1 0 1 −1 −2
0 −1 1 −1 1 2 1 0 −1 −1 0 −2 −1 0 1 4 0 −1 0 −2
−1 −1 −1 1 1 0 −1 0 0 2 0 0 −1 1 0 0 4 1 2 0
0 0 −1 0 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 0 1 −1 1 4 −1 1
0 0 0 1 1 0 0 0 −1 2 0 0 −1 0 −1 0 2 −1 4 0
0 0 0 2 0 −1 −1 −2 −1 1 −1 1 −1 −2 −2 −2 0 1 0 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 0 1 0 0 0 1 0 −1 1 0 0 −1 −1 0 0 −1 1 0 1
0 3 1 0 0 0 −1 −1 −1 0 1 1 0 1 −1 1 0 1 2 2
1 1 3 0 0 1 −1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 −1 0 0 1
0 0 0 3 0 −1 0 0 0 −1 0 0 −1 0 −1 1 1 −1 1 0
0 0 0 0 3 0 0 1 0 −1 −1 1 0 1 0 0 −1 −1 0 −1
0 0 1 −1 0 3 0 −1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 −1 −1 0 0 0 3 0 0 1 1 −1 0 −1 0 −1 0 1 −1 −1
0 −1 0 0 1 −1 0 3 0 −1 −1 1 0 0 0 0 −1 −2 −1 −1
−1 −1 0 0 0 0 0 0 3 −1 −1 −1 0 −1 1 0 −1 −1 −2 −1
1 0 0 −1 −1 1 1 −1 −1 3 1 0 0 0 1 −1 0 1 0 0
0 1 0 0 −1 1 1 −1 −1 1 3 0 0 0 −1 1 1 2 1 1
0 1 1 0 1 0 −1 1 −1 0 0 3 0 1 −1 1 −1 −1 1 1
−1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 1 −1 0 0 0 −1
−1 1 0 0 1 1 −1 0 −1 0 0 1 0 4 −1 −1 1 −1 2 0
0 −1 0 −1 0 0 0 0 1 1 −1 −1 1 −1 4 −1 −1 −1 −2 −2
0 1 1 1 0 0 −1 0 0 −1 1 1 −1 −1 −1 4 0 1 1 2
−1 0 −1 1 −1 0 0 −1 −1 0 1 −1 0 1 −1 0 4 1 2 0
1 1 0 −1 −1 1 1 −2 −1 1 2 −1 0 −1 −1 1 1 4 1 2
0 2 0 1 0 0 −1 −1 −2 0 1 1 0 2 −2 1 2 1 4 2
1 2 1 0 −1 0 −1 −1 −1 0 1 1 −1 0 −2 2 0 2 2 4

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 0 0 0 0 0 −1 1 0 0 0 −1 0 1 −1 0 0 2 1
−1 3 0 −1 1 −1 0 2 −1 0 0 0 1 −1 0 −1 1 0 −1 0
0 0 3 −1 0 0 0 0 −1 0 −1 −1 0 0 −1 −1 0 1 0 0
0 −1 −1 3 −1 0 0 −2 0 1 1 0 0 0 1 1 −2 −1 −1 0
0 1 0 −1 3 1 0 0 1 −1 −1 1 −1 0 1 −1 1 0 1 1
0 −1 0 0 1 3 0 −1 2 −1 −1 2 −1 1 1 0 0 0 2 2
0 0 0 0 0 0 3 0 −1 −1 1 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1
−1 2 0 −2 0 −1 0 4 −1 0 0 0 2 −1 −1 −1 2 1 0 0
1 −1 −1 0 1 2 −1 −1 4 −1 −1 2 −1 1 1 −1 1 −1 2 2
0 0 0 1 −1 −1 −1 0 −1 4 −1 −2 1 1 −2 1 −1 −1 −2 −1
0 0 −1 1 −1 −1 1 0 −1 −1 4 0 0 −1 2 0 −2 1 0 −1
0 0 −1 0 1 2 0 0 2 −2 0 4 0 0 2 0 1 −1 2 2
−1 1 0 0 −1 −1 0 2 −1 1 0 0 4 0 −1 −1 1 0 −2 0
0 −1 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1 0 0 4 −1 1 0 −1 0 1
1 0 −1 1 1 1 0 −1 1 −2 2 2 −1 −1 4 −1 −1 1 2 2
−1 −1 −1 1 −1 0 0 −1 −1 1 0 0 −1 1 −1 4 −1 −1 −1 −2
0 1 0 −2 1 0 0 2 1 −1 −2 1 1 0 −1 −1 4 0 1 1
0 0 1 −1 0 0 0 1 −1 −1 1 −1 0 −1 1 −1 0 4 1 0
2 −1 0 −1 1 2 0 0 2 −2 0 2 −2 0 2 −1 1 1 5 3
1 0 0 0 1 2 −1 0 2 −1 −1 2 0 1 2 −2 1 0 3 5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3 −1 0 0 0 0 −1 1 0 1 1 2 0 −1 0 1 −1 0 1 1
−1 3 −1 0 −1 0 −1 0 −1 −1 0 −1 −2 1 1 −1 0 1 −1 0
0 −1 3 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 −1 0 1 1 −1 0 −1
0 0 0 3 0 −1 0 0 1 −1 0 1 0 −1 1 1 −1 1 −1 1
0 −1 0 0 3 0 1 0 1 −1 −1 1 0 0 −1 −1 0 0 1 −1
0 0 1 −1 0 3 1 0 0 0 −1 −1 0 0 −1 −1 0 −1 −1 −1
−1 −1 1 0 1 1 3 0 1 −1 −2 −1 1 0 −1 −1 0 −1 0 −1
1 0 1 0 0 0 0 3 0 1 0 1 0 −2 1 1 0 0 0 1
0 −1 0 1 1 0 1 0 3 0 −1 0 2 −1 0 0 1 −1 −1 1
1 −1 1 −1 −1 0 −1 1 0 4 2 1 2 −1 1 2 2 −1 1 1
1 0 0 0 −1 −1 −2 0 −1 2 4 2 0 0 0 2 0 1 1 0
2 −1 0 1 1 −1 −1 1 0 1 2 4 0 −1 0 1 −1 1 2 0
0 −2 1 0 0 0 1 0 2 2 0 0 4 −1 0 1 2 −2 0 1
−1 1 −1 −1 0 0 0 −2 −1 −1 0 −1 −1 4 −1 −2 0 −1 1 −2
0 1 0 1 −1 −1 −1 1 0 1 0 0 0 −1 4 1 1 1 0 2
1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 0 2 2 1 1 −2 1 4 0 1 0 2
−1 0 1 −1 0 0 0 0 1 2 0 −1 2 0 1 0 4 −2 0 0
0 1 −1 1 0 −1 −1 0 −1 −1 1 1 −2 −1 1 1 −2 4 0 1
1 −1 0 −1 1 −1 0 0 −1 1 1 2 0 1 0 0 0 0 4 −1
1 0 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 0 0 1 −2 2 2 0 1 −1 4

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

7.2 N=3

n = 10

Gram(L) =



3 1 −1 −1 1 1 −1 0 1 1
1 3 1 1 1 1 1 0 1 0
−1 1 3 1 −1 1 1 1 0 −1
−1 1 1 3 1 0 1 1 1 −1
1 1 −1 1 3 0 0 0 1 1
1 1 1 0 0 3 −1 1 1 −1
−1 1 1 1 0 −1 3 −1 −1 0
0 0 1 1 0 1 −1 3 1 0
1 1 0 1 1 1 −1 1 3 −1
1 0 −1 −1 1 −1 0 0 −1 3





7.3 N=5 101

n = 12

Gram(L) =



3 1 −1 1 1 1 1 −1 0 −1 1 −1
1 3 −1 1 0 1 0 −1 2 −1 1 1
−1 −1 3 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 −1
1 1 −1 3 0 1 1 −1 1 0 1 1
1 0 −1 0 3 0 0 0 1 0 0 −1
1 1 −1 1 0 3 1 0 1 −1 1 0
1 0 1 1 0 1 4 −2 −1 −2 2 −2
−1 −1 −1 −1 0 0 −2 4 −1 2 −2 0
0 2 −1 1 1 1 −1 −1 4 −1 0 1
−1 −1 −1 0 0 −1 −2 2 −1 4 −2 2
1 1 1 1 0 1 2 −2 0 −2 4 0
−1 1 −1 1 −1 0 −2 0 1 2 0 4


n = 20

Gram(L)=



3 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 1 0
-1 3 1 -1 -1 1 -1 1 1 0
-1 1 3 1 1 1 -1 1 0 -1
-1 -1 1 3 1 0 1 1 -1 -1
0 -1 1 1 3 1 0 -1 -1 0
-1 1 1 0 1 3 -1 0 -1 -1
-1 -1 -1 1 0 -1 3 0 -1 1
-1 1 1 1 -1 0 0 3 1 0
1 1 0 -1 -1 -1 -1 1 3 1
0 0 -1 -1 0 -1 1 0 1 3


⊥



3 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 1 0
-1 3 1 -1 -1 1 -1 1 1 0
-1 1 3 1 1 1 -1 1 0 -1
-1 -1 1 3 1 0 1 1 -1 -1
0 -1 1 1 3 1 0 -1 -1 0
-1 1 1 0 1 3 -1 0 -1 -1
-1 -1 -1 1 0 -1 3 0 -1 1
-1 1 1 1 -1 0 0 3 1 0
1 1 0 -1 -1 -1 -1 1 3 1
0 0 -1 -1 0 -1 1 0 1 3



7.3 N=5

n = 6

Gram(L) =


3 −1 1 −1 1 0
−1 3 −1 0 1 1
1 −1 3 1 0 1
−1 0 1 3 −1 1
1 1 0 −1 3 1
0 1 1 1 1 3



n = 8Gram(L) =



3 1 0 1 1 1 0 0
1 3 1 0 −1 −1 1 1
0 1 3 −1 1 −1 −1 0
1 0 −1 3 0 1 −1 0
1 −1 1 0 4 0 −2 0
1 −1 −1 1 0 4 1 1
0 1 −1 −1 −2 1 4 2
0 1 0 0 0 1 2 4


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n = 10

Gram(L) =



3 −1 1 0 1 0 −1 0 0 0
−1 3 0 1 0 0 0 0 1 −1
1 0 3 0 0 1 0 −1 1 0
0 1 0 3 0 −1 −1 −1 0 0
1 0 0 0 3 −1 0 1 1 0
0 0 1 −1 −1 3 0 0 0 −1
−1 0 0 −1 0 0 3 0 1 1
0 0 −1 −1 1 0 0 3 0 −1
0 1 1 0 1 0 1 0 3 0
0 −1 0 0 0 −1 1 −1 0 3



n = 12

Gram(L) =



3 −1 1 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 3 0 0 −1 0 1 0 −1 0 0 0
1 0 3 0 −1 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 3 0 1 0 1 0 1 0 −1
−1 −1 −1 0 3 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 3 0 0 0 1 1 1
−1 1 1 0 0 0 3 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 3 0 −1 1 −1
0 −1 1 0 1 0 1 0 3 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 −1 0 3 −1 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 −1 3 1
0 0 0 −1 0 1 0 −1 0 0 1 3



7.4 N=6

n = 8Gram(L) =



3 1 0 0 0 1 0 −1
1 3 0 0 −1 0 −1 0
0 0 3 1 0 −1 0 −1
0 0 1 3 1 0 −1 0
0 −1 0 1 3 1 0 0
1 0 −1 0 1 3 0 0
0 −1 0 −1 0 0 3 −1
−1 0 −1 0 0 0 −1 3





7.5 N=7 103

n = 12

Gram(L) =



3 0 0 1 1 −1 −1 1 −1 0 2 0
0 3 1 1 −2 −2 1 1 1 1 0 2
0 1 3 0 −2 −1 0 1 1 1 0 2
1 1 0 3 −1 −2 1 1 1 −1 0 0
1 −2 −2 −1 4 2 −1 0 −2 −1 2 −2
−1 −2 −1 −2 2 4 0 −1 −1 0 0 −2
−1 1 0 1 −1 0 5 −1 1 1 −2 0
1 1 1 1 0 −1 −1 5 −1 0 0 2
−1 1 1 1 −2 −1 1 −1 5 0 0 2
0 1 1 −1 −1 0 1 0 0 5 0 0
2 0 0 0 2 0 −2 0 0 0 6 0
0 2 2 0 −2 −2 0 2 2 0 0 6


n = 16

Gram(L) =



3 1 0 0 0 1 0 -1
1 3 0 0 -1 0 -1 0
0 0 3 1 0 -1 0 -1
0 0 1 3 1 0 -1 0
0 -1 0 1 3 1 0 0
1 0 -1 0 1 3 0 0
0 -1 0 -1 0 0 3 -1
-1 0 -1 0 0 0 -1 3


⊥



3 1 0 0 0 1 0 -1
1 3 0 0 -1 0 -1 0
0 0 3 1 0 -1 0 -1
0 0 1 3 1 0 -1 0
0 -1 0 1 3 1 0 0
1 0 -1 0 1 3 0 0
0 -1 0 -1 0 0 3 -1
-1 0 -1 0 0 0 -1 3



7.5 N=7

n = 4

Gram(L) =


3 0 −1 2
0 3 1 −1
−1 1 3 −1
2 −1 −1 4


n = 6

Gram(L) =


3 1 −1 1 0 1
1 3 1 1 0 0
−1 1 3 0 1 −1
1 1 0 4 0 2
0 0 1 0 4 −2
1 0 −1 2 −2 4


n = 8

Gram(L) =



3 1 0 0 −1 0 1 0
1 3 0 0 0 0 2 0
0 0 3 0 0 2 0 1
0 0 0 3 0 −1 0 2
−1 0 0 0 3 0 −1 0
0 0 2 −1 0 4 0 0
1 2 0 0 −1 0 4 0
0 0 1 2 0 0 0 4


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7.6 N=11

n = 4

Gram(L) =


3 0 0 1
0 3 1 0
0 1 4 0
1 0 0 4



7.7 N=14

n = 4

Gram(L) =


3 0 1 0
0 3 0 −1
1 0 5 0
0 −1 0 5


n = 8

Gram(L) =



6 3 −3 −3 −2 0 −2 −2
3 6 0 −3 −2 0 0 1
−3 0 6 3 0 2 2 2
−3 −3 3 6 2 2 0 2
−2 −2 0 2 6 0 0 3
0 0 2 2 0 6 0 3
−2 0 2 0 0 0 6 3
−2 1 2 2 3 3 3 7



7.8 N=15

n = 4

Gram(L) =


3 1 0 −1
1 3 −1 0
0 −1 6 −2
−1 0 −2 6



7.9 N=23

n = 2
Gram(L) =

(
3 −1
−1 8

)
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