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1 Einleitung

Ein Gitter ist eine diskrete Teilmenge dR8, wobei die Punkte gleichmaRig angeordnet sind.
Genauer gesagt erhalt man ein Gitter durch alle ganzzahligen Linearkombinationen einer Basis
desR". Ein Gitter wird immer beziiglich einer symmetrischen Bilinearform definiert, welche
die Abstande und Langen der Gittervektoren bestimmt.

Will man um jeden Gitterpunkt jeweils eine Kugel derart legen, dass sich die Kugeln
hdchstens berthren, nicht aber schneiden, so kann man sich leicht vorstellen, dass je nach
Anordnung der Gitterpunkte die Dichte der Kugelpackung variieren kann.

Von grofRem Interesse sind sehr dichte Gitter. Dabei bestimmt sich die Dichte aus dem
Minimum und der Determinante des Gitters. Das Minimum eines Gitters ist die minimale
Quadratlange eines Gittervektors ungleich 0, beziehungsweise das Quadrat des minimalen
Abstands verschiedener Gittervektoren. Je hoher die Dichte eines Gitters, desto dichter die
Kugelpackung. Dichte Gitter sind in der Informationtbertragung von grof3em Interesse, denn
sie liefern gute fehlerkorrigierende Codes.

Ein wichtiges Konzept, um Gitter besser untersuchen zu kénnen, sind Modulformen. Zu
jedem Gitter gibt es eine Reihe, die sogenannte Theta-Reihe, giéretwicklung die Anzahl

von Vektoren einer bestimmten Quadratlange beschreibt. Diese Theta-Reihen sind Modul-
formen. Ist ein Gitter beispielsweise gerade und unimodular, so ist seine Theta-Reihe eine
Modulform zur vollen Modulgruppe Si(Z) von Gewicht3, wennn die Dimension des Gitters
bezeichnet. Modulformen sind holomorphe Funktionen auf der oberen Halbebene, die unter
einer Gruppe von Mobiustransformationen invariant bleiben. Das Besondere an Modulformen
ist, dass diese einen durch das Gewicht graduierten Ring bilden, dérAdtgebra endlich er-

zeugt ist. Die Modulformen von gegebenem Gewicht bilden somit einen endlich-dimensionalen
C-Vektorraum.

In dieser Arbeit werden starN-modulare Gitter, die rational aquivalent zu den Gittern
C¥, sind, betrachtet. Das sind solche, die isometrisch zu allen reskalierten partiellen dualen
Gittern sind (siehe Definitigh 2.3.8).

Der Begriff modular beziehungsweise stdfkmodular wurde erstmals von Quebbemann in
[Que95] und|[Que97] eingefuhrt. Fik € AL = {1,2,3,5,6,7,11,14,15 23} hat Quebbemann

mit Hilfe von Modulformen gezeigt, dass das Minimum eines geraden, $tartodularen

Gitters kleiner gleich }ZL%J (siehe [Que97]). Dabei bezeichrmi(N) die Anzahl der

Teiler vonN undo1(N) die Summe der Teiler voN.
Das allgemeine Prinzip, um solch eine Schranke zu finden, benutzt zwei wesentliche Dinge. Ei-
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nerseits kennt man eine Basbis ..., by des Raums der Modulforme#y (I ger(N)) vom Gewicht

3 zur geeigneten Modulgruppgye:(N), in welchem die Theta-Reihen derdimensionalen
starkN-modularen Gitter liegen. Andererseits liefert die Bedingung Minimumlvgteich 2n
genaumlineare Gleichungen, derfp hat die Form 300 +0q* + ... + 0™ 2+ aomg®™ + ... .
Da diese Bedingungen unabhéangig sindfistir m=t eindeutig bestimmt. Das Minimum des
Gitters ist also kleiner gleich 2 mal der Dimension \Mg(rger). Gitter, die dieses Minimum
erreichen, heil3en extremal.

Will man nun aber ungerade modulare Gitter betrachten verliert man eine Invarianzei-
genschaft. Die GruppBungeN), zu der die Theta-Reihen ungerader stdrknodularer Gitter
Modulformen sind, wird kleiner und damit die Dimension voify (MungedN)) grofer, das

heil3t die Schranke an das Minimum wird schlechter.

Fur ungerade Gitter fihrten Rains und Sloane daher den Begriff des Schattens ein. Der
Schatten eines ungeraden Gitters ist eine Restklasse nach dem dualen Gitter, genauer gesagt
ShL) := L%,\ L¥, wobei Ley das gerade Teilgitter bezeichnet, in dem alle Vektoren mit
geradem Skalarprodukt enthalten sind. Die Theta-Reihe des Schattens eines ungeraden, stark
N-modularen Gitters kann aus der Theta-Reihe des Gitters berechnet werden. Es gibt einen
Ringhomomorphismus SBo das$sy ) = Sh(B.). Die Bedingung, dass die Theta-Reihe des
Schattens nur positive Koeffizienten hat liefern genug Bedingungen, um die gleiche Schranke
an das Minimum zu bekommen wie fur gerade Gitter (siehe [RS98] beziehungsweise Kapitel

4, Satz 4.2]1).

Rains und Sloane konnten also den Begriff der Extremalitat auf ungeradeNstaddulare
Gittern erweitern.

Die Basis dieser Arbeit war der Artikel 'Strongly modular lattices with long shadow’
von G. Nebe, siehe [NebD4]. In dem Artikel wurden stHmodulare Gitter von Minimum

2 und zweitlangstem Schatten betrachtet. Nebe konnte eine genaue Schranke angeben, in
welchen Dimensionen Gitter mit den genannten Eigenschaften existieren kénnen.

In dieser Arbeit wurde versucht eine solche Schranke fur tamlodulare Gitter mit Minimum

3 und drittlangstem Schatten zu finden (diese Gitter sind s-extremal). Dies ist jedoch nicht
gelungen, weil sich die Theta-Reihen der Gitter von ungeradem Minimum anders verhalten, als
die Theta-Reihen der Gitter von geradem Minimum (vergleiche [NSa]).

Dies kann man beobachten, wenn man die Theta-Reihen von s-extremalen Gittern berechnet.
S-extremale Gitter sind Gitter, fur die die Summe vom Schattenminimum und zwei mal dem
Gitterminimum maximal wird. Der Begriff s-extremal wurde von P. Gaborit[in _[Gab] fur
unimodulare Gitter eingefuhrt und in [NSa] verallgemeinert. Die Theta-Reihen solcher Gitter
sind eindeutig bestimmt. Berechnet man nun diese Theta-Reihen, so erhalt man fur Gitter mit
geradem Minimum, negative Koeffizienten in dgEntwicklung, wenn die Dimension grof3

wird. Bei Gittern mit ungeradem Minimum erhélt man seltener einen solchen Widerspruch
zu der Existenz der Gitter, jedenfalls beim Betrachten der ersten 100 Koeffizienten in der
g-Entwicklung.



Weiter wurde in dieser Arbeit versucht in moglichst vielen Dimensionen die dtark
modularen Gitter mit Minimum 3 und drittlangstem Schatten zu klassifizieren. Dazu wurde die
Knesersche Nachbarschaftsmethode (siehe [Kne57]) genutzt. DieNstaaddularen Gitter,

die rational aquivalent zulsind, liegen im Geschlecht vorkCDas heilt die Komplettierung

der Gitter ist fur alle Primzahlen und fir unendlich gleich der Komplettierung \K(,)n C

Mit der Kneserschen Nachbarschaftsmethode kann man das ganze Spinorgeschlecht eines
Gitters berechnen und da fUK,Cdas Spinorgeschlecht gleich dem Geschlecht ist, geniigt es die
Knesersche Nachabrschaftsmethode auf die Gitfer@zuwenden. Hat man das Geschlecht
bestimmt, so muss man nur noch Uberprifen, ob Gitter mit den gewilnschten Eigenschaften
darin liegen.

In hohen Dimensionen wird die Laufzeit zu grof3, um das Verfahren so anzuwenden. Man kann
jedoch einen geraden Nachbarn voh Berechnen, dessen Geschlecht bestimmen und die
ungeraden Gitter mit den Kanten im Nachbarschatsgraphen der geraden Gitter identifizieren
(siehe Borchards [CS99, Chapterl17]). Aber auch diese Methode versagt in hohen Dimensionen.
In Fallen, in denen Geschlechter schon bestimmt sind und man die Gitter kennt, zu denen
das gesuchte Gitter benachbart sein muss, kann man aus dem Nachbar das gesuchte Gitter
konstruieren (siehe Kapitel Neue Ergebnisse).



Kapitel 1: Einleitung




2 Gitter und Modulformen

2.1 Symmetrische Bilinearformen

SeienA ein kommutativer Ring mit 1 uné ein A-Modul.

Definition 2.1.1

(a) Eine Abbildungb: E x E — A heil3tsymmetrische Bilinearform, falls fur allex,y € E und
ac Aqilt, dass
(i) b(ax+y, z) =ab(x,z)+ b(y,z)
(ii) b(x,y) =h(y,x).
Dann heiR{E,b) bilinearerA-Modul.
(b) Die bilinearen Moduln (E,b), (E’,b’) heien isometrisch, wenn ein A-Modul-

Isomorphismus : E — E’ existiert mitt/(¢(x), ¢(y)) = b(x,y) fiir alle x,y € E. Im Zei-
chen:(E,b) = (E’,b/). Dann hei3th einelsometrie.

Definition 2.1.2 Sei(E,b) ein bilinearerA-Modul.

(a) Seienx,y € E. Es heil3ix orthogonal zuy (bzgl. b), wenrb(x,y) = 0.
Ist F C E, so heiBtF! := {xc E | b(x,y) = 0Vy € F} derorthogonale Untermodul der
TeilmengeF.
(Offensichtlich istF+ ein A-Untermodul vorE.)

(b) E hei3torthogonale Summeder TeilmodulerE;y,--- ,Ey, E=E; L Ex 1 --- L Ep, falls
E =@ ,E undE L E;jfurallei # j, d.h. b(x;,xj) =0 Vx € Ej, xj € Ej.

(c) E*:=Homa(E,A)={¢ :E — A| ¢ ist A—Modulhomomorphismusheif3t der z\E duale
Modul.
(E* ist einA-Modul durch(a-¢)(x) :=a-¢(x) Vxec E,ac A ¢ € E¥)

(d) Furx € EundF < E seibg(x) : F — Adefiniert durchbg (X)(y) := b(x,y) fur alley € F.
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Lemma 2.1.3 Sei F< E. Dannist E= F 1 F+ genau dann wennddE) = b (F) und
FNFL={0}.

Beweis:

= Kilar!

< Seibr(E) =bg(F). Zeige: firallex € E existiert einy € F undy € F- mitx=y+Y.
Seix € E. Dann gibt ey € F mit bg (X) = be (y). Daraus folgt, dass fir allee F gilt:
br (X)(z) = b(x,2) =b(y,z2) =br(y)(z) & b(x—y,z)=0VzeF
= y:=x—yecFt undx=y+y e F+F*

Definition 2.1.4

(@) (E,b) heil3t nicht ausgeartet, wennbg : E — E* injektiv ist.

(b) (E,b) hei3t regular , wennbg bijektiv undE ein endlich erzeugter freiéx-Modul ist.

Satz 2.1.5Sei F< E so dasgF,b|r ) regular ist. Dannist E=F L F+.
Beweis: Da F reguldr ist folgt, dasbg | : F — F* bijektiv ist. Daraus folgtbg (E) = bg (F)
undKern(bg ) = F-NF = {0}. Mit folgt die Behauptung. 0

Definition 2.1.6 SeiE = P ; Aq ein freierA-Modul mit Basise = (ey,- - ,en). Seib: E x
E — Aeine symmetrische Bilinearform. Die Matrix

G(e) = (D(@n 1))y oy € A

heil3t Gram-Matrix vonb bzgl.e.

Satz 2.1.7 Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Korper A. SeMdoE — A
eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine Zerlegung

E=E; Ll --LE LF

wobei E regulér,dim(E;) = 1 oderdim(E;) =2 furalle i=1,--- ,rund F=E-*.
E ist genau dann regular, wenn+ {0}.

Beweis: Beweis durch Induktion nach dif&):
dim(E) =0: Klar!
dimE)=n>0:
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1 .Fall Istb(E,E) =0, so setz& :=E.
2 .Fall Istb(E,E) # {0}, so unterscheide:

Fall 2. 1 : Es existiert eire € E mit b(e,e) # 0.
SetzeE; := (e) < E. Daraus folgt, dasB; ist regulér. Mi{2.1.5 erhalten wir,
dass
E=(e) L (e)", wobeidim(e)") =dim(E)—1
Die Behauptung folgt mit Induktion!
Fall 2. 2 : Fir alleec E istb(e,e) = 0.
Dann gibtes, f € E mit b(e, f) # 0.
Setzek; := (e f) <E,e:= (e f)unda:=Db(e f).
Da detG(e)) = —a? # 0 ist E; regular und alsoE = E; 1 E{ mit

dim(E{") = dim(E) — 2, nachj 2.1]5.

Die Behauptung folgt mit Induktion! 0

Bemerkung 2.1.8 Der Fall 2.2 aus dem Beweis von Shtz 2.1.7 tritt fir ¢Age 2 nicht auf,
denn esistb(e+ f,e+ f) =b(e e)+2b(e, f)+b(f, f), und somit kdnnen fur chéh) # 2 und
b(e, f) # 0 nicht alleb(e+ f,e+ ), b(e,e), b(f, f) gleich Null sein.

Folgerung 2.1.9 Jeder endlichdimensionale Vektorraum tber einem Kérper der Charakteristik
ungleich 2 hat eine Orthogonalbasis.

2.2 Gitter

SeiV ein Vektorraum der Dimension n UbBrmit einer positiv definiten Bilinearform, ).

Definition 2.2.1

(i) Eine Teilmengd. C V heil3tGitter von Rang min V,
falls es linear unabhéngige Vektoren...,en €V so gibt, dass

m
L=7e +..+76emn= {inei|xi € Z}.
i1

Gilt n=m, so hei3L volles Gitter. Das Tupek:= (ey, ..., en) heiltGitterbasis.

(i) Es heil3t dglL) := det(G(e)) die Determinante vonL.
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In dieser Arbeit werden ausschlief3lich volle Gitter betrachtet. Es bezelcleie Gitter von
Rangn mit Basise := (e, ...,en). Weiter bezeichn&" die Transponierte Matrix einer Matrix
S

Bemerkung 2.2.2 Die Determinante eines Gitters ist unabhangig von der Basiswahl, daher ist
die vorhergehende Definition wohldefiniert.

Beweis: Seiene und€ zwei Basen des Gittelts und seiSdie Basiswechselmatrix, diin €
uberfiihrt. Es ha$ ganzzahlige Koeffizienten, urgt? existiert. Da detS) und detS 1) ganze
Zahlen sind und zusétzlich d&) - detS™1) = 1 ist, folgt detS) = +1. Weiter gilt G€) =
3" G(e)Sund damit folgt detG(e)) = det(G(¢) ). 0

Beispiel 2.2.3SeiV =R". Sei(ey, ..., &) die Standardbasis, und sei das Standardskalarprodukt
die zuV gehdrige Bilinearform. Dann hei" := Ze, + ... + Ze, dasStandardgitter.

Analog zu [Ebe94, Chapter 1] fuhren wir die folgenden Begriffe ein:
Definition 2.2.4 Das Parallelepiped
F(e):={Ae1+...+Anen |0<A; <1}

heil3t dieGrundmaschevon L bzgl. e. Inr Volumen ist erklart durch
vol(F(e)) = v/det(G(e))

Die folgende Zeichnung zeigt einen Ausschnitt des Standardgifersit eingezeichnetem
Fundamentalbereich(E):

[ ] [ ] [ ] ol (g) [ ] [ ([ ] ([ ]
[ ] [ ] [ ] e [ ] [ ([ ] ([ ]
0

Das Volumen des Gittellsist wie folgt definiert.

vol(L) :=vol(R"/L) = (vol(F(e)))

Beispiel 2.2.5SeiL das 2-dimensionale Standardgitter. Es ist

vol(L) = /de(G(e)) = ((1,0), (1,0))- ((0,1), (0,1)) = L

Der QuotientR?/L ist ein 2-dimensionaler Torus.
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Bemerkung 2.2.6 Seil’ C L ein Teilgitter vonL. Es gilt
detL’) = det(L)-[L: L']°.
Diese Gleichheit nennt mabeterminanten-Index-Formel.
Beweis: Nach dem Elementarteilersatz fur endlich erzeugte ffeieModuln gibt es ein Basis

(b, ...,bn) vonL, so dasgaibs, ..., a,bn) eine Basis voi' ist. Es bezeich&die Wechselmatrix
vonL nachL’. Es folgt, dass dét’) = det(S-L) = det(L) - det(S)?. 0

Definition 2.2.7

(i) L heiBtganz wenn(x,y) € Z fur allex, y € L.
(i) L heiBtgerade wenn(x,x) € 2Z fur allex € L.
Ein gerades Gitter ist ganz, da

(X+Y, X+Y) = (XX +2(XY) + (,Y) & (XY) = 3 (X+Y, X+Y) =3 (%X) =3 (,Y).
——— T TR
c27 27 c27

[y

Es heildey:= {x € L | (X,X) € 2Z} gerades TeilgittervonL.
Levist der Kern der linearen Abbildung— F», X~ (X,X) 4+ 2Z. IstL gerade, so ist = Ley;
istL ungerade, so idtey C L, und aus dem Homomorphiesatz folgt, deséley| = 2.

Bemerkung 2.2.8 Ein Gitter ist ein freier bilineareZ-Modul.

Definition 2.2.9 Fr ein GitterL sei
L*:={veV | (vy) €Z VYyel}.

Das GitterL” heit das zW duale Gitter.

Die obige Definition ist wegen des folgenden Satzes wohldefiniert.

Satz 2.2.10Es besitzt t die Basis €= (e, --- ,€}), wobei & := Y"1, ajj j mitA:= ((aj)) =
G(e) *. Es gilt auRerdem, dags;, €}) = &jj.

Beweis: Offensichtlich gilt, dass< € >C L#. AuRerdem hat der vod® aufgespannte Raum
Rangn. Es gilt, dassAInQ(g) Ihn= I_n. Daraus folgt, das$2?:1 ajej, &) = g fur allei, j.
Da aulRerden), ) regulér ist, folgt die Behauptung. O
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Folgerung 2.2.11Nach Satz 2.2.10 gilt, das3(e¢*) = G(e)~*. Daraus folgt, dassletL*) =
detL)~L.

Bemerkung 2.2.12
(i) AusL’ C L folgt, dass.# C (L')*.
(i) EsistL genau dann ganz, wenn diltC L*.
(i) Nach der Determinanten-Index-Formel gilt fir ein ganzes Gitter:

det(L)

detl) = | Ger#)

= [L#:L].

Definition 2.2.13 Die Automorphismengruppe eines Gitterist die Menge aller Abbildungen,
die das Gitter isometrisch in sich Gberfihren.

Analog zu [Ebe94] zeigen wir in einem kleinen Beispiel einen Zusammenhang zwischen bi-
naren Codes und Gittern. Dieser erlaubt uns eine schone Einfiihrung des Wurzelgitters E

Beispiel 2.2.14Von Codes zu Gittern

Ein Code der Langeist eine Teilmenge dé&_} fur eine Primzahlpoteng. Istq= 2, so heil3t der
Code binér. Ein linearer Code ist ein Untervektorraum]EﬁaS—lat man einen bindren Code, so
kann man aus diesem wie folgt ein Gitter konstruierenZSalas Standardgitter, so betrachten
wir die Reduktion modulo 2

p:Z"— (Z)2Z)" =F3.

IstC ein linearer Code der Dimensidim F?, so istF}/C = Fg"‘. C ist eine Untergruppe von
Index 2~ von Y. Also ist das Urbildp~(C) eine Untergruppe von IndeX'2¢ von Z". Es ist
p~1(C), wie man leicht sieht, ein Gitter. Somit ist aulch := \%p—l(C) ein Gitter.

Betrachten wir einen der bekannten Hamming-Code. Dieser ist definiert durch eine Abbildung

F4 — F1, (X1,X2, X3, Xa) — (X1, X2, X3, X4, —X1 — X3 — Xg, —X1 — X2 — Xa, —X2 — X3 — X4).

Ergéanzt man den Code vo@ := X1 + - - - + X7, so erhalt man den erweiterten Hamming-Code
H. Der erweiterte Hamming-Code hat die Badis, f2, f3, f4, fs, fg, f7) :=((0,1,1,0,1,0,0, 1),
(0,0,1,1,0,1,0,1), (0,0,0,1,1,0,1,1), (1,0,0,0,1,1,0,1), (0,1,0,0,0,1,1,1),
(1,0,1,0,0,0,1,1), (1,1,0,1,0,0,0,1)). Klar ist, dass die Vektoremy/2fy,...,/2f; in

den zugehdrigen Gittek enthalten sind. Es isty ein gerades Gitter inR® mit der
Basis (v2f1,v2(f2 — f1),v2(fs — f2),V2(fs — f3),v2(fs — f4),v2(fs — f5),V2(f7 —
fs),v2(—1,-1,0,0,1,0,—1,0)). (Denn: Leicht rechnet man nach, dass die Vektoren linear
unabhangig sind. Das Bild der Vektoren ist offensichtliciHrenthalten.) Man definiert das
Gitter g alsL.
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2.3 Modulare Gitter

Sei p eine PrimzahlQp, der Korper der p-adischen Zahlen uigd der Ring der ganzep-
adischen Zahlen urid, NQ =: Z ) = {§| p1b}. Weiter sei im Folgenderh ein Gitter dessen
Bilinearform nur Werte i) annimmt. Wir fihren analog zu [RS98] modulare Gitter ein.

Definition 2.3.1 Fr ein GitterL heif3t
Lp:=Zp®zL, mit pe P

die p-Komplettierung vonL.

Definition 2.3.2 Seill C IP. Das Gitter
L :={vel®Q| (L) CZp VpenNund(v,L*) CZy Vp¢n}

heil3t dasl-Dual vonlL.
Bemerkung 2.3.3 Offensichtlich istL*1 wieder ein Gitter.

Lemma 2.3.4 Seien M, LZ-Gitter in V. Es gilt:

L=M & ZpoL=ZpeM firalle peP

Beweis:

4

Die Behauptung ist klar, d& C Z ) fur alle p € P.
Sei‘B eineZ — Basisvon L und C eineZ — Basisvon M. Weiter sei
MZ die Basiswechselmatrix vdnnachM.

fr

Es folgt, dasM? € GLn(Zp)) furalle p € P. Daraus erhalten wir, dass

ME € () GLn(Z(p)) = GLa(Z), da()Z =Z.
pelP pcP

Insgesamt folgt, dasM? in GLn(Z) enthalten ist.

Bemerkung 2.3.5 SeilL ein ganzes Gitter. Dann gilt, dass

L =¥ nz E Ipe n} L.
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Beweis: Seip € P, so ist

L, {veLoQ|(MLp) CZp = (Lp)*=(Fp falspen
(P veL®@|@L@)gZ@}:«gmﬁﬁ:Lm) falls p¢ M
und " )
1 L N(LeQ)=L falls pen
L N (z {— € n} D=4 P (p)
(p) ( p | P )(p) { L?p) N L(p) = L(p) falls p ¢ M.
Nach Lemma 2.3]4 folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 2.3.6 Es istL* = L undL" = L*.

Definition 2.3.7 SeienL, L’ zwei Gitter.

1. Ein Isomorphismug von L nachL’ heiRtAhnlichkeit, falls eins € R existiert, so dass
(9(x),9(y)) =s(xy) furallexyelL.

2. Seil ein ganzes Gitter und C P. Eine Ahnlichkeit vonL*n nachL heiRtModularitét .

3. Eine Modularitato heildtvon der Stufe s (oder auchs-Modularitat), falls Il aus der
Menge aller Primteiler vois besteht undy die Norm mits multipliziert, das heif3t also
M:={pecP| p|s} und es existiert eine Ahnlichkeit vdrf nachL, so dasga(x),a(y)) =
s(x,y) fur allex,y € L.

Definition 2.3.8 Ein ganzes GitteL hei3tvon der Stufel’, falls|’ die kleinste nattrliche Zahl
ist, so dass/I’'L¥ ganz ist.

Ist L ein gerades Gitter, so heiRt die kleinste Zalsio dass/IL# wieder gerade ist, digerade
StufevonlL.

SeilN C P. Vertauscht man die Rollen void” und L#1, so ist diel-Stufel/; und I analog
definiert.

SeiN € N. Ein Teilerd von N heif3texakt, falls gg‘l‘(%,d) = 1. Im Zeichend||N.

Definition 2.3.9 SeilL ein ganzes Gitter.

1. SeiM C N. Es heifRtL M-modular, falls L Modularitaten der Stufen fur alle m ausM
besitzt.

2. SeiN € N. Das Gitterl heil3tN-modular, falls seine Stufé teilt und es{1,N}-modular
ist.
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3. SeiN € N. Das Gitter_ heif3tstark N-modular, falls seine Stufé teilt und es fur jeden
exakten Teiled von N eined-Modularitat besitzt.

Bemerkung 2.3.10 Seiv/NL* ganz, dann ist™eieny = L#,

Beweis: Da vNL# ganz ist, folgt, dass/NL* C (\/NL#)# = \/ANL. Damit ist L¥ C L C

Z [% \ p\N} L und wir erhalten, dags*tpion) = ¥, -

Bemerkung 2.3.11Ein GitterL ist genau dani-modular, wenn gilt, dasls = v/NL*.

Beweis: SeiL N-modular. Dann ist/NL* ganz und somit* = L*rieN} . Nach Voraussetzung
existiert eine Modularitat der Stufé.

Seil = v/NL*, dann isty/NL* ganz und somit” = L*r/eN} . Nach Voraussetzung existiert eine
Modularitat der StuféN. 0

Folgerung 2.3.121st L ein N-modulares Gitter, so istet(L) = N2.

Beweis: Nach der vorhergehenden Bemerkung existiert eine M?tEbGLn(Z), mit detL) =
det(S"/NL#S) = det(S)?N"det(L) . Daraus folgt, dass dgt) = Nz2. O

Folgerung 2.3.13Ist N quadratfrei und L ein stark N-modulares Gitter, so gilt fur jeden Teiler
p von N, dass

1
L — LN ZL.
p

Satz 2.3.14Sei Ne N quadratfrei. Besitzt L fUr die paarweise teilerfremden Teiledd< i <m
von N eine gModularitat, so besitzt L auch eir@l - ... - dy)-Modularitat.

Beweis: Wir fihren den Beweis fim = 2 durch und erhalten den Rest analog. Seiea: p
undd; =: g. Weiter seiero,, : L — L*P eine p-Modularitat,aq : L — L*9 eineg-Modularitat
undopq eine(p-g)-Modularitat. Da mamwp bzw. oq auf QL fortsetzen kann, zeigen wir, dass

Op(0g(L)) = Opg(L).

Dazu zeigen wir erstmal die folgende Behauptung.
(1) Seize iL*9. Dannist(zy) € 17 firalle y e L*9genau dann, wenn gilt, dagg,y) €
p q
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Z furalley €L.
1, . 1 .. 4
= Seiz= IT)z’ mit Z € L™9, und es gelte, dagg,y) € aZ furalle y e L™9.

Da L C L*9, folgt, dass(zy) € %Z und (zy) = %(z’,y) € %)Z furalley e L.
Daraus folgt, dasszy) € Z, daggT(p,q) = 1.

. 1
< Seize 5 L*9. und es geltéz,y) € Z firalleye L.
1 1 . . 1
Es folgt, dass(z y’) € aZ fur alle y’ € aL. Damit erhalten wir, das$z y) € aZ
firalle y e L*9, dalL®dC éL.

(2) Nun kénnen wir die Behauptung des Satzes zeigen.
#p 1 1
oq(L™P) = oq( xeBL](x,y)eZ VWelLp) = oq(x)|xeBL, (X,y)€Z VyelL

1 1
= {ze EL#’q\ pP(z,0q(y)) €Z Yy e L} =) {ze EL#’q | (zy) €Z VWyc€ L}

1.1
= B(aLmL#)ﬂL# = L#Pd

Insgesamt erhalten wir also, ddssine(p- q)-Modularitat besitzt. 0

Folgerung 2.3.15Sei Ne N quadratfrei. Um nachzuprtfen, dass ein Gitter stark N-modular
ist, genugt es fur jeden Primteiler eine Modularitat zu finden.

Definition 2.3.16 Ein GitterL heiRtunimodular (oder1l-modular), fallsL = L*,

Folgerung 2.3.17Ist L unimodular, so gilt déL) = 1. Ist L ein ganzes Gitter, so ist dieses
genau dann unimodular, wenn dkj = 1.

Beispiel 2.3.18Das in 1.2 eingefiihrte Gittergist ganz und hat Determinante 1. Somit ist es
nach der vorhergehenden Folgerung unimodular.

Die modularen Gitter sind Verallgemeinerungen von unimodularen Gittern.
Seil ein starkN-modulares Gitter der Dimensiok 2ndN = mni fur zwei teilerfremde Zah-
len. Wir erhalten das folgende Verhaltnis.
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L#’ m L#’ m

Beispiel 2.3.19Sind N € {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} undk € N, so istC := (LgnvdZ)
ein stark N-modulares Gitter.

Beweis: Es genugt, die Behauptung fiie= 1 zu zeigen, dé:,'f, ausk orthogonalen Kopien von
Cn entsteht. Es isCf| = LdIN%aZ- Sei (e, ...,en) = (/diby,...,/dnbyn) eine Basis vorCy,
wobei(by, ...,bn) die Standardbasis bezeichnet.

1. IstN € P, so genugt es zu zeigen, d&g eine N-Modularitat besitzt. D&y von Stufe

N ist, istNCY € Cy und somitCi ™' = cf . Definiere

0:Cy—Cf, b]_r—>\/iﬁb2, VNby — by.

Offensichtlich ist ¢ ein Isomorphismus. Da auRerdefb;,b;) =1 = N-N-1 =
N(a(by),o(by)) und(v/Nbp,v/Nbp) =N =N-1=N(a(v/Nb),o(v/Nhy)), folgt die Be-
hauptung.

2. SeiN € 6,14,15. SchreibeN = p- g, mit p,q € P. Offensichtlich istCy wieder von der
StufeN. Es besitzCy eine p- bzw. g-Modularitat. Seio 0.B.d.A. einep-Modularitat.

Es gilt, das<yi ™! = cfn oy = <b1, Ly, /s, VTSb4>Z. Definiere

6:Cn — O\, by by, /Py > by, /Gbs — Sy /Pl — /b

Offensichtlich isto ein Isomorphismus. Leicht rechnet man nach, deaach eine Ahn-

lichkeit ist.
Vertauscht man die Rollen vamundq, so erhalt man eing-Modularitat und mit Folge-
rung[2.3.1b erhélt man die Behauptung. 0

Bemerkung 2.3.20SeilL ein ganzes Gitter.
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(i) Seibdie zuL gehorende Bilinearform. Die Abbildung

b:L*/L x L¥/L — R/Z, Db(x+L,y+L)=(XYy)+Z

ist eine wohldefinierte symmetrische Bilinearform.
(i) Die Bilinearformb ist nicht ausgeartet.

(iii) SeiL starkN-modular mitN quadratfrei. Seiem,q € P, mit p # g Teiler vonN. Die
Gitter L*{P} und L*{%} stehen orthogonal zueinander beziiglich

Beweis:

() Sei L¥ 5 x=2z+1, mit ze L¥, und | € L. Zu zeigen ist, das®(x+L,y+L) =

b(z+L,y+L).

b(x+Ly+L) = bz+l+Ly+L)=b(z+lLy)+Z=b(zy)+ b(ly +Z
N——
ez, dayel#
= b(zy)+Z=Db(z+Ly+L)

(i) Die Behauptung folgt, da(x+L,y+L) =0+ Z fiir alley € L¥ genau dann, wenfx,y) €
Z fiir alley € L genau dann, wenxc (L#)# =L.

(iii) Sei X :=n:=dim(L). Um die Behauptung zu zeigen, betrachfe % L als Untergruppe
der Ordnung(N/p)* von L¥/L, bzw.L* N ¢ L als Untergruppe der Ordnur(dl/q)* von
L¥#/L.

L#

#~1 #~1
LﬂBL LﬂaL

(N/p)* (N/a
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Seienx € L¥n %) L undy e L¥n % L. Zeige, das®(x+L,y+L) =0+7Z.

1. Dapkxe L, folgt, dassi3<pkx+ L,y+ L) = b(pkx, y) +7Z €7, daye L*.

Damit erhalten wir, dass(x,y) = Z fur ein ze Z und furk* < k.

p~
2. Dagfy e L folgt, dass (x-i— L, gy + L) =b <x, q"y) +7Z €7, daxe L*.

Damit erhalten wir, dasis(x,y) = qil fur ein Z € Z und furl* <.

Mit 1. und 2. folgt, das®(x,y) in Z liegt. O

2.4 Modulformen und Theta-Reihen von Gittern

Bei der Einfihrung gehen wir analog zu [KK98] vor.

SeiH := {1 € C | Ot > 0} die obere HalbebenelIstM = ( i

Eintragen au&’, so definieren wir

3 ) eine 2x 2 Matrix mit

_ar+b

fur alle TeC.
ct+d

MTt:

Somit wird durch
Qov T — M1

eine meromorphe Funktion alfdefiniert. Diese Funktion heilfi6bius-Transformation. Die
Mobius-Transformationen sind genau die biholomorphen Selbstabbildungéih. von
Es bezeichn€ die Gruppe Sk(Z).

Bemerkung 2.4.1 Die Gruppd™ wird von den Matrizen

. ({0 -1 (11
s=(7 %) T=(o1)
erzeugt.
Definition 2.4.2 Sei f eine meromorphe Funktion atif. Seik € Z undM € SL(2;R), dann

definieren wir
flkM=f|M:=(ct+d) . f(M1) fir TeH.
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Es seiG eine Gruppe. EitCharakter von G ist ein Gruppenhomomorphismus in die multipli-
kative Gruppe der komplexen Zahlen.

Definition 2.4.3 SeiU eine Untergruppe von SIR), so dass) NSLy(Z) in U und Sly(Z)
endlichen Index hat, ungsei ein Charakter vod . Eine holomorphe Funktioh: H — C heif3t
eineModulform vom Gewicht k zur Gruppe U mit Charakter ¥, falls gilt:

1. Esistf [(A=x(A)f furalleAcU.

2. FuralleM € SLy(Z) ist f |x M holomorph beico.

Bemerkung 2.4.4 Seienf undg Modulformen von Gewichk zur GruppdJ mit Charaktety,
soist aucho f +3g, mit a, B € C, eine Modulform von Gewichit zur GruppdJ mit Charakter

X. Modulformen eines Gewichts bilden also ein@fv/ektorraum, den man mi/4 (U, ) be-
zeichnet.

Fir eine Menge von Charakteren, fur glie x| = Xk+1 mitl,k € Z~o, ist die Operation, multi-
plikativ. Die Modulformen zur Untergruppé bilden dann einen durch das Gewicht graduierten
Ring M (U,X) = &p_1 M(U, X«)-

Bemerkung 2.4.5Ist — I, € U und x der triviale Charakter, so sieht man direkt, dass jede
Modulform von ungeradem Gewicht gleich O ist.

2.4.1 Theta-Reihen

Definition 2.4.6 Seil ein Gitter, so heif3t die Funktion @

OL(T) =) &PNT=% "4 (j) &It teH, dieTheta-ReihevonlL,
xeL j=0
wobei a (j) = | {xe L|b(x,x) = j} | der Anzahl der Vektoren der Langéezeichnet.

Fur die Wohldefiniertheit der Theta-Reihe ist einerseits zu zeigen, dass diese konvergiert und
andererseits, dasg (j) < o fur alle j € N. Fur den ersten Teil verweisen wir auf [Ebe94,
Kapitel 2.1], der zweite Teil wird in der folgenden Bemerkung behandelt.

Bemerkung 2.4.7 Es qilt:

Farallea € Rist | {x € L|b(x,x) < a} | endlich.



2.4 Modulformen und Theta-Reihen von Gittern 19

Beweis: Sei v, ...,V eine beliebige Basis voN. Weiter seiL > X = (Xg,...,Xn) Mit X =
Sy bivi fur b € R, bzw.x = {1 ; i g bezuglich einer Basis voh mit ¢; € Z. Da je zwei
Normen aul/ aquivalent, sind erhalten wir, dags||max= max |x;| < C/b(x, x). Daraus folgt,
dass/ci| < C+/a und somit folgt, dass{x € L|b(x,x) <a}| < (2-Cva +1)". O

Bemerkung 2.4.8Ist L gerade, so idh_ offensichtlich periodisch.

Analog zu [Ebe94] fihren wir die folgenden Satze an.
Es bezeichd die Fourier-Transformierte voh, das heiRf := [, f(x) e 2100 dx.

Satz 2.4.9 Poissonsche Summenformel
Seien f: R" — C eine Funktion und IC R" ein Gitter, so dass gilt:

1. [en|f(X)[dX < o

2. Die Reihe)_ ., |f(x+u)| konvergiert gleichmaRig fur alle u, die in einer kompakten
Teilmenge deR" enthalten sind.

3. Die Reihe) . « f (y) ist absolut konvergent.

Dann gilt

Beweis: [Ebe94, Theorem?2.2] 0

Satz 2.4.10 Theta-Transformationsformel

Es gilt die Identitat
BL(—=) = T—gx/det(L 6,4(T)

Beweis: Da beide Seiten der Gleichung holomorph sind whaein Gebiet ist, kbnnen wir

den ldentitatssatz (siehe [Rem92, Kapitel 8, 81.1]) benutzen, um die Behauptung zu zeigen.
Nach dem Identitatssatz sind zwei auf einem Ge@Gidtolomorphe Funktioneri und g ge-

nau dann gleich, wenn die Mende € G | f(w) = g(w)} einen Haufungspunkt i hat. Es
genugt also nach dem Identitatssatz zu zeigen, dass die Gleichheifirmitt €e R,t >0

erfallt ist. Wir wollen als nachstes die P0|ssonsche Summenformel anwenden. Dazu berech-
nen wir erstmal die Fouriertransformierte von {9/ f(\[ x), f : R" — R. Wegen Fu-

bini kdnnen wir erstmal den Falh = 1 betrachten. Nach partieller Integration mitx) =
: (L2 N (12 .

e2I™Y yundh(x) = —2mxe ¥ erhalten wir, das€’(y) = Jp —2mxie QRO g2imey gy —

— [g—I Jie P (—2miy) e 2I™Ydx. Damit erhalten wir, das§/(y) = vi2ny f(y). Es folgt,
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—~ . P p— i 2
dassf(y) =c- é™ fir einc € R. Aberc = 1, da gilt, dass(0) = [p e G gx = 0. Insge-
samt erhalten wir, dasgy) = (vf)" e~ Mit der Poissonschen Summenformel erhalten wir
nun, dass

L ami-dbey L ne Tty _¢3_ 1 i

Somit ist die Behauptung gezeigt. O

Der folgende Satz zeigt das schone Zusammenspiel von Gittern und Modulformen, bzw. The-
tareihen.

Satz 2.4.11Sei L ein gerades unimodulares Gitter der Dimension n. Es gilt dann, dass die
Dimension von L durch 8 teilbar ist. Weiter gilt, da@s eine Modulform von Gewiciﬁ zur
vollen Modulgruppe ist.

Beweis: Angenommen die Dimension vdnist nicht durch 8 teilbar. Nehmen wir erstmal an,
dassn = 4 (mod 8). Nach der Theta-Transformationsformel erhalten wir dannmas#) =
(—1)3t26, (t) = —t20, (t), daL = L* und defL) = 1. DaL gerade ist, ist. invariant unter der
Matrix T. Damit erhalten wir aus der vorhergehenden Gleichheit, BagST)t) = —t26, (t).
Damit erhalten wir, dass

BL((ST™) = BL((ST)(ST)%) = —((ST)%)26L((ST)%) = —((ST)%t)2((ST)t) 226 (1)

= —(—(t+1) t:r—llt)geL(t) = —t20,(1).

Andererseits ist abg¢B8T)3 = — 1, und damitd ((ST)%t) = By (t). Dies leitet einen Widerspruch.
Angenommen es gilt nicht, dass= 4 (mod 8). Dann kénnen wir jedodhdurchL L L oder
LILLLLL dennB  (2)=6.-8.=67undB 1 ..(2) =6, das heilt das Ersetzen
wurde genauso einen Widerspruch liefern. Der zweite Teil der Aussage folgt=d@a(mod 8),
direkt mit der Theta-Transformationsformel. 0

Satz 2.4.12Sei L ein unimodulares Gitter der Dimension n. DannBisiine Modulform vom
Gewicht] zur Gruppe® := (S T?), und es gilt

eL eC [ez, 958] .
Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [CS99, Kapitel 7, Satz 7]. g
Folgerung 2.4.13Da die GitterEg undZ" unimodular sind, sind nach Sdiz 2.482, und8;

Modulformen von Gewicht 4 bz§. Ist also L ein unimodulares Gitter, so gilt nach Saiz 2.4.12,
dass fur gewissej & C

3] o
o.=> a; oL
j=0
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2.4.2 Modulformen zu Kongruenzgruppen

Es bezeichn€ die SL(2;Z). SeiN € NU {0}, dann ist
FIN]:={Mel|M=E (modN}.

ro[N]IZ{(i (tj))EFICEO(modN)}.

Satz 2.4.14Sei L ein gerades Gitter der Dimensi@k von Stufe N, so ist
B € Mi(To(N),Xk),

und

Wobeixk(( 2 3 )) = (“”kdﬂ) € {£1}, definiert ist durch das Jacobi-Legendre-Symbol
(siehe Definition 3.2.30).

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Ebe94, Theorem 3.1 ]. 0

Firm e N heiRen die Matrizen

_ —12( ma b
Wm:i=m (mc d)’

Atkin-Lehner Involutionen . Es sei
M IN] := (Fo(N),Wm | M[|N).
Weiter sei

Satz 2.4.15Seien Ne A und L ein gerades stark N-modulares Gitter der Dimen&iorDann
ist
eL S Mk<r* [N] 7%)7

wobeiXk geeignet gewahlt ist, siehe [Que97, Satz 2].

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wir[auf [Que97]. 0

Seigg(N) := > gn1undoy(N) =3 g d-
Satz 2.4.16Seien Ne A’ und L ein gerades stark N-modulares Gitter. Es gilt, dass

no1(N)
2400(N)

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wir[auf [Que97]. 0

min(L) < 2| 1+2

In Kapitel 4 werden die Theta-Reihen von ungeraden stanmkodularen Gitter behandelt. Wei-
ter werden wir in Kapitel 4 sehen, dass man fur ungerade 8tarlodulare Gitter die gleiche
Schranke an das Minimum erhalt, wie fir die geraden Gitter.
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3 Das Geschlecht von Gittern

Dieses Kapitel enthalt zwei Themenschwerpunkte. In 3.1 werden Begriffe aus der Theorie der
guadratischen Formen eingefiihrt. Quadratische Moduln tGber endlichen Korpern, sowie die
Wittgruppe von endlichen Kdrpern, werden untersucht. Es werden Satze behandelt, die es er-
moglichen fur quadratfreieN zu zeigen, dass ungerade starknodulare Gitter, die rational
aquivalent zu Q sind, im Geschlecht vonﬁ:liegen. Dies wird zum Ende des Kapitels gezeigt.

Im Abschnitt 3.2 wird der Begriff des Geschlechts eingefiihrt und eine Methode, die sogenann-

te Knesersche Nachbarschaftsmethode, beschrieben, die es erlaubt, das Spinorgeschlecht eines
Gitters zu berechenen.

3.1 Quadratische Formen

3.1.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt fihren wir Begriffe aus der Theorie der quadratischen Formen ein.
SeiA ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 3.1.1

(a) SeiE ein A-Modul. Eine Abbildungg : E — A heildtquadratische Form, wenn fiur alle
X,y € E unda € A gilt, dass

() a(@x) =a?q(x),
(i) bg:EXE—A, bg(xy) :=q(x+y)—ad(x) —q(y) ist symmetrische Bilinearform.

Das PaafE, q) heil3t danrquadratischer A-Modul.

(b) Eine Abbildung¢ : (E,q) — (E’,q) heiBtlsometrie, wenné ein
injektiver A-Modulhomomorphismus ist, mif (¢ (x)) = q(x) fur allex € E.

(c) Zwei quadratische Modul(E,q) und(E’, ') heiRenisometrisch wenn eine bijektive Iso-
metrie von(E, ) nach(E’,d') existiert. Wir schreiben diesenfallg,q) = (E',q).

(d) Seien(E,q), (E’,q) quadratische A-Moduln. Dann heif3t

(E,q) L (E',d):=(E®FE,qLd)

23
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die orthogonale Summevon E undE’, wobei(gq L ' )(x+X) := q(x) +d(X).

Beispiel 3.1.2Seib: E x E — A eine symmetrische Bilinearform. Dann ist
Ob:E— A Gp(X) :=hb(xX)

eine quadratische Form alf Weiter ist

By, (X,Y) = Gb(X+Y) — Gb(X) — Ao(Y) = b(X+Y,X+Y) —b(X,X) —b(y,y) = 2b(X,y).

Bemerkung 3.1.3Ist 2 € A*, so sind die Begriffe quadratische Form und symmetrische Bili-
nearform aquivalent: Sé&i: E x E — A symmetrische Bilinearform.

EsistQp: E — A, Qp(x) = %b(x, x) fur allex € E eine quadratische Form niig, = b und fiir
eine quadratische Forg: E — Aist Qp, = Q.

Definition 3.1.4

(a) Ein quadratischeA-Modul (E,q) hei3tregular, wenn(E, bg) regulér ist.
(b) Ein TeilmodulF < E hei3tsingulér, falls q(F) = {0} .
(c) Es heil3ix € E singular , wennq(x) = O.

Beispiel 3.1.5SeienE = ;' ; Aq ein freier A-Modul mit A-Basise = (ey,---,€,) undq:
E — Aeine quadratische Form. Es ist

X
gLy xie) = 2oLy x¢a(e) + Xoio XiXibg(&, €) = (X1, Xn) - Q- 51 :
q(e) i
mit Q= | ° by(e.e) | o anxn.
0 0 q(en)
q(e)
Schreibweise: (E,q) = ba(®:8) | pzw. :[g(er), - qlen)].
q(en)

fallsby(e,ej) =0 Vi # j. Ist 2 kein Nullteiler, so setzéyjj := bq(6, €;).

b11 b1n
Schreibweise: (E,q) = < : : > =(ebg
bnl bnn
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Satz 3.1.6Sei E= P! ; Aq ein freier Modul von ungeradem Rang n.2st A* und g: E — A
eine qudratische Form, dann i§E, q) nicht regular.

Beweis: Wir zeigen, dass ein PolynoRy, € Z [xi,yij] existiert mit detB) = 2P,(a;, bjj).
SeiB:=ebec Ag;g; mit & := bji = 2q(e) undbi; = by(e,ej). Nach der Leibniz Regel gilt,
dass deB) = > es, S9N [T Bi i)-

Wir definierenS:= {me §,| = Trl} und T := {me § |n#£ml} =XU{m?!|meX}.
Furme X gilt, dass [TiL; Bi i) = [Tin1 Breiyi = [[21Bj r1j)- IstTie S so folgt, dass? = 1.
Daraus folgt, dasst ein Produkt von d|SJunkten Transpositionen ist. Wir erhalten, dass ein
i € {1,---,n} existiert mitm(i) = 1. Somit taucht in dem Produk{;_, B; n(i) Mindestens ein
FaktorB;jj = 2a; auf. Insgesamt erhalten wir also, dass

detB) =2->  sgr(m) H i)+ Y sgr(m) HB.TT = 2-Pn(a, bij)

meX TEeS i=

Da (E,q) regular ist, folgt, daséE, bq) regulér ist und somit ist degbe) € A*. Da 2¢ A* folgt
die Behauptung. O

Definition 3.1.7 SeienE = ' ;Aq ein freier Modul von ungeradem Rang n uRd €
Z[x.yij] wie in Sat7 3.1). Seil(e) := Py(q(&),by(e:,€)) ). (E,q) heiRthalbregular, falls
d’(e) € A* fur eine Basi® vonE.

Satz 3.1.8Seien A ein Korper undE,q) ein endlichdimensionaler quadratischer A-
Vektorraum, dann existieremE-- E;, Fi,---,Fs, G<E mit

dim(E) = 2und(E,qg ) istregular fur alle i=1,--- ,r,

dim(F) = 1und(F,qp ) ist halbregular fur alle i=1,--- ;s und dG) = {0}, so dass gilt

E=E; |-~ 1E LF L---1F1lG.

Istchar(A) # 2, so kann = 0 gewahlt werden un¢E, q) ist regular genau dann wenn & {0} .
Ist charA) = 2, so kann s< [A: AZ] gewahlt werden und es giltE, q) ist regular genau dann
wenn s= 0und G= {0} . (E, q) ist halbregular genau dann wenn=s1 und G= {0} .

Beweis:

1. Fall: Ist chafA) # 2, dann folgt die Behauptung mit 2.1.7 Und 2/1.9.
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2. Fall: Ist chafA) = 2, dann kann mafE, q) nacH 2.1.)7 zerlegen, so dass
E=E; |.--1E LF,

wobei (E;, ) regulér sind und Dimension 1 oder 2 haben &ne E-. Mit er-
halten wir dann, dass difB;,q;) = 2. Es bleibt noclF zu zerlegen. D& = E-, ist
bg(F,F) = {0} und damit 0= bq(x,y) = q(x+Y) —a(x) — q(y). Daraus folgt, dass
g(x+Yy) = q(x) + q(y). Die Abbildungq: (F,+) — (A,+) ist also ein Gruppenho-
mormophismus. Weiter isf(ax) = a°x und deswegen ik := {x € F | q(x) = 0} ein
A-Teilraum vonF. AuRerdem ist Bildgr) < (A, +) ein A2-Teilraum vonA. Es gilt
dimp(q(F)) =: s < [A: A?] = dimy(A). Sei(ay,---,as) eine A Basis vonq(F),
fi € F mit q(f;) = &. Wir werden jetzt zeigen, dass

F=(f)) L--- 1 (f) LG

Seienf € F undq(f) = >3 ;t?q(fi), so istq(f — > t fj) = 0 und deswegen ist
f —> > ,tfi € G. Daraus folgt, das§ = (f;,---, fs, G). Zeige nun noch die li-
neare Unabhangigkeit voffy,---, fs, G). Sei > tifi € G, dann ist 0= q(>_7 ;) =
S°7 t2q(fi) und daraus folgt, dagg = O fir allei, da dieq(fi) linear unabh&ngig
UiberA? sind. Daraus folgt, dags= O fur allei und somit erhalten wir die linear Un-
abhéngigkeit vorify, - - - , fs, G). 0

Definition 3.1.9 Sei E ein quadratischeA-Modul. Es heiRtH(E) := (E & E*,qg) der zuE
gehdrendéyperbolische Modul, wobeige (X+ X*) 1= x*(X) undbgg (X+ X",y +Yy*) = X*(y) +
y*(x) die zugehorige Bilinearform ist. 1€ = B ; Aq frei mit Basise, so istf = (e €) eine

Basis vonG® G* und
0O Id
iqui:( Idp, on )

Bemerkung 3.1.10Sei 2€ A*. Ist (E, q) ein regularer quadratisch&rModul, so ist
(E L —E,q L —q) ein hyperbolischer Modul.

Beweis: Seie ein Basis VOrE, G :=¢ bgee UndX := 3G~1, dann gilt

(X 55 e)(8 %)= (& o)

und somit folgt direkt die Behauptung. O

Satz 3.1.11Sei(E, q) ein freier quadratischer Modul, dann existiert eine Isometrie
@: (E,q) — H(E), so dassp(E)* = (E, —q). Ist (E,q) regulér, so ist
H(E) = o(E) L o(E)~ = (E,q) L (E,—0).
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Be_weis: Seie = (ey,...,en) eine Basis von E und seiem = q(&), bjj := by(&,€)), fi =
Z'J-;llbije}‘ + a€e". Definiereqg: E — H(E), g — (@, fi). Offensichtlich iste injektiv. Da
a(@(e)) = fi(e) = & undbg(@(e), (e))) = fi(ej) + fj(a) = bjj, istp eine Isometrie.
Zeigen wir nun, dasg(E)* = (E, —q). Seig; := (ej,— >_i_; 1 bij&f —aj€}), soistgj € G(E) ",
denn:

a—a, fallsi=]
bq(9j, @) = fi(ej) — Xik_j 1 bxjek(e) —ajej(e) = ¢ bij—bij, fallsi>j =0
0-0, fallsi< |
Da auBerdem(gj) = —aj undbgq(g;,gj) = bij erhalten wir, dass
®E)" =< g1,.-,0n >= (E, —0Q).
IstE reguldr, so ist(E) < H(E) regular und nach Sajtz 2.1.5(E) = ¢(E) L ¢(E)". Insge-
samt folgtH(E) = ¢(E) L @(E)* = (E,q) L (E,—q). 0

Definition 3.1.12

(a) SeiE ein quadratischer A-Modul. Der TeilmodEl < E hei3tprimitiv , wennE =F &G
fur ein geeignete® < E.

(b) Sei(E,b) ein bilinearer A-Modul. Der TeilmodF < E heil3tscharf primitiv , falls F ein
endlich erzeugter freier A-Modul ist urigt (E) = F*, mitbg : E — F*, x— (y— b(X,y)).

Satz 3.1.13Sei(E, q) ein quadratischer A-Modul und K E ein scharf primitiver singuléarer
A-Teilnodul. Dann gibt es einen TeilmodulE mit F < H und H= H(F). Ist (fy,---, fm)
eine Basis von F, so laft sich diese zu einer Bégis - - , fm,01,- -+ ,gm) von H ergéanzen mit

bg(fi,gj) = &j und d(d1,"-- ,gm)) = {0}

Beweis: Sei (fy,---,fm) Basis vonF, ey,---,em € E mit by(g, fj) = &jj. SetzeH =
0 Idm
*

(fr,---, fm, €1, ,€m) = [ } . Setzeg; = e1 —q(ey) f1, dann folgt, dasdq (g1, fj) =

by(e1, fj) fur alle j, daF singulér ist. Es ist(g1) = q(e1) + q(er)?q(f1) — bg(e1,q(er) f1) = 0.
Fuhre auf diese Art die Konstruktion fort, mit
j—1
gj ‘=€ — > _bq(gi.e)fi—dle)f;.
i=1
_ ~ | 0 ldm .
DannistH = (f1, -+, fm, 01, ,0m) = 0 und es folgt die Behauptung. 0

Beispiel 3.1.14SeienA = [}, chafA) = p, | = pf undE = Fp=Fq-1®6Fq-q,
wo Fj2 = F [a]. Weiter seif : E — F| die Normform, d.hN: ;> — F|, N(x) = x-x'. Wegen
Gal(F)2/Fy) = (x— X gilt fur alle a € Fy, dassN(ax) = a?N(x) fiir alle x € F. Es istby :
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F2 x Fl2 — Fy, bu(xy) = N(x+y) =N(X) = N(y) = (x+y)(x+y)' =xx —yy =xy +yx =

Xy +(xy)' = Spuk, 5, (xy). Da dies eine bilineare Abbildung ist, folgt d&& f) = (Fj2,N)

ein quadratischer Raum ist. Weiter {&2,N) anisotrop und regular. Zeigen wir erstmal, dass
(F2,N) anisotrop ist. IsiN(x) = X1 = 0, so folgt direkt, dass = 0, dalF; ein Korper ist.
Da 2= dimp, (F2) = dimg, (Homg, (F\2,IF})), genugt es um die Regularitat nachzupriifen, zu
zeigen, das¢bn )r,, injektiv ist, das heildt

Kern((bn)r,) = {x€Fj2 | xy +yX =0 Vx € F;.} = {0}. Angenommen es existiert einOx
Kern((bn)g,, ), dann ist(y) :=y' +x ~ty = O fiir alley € F|.. Dann hafx genau Nullstellen.
Dies leitet einen Widerspruch ein, &aein Polynom von Gradlist.

Definition 3.1.15 (E, q) heil3tanisotrop, wenn fur allex € E, mit x # 0, gilt q(x) # 0.

Beispiel 3.1.16Quadratische Formen Uber endlichen Kérpern
SeienA =T, chafA) = p, | = pf und(E, q) ein quadratischef,-Vektorraum.

(a) Es sei dinfE) = 1. Dann istE = (e). Seiq(e) =: a, dann definieren wig, := (E, Q).
Es folgt, dasg)(Ea) = a- (A*)?2U {0} . Angenommen, dasi, = Ey,, dann ista- (A*)? =

b- (A*)2. DaA* = Ci_1, erhalten wir, dasgA* : (A*)?] = { 2 P72 . Daraus folgt,

1, p=2

_ : *\2[" *\2

dass A= {O}U(A*) ZUE(A )¢, fallsp#2 .
A= {0} U(A)?, p=2

Eo, E1, Ee (bzw. Eg, E;1 ) vertreten die Isometrieklassen der quadratiscivéviodulen der

Dimension 1 flrp # 2 (bzw. p = 2). Dabei sindes, E¢ halbregular.

(b) Es seien dinfE) = 2 und(E, q) regular. Wir zeigen, das€, q) entweder isometrisch zu
einem hyperbolischen Modul oder 782, N) ist.

(i) Es sei(E,q) nicht anisotrop, d.h. es existiertOx € E mit g(x) = 0.

DefiniereF := (x). Dann istF ein primitiver Teilmodul vonE, das heiRE = F &

G. WegenE* = F# @ G* und weil E regular ist, folgt, dasee (E) = E* und somit

br (E) = F#. SomitistF scharf primitiv. Mit[3.1.18 erhalten wir dann, dass Bir< E

existiert mit der Eigenschaft, daBs< H = H(F ). Da auRerdem dif ) = 2, erhalten

wir, dassH = E und somit(E, q) = H(F) = { 0 (ﬂ .
(ii) Es sei(E,q) anisotrop.

1. Zeige, dasg(E) = A.

Fur chatA) = 2 klar, da doriA* = (A*)2,

Sei chafA) # 2, dann existieren nach Satz 3|#8e, € E

mit (E,q) =Ae; L Aey = E, | E,, wobeiq(aie; + azee) = a%tl + a%tz.

Sei a € A, zeige dassa € q(E). Definiere My := {ait; |a € A} und My :=

{a—adty | ax € A}.
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Es ista € q(E) genau dann, wenMi N Mz # 0. Es qgilt M| = '*71 +1= '*Tl und
M| = 5. Wegenqg = |A] < [My| + [Ma| — [M1NM2| = (1 + 1) — M1 M|, folgt,
dassM1 N M;| > 1 und damit folgt die Behauptung.

2. Zeige, das$E, q) = (F2,N).

Wahle eine Basige;,ey) vonE, mitq(e;) = 1 ( méglich, dag(E) = A). Dann ist

(E,Q>={1 C],

a

(X181 +X2€2) = X2 +CxyXo + X3 V' x1,% € .

Esist(E,q) anisotrop. Deswegen folgt, dass das Polyrgre, + &) =: f(x) = x*+
cx+a € IF) [x] keine Nullstelle inf hat. Wir erhalten, das§(x) € F [X] irreduzibel
ist. Seia € Rz mit f(a) =0, dann ist

0 0
d(x1€1 +X2€2) :det(( )0(1 Xt ) +< " ax% )éf(z >) = N(xg + X200).

Die Abbildunge; — 1, e +— a ist eine Isometrie. Also istE, q) isomorph zu dem
reguléaren quadratischen Rayifz, N).

(c) Es seidintE) > 3. Wir zeigen, dass ein £ x € E existiert mitq(x) = 0.
Nach Satz 3.1|8 gilt, das&,q) = (E1,q1) L (Ez,q2) L--- mitdim(E) =1 oder 2.

(i) Seicha(lF) # 2. Ohne Einschrénkung seien alie von Dimension 1, als¢E,q) =

(ii)

[a1,82,a3,---]. Istg; = O fur eini, dannistx € {e1,ey,e3} CE.

Seinenay, ay,az # 0. Wir definierenE’ := [aj,ay]. Es istE’ anisotrop und hat Di-
mension 2. Nach (b) existiext € E' mit q(x) = a1x§+a2x§ = —az und damit ist
q( (X17X27 1)) =0

Seien chaff|) = 2. Es gilt, dass dirtE;) = 1 und (Ej,qp,) ist halbregular oder
dim(Ey) = 2 und (Ea,qp,) ist regular (sonst existiert g x € E mit q(x) = 0). In
beiden Féllen qilty(E;) = ). Deswegen existiert eir € E; und 0# y € E; mit
q(x) = —d(y). Dabg(x,y) =0, istq(x+y) = 0.

(d) Sei(E,q) ein quadratischédf,-Vektorraum, dann gilt

(E,q) = (E1,t1) L (E2,q2) L (Es,03)

mit dim(Ez,q1) < 2 und(E1,qs) ist reguléar oder halbdregulér und anisotrop;

(Ez,0p) ist eine orthogonale Summe v{nO (:)L } undgz(Es) = {0} :

Istdim(E) < 2, dann ist die Behauptung klar.
Sei dimE) > 3, dann existiert ein & x € E mit q(x) = 0.
Ist x € E*, dann ergéanzéx) zu einer Basigx, ey, --,€e,_1) von E. Dann ist(E,q) =

(ex,

~en—1) L (x).

Istx ¢ E+, so existierty € E mit by(x,y) # 0. Dann ist(x,y) ein regularer Raum und nach

(b)(i) ist ((X,Y),Qxy)) = H = { 0 } = E=FE L (x,y) nach Satz 2.1{5.

01
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Folgerung 3.1.17Wir kdnnen jeden regularen quadratisch&rModul in eine orthogonale
Summe von hyperbolischen Ebenen und einem gaudratischen Raum isometige\gu zu
[1] oder zu[g] zerlegen, wobed € F| \ F2.

Definition 3.1.18 Sei(E, g) ein quadratischeA-Modul, dann heif3t
O(E,q) ;= {9: E — E| @ ist A-Modul Isomorphismus mig(¢(e)) =q(e) Yec E}

die orthogonale Gruppe von (E,q).

Satz 3.1.19Kirzungssatz von WitSeien A ein Kdrper und F, 6 Gz quadratische Raume.
Weiter sei F regular und es gelte EG; =2 F L G,. Dannist G = Go.

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Kne02, Satz(3.1)]. 0

Satz 3.1.20Satz von Witt
Sei(E,q) ein quadratischer Raum Uber einem Koérper A. Seigir#< E scharf primitiv und
¢ : F1 — F2 ein bijektive Isometrie. Dann gibt es eiregO(E, q) mit g, = ¢.

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Khe02, Satz(3.4)]. 0

Folgerung 3.1.21 Sei(E, q) ein quadratischer A-Vektorraum und seien I, < E singular und
scharf primitiv mitdim(F;) = dim(F,). Dann existiert ein g¢ O(E,q) mit g(F1) = F».

Beweis: Esistq(F1) = q(F2) = {0}, d.h. jeder Isomorphimus : F; — F ist eine Isometrie und
nach Satf 3.1.20 laRt sighfortsetzen z € O(E, q). 0

Folgerung 3.1.22Sei (E,q) ein quadratischer A-Vektorraum und seien F, < E maximal,
singulér und scharf primitiv. Dann folgt, dassm(F;) = dim(F).

Beweis: Sei ohne Einschrankung sei difi) > dim(F,). Dann existierf] < F; mitdim(F/) =
dim(F,). Offensichtlich ist] singuléar und scharf primitiv. Na¢h 3.1]21 existiert gia O(E, q)
mit g(F;) = F,. Damit folgt, das$> = g(F;) C g(F1). Dag(F;) singularer und scharf primitiver
Teilraum vonE ist, folgt wegen der Maximalitat voR,, dassg(F1) = F» und somit folgt die
Behauptung. 0

Definition 3.1.23 Sei (E,q) endlich erzeugter quadratisch&fVektorraum, so heif3t die Di-
mension der maximalen singuléaren scharf primitiven Unterraumé&\fieérindex ind(E) von
E. Nach3.1.2R ist der Witt-Index wohldefiniert.



3.1 Quadratische Formen 31

Folgerung 3.1.24 Sei (E, q) ein quadratischer A-Modul mihd(E,q) = n. Dann ist(E,q) =
(F,qr) L H(A"), mitind(F,qr) = 0.

Beweis: SeiG < (E, g) ein maximaler, singularer, scharf primitiver Teilraum. Ist §@h= nso
existiert nach Saiz 3.1.113 eéih=> H(G) < (E,q). DaH regular ist, folgt, das€E,q) =H* L H.
Der ModulH+ enthélt keinen scharf primitiven singuléren Teilraum ungldigh 0

Folgerung 3.1.25Sei(E, g) ein regulérer quadratischer A-Vektorraumd(E) = n. Dann gilt

nach(3.1.24(E,q) = (F,qr) L H(A") mit (F,qe) anisotrop.(F,q) heildtanisotroper Kern
und ist nach dern 3.1.119 bis auf Isometrie eindeutig bestimmt.

Beispiel 3.1.26SeiA =}, wobeil eine Primzahlpotenz ist und g&i, q) ein regulérer quadra-
tischer Raum ubeh. Weiter seie € F; \ (F})2.
Ist dim(E) = 2n, so ist

LNH(A)

(Eﬂ)g{ (F2,N) L L1 H(A) und entsprechend c(éE,q)):{ (-1)"

(=D -
Dass def(F2,N) L L""1H(A)) = (—1)"¢, wird in Beweis des folgenden Satzes gezeigt.
Ist dim(E) = 2n+ 1, so ist

1] L LM H(A)

(E7Q)%{ €] L LNH(A) und entsprechend c(éE,q)):{

Satz 3.1.27Sei E ein regulérer quadratisch&l Modul und | eine Primzahlpotenz einer Prim-
zahl groRer als 2, dann isE, g) eindeutig bestimmt durch Dimension und Determinante.

Beweis: Die Behauptung folgt aus dem vorhergehendem Beispiel. Ist die Dimension ungerade,
so ist die Behauptung direkt klar. Ist die Dimension gerade, so ist noch zu zeigen, d&s$ det

—g, wobeig kein Quadrat irfF) ist:

Wegenby(1,1) = 2, bg(a,a) = 20/t undbg(1,a) = a' +a folgt, dass deF2) = —(a —a')2.
Esist(a —a')? genau dann kein QuadratH, wenn(a —a') ¢ Fy. Da GalF2/F|) =< X —

X >, ist(a—a')? ¢ F? genau dann wenfu —a')! # (a —a'). Da aberfa —a')! = —(a—a),
folgt die Behauptung. Ist die Dimension véngerade, so hat die Determinante entweder die
Form(—1)" oder(—1)"¢. 0

3.1.2 Die Wittgruppe

In diesem Abschnitt séh Hauptidealbereich und jeder quadratiséh®lodul sei frei und end-
lich erzeugt GibeA.
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Definition 3.1.28

(a) Zwei quadratische Module(Es, q1) und (Ez,g2) heilRen(Witt -) aquivalent, falls es hy-
perbolische Modulid; undH, gibt, so dass

E;lH =ZE>1Hs.

Schreibe diesenfalls; ~ E; und[E;] :={E | E ~ E1 }.
Es ist~ eine Aquivalenzrelation. Definiei/(A) := {[E] | E ist regularer A-Modu} .

(b) SeienkEy, E; reguléare quadratische Moduln. ME;] + [Ep] := [E1 LEp] wird (W(A),+) zu
einer Gruppe, der sogenannt@fittgruppe . Das inverse Element z{E, q) ist nach Satz

(E,—q).

Beispiel 3.1.29Seil eine Primzahlpotenz. Wir bestimmeéwF ).

Nach[3.1.1Iff kann jeder regulére quadratisBh&lodul in eine orthogonale Summe von hy-
perbolischen Ebenen und einem gaudratischen Raum isometig&ie2N), zu [1] oder zu[e]
zerlegen, wobeg € F \ F|2. Die Elemente der Wittgrupp#/(IF|) werden also von letztgenann-

ten R&umen reprasentiert. Da der anisotrope Kern eines regularen Raumgs nath 3.1.25 bis auf
Isometrie eindeutig ist, reprasentieren die genannten Rdume auch verschiedene Elemente in
W(TF)), falls sie darin liegen. Es igt]] = 0 inW(F).

Falll =2 0: Es istW(F|) = {0, [R2]}, da eindimensionale quadratische Raume nicht regular
sind. Daraus folgt, das¥/(R) = Cs.

Fall | =, 1: WegenF/ = C_; konnen wir eine € K \F|2 wahlen. Es ist also

W(R) = {0,[1], [e], [F2]}.

Es sind also noch die Féalle/(FR) = Cp, x C; oder W(R) = C4 zu unterscheiden. Gibt
es mehr als ein Element von Ordnung 2, so liegt erste Fall vor.

Es sind[1] L [1] und [g] L [¢] anisotrop genau dann, wenn das Polyngt 1 € F [l]
irreduzibel ist (seiera,B € . Es ist 0= g(ae; + Bez) = o + B2 und daraus folgt, dass
(%)2+ 1=0). Eine Nullstelle des Polynoms ist ein Element der Ordnungl ¥ C, _;.

Unterfalll =4 1 : Es sind wedefl] L [1] noch[e] L [g] anisotrop, und folglich isometrisch zu
einer hyperbolischen Ebene. AlsoW{(TF|) = C; x C,.

Unterfalll =4 3 : Es sind sowoh]1] L [1] als auche| L [g] anisotrop. Also isW(FR) = Ca.

Lemma 3.1.30 Sei pe P mit p> 2. Weiter seip= (as,--- ,am) L p(b1,---,bn) eine quadra-
tische Form GbefQp, wobei a,bj € Zj, und V der zugehdrige quadratische Modul. Die Abbil-
dungeng, = (a,--- ,am) und@, = (by,--- ,bm) seien die zugehorigen quadratischen Formen
Uber[Fp. Es stelltp Null dar, d.h. es existiefd # v e V mit@(v) = 0, genau dann, weng, oder

@, Null darstellen.
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Beweis:

m n
= Es existiert ein G4V = (X, ,Xm,Y1,-*+,¥n) EV Mit @(v) =Y axt+p)» _bjys=0.
i=1 =1
Ohne Einschrankung seieny; € Zp und nicht alle sind durclp teilbar.

m

Es folgt, dassZa;xi =0 modp, falls nicht allex; durchp teilbar sind.
i=1

Es stellt alsap;, Null dar. Sonst giltp|x; fur allei und daraus folgt, dass

n
> "bjy? =0 modp. Also stellt alsop, Null dar.
=1
< Es stellenp, odereg, Null dar.
Ohne Einschrankung stelig Null dar.

m
Es existiert ein G4 x = (X1, ,Xm) €V Mit @y (v) = > _ax¢ =0.
i—1
m

Definieref (x) := ax®+ » _ax¢. Esiistf(x1) =0 modpund f'(xy) = 2-a1 - x1 € Z;,
i—2
Davp(f(x1)) > 2vp(f'(x1))
Xw € Zp existiert mitf(X,) =0
Der Vektorv =: (Xe,, -+ ,Xwy, 0, -+ ,0) ist eine Nullstelle vorg.

0, folgt mit dem Henselschem Lemma, dass ein

Satz 3.1.31Sei pe P und p> 2. Weiter seip= (a1, --- ,am) L p(b1,---,bn) eine quadratische
Form UberQyp, wobei a,bj € Z, und V der zugehdrige quadratische Modul der Dimension n.
Die Abbildungenp, = (as, - - ,am) und@, = (by,--- ,bm) seien die zugehérigen quadratischen
Formen Ubeif . Dann existiert der folgende Isomorphismus

W(Qp) — W(Fp) xW(Fp), (@ — ([@1] , [@])-

Beweis: Die quadratische Formp ist nach Definition regular. Sep= @1 L p@ = Y1 L plo.
Dannistp L —@= (¢1 L —y1) L p(@2 L —Wo). Nach Satz 3.1.11igi L —¢hyperbolisch, d.h.

es existierem linear unabhéngige Vektoren ungleich Null, fir die der Wert der quadratischen
Form Null ist. Nach Lemmf 3.1.80 stedt | —@ Null dar genau dann, werg; | —;) oder

(@ L —2) Null darstellen. Dies kann man analog zum zweiten Teil des Beweis 3.1.30
liften und erhalt, dass genau dafm | —;) oder(@ L —W») Null darstellen. Wie im Beweis

von SatZ 2.1]7, Fall 2.2 kann man dann ein hyperbolisches Paar abspalten. Analog dazu fahrt
man fort und erhalt damit, dass

[@L —@=0eW(Qp) & [ L-T;] =0cW(Fp) und [@, L -] =0 W(Fp)
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3.1.3 Gitter tUber diskreten Bewertungsringen

SeienR ein diskreter BewertungsringiR <maxR, R := R/TR Restklassenkdrper und =
QuotR). Weiter seierV ein K-Vektorraum der Dimension, b:V xV — K eine symmetri-
sche Bilinearformg:V — K eine quadratische Form uld<V ein R-Gitter.

Satz 3.1.32

1. IstcharR) # 2, dann gilt(E,b) ~ 1" , Re.

2. IstcharR) = 2, dann gilt(E, b) =11, (E,b) mit RandEj) =1oder2und b : E xE —
K.

Beweis:

1. Fall Istb(E,E) = {0}, so ist jede Basis eine Orthogonalbasis.

2. Fall Seib(E,E) # {0} . Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach ¢imn
Es istb(E,E) ein gebrochenes Ideal if. Es existiert also eia € Z mit b(E,E) = °R.
Ersetzeb durchtt %b, so das$(E,E) C R, aberb(E,E) € R.

(i) Gibtes eine; € E mitb(ey,e1) € R*, so ist(er) < (E,b) ein regularer Teilmodul
desR-Moduls (E,b). Dann ist(E,b) = (e1) L (e)* nac.
Da dim((e1)™) < dim(E) folgt die Behauptung mit Induktion.

(i) Giltfuralleec E, dasdb(e,e) € TR, so existierere, f € E mit b(e, f) € R*. Es ist
b(e+ f,e+ f) =b(e,e)+b(f, f)+2b(e ), d.h. dieser Fall (i) kommt fur den
Fall 2 € R* nicht vor.

Das Teilgitter (e, f) < (E,b) st regular, denn d€kr)ber) =
—b(e, f) (mod®R) < R*. Wir erhalten mi, dag€,b) = (e, f) L (e, f)" .o

Definition 3.1.33 Seien(V,q), (W,d') quadratisch&-Vektorraume mit zugehorigen Bilinear-
formenb := by undb’ := by. Fir dieK-lineare Abbildungu: V — W definieren wir

b, : W — V*, b,(w)(v) :=b'(u(v),w) fur allev € V,w € W.

Satz 3.1.34Mit den Bezeichnungen aus Definitipn 3.1.33 seien F ein endlich erzeugter

R-Teilmodul von W und E ein R-Gitter in V. Weiter seign ¢ (F) C TR, ¢/ (u(x)) =
q(x) (modtER) fiir alle x€ E, E* = b,(F) +E*. Dann gilt

1. Es gibt eine lineare Abblidung uE — W mit U(x) = u(x) ( modt&F) fir alle xe E
und d(U'(x)) = q(x) ( mod T*IR) fiir alle xe E.
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2. Ist R zusatzlich vollstandig, so gibt es eine Isoméire — W mitli(x) = u(x) (modrF)
far alle xe E.

Beweis:

1. Setzeu' an mitu'(x) := u(x) + 1v(x) fiir alle x € E, wobeiv: E — F linear ist. Offen-
sichtlich istu linear und erfiillt die Bedingung, das&x) = u(x) (modTkF) fiir alle
x € E. Es bleibt also noch zu zeigen, dagéu/'(x)) — q(x) = g (u(x)) + % (V(x)) +
D (u(x), V(X)) — q(x) = 0 ( mod TF!R). Dat?*q (v(x)) € TR undq (u(x)) — q(x) €
T¥R, bleibt zu zeigen, dass

b’ (u(x),v(x)) = % (q(x) —q (u(x))) (modmR) fur allex € E.

Setzea(x, x) := ﬁlk(q(x) —d (u(x))) fur allex € E und wéhle eine beliebige Bilinearform

a:E xE — R, beispielsweise die folgende. S&i,- - - ,X,) eineR-Basis vork. Definiere

0, fallsi < j
a(xi,Xj) =< axi,xj), fallsi=j .

a(xi +Xj, X +xj) —a(x,x) —axj,xj), fallsi>]j
Nach Vorraussetzung gibt eg,---, vy € F mit b'(u(x),v;) = a(x,X;) (mod ) fir
allei, j. Definiere weiterv : E — F durchv(x) := v;. Dann erfulltu’ die gewiinschten
Eigenschaften:
Seix = >{L aix € E, so isth'(u(x),v(x)) = > aia b/ (u(x),vj) = S ajaja(x,X;) =
a(> Ly aix, Y11 ajXj) = a(x,x) = (q(x) —q'(u(x))) ( mod m fiir allex € E.

2. Die Abbildung’, definiert wie oben, erfiillt die gewilinschten Eigenschaft anstelle fiir
k+ 1 anstelle voru fiir k. Induktiv erhalten wir, dass©® :=u, u® =u/,--. .U : E —
W, u™ (x) = u™D(x) (mod T "F) mit ¢ (U™ (x)) = q(x) (modr&t"). Der Grenzwert
limn_.. u™ erfiillt die gewiinschte Eigenschaft. 0

Folgerung 3.1.35Seien R ein vollstandiger diskreter Bewertungsritig,q’) ein regulérer
quadratischer R-Modul und u(E,q) — (F,d) induziere die Isometriad : (E/TE,q) —
(F/mF,q’). Dann gibt es eine Isometrig (E,q) — (F,q) mit T(x) + TF = U(x+ nE) fur
alle xe E. Ist speziellE/mE, q) = (F /1, T'), so gilt(E,q) = (F,q).

Beweis: Die Abbildung ist eine Isometrie. Also isti injektiv undE" = (U(E))*, mit E :=
E/TE. Da man jeddR-Linearform audi(E) auf ganzF fortsetzen kann un¢F,q’) regular ist,
gilt U(E)* = by g (F). Daraus folgt, dasE " = b/(F) und somit erfullerF, E, u die Vorrausset-
zungen vo 4 mk = 1. Wir erhalten die Behauptung. 0

Satz 3.1.36Sei2 # p € P. Ein regularerZy-Modul ist eindeutig durch Determinante und Di-
mension bestimmit.
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Beweis: Sei (E,q) ein regularefZ, Modul. Nach 3.1.2[7 istE,q) tberZy/pZ, eindeutig be-
stimmt durch Dimension und Determinante. Nach 3[1.35 kann man Isometriefl paebens

Satz 3.1.37Sei A ein lokaler Ring. Sind F, G scharf primitive freie Untermodulen des quadra-
tischen A-Moduls E und:tF — G ein Isomorphismus, so gibt es eig@O(E) mit ugr =t.

Beweis: Flr den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Kne02, Satz 4.4]. O

Seip€ P, (L,b) ein bilineareiZ,-Modul, gesehen alé,-Gitter inV := Qp @7z, L und defL) #
0.

Satz 3.1.38Sei p> 2, p € P. Dann gilt
(L,b) = (Lo, p°bo) L (L1, p'bp) L -+ L (L, p"bpm) mitme N
sodasqL, f,) regular ist fur alle i. Diese Zerlegung ist fur $ 2 bis auf Isometrie eindeutig.

Beweis:

1. Zeige die Existenz der Zerlegung.

(i) Ist p# 2 so existiert nach 3.1.B2 eine Orthogonalbésis: - - ,e,) vonL.
Setzt man nuriy == (g : vp(b(e,q)) = k>zp fur k> 0, undby == p~*by, «1,., SO

erhalt man die gewlnschte Zerlegung. Die Teilmodulnf ;) sind nach Konstruk-
tion regular.

(i) Istp=2soistnach3.1.3A,b) =1 , (Li,bj) mit RangL;) = 1 oder 2.
Setzt man nurLy = (& :Mingec,; {Vp(b(e €))} = k>zp fur k > 0, und by :=
p_kb“_kak, so erhalt man die gewiinschte Zerlegung. Die Teilmoduinf ;) sind
nach Konstruktion regular.

2. Zeige die Eindeutigkeit der Zerlegung.
(i) Als erstes zeigen wir, dass fidr> 0, minimal mit der Eigenschalt # 0, gilt

(L/(LOPHL¥), pFb) = (Li/pLi By)

Da die (Lj,b;) regulareZp-Moduln sind, folgt, das$(x,y) € Z,, fur alle x,y € L;j und
daher ist; C L¥. Da(L;,by) regulare ist, istLi, b )* = L;.

Wir erhalten also, dasse (L, p‘b)# genau dann, wenp'b; (x,Li) € Zp. Dies ist genau
dann der Fall, wenbi(pix, Li) € Zp und dies tritt genau dann ein, wempx € (Li,bi)#.
Weiter istp'x € (Lj, bj)* genau dann, werme p~(L;, b)#. Damit erhalten wir, dass

(L,b)* =Lk p~'Lj und daher isp*"1L* = L > pFIL ) = pli L (Lj=k pP€TEIL).
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Dax € L genau dann, werxy € L; flr alle j undx € p“t1L# genau dann, werm € ply
undx; € p“t-IL; mit j >k, folgt, dassce L n p*"1L* genau dann werx € LN pLyc =
pLxundxe LN pk“*JLJ- =L; fur alle j > k. Insgesamt folgt nun, dass

LN pk+1L# = plk L (LjskLj).

Damit folgt unsere Behauptung, da
(L/ (AP, p*b) = (1L / (Pl L (Lj=kL)) , p*D)

=S <Lk/ IOLk,IOTb|Lk> L <lj>k'-/ LiskbLy ’ﬁ)>

N J/

-0
(i) Kommen wir nun zur eigentlichen Aussage, der Eindeutigkeit. Sei also
(L,b) =Lizo (Li, p'bi) = Lizo (L], p'b)))

Beweis durch Induktion nach Rafig:
Fur RangL) = O ist nichts zu zeigen, sei also Rghgy > 1 undk := minec (vp(b(e e))).
Nach (i) folgt, dass

(Li/PLic: B) = (L/(LNPHIL%), p¥b) = (Li/pL. )

Mit erhalten wir, daséLi.by) = (Li,b) (An dieser Stelle wirde der Beweis
fiir p = 2 nicht funktionieren, day(x) = 2b(x,x) = 0.). Da auRerdeniLy, p—¥b) und

(Li, p¥b}) als orthogonale Summanden scharf primitiv sind, folgt nach 3.1.37, dass
einu e O(L) existiert mitu(Ly) = L;. Es gilt alsou(Ly) = u(Lix Li) C L. Da auch
ule O(L) folgt, dassL - = L. 0

Bemerkung 3.1.39Die in SatZ 3.1.38 eingefiihrte Zerlegung hel@tdanzerlegung

Satz 3.1.40Jedes ungerade unimodulare-Gitter L hat eine Orthogonalbasis.

Beweis: Beweis durch Induktion tber= dim(L). Istn =1, so ist die Behauptung Klar.
Induktionsschritt vor{n— 1) nachn : Seie; € L beliebig mitb(er,e;) =: a1 € Z3, so folgt, dass
L = Zoe; L M, wobei das GitteM unimodular und von der Dimension diin) — 1 ist. IStM
ungerade, dann existiert nach mit Induktion eine Orthogonalbasis.

Ist M gerade, so verdnderg. Dazu seie; € M beliebig. Dann isb(ey, &) € 2Z;, und daher
folgt fir €] := ey + e, dassh(e},€|) € Z3. DaM = M¥#, existiert einez € M mit b(ep, &3) = 1
und daher gilt, dasg; := e; —a1e3 € (e1)*. AuRerdem isb(€}, €;) = b(er, e1) +aZb(es, e3) €
Z3. Das ungerade Teilgittevl’ := (e/1>L erflllt L = (¢7) L M’. Nach Induktion existiert eine
Orthogonalbasis. 0
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3.2 Geschlecht von Gittern

Analog zu [Kne02] fuhren wir den Begriff des Geschlechts ein.

Sei p eine PrimzahlQp der Korper der p-adischen Zahlen ufig der Ring der ganzen p-
adischen Zahlen. Weiter séiein n-dimensionaler Vektorraum Ub@rmit einer nicht ausgear-
teten quadratischen Forg

Sei{ey,...,en} eine Basis vorL und so diese auch Basis v@'. Identifiziert man 1 x mit X,
so folgt, dasf)p ®q Q". Es wirdL,, zu eineniZp-Gitter in QY.

Definition 3.2.1 Fir ein GitterL C Q" heif3t

die p-Komplettierung vonL.

Definition 3.2.2 Die GitterL CV undL’ CV’ liegen im gleichen Geschlechfalls gilt

Lp L

p furallepePUw.

Im Zeichen:L ~ L. Die Menge genu4.) := {L’ | L'~ L} heiRt dasGeschlechtvonLL.

Satz 3.2.3Hasse, Minkowski
Seien V, W quadratischi@-Vektorraume und sé, @V = Qp@W fir alle pe PU {w}, so
gilt, dass V=W.

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Kne02, Satz 19.1]. 0

Folgerung 3.2.41st L~ L, so folgt, das€p®L=Qp® L’ fur alle pe PU. Nach Sat3
gilt dann, dasQ® L~ QL.

Die folgende Bemerkung dient dazu den Begriff des Geschlechts besser zu verstehen.
Bemerkung 3.2.5
1. Ein Geschlecht besteht aus vollen Isometrieklassen.

2. Alle im gleichen Geschlecht liegenden Gitter haben gleiche Determinante.

3. Ein Geschlecht enthalt nur endlich viele Isometrieklassen.
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Beweis:

zul. Seiu: L — L' eine Isometrie, so ist audd @ u: Zp® L — Zy® L’ eine Isometrie, da
Z — Zp fur alle p € PU {oo}.

zu 2. SeiB:= (by,-- ,by) eine Basis voh undB’ := (b}, --- ,b},) eine Basis vo’. DaL ~ L',
folgt, dass fur allep € PU {o} eine MatrixM, € GL(Zp) existiert mit
Mp-G(Zp® B)-My = G(Zp®B'). Daraus folgt, dass
de{G(Zp®B)) - a5 = det(G(Zp @ B')) mit defMp) =: ap € Zj fir alle p € PU {o}.

" . . det(G(Zp2B N2 £

Fir detG(Zp®B')) # 0 ist alsoa? := %ﬁgy& € (Zy)?furallep € PU{o}.
Da dies fur alle Primzahlen gilt, folgat% = +1 und wegen{c} erhalten wir, dasa% €
(R*)? . Wir erhalten also, dasa% =1 und deswegen d¢l, ® B) = det(Zp ® B') fir alle

p € PU{wo}.

zu 3. Nach [Kne02, Satz 20.2] existieren fur feste Dimension und feste Determinante nur end-
lich viele verschiedene Isometrieklassen von ganzen Gittern. 0

Nicht nur die Determinante eines Gitters, auch die Elementarteiler der jeweiligen Grammatrix
sind eine Invariante fur das Geschlecht.

Bemerkung 3.2.6 SeienL undM Gitter, die im gleichen Geschlecht liegen. Die Grammatrizen
vonL undM haben die gleichen Elementarteiler.

Beweis: SeienB := (by, ...,by) undB’ := (b}, ..., by) Basen vorl, sodass
<(bi,b’j))_ ~=Diag(dy,..,dn), wobeids, ..., d, den Elementarteilern von(G) entspricht. Seien
i

weiterd;, ...,d! die Elementarteiler von ®1). Es bezeichne; [p] den Elementarteilet; auf-
gefasst inZp. WegenL, = L, fir alle p € P, folgt, dassd; [p] = d{ [p] fir allei € {1,..,n} und
fur alle p € P. Insgesamt folgt, dass fur allec P der p-Anteil der Elementarteiler voh und
M gleich ist und somit folgt die Behauptung. 0

Mit Hilfe von Cliffordalgebren definiert man einen Gruppenhomomorphismus

V:SQVp,q) = {g € O(Vp,a)| detg) =1} — K*/(K*)?,
die sogenannt8pinornorm, siehe[Kne02, Definition 8.6].

Definition 3.2.7 Die Menge der Gitter
{L’ < (V,q)| furalle p € P existiertup: L, — L'IO mit v(up) = 1}

hei3t dasSpinorgeschlechtvonL.
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Satz 3.2.8Seidim(V) > 3, L <V und pe P. Weiter enthalte j. einen mindestens zweidimen-
sionalen orthogonalen Summand@vip,cpq) mit regularem(My,q). Dann besteht das Ge-
schlecht von L nur aus einem Spinorgeschlecht.

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Kne02, Satz 25.4]. 0

Folgerung 3.2.9 Fur die Gitter qﬁ, ist ihr Geschlecht gleich ihrem Spinorgeschlecht, falls gilt:

1. k>2, fur NeaANP.

2. k>1, fir Ne aA(\P.

Bemerkung 3.2.10Mit dem Programm Magma erhalt man auchkiés 1 undN € ALNP, dass
das fir die GitteCy Geschlecht gleich dem Spinorgeschlecht ist.

Satz 3.2.11Sei V regularerQ-Vektorraum,dim(V) > 3 und pe P mit ind(Vp) > 0. Dann
enthalt jede Isomorphieklasse im Spinorgeschlecht eines Gitter¥ Lein Gitter MC V mit
M, =L, far alle | # p.

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Kne02, Satz 25.3]. 0

Satz 3.2.12Es istind(V) > O insbesondere dann gegeben, weim(V) > 5.

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Kne02, Satz 28.1]. 0

Bemerkung 3.2.13Sei nunp € P so gewabhlt, dass irfdfy) > 0. Mit Hilfe von Satz| 3.2.111
erhalten wir, dass jede Klasse im SpinorgeschlechiveimM C V enthalt mitM, =L, fur alle
Primzahlerl # p. Es gilt, dass

Z[%} M = Z[%] L.

Beweis: Fixiere eine Basis voM. DaV ein Q-Vektorraum ist, sieht man, dass
M = (VM) € Np(V NLy) = Z[3] L. Daraus folgt, dasg[]L C Z[1]M. Vertauscht man
die Rollen vonM undL, so folgt die Behauptung. 0
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3.2.1 Knesersche Nachbarschaftsmethode
Wir stellen nun die sogenannte Nachbarschaftsmethode vor, die ermdglicht alle Gitter, die im ei-

nem Spinorgeschlecht liegen, zu konstruieren. Dabei gehen wir analog zu [HemO03] und [Tei05]
vor.

Definition 3.2.14 Zwei ganze Gittet. undL’, mit ptdetL), heiRenp-Nachbarn, falls
L/(LNL)=Z/pZ=L"/(LNL").

Dies lasst sich wie folgt skizzieren:

LNL

Bemerkung 3.2.15Mit der Determinanten-Index-Formal erhalten wir, dass zwei benachbarte
Gitter die gleiche Determinante haben:

detL) =[L:LNL]2-defLNL) = [L': L'NL]?-det(L'NL) = det(L’)

Im Folgendem seien alle Gitter ganzzahlig ymsei eine Primzahl, die die Determinante \on
nicht teilt. Fur die konkrete Ausfiihrung der Nachbarschaftsmethode gatitmimal gewahlt
werden, um die Rechenzeit zu reduzieren.

Definition 3.2.16 Seiv € L. Wir definieren

L(v):=Ly+3Zv mit Ly:={xeL|(xV)€ pZ}.

Definition 3.2.17 Seiy € L\ pL, mit (y,y) € p?Z. Dann heiRy Nachbarvektor von L beziig-
lich p.

Satz 3.2.18Sei y ein Nachbarvektor von L. Dann istyl. ein p-Nachbar von L. Weiter gilt,
dass jeder p-Nachbar von L von der Forrfyl, beziiglich eines Nachbarvektors, ist.

Beweis:
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(i) Zeige, dass (y) ein p-Nachbar voi ist.
Das GitterL(y) ist nach Konstruktion ganzzahlig. Dmf det(L), ist [L : Ly] = p. Ausser-
dem gilt, dasgL(y) : Ly] = p, dapg;y=ye€ Ly und 5y ¢ L. DaLNL(y) = Ly, folgt die
Behauptung.

(i) Zeige, dass jeder beliebeige Nachbar von der Hofyh ist.
SeiM ein ganzzahligep-Nachbar vorl und y € pM\ pL. Danniist(L,y) C Z, dapM C
LN M. Es gilt aber nicht, dagd.,y) C pZ, denn sonst wirde gelten, dgsisdet(L). Somit
folgt, dassLy G L . Insgesamt erhalten wir also weggs pM, dassLNM C Ly & L und
somit, das¢ MM = Ly. Mit [L: LNM] = pfolgtalso, das# =Ly +Zy=L(y). o

Durch die im vorhergehendem Satz eingefiihrte Konstruktion wird deutlich, wieso wir zu Be-
ginn des Abschnittes gefordert haben, dassécht die Determinante voh teilen soll.
Angenommerp| detL) = [L¥: L]. Dannistder Schnitp LYNL = {x € L|(x,y) € pZ Vy€ L}

nicht leer. Fir alles € pL¥*N L wére dann aber, = L und somitL(v) ein Obergitter vori.

Nutzen wir nun die Ergebnisse aus Satz 32.11 und[Satz B.2.13, so erhalten wir mit dem fol-
gendem Satz, dass unter Einschrankungen an die Dimension zwischen je zwei Gittern, die im
gleichen Spinorgeschlecht liegen, eine Kette von Nachbarn existiert.

Satz 3.2.19Seien L~ M Gitter gleicher Determinante mE[%]L = Z[%]M. Dann gibt es eine
Kette L= Lg,L1,...Ly =M von Gittern, so dass;jL; und L p-Nachbarn sind fur& 1, ...,r.

Beweis: Wir fuhren einen Beweis mit Induktion nastdurch, wobeip®> = [M : LN M].

Ists= 1, so ist nichts zu zeigen. Sei alsg 2. Wahle ein Element der OrdnumpgusM /LNM

und dafiir einen Vertretgre M. So folgt fiiry := py, dassy € L\ pL und(y,y) € p?>Z. Mit dem
vorhergehendem Satz kdnnen wir eineiNachbarn vori(y) von L konstruieren. Es bleibt zu
zeigen, dasg®t = [M : L(y)nM].

Seixe LNM, dannist(x,y) = p(x,y¥) € pZ und somit istx € Ly. Daraus folgt, dass "M =
LyNM C L(y)nM. Day € L(y)nM\ LNM, folgt insgesamt, dadsnM & L(y) " M. Es folgt,
dassp®>! = [M : L(y) nM] und mit Induktion finden wir eine Kette von p-Nachbarn zwischen
L(y) undL. O

Die folgenden Uberlegungen dienen dazu einen Algorithmus fur die Nachbarschaftsmethode zu
erhalten. Hierbei gehen wir analog zu [HemO03] vor, jedoch betrachten wir auch ungerade Gitter.

Erstmal wollen wir die Anzahl der moglichen Nachbarvektoren reduzieren:

Satz 3.2.20Die in der gleichen Bahn unter der Automorphismengruppe von L liegenden Nach-
barvektoren erzeugen isomorphe Gitter.

Beweis: Seio € Aut(L), vein Nachbarvektor beziglighundy € L. Wir zeigen, dase(L(v)) =
Lo(v)- Dazu gentgt es zu zeigen, dagsy) = Lg)- Seiy € Lg(y), SO ist(y,0(v)) € pZ und dies
ist Aquivalent dazu, dage—1(y),v) € pZ. Es ist alsoco~1(y) € L, und dies ist genau dann der
Fall, wenny € a(Ly). 0
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Satz 3.2.21Die in der gleichen Nebenklasse voadL liegenden Nachbarvektoren bzgl. p er-
zeugen das gleiche Nachbargitter.

Beweis: Es bezeichnél| die Restklasse modulp fur ein| € L. Seienv,v zwei Nachbar-
vektoren mit[v] = [V]. Dann existiert einz € L, sodassv =V + pz . Ist x € Ly, so ist
(X,V) = (X,V + p2) = (X,V) + p(x,2) und damit istL, C L,. Analog zeigt man, dads, C L,
und somitLy, = L.

Da v und V' Nachbarvektoren sind, ist?Z > (V,V) = (V+ pzV+ p2) = (V,V) +2p(v,2) +
p?(z,2) und damitz€ L, = L. Insgesamt erhalten wir, dass

L(V) = Ly+ 32V =Ly + $Z(V + p2) = Ly + $ZV + Zz2= Ly + 52V = L(V). 0

Bemerkung 3.2.22 SeilL ein ganzes Gitter.

a) L(v) ist genau dann ganz, weimv) € p?Z.

b) Ist L zusétzlich gerade, so iktv) ist genau dann gerade, weanv) € 2 p?Z.

Beweis:

zu a) Sei (v,v) € p?Z. Es istL, ganz, daL ganz ist. Weger(LV,%v) = %(Lv,v) C Z und
(FV%3V) = 512 (v,v) C 512 p?Z folgt, dass(v) ganz ist.
Die Umkehrung folgt, dd ganz ist und(v,v) € Z genau dann, Wen%% (V,V) € p°Z
direkt.

zu b) Sei(v,v) € 2p°Z. WegerL ist L, gerade. Daher folgt m(t% v, %v) € é 2p?Z, dasd._(v)
gerade ist.
Die Umkehrung folgt direkt, d& ganzzahlig ist una{%v, %v) € 27 genau dann, wenn
(v,Vv) € 2 p?Z. O

Unter verschiedenen \Vorraussetzungen kénnen wir auf folgende Weise Nachbarvektoren
konstruieren:

Lemma 3.2.23 Seien yV € L\ 2L. Wir betrachten I(v) beziiglich der Primzahl g- 2.
Istv—V € 2Ly, so gilt, dass [v) = L(V).

Beweis: Seiz:= % € Ly. Es qilt fur allex € L, dass(x,v) = (X,V) — (X,22) = (X,v—22) =
(x,V') modulo 2 und daraus folgt, dakg= L/. Insgesamt erhalten wir dd.Z" L, = L/, dass
L(v) =Ly +1Zv=L,+3Z(V +22) = Ly + 32V = L(V). O
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Satz 3.2.24Sei L ein gerades Gitter, £ 2 und L habe ungerade Determinante.

Ist ve L\2L, mit (v,v) € 4Z, so gibt es einen Basisvektor e @it (v,e) und fur alle we [v] €
L/2L qgilt entweder, dass(w) = L(v) oder L(w) = L(v+ 2e).

Weiter ist eines dieser Gitter gerade, das andere ungerade.

Beweis: Die Existenz des Basisvektoesst klar, da 2 det(L).

1. Fall Sei(v,v) =0 mod 8 Dann istL(v) ist nach Bemerkung 3.2.R2 gerade urid+ 2e) ist
wegen
(¥) (v+2ev+2e)=(v,v)+4(v,e)+4(e,e)=4 mod 8

ein ungerades Gitter.

2. Fall Sei(v,v) =0 mod 4 aber nicht mod 8Mit (x) erhalten wir, das&(v+ 2e) gerade ist
undL(v) ist offensichtlich ungerade.

Seiw € [v], das heit alsa = v+ 2f furein f € L. Da[2L : 2Ly] = 2 und nach Lemmia 3.2.p3
L(w) = L(v) genau dann, wennf2ec 2L,, folgt die Behauptung. Mit Lemma 3.2]23 folgt fiir
allew € [v] wegen[2L : 2L,] = 2, dass entwedér(w) = L(v) oderL(w) = L(v+ 2e). 0

Bemerkung 3.2.25SeienL ein gerades Gitter mit gerader Determinante pnd 2. Dann ist
die Existenz des Basisvektors, der zur Anpassungwatiant, nicht gegeben.

Satz 3.2.26Sei L ein ungerades Gitter,p 2 Primzahl und g def(L).

Istve L\ pL, mit(v,v) € pZ (und 1 (v,v), sonst wére v schon ein Nachbarvektor), so gibt es
einen Basisvektor e miti(v,e) und xe (2- (v,e) + pZ) ' € Z/pZ, so dass fiir ;= v+ xpe
gilt, dass(V,V) € p’Z und vV € L\ pL.

Beweis: Die Existenz des Basisvektoesst klar, dap{ detL). Weiter gilt:

(V+xpev+xpe =0 mod p?
& 0= (V+xpev+xpe = (V) +2xp(v,e) +x2p? (e, e) = (v,v) + 2xp(v,e) mod p?
& Oz%v%x(v,e) mod p

& xz—%-(z(v,e))‘l mod p. (x%)

Somit hat nach Wahl vorx die gewiinschte Norm. Zeige noch, delss L \ pL. Angenommen,
dassv € pL, so existiert eirl € L mit V. = v+ xpe= pl. Dies ist &quivalent dazu, dass=
p(I — xe) und dies leitet einen Widerspruch ein. O
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Folgerung 3.2.27 Die Bedingung, dass p eine Primzahl ungleich zwei ist, im vorhergehenden
Satz ist notwendig, dantt: (v,e) eine Einheit inZ/pZ ist, siehe (**).

Durch die vorhergehenden Satze wird klar, dass es gentigf did Reprasentanten der Klasse
L/pL = (Z/pZ)" = F} als Nachbarvektoren zu berlcksichtigen. Von diesen missen wir dann
nur noch die betrachten, wie unter der Automorphismengruppe in einer Bahn liegen. Offen-
sichtlich kann man also die Rechenzeit verkiirzen, indem man eine moglichst kleine Primzahl
wahlt.

Folgerung 3.2.28Ein Gitter der Dimension n besitzt, bis auf Isometrie, hbchst%]ﬁ% p-
Nachbarn.

Zusammenfassend erhalten wir folgenden Algorithmus:
Gegeben:Ein ganzes Gitter L mip{ det(L).
Gesucht:{L'|L'~L} =g

1) g ={L}
2) Wahle einen noch nicht behandeltes G und wahle eine beliebige, aber feste Basison
L. Berechne dann die zugehérige Automorphismengruppe.

3) IdentifiziereL/pL mit (Z/pZ)" und berechne die Bahnen der projezierten Automorphis-
mengruppe.

4) Wahle aus einer noch nicht behandelten Bahn einen Vertreter und bilde ein beliebiges Urbild
v. Falls jede Bahn behandelt wurde, so gehe zu 2).

5) a) Ist(v,v) =0 modp?, so fiigeL(v) zu G und gehe zu 4).

b) Ist (v,v) = 0 modp, so passe an zuv/, so dasgV,V) = 0 mod p? und fugeL (V') zu
G hinzu. Dann gehe zu 4).

c) Fallspt(v,v), so gehe wieder zu 4).

3.2.2 Anwendung der Kneserschen Nachbarschaftsmethode auf die Gitter
Cx

Das Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass ungeradeNstaddulare Gitter in Ge-
schlecht von (‘,‘; mit geeignetenk, liegen. Dazu werden wir das Geschlechtssymbol analog zu
[CS99] einflhren.

Seip € P. Wir fuhren erstmal dap-adische Symbol fiifp # 2) ein. Nach Satf 3.1.38 kénnen
wir jeden bilinearen Raum Ubé&r, eindeutig zerlegen, so dass dieser die Form

(va) = (LOa pObO) 1 (Lla plbpl) Lo L (L7 pmbpm) mitme N
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hat. Sei
[+ falls deth) € (Z})?
& '_{ — L falls deth) ¢ (Z5).

Ist (p # 2), so ist dagp-adische Symbolon (L,b) definiert durch

(p0>50 dim(by) (pl)sl dim(bp) ... (pm)sm dim(bpm)'

Satz 3.2.29Sei(p # 2). Zwei Bilinear Formen sind genau dann aquivalent tfigr wenn sie
das gleiche p-adische Symbol haben.

Beweis: Nach Satz 3.1.38 sind die einzelnen Komponenten der Jordanzerlegung regular. Weiter
sind nach Satz 3.1.B6 reguléfg-Moduln eindeutig durch ihre Dimension und Determinante
bestimmt. Da nach Sdftz 3.1]35 bilineare Moduln genau ipésometrisch sind, wenn sie tber

IFp isometrisch sind, missen wir nach Beispiel 3.]1.26 nur unterscheiden, ob die Determinante
des Moduls ein Quadrat oder ein NichtquadraF fist. 0

Definition 3.2.30 Seip € P undv € Z.

(i) Farp> 3 definieren wir

[v} L { 1 , falls v.modulo p konguent zu einem Quadrat ist

B —1 ,falls v modulop nicht konguent zu einem Quadrat ist

Ist p= 2, so definieren wir

F}_ {1 fallsv=+—1 mod 8

p| "1 -1 ,falsv=+-3mod8"

[%} heilt daslacobi-Legendre Symbal

(i) SeiA e R oderAe Zp, mit A= p®a, wobei ggTp,a) = 1.
p% a heil3tp-adisches Antisquare wenn gilt, dass

a) p® kein Quadrat ist und
a| __
b) H — 1
(i) Seib = Diag(p®a, pb, p'c,...) eine ganze Bilinearform. Wir definieren

- [ PP+ pP+p ... +4m  fallsp#£2
P Slgnatur(b)._{ at+b+c+..+4m fallsp=2"

wobeim die Anzahl der p-adischen Antisquare ist. Die 2-Signhatur heil3t aucbddigy
vonL.
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Kommen wir nun zum 2-adischen Symbol: Sei

e J T , falls detbj) =+1 mod 8
"""\ — ,falls detb)=+3 mod8"

und

S = I , falls by ungerade ist
R , sonst

Ist§ =1, heiBtpibpi vom Typl, sonst vom Tygl. Das 2-adische Symbol von f ist dann

dim(b dim(b en dim(bgn)
(20)530) im(by) (21)881 im(bp) (Zn)s1 im(by

Satz 3.2.31Seinen f und ‘fzwei Bilinearformen. Es bezeichnétw. { die oddity von ifbzw.
f/. Die Bilinearformen f und ‘fsind genau dann 2-adisch &quivalent, wenn

() ni=n{,S=9 furalleiund wenn
(i) farjedes i, fur welches; ¥on Typ Il ist, gilt

> (tg—tg) = 4(min(a,i) + min(b,i)+---) ( mod §
fj<2i

wobei22,2° ... die Werte von ifsind, flr die gilte; # s’j.

Beweis: Flr den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [CS99, Chapter 15, Theorem 10].

Folgerung 3.2.32Sind f und f Formen, in deren 2-adischen Diagonalisierung keine Typ Il
Summanden vorkommen, so sind diese genau dann 2-adisch aquivalent, wenn die Dimensionen
der einzelnen Summanden gleich sind.

Lemma 3.2.33 Es gibt nur ein Geschlecht von geraden, 2-modularen Gittern der Dimension n
und Determinante d.

Beweis: Um die Behauptung zu zeigen, geniigt es gesdische Symbol der zugehdrigen
Bilineraformen fur allep zu betrachten. Sdi ein gerades, 2-modulares Gitter mit BaBis

Es folgt, dass 2@) ! € Z™" und somit ist 2 maximaler Elementarteiler. Da (@&(B)) =
det(2G(B)1) ist den(l_n) =22, E)anaufserderh gerade ist, erhalten wir, dass das 2-adische Sym-
bol von der Form 427 oder ¥ 27 ist. Die Bilinearform vony/2L* hat die Form 2,* L ;1.
Dabei istf; genau dann gerade, also vom Typ II, wefril‘r'n1L gerade ist. Betrachte da#jr als

n nq# n n
Basiswechselmatrix, dann ist namligh® = =1 f; f'". Da /2 [1,% 25} =2 [1|2, (1/2)5} =

[2;?: 1?] % [1;?: 2?} scheidet die zweite Mdglichkeit aus, depf2L” hat das gleiche 2-adische
Symbol wie L. Mit Sat7 3.2.31 erhalten wir, dass eine Bilinearform durch dieses Symbol 2-
adisch eindeutig bestimmt ist.

Ist p # 2, so ist das Gitter unimodular und hat gaadische Symbol: . 0
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Satz 3.2.34Sei Ne N quadratfrei und sei L ein ungerades stark N-modulares Gitter, das ra-
tional &quivalent z«C; ist, dann liegt L im Geschlecht vagy;.

Beweis: Zeige, dass

Zp@L =2 ZpxCK firalle pePuU{ew}.

Fir p = = ist die Behauptung klar.
Es giltL® Q = C{ ®Q genau dann, wenb® Qp = CK ®Q), fur alle p € P. ()

1. Fall N wird von p geteilt.

a)

b)

Seip# 2.

Da N quadratfrei ist, seien(as, --,an) L p(ba,---,bm) a,bj € Z; und
(a,---,ay) L p(by,---,by) &,b} € Z; mogliche Jordanzerlegungen vbrbe-
ziehungsweise vonlC

Wegen (x) und Satz 1 sind(@, -~ ,d,) und (&1,---,&y) bzw.
(b1,---,bm) und (b/1,---,b/y) in der gleich Wittgruppe UberF,. Es

gilt also, dassn = n und m = m'. Da auBerdem defs,---,an)) =
det((a'y, - ,an) bzw. det(by, - ,bm)) = det((D'1, - ,b/m), habenL und C

das gleichep-adische Symbol. Wir erhalten nach Satz 3.p.29, dagsZ, =

CK ®Zp.

Seip=2.

Das Gitter G hat das 2-adische Symbof'2?. Fur das Gittell sind folgende
2-,adilsche, Symbgle,mbglich: ,

1922 19212 11921 und 112

Die ersten beiden Mdglichkeiten fallen weg, da Gitter mit diesem Symbol nicht
starkN-modular sind ( Analoge Argumentatione zum Beweis von Lefnma 3.2.33).

Das 2-adische Symbo'<|1]2:(|2 scheidet aus, daein ungerades Gitter ist. Es kommt

also nur das SymboI:(I%IZ:dZ in Frage. Es ist noch zu ziegen, ddgs= kj und
ko = k. Aber ware dies nicht der Fall, so wére (et detCy,) und dies leitet
einen Widerspruch ein. Nach 3.2/29 folgt, ddsso L = Z, @ Cf,.

2 . Fall N wird nicht vonp geteilt.
Die GitterL und C; sind regular.
Ist p # 2, so folgt die Behauptung mit Satz 3.1.36,ldand  die gleiche Determi-
nante und Dimension haben.
p=2: Dal und G ungerade Gitter sind, folgt die Behauptung direkt[mit 3.2.32,



4 Ungerade Gitter und ihr Schatten

4.1 Der Begriff des Schattens

Fur ungerade Gitter ist die zugehdérige Modulgruppe kleiner als die der geraden Gitter. Jedoch
bekommt man durch den zugehérigen Schatten mehr Struktur. Die Theta-Reihe des Schattens
lasst sich aus der Theta-Reihe des Gitters berechnen.

Im folgendem seL ein ganzes Gitter der Dimension= 2Kk.

Definition 4.1.1 IstL ungerade, so heif3t
Sh(L) := L%\ L*

derSchattenvonL. IstL gerade, so setzt man @h := L*.

Definition 4.1.2 Ein Vektorv desR" heiRtcharakteristicher Vektor vonL, falls
(v,w) = (w,w) mod 2 firallewe L.

Die Mengex (L) heil3tMenge der charakteristischen Vektoren

Bemerkung 4.1.3 Es gilt, dass SfL.) = %x(L).

49
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Beweis: Um die Gleicheit der Mengen von Vektoren zu zeigen, zeigen wir beide Inklusionen.

#
C  Wegen|L?,: L¥| = vdetl?) - vdetley
Vde(lE) /defl)

LZ,=L*0 (y+L"), mit ye LZ,\L*. Daraus folgt, dass $h) =y-+L".

Wir werden zeigen, dass fur allez Sh(L) gilt, dass

(21,x) = (x,x) mod 2 fur allex € L.

Sei alsd € SHL). Fur den Fall, dass € Ley, folgt, dass

(21,x) = 2(l,x) = 0= (x,x) mod 2

~—~~
€Z
Sei alsax € L\ Ley. Wir kdnnen jedes$ € Sh(L) schreiben als=y+w, mitw € L

= |L: Ley| = 2, erhalten wir, dass

o : : . . 1
Weiter istL = LeyU (X' 4 Ley) MitX € L\Ley. Dannist(y,x') ¢ Z, jedoch(y,x) € EZ’
da(y,2X) € Z. Es existiert eirz € Le,, S0 dasx =X +z

Somitistalsax, 1) = (X +zy+w) = (X,y) + (X, W)+ (zYy) + (zw) € }Z
e N N N 2
G%Z €Z €Z €Z

und daraus folgt, dag@l,x) = 2(l,x) = 1= (x,x) mod 2
1
eiz

1 Vv L . .
D Sei EX(L) > w= -, wobeiv ein charakteristischer Vektor ist.

27
Fir einx € Leyist (w,x) € Z. Es ist alsow € L,

Istx € L\ Ley, SOiStZ\ 2Z > (x,X) = (v,x) und somit isttw, x) ¢ Z und damitw ¢ L*.
Insgesamt folgt also, dasse L%\ L¥ = SHL).

Allgemeiner kann man den Begriff des Schattens auch fur Gitter, die ganZilsend, defi-

nieren. Analog setzt man., = {x € L | (x,X) € 2Z,} und dann S{L) = L%\ L¥. Dabei ist nun
natiirlichL” = {x e R" | (x,1) € Zp VI € L}.

Definition 4.1.4 Seil1 C P. Analog zuml-Dual eines Gitters definiteren wir ddi-Schatten
Shq. Ist 2e€ 1M, so defnieiren wir

Shq(L) = ShL™m).

Ist 2¢ IM, so defnieiren wir
Sh(L) = V2 Sh(v/1oL*m),

wobeil, die Stufe vorL*{2} jst,
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Bemerkung 4.1.5Es ist Skh(L) = SHL) eine Restklasse natff und Sh(L) eine Restklasse
nachL.

Satz 4.1.6Sei L gerader Dimension# 2k, dann gilt
Osh)(2) = \/detL) (lz) L(1-3)
Beweis:

(i) Zeige, das®..,(2) = 3 (6.(2) +6.(z+1)). Es ist

eLeV(Z> _ Zemzxx _|_Z mzxx))

xeL xelL
_ Z mzxx Z T[I (z+1) (
xeL XeL
1
= 502 +6L(z+1)).

(i) Wegen SKL) = L%\ L¥ undL? C L%, gilt mit der Theta-Transformationsformel, dass
Osn)(2) = B, (2 —64(2)
- lWoletTev 0 (-3)- i—zwm o)
= ()F2\/del) 5 (6(~3)+0u(— +1)) — (L)K/dell) bu(—
= (E) “\/detL) eL(l_E)-

Satz 4.1.7 Sei L ein 2-modulares Gitter der Dimensios=2k. Dann gilt, dass

Oshy(L) (2) = Bsh1)(22).

Beweis: Es ist

Osy(1) (D) = B zs1va) (2) = Ogy, /2721 (22) = Bshi1) (22).

Beispiel 4.1.8Betrachen wir das Standardgittér Das Gitter ist unimodular und es gilt, dass
(Zew)” = (3 +7) UZ. Daraus folgt, dass $) = 3 +Z und somit ist

GSHZ ZZ S m+3)2 _2er[|z4z gizm(m+1)
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Satz 4.1.9Sei L ein unimodulares Gitter der Dimension n. Dann gilt, dass

8j
eSh('— ZaJ gh(ZJ eIJEB 2)

Beweis: Nach Folgerung 2.4.13 i€ = ZJ Oajen BJGJ Da Eg ein gerades unimodulares
Gitter ist, erhalten wir mit der Theta- Transformatlonsformel und Satz|4.1.6, dass

Oy (@ = (L)

(821 )" (6g, (1))

Il
—~
NI —
N—
NIS
1]
o
Q

= 03 ()7 (Bonz) (@) By (—2)
j=0
inLgJ I, _n=g [
= OB (0) " Benyy ()" () (6 (2)]
j=0

= ) aj(Bsnz)(2)" ¥ Bk, (2) .
j=0

Allgemeiner kann man sagen:
Definition 4.1.10 Es sei
M'(Fo(N),X) =< 8L | L liegt im Geschlecht der statk — modularen Gittedim(L) € N >

= @ < B | L liegt im Geschlecht der stafk — modularen Gitter dirfL) =2k mitk € N >

k
= P MTo(N),X)
k
Wir defninieren die Abbildung

1
Sh:9(To(N),x) — M, kaN2<Z>kfk< )

wobei M den Raum der meromorphen Funktionen bezeichnet. Diese Abbildung kann auf
M'(To(N),X) fortgesetzt werden, indem

f=>\fk— Esz( LYK (1 — ). Ebenso wirdfy - fj — Ng(lz)"fk(l— %) . N'é(lz)' fi(1— %).
Wie man also leicht S|eht ist Sh ein Ringhomomorphismus.
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Folgerung 4.1.11Sei L ein stark N-modulares Gitter der Dimensi@k. Dann ist8_ €
M'(To(N),x) und es gilt nach Safz 4.1.6, dass

Sh(BL) = B

Bemerkung 4.1.12 SeiL ein unimodulares Gitter der DimensianDie Quadratlédnge der cha-
rakteristischen Vektoren vdnist konguentn modulo 8.

Beweis: Nach Satz 4.1]9 ist

Osh) (2 ZaJ Zr&] 6|J58<)

Weiter ist nach Beispi¢l 4.1.8

n—8;j
eg;&)( z) = 2" 8j eT[IZ 8 (Zenlzn’(m+1> ‘

Dam(m+ 1) fur allem € N gerade ist und gein gerades Gitter ist, folgt,
dass(l,l) = % modulo 2 fur allel € Sh(L). Istl € SH(L), soist 2 € x(L). Insgesamt folgt, da
(21,21) = 4(1,1) = nmodulo 8 genau dann, werih|) = 7 modulo 2, die Behauptung.

Folgerung 4.1.13Ist L ein gerades unimodulares Gitter, so ist der Nullvektor ein charakteris-
tischer Vektor von L. Nach Bemerkung 4.1.12 ist somit die Dimension eines geraden unimodu-
laren Gitters durch 8 teilbar.

4.2 Stark modulare Gitter und ihr Schatten

Wir werden nun Eigenschaften von stark modularen Gittern mit langem Schatten untersuchen.
Dabei benutzen wir Ergebnisse aus [RS98].
SeilL ein starkN-modulares Gitter miN € A := {1,2,3,5,6,7,11, 14,15 23}.
Es heil3t
Dn = 240'0(N)/0'1(N)

die kritische Dimension. In unserem Fall ergibt sich

N 1|23 11|14 15| 23
Dy 2416|128 /8|6| 4 | 4| 4| 2

a1
(o]
~




54 Kapitel 4. Ungerade Gitter und ihr Schatten

Satz 4.2.1Sei Ne Al. Weiter sei L ein stark N-modulares Gitter der Dimension n, das rational
aquivalent zu & ist. Definiere := n/ dim(Cy). Dann gilt, dass

. 3, falls N ungerade und & Dy — dim(Cy)
min(L) < { 2| g +2,  sonst '

Die Gitter, deren Minimum gleich der oben angegebenen Schranke ist, reiffemal

Beweis: Um die Behauptung dieses Satzes zu zeigen, benutzt man die Ergebnisse aus Satz
[4.2.2. Dieser Satz sagt, dass

LM
02 =0"2"Y gy @'
i=0

beziehungsweise, dass
[KIn]

Osn(2) =5 (2> asy (D),
i=0

wobei die Funktionemy;, g2, 1, S im Folgendem definiert werden. Eine Strategie, um die Be-
hauptung zu zeigen, ist zu benutzen, dass die Koeffizientander Theta-Reihe des Gitters
gleich den Koeffizienten der Theta-Reihe des Schattens sind. Nimmt man an, dass das Mini-
mum des Gitters gréf3er als behauptet ist, so kann man einen Widerspruch einleiten, indem man
mit der Theta-Reihe des Gitters zeigt, dass ein bestimmter Koeffizient echt kleiner als Null ist
und mit der Theta-Reihe des Schattens zeigt, dass dieser Koeffizient groRer oder gleich Null ist.
Fur den genaueren Beweis dieses Satzes verweisen wir auf[[RS98, Theorem 2]. 0

Sei
Fo(4N)™ := (T'o(4N), W, | m[|4N).

Fur ein Untergrupp® < T definieren wir

bon (5 2 )i(2 8 e
Oo(N)

Weiter seixN) ein Charakter voIo(4N)*, so das$c, invariant ist und seiy = 2%~ das
Gewicht vonBc,,. Dann gilt fur ein GittelL, das die Voraussetzungen von 4]2.1 erfiillt, dass

1
8L € Miwy <§ro(4N)+, <x<N>)')

Fur den Beweis dieser Behauptung verweisen wirlauf [RS98, Seite 18].

Seiq:= €"Z Weiter seiN € A fest und wir setzen

g(lN)(Z) = 0Ocy (2 =1+ 2q—|—2ev(N)q2_|_ e
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wobei
1, fallsN gerade

eUN) = { 0, fallsN ungerade -
Es bezeichen die Dedekindsche Eta-Funktion

(o]

n(2) :=qt [J 1.

m=1

Wir setzen

n™(2) :=[[n(d2.

d|N
Ist N ungerade, so definieren wir

ist N gerade, dann definieren wir

Wy (122022 \
% =\ W)

Dann hatgg_N) die Form

gy = q—s(N)g?+ -
Seio1(N) := 3" d die Summe der Teiler voN. Weiter sei $N) := of(?\l)'

Satz 4.2.2 Seien Ne A und L ein stark N-modulares Gitter, das rational quivalent ust.
Definiere \ := %ol(N), falls N ungerade ist undyl:= %ol(N), falls N gerade ist. Dann gilt

[KIn]
0@ =0"2"Y gy @'
i=0

mit g € R. Die Theta-Reihe des reskalierten Schatsrn= \/NSh(L) von L ist

Osn(2) =51 (2> sy (2)

i=0

wobei %N) und éN) die zugehorigen Schatten zﬁ\'bund dQN) sind. Ist N ungerade, so ist

S(lN)(Z) — 200(N) n™
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und
(N) () _ _o-s(N)ao(N)/2 n™(z) =
s (2= W (22)
Ist N =2, so ist : ,
2, 21(2°n(42)
3@ = /22027
und o8
@, 1 (n(z/2)n(22)
210 =55 ("anian )

Fur N = 6,14 ergibt sich, dass

und \
S(ZN) _ —(3(22)(2) ng) <§)>S(N)/s(2)‘

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [RS98, Theorem 3, Korollar 3].

Berechnet man die Funktionen aus $atz 4.2.2 genauer, so erhalt man die folgenden Ergebnisse.
Ist N ungerade, dann ist

qHH 1+ M) *N - (1M~

m=1d|N
s (1— ™) (14 ¢2™),
m=1d|N
S(ZN)(Z) _ _2—s(N)%q—2 H H(1+ o2~ s(N)
m=1d|N

IstN = 2,6,14, dann ist

gz _qH H 1_|_q4md (1+qmd>—S(N)7
m=1d|(N/2)

(2 _ o 1 (1—-gM?2- (1+gM*- (1+qg*M)2
S]. (Z) _2q m];[:L (1+q2m) 9
4qu (L—g™2-(1+gM* (1+¢*™2- (1—g*)2. (1+ )% (14 gH2M)?

(14 - (1+0°m) ’
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34 4H (1—gM?2- (1+g™* (1+g*™?2- (1—-q™)?2- (1+g'™*- (1+¢?M)2
(1+9?™) - (1+qgtm) ’

@, L T 1+ \°
= @=-50 11 (e twram) -

) (1+02™) - (1+m) 2
———q H(1+qm 1+q‘"“)-(1+q~"”’“)-(1+q12m>> ’

(14, _ L. (1+¢*™) - (1+9™M)
£°0 =30 I g g g

Folgerung 4.2.3Ist N ungerade, dann beginr(f‘% mit ¢°2N)/4 und éN) beginnt mit 2. Ist N
gerade, dann beginnt’¥ mit ¢f2(2)/2 und §") beginnt mit 2.
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5 Bekannte Ergebnisse

5.1 Unimodulare Gitter von Minimum 2 mit langem Schatten

Wir wollen den ersten Abschnitt des Artikels [EIk95b] von N.D. Elkies erlautern, in dem Elkies
unimodulare Gitter und deren Schatten untersucht. Dieser Abschnitt soll die Anwendung der
Theorie der Modulformen auf Gittern motivieren.

Bemerkung 5.1.1 Seil ein ganzes Gitter, so gilt
L>~7Z" 1 Lo,
wobei minLg) = 2.

Beweis: Seiv € L mit (v,v) = 1. Dann ist der vow erzeugte bilineare Modut v > regulér und
nach Satf 2.1]5 kann marorthogonal abspalten. 0

Sei im weiterenL ein unimodulares Gitter. Geht man zu dem in Bemerkung [5.1.1 einge-
fuhrtem reduzierten Gitteky Uber, so andert sich der Rang des zu betrachtenden Gitters
um r. Aul3erdem &ndert sich das Minimum der charakteristischen Vektorea. dsZ. mit
min(X(L)) = dim(L) — 8a, so ist min(x(Lo)) = dim(Lo) — 8a. Um also unimodulare Gitter und
deren Schatten zu untersuchen, kann man also von einem Gitter mit Minimum 2 ausgehen und
spater beliebig viel& orthogonal dazuaddieren. Elkies betrachtet deswegen ohne Einschran-
kung Gitter von Minimum 2.

Das Ziel ist es nun den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 5.1.2Sei L ein ganzes, unimodulares Gitterlith, das keine Vektoren der Lange 1 enthalt.
Es qilt:

(i) L hat mindesten2n(23— n) Vektoren der Lange 2.

(i) L hatgenawn(23—n) Vektoren der Lange 2 genau dann wenn L keine charakteristischen
Vektoren der Lange echt kleiner als+8 enthalt.

(iii) Hat L genawn(23—n) Vektoren der Lange 2, dann ist die Anzahl der charakteristischen
Vektoren der Lange # 8 gleich2"11n.

59
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Beweis: Nach Folgerun§ 2.4.13 ist

L8] .
OL= Zaj 9%_81 9|JE8
i—0
und nach Satz 4.1.9 ist
Osn)(2 ZaJ gm% )6L,(2).

Dabei ist

92;1({,372)( ) on—8j emZ 4 <Ze"|zn(m+l> — on=8j emz 4 (1+e2n|2+66n|z+e12nlz+ . )n78j

und

me e2mi mt
6 ()_1+24ozl i = 1+240€™+2160€™" +

Hier sieht man direkt, dass der kleinste Exponent 8gRy), das heiln —8|g], gleich der
Lange des kirzesten charakteristischen Vektors ist. Zeigen wir zuerst Teil (ii) der Behauptung:
Angenommer hat keine charakteristischen Vektoren der Lange echt kleinera& dann ist

OL eine Linearkombination au) und 9%‘%%8. Ausserdem wissen wir, dakskeine Vektoren

der Lange 1 und einen Vektor der Lange 0 enthalt. Unter Benutzung der Tatsacl) s

folgt einerseits, dasa" genau & Vektoren der Lange 1 und einen Vektor der Lange 0 enthalt
und andererseits, dagd®Eg genau 2n— 8) Vektoren der Lange 1 und einen der Lénge 0
enthdlt. Daraus folgt, dasg +a; = 1 und hap+a;2(n—8) = 0. Somitist als@y=1— g und

= g. Die Theta-Reihe voh hat also folgende Gestalt.

o, =60 — ge;—%% _Bg,) = 1+ 06 4 2n(23— )Xt 4. (%)
Also ist eine Richtung von (ii) gezeigt.
Nehmen wir nun anl. habe héchstensnf23— n) Veektoren der Lange 2. Daraus folgt direkt,
dass < 24, da die Anzahl von Vektoren natirlich nicht negativ sein darf. Somit sind hochstens
die Koeffizientenag,a; und a; ungleich 0. Mit den gleichen Uberlegungen wie zuvor, folgt
dann, dass

Nz — (2n(23—-n)) gn-16
162
Es bezeichné\; die Anzahl der Vektoren der Landgein L und N/ die Anzahl der Vektoren

der Lange in x(L). So erhalten wir fur die Anzahl der charakteristischen Vektoren der Lange
n—16:

(65— B,)>.

n
6L = 67 — 567 7°(6] — Og,) +

I —on-16 (NZ - (Zi‘g:”— n))) — 2N24(N, — (2n(23— 1))
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DaN! ;> 0 folgt, dassN, > 2n(23—n). Damit der Teil (i) des Satzes gezeigt.
Man erhélt nur danil; = 2n(23—n), wennN; _;, verschwindet. Somit folgt (ii).
Um (iii) zu zeigen benutzen wir (*) und erhalten, dass
n_._ B .
OsnL) = O3nz) — gO8nz) (B8nz) —Bes) =27 MmOt

Somit ist der Satz bewiesen. 0

5.2 Unimodulare Gitter von Minimum gré3er als 3 mit langem
Schatten
Unter Zuhilfenahme von Theta-Reihen mit spharischen Koeffizienten untersuchten Nebe und

Venkov in [NVO3] unimodulare Gitter mit Minimum gro3er gleich 3, deren charakteristische
Vektoren Minimum grol3er gleich— 16 haben. Folgende Ergebnisse wurden gefunden.

Satz 5.2.11st L ein ungerades unimodulares Gitter der Dimensionmmin(L) > 3 und
min(x(L)) > n— 16, dann ist23< n < 46.

Satz 5.2.2Ist L ein ungerades unimodulares Gitter der Dimension #&6n(L) = 3 und
min(x(L)) = 30, dann gilt L= Oy3 | O»3, wobei Q3 das kirzere Leech Gitter ist.

Satz 5.2.3Es gibt kein unimodulares Gitter L der Dimension 45 umuh(L) = 3, so dass gilt
min(x(L)) = 45— 16.

Satz 5.2.4Es gibt kein unimodulares Gitter L der Dimension 44 umih(L) = 3, so dass gilt
min(x(L)) = 44— 16.

5.3 Stark modulare Gitter mit langem Schatten
Hier werden die wesentlichen Ergebnisse aus [Neb04] zitiert.
Definieren wir

ming(Sh(L)) :=min{(v,v) € Sh(L) | ve Sh(L)}

und firme Z>o, ke N

MN) (m k) == ol

LN _2m),  falls N ungerade
(k% —m), fallsN gerade

Zl—Z
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Satz 5.3.1Sei N A( und L ein stark N-modulares Gitter, das rational aquivalent Zui€.
Dann qilt:

(i) Furein me Zsq ist ming(S(L)) = M) (m, k).
(i) Ist ming(Sh(L)) = MMN)(0,k), dann ist L= C¥,.

(iii) Ist ming(Sh(L)) = MN)(m,k), dann ist L= C& L L', wobei L ein stark N-modulares
Gitter, das rational &quivalent zu,'@:a ist, mitmin(L") > 2 und
ming(SHL")) = M) (m k—a).

(iv) Istming(Sh(L)) =M®MN)(1,k) undmin(L) > 2, dann ist die Anzahl der Vektoren der Lénge
2in L gleich
2K(S(N) +ev(N) — (k+1)).

Insbesondere ist K knax(N) mit
Kmax(N) =S(N) —1+evN)
und falls k= kmax(N), dann istmin(L) > 3.

Fur den Beweis dieses Satzes verwendet man hauptsgchlich 4.2.2. So folgt (i) difekt init 4.2.3.

Definition 5.3.2 Sei L ein Gitter. Ist mip(Sh(L)) = M()(m,k), so heiRt der Schattem+1
langster Schatten

Die folgende Tabelle gibt die maximale Dimensiapax(N) = 0o(N)kmnax(N), in der die stark
N-modualren Gitter, die rational aquivalenteﬁ sind, mit Minimum 2 und 2 langstem Schatten
existieren kénnen, an:

N 1 14| 15| 23

Kmax | 23| 8
Mmax | 231610684 2 | 4| 0] 0

N
w
a1
(o))
~
[EEY
(BN

a1
w
N
N
[ —
[ERN
o
o




6 Neue Erbebnisse

6.1 Stark N-modulare Gitter mit langem Schatten

SeiN € {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} undk € N. Es bezeichne&y (k) die Menge aller GitteL,
die folgende Eigenschaften haben.

1. L ist starkN-modular.
2. L hat Minimum 3 und sein Schatten hat Minimwvt (2, k).

3. L ist rational aquivalent zu !

Weiter bezeichne

n={J K
keN
und
L= U IN.
NeN

Nach Satz 4.2|2 konnen wir mit geeigneten Koeffizienten die Theta-Reihen der Gittér aus
berechnen. Idt € £y(k), so hat seine Theta-Reihe die folgende Form

[KIn]

Z Clgz

mit ¢; € R. Die Theta-Reihe des rescalierten Schatten=Sk'N Sh(L) vonL ist
kI
Osn1)(z Z cis2(N
Dabei sind nach Safz4.2.2
97" (2) =60y (2) = 1+2q+ 2e\(N) G2+ -
wobei

. J 1, fallsN gerade
eUN) = { 0, falls N ungerade

63
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und .
"

Nach Folgerung 4.2,3 wissen wir ausserdem, gasmit q2™N/4 unds)") mit g2 beginnt,
falls N ungerade und") mit q°(2)/2 undsy") mit g~2 beginnt, fallsN gerade ist.

=q-s(N)g"+ -

Bemerkung 6.1.11st N € A’ ungerade, so kénnen wir wegen der Form B@H und s(ZN) fol-
gern, dass die Lange der Schattenvektoren im folgendem Verhaltnis zur Dimenrsioh € Ly
steht. Ses€ Sh(L) und(s,s) =S5 mod 2, dann gilt

N[ 1|35 |7|11|15]|23
S IDEIEIE

Beweis: Wegens, " (z) = 200(N) g5 [Tea [Tan (21— g*™) - (14 ¢?™?) und
sV(z) = _2-sN) %Y g2 [Toea [Tan (1 +g?™) SN folgt direkt die Behauptung. O

Folgerung 6.1.2 Seien Ne A’ ungerade und le Ly gerade der Dimension n. Dann gilt

N 1 3 5 7 11 15 23
n 530 540 Ego 520 530 540 520

LN _ g, falls N ungerade
%(kol(';l/z) —2), fallsN gerade

betrachten wollen, folgt wegen der Form vzﬁ'r\'l) und sg\'), dassc; = O fir allei > 3. Benutzen
wir nun noch, dass mih) = 3, dann erhalten wir folgenden Bedingungen.

Da wir Gitter mit SchattenminimuriN (2, k) = {

1. Fall: SeiN ungerade.
Dannistcg =1, cp-2k+c¢; =0 undcy k(kz_l) 4+c1(2k—s(N))+c =0.
Daraus folgt, dassp = 1 undc; = —2kundcz = —2k(—1—k+s(N)).

Esist dann
N 3 .| 2 ,falls 3N
9. =1+29+2h(N)g°+...  h(N) '_{ 0 , sonst
Und (N)(s(N) +1)
S S +
o) = a-sIN)G + T

2
Daraus ergibt sich die Anzahl der Vektoren der Norm 3 als

(3 —5s(N) +3s(N)?) -k+ (1 —s(N)) -4k2+ 4k3 , falls 3N
(§—5s(N) +3s(N)?) -k+ (1—s(N)) - 4k?+ 3k3  , falls 3fN °
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2 . Fall: SeiN gerade.
Danniistcop =1, ¢p-2k+c1 =0 undco(2k+ k(kz_l)4) +c1(2k—s(N))+c2=0.
Somitistco = 1 undcy = —2k undcy; = —2k(—k+s(N) ). Es ist dann

gl == 1"‘ ZQ+2q + fl(N>q fl(N) T { 4 , sonst
und
28 ,fallsN=2
ggN) _ q—s(N)q2+ fz(N)q3+ fo(N): =< 1 ,fallsN=6 .
0 ,sonst

Daraus ergibt sich die Anzahl der Vektoren der Norm 3 als

%Sk—sz@%k?* fallsN = 2
%k—8k2+§k3 fallsN =6
Dk — 4k + 3k3 fallsN = 14

Die Koeffizientenc; sind nun also eindeutig bestimmt. Man kann nun die ersten Terme der

Theta-Reihen, erzeugt vcgﬁN) und ggN), berechnen. Enthalt dig Entwicklung einer solchen
Theta-Reihe einen negativen Koeffizienten, so kann es zu dieser Theta-Reihe natlrlich kein
Gitter geben, da die Anzahl von Vektoren einer bestimmten Lange nicht negativ sein kann.

Bemerkung 6.1.3 SeiL € £4(k), so folgt, das& > 23.

Beweis: Dal € £y, istL ganz und unimodular. Die Behauptung folgt direkt mit $atz 5.1-2.

Wegen der Form vofy_(z) und der Bedingungp, 1, C2 # 0, bekommen wir eine untere Schran-
ke an die Dimension der Gitter aus

N 112|3|/5/6|7|11|14|15|23
Kmin [23]4(4|3|1|2| 2|1 |1]|1
Mmin | 23886444 | 4| 4] 2

Bemerkung 6.1.4 Die oben angegebene Schranke kann man mit Hilfe von[Saitz 4.2.1 deutlich
verbessern und erhalt:

N 1 14| 15| 23

kmin23
Nmin | 23116|10(6 84| 4 | 4| 4| 2

N
w
ol
o
~
=
(N

co
(&)
w
N
N
N
[EY
[
()
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Satz 6.1.5Sei L ein stark N-modulares Gitter mit Minimum 3 umdhg(Sh(L)) = MN(1,k).
DannistM:=L L L € Ln(2k).

Beweis: Klar, dassM Minimum 3 hat und starlN-modular ist. D&, || = 6, - 8., erhalt man
mit der Schattentransformation, degy ) = Bsp) - Osnr). Somit ist mi(Sh(L L L)) =
2-ming(Sh(L)). Ist N ungerade, so folgt, dass

ming(Sh(M)) = 2-MN(1,k) = 2- £ (k2N _2) — Lk 2iN) _ 4y — MN(2, 2k).
Ist N gerade, so folgt, dass

ming(Sh(M)) = 2-MN(1,k) = 2- (k202 _ 1) — L(koy(N/2) —2) = MN(2,2k).

6.2 Anwendung gerader Gitter zur Klassifikation ungerader
Gitter

Wir wollen nun, wenn madglich, zu den berechneten Theta-Reihen, Gitter finden. Dabei ist eine
Vorgehensweise die Knesersche Nachbarschaftsmethode direkt auf die &itter@venden.

Ist deren Geschlecht bestimmt, so wissen wir namlich nach[Satz [3.2.34, dass die gesuchten
Gitter ausLy (k) darin liegen mussen.

In hohen Dimensionen ist die Nutzung der Kneserschen Nachbarschaftmethode, mit Hilfe des
Rechners, aus technischen Grinden nicht mdglich. Jedoch kann man in einigen Fallen die Lauf-
zeit des Algorithmus deutlich verringern. Die Idee dabei ist einen geraden 2-Nachbar von C zu

konstruieren und darauf die Knesersche Nachbarschaftmethoge-nfitanzuwenden.

Dabei muss nachgeprift werden, ob gerade 2-Nachbarn von C existieren.

Bemerkung 6.2.1 SeilL ein ungerades Gitter urd ein gerader 2-Nachbar vdn so gilt, dass

1
M C LN SL.

Beweis: Da M ein gerader Nachbar vdnist undL ungerade ist, folgt dads,y C M. Da au-
Rerdem|M/Ley| = 2, gilt, dassM =< Ley, vV > mit 2v € Ley UNd Vv ¢ Ley. Daraus folgt, dass
V€ 3LevC 3L. Somit wissen schon, dabsC L. DaM undLe, ganze Gitter sind, iVl C L%,
und es folgt die Behauptung. 0
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6.2.1 Gitter mit ungerader Determinante

Wir wollen nun gerade 2-Nachbarn vonﬁC}nit ungerader Determinante, also nit €
{3,5,7,11,15,23} := Ap, suchen. In diesem Abschnitt sei alNa Ap und

C::C,'i,:{ <€, &> 1< 641, B > N #£ 15 '
<€, ., >l<ey1,...,6k >L< xit,..., 3k >L< €3¢41,...,8c> N=15
Weiter bezeichne die zyklische Gruppe der Ordnuing
Satz 6.2.2Es gilt, dass
1
3
Beweis: Sein = dim(C), d.h.n = 4k fir geeigneteg, falls N = 15 undn = 2k fir geeignete&
sonst. Da Gy = (2e1, & +€1,....,en+€1) und G, = (e, ...,en 1, %(e1+...+en)> mit

i) &+Cev=¢6j+Cq furalle1<i,j<n

CNCY)/Cev=Zox Z5.

1 1
i) Z(er+..+en)+ Coy# é(—e1+...+en)+Cev

2
| 1 ) _
i) 5(—el+---+en)+Cev:E(e1+...—ej+...+aq)+cev furalle1< j<n

erhalten wir, dass

(3CNCE,/Cev) =< e1+Cev, 3(€1+...+6n)+Cev, 3(—€1+...+ ) +Ceu Cev>.

Da nur die Gruppen Zund 2% x Z, der Ordnung 4 existieren, genilgt es zu zeigen, dass
%CﬂCﬁV/CeV kein Element der Ordnung 4 enthalt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Elemente(3(er + ... + €n) + Cev) Und (3(—€1 + ... + &) + Cey) nicht die Ordnung vier ha-
ben, das heilit also werfe; + ... + &,) € Ceyund (—€y + ... + &) € Cey. So erhalten wir, dass
$CNCE,/ Cev ™ Z x Z genau dann wenk(1+ N) = 0 mod 2 furN # 15 beziehungsweise
k(143454 15) = 24k=0 mod 2 furN = 15. Es folgt die Behauptung. O

Folgerung 6.2.3C = (Cey, €1), N1 :=(Cey, %(e1+ ...+en)) und

Ny = <Ce\,, %(—e1+ +en)> sind die einzigen Untergitter voéCﬂ Cﬁv, in denenCgy Index
2 hat. Das heil3t also N\Nund N sind die einzige2-geraden Nachbarn vo@.

senc,
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Diese Struktur von  vererbt sich auch auf die Gitter aus (k), wie man an der folgenden
Bemerkung sieht.

Bemerkung 6.2.4 FirN € Ap seiL € Ly(k). Es gilt, dass

1
(Em L) /Lev= Zo x Zs.

Beweis: SeienX, Y, Vektorraume, sodass CX undL CY undap: C®Zp — L®Z, eine
Isometrie, deren Existenz Kklar ist, da C undn gleichen Geschecht liegen. Zuerst zeigen wir,
dassp((Cev)p) = (Lev)p fur allep e P.

1 ap((Cev)p) = ap({xeCp|(x,x)=20})
= {ap(x) [x€ Cp, (x,x) =20}
= {ap(x) [ X € Cp, (ap(x),ap(x)) = (X,X) =2 0}
= {yelpl(yy) =20}
= (Lplev= (Lev)p

Wir zeigen jetzt noch, dass,(CE,) = LE, fur alle p € P.

2. ap(Ch) = ap({yeXp| (%,X) €Z Vx€ Ce})
= {ap(y) [YE€Xp, (v.X) €Z VX € Cev}
= {zeYp|(zap(x)) = (a,%(2),X) €Z VX € Ce}
= {zeYp|(zX) €Z VX€ Lev}
= Lgv

Aus 1. und 2. folgt, dassp( ((3CNCE)/Cevp) = ((3LNLE,)/Lev)p fiir alle p € P und damit
erhalten wir die Behauptung. 0

Folgerung 6.2.5 Das Gitter Le Ly besitzt auch genau zw2iNachbarn. Analog zum Beweis
des vorhergehenden Satzes kann man zeigen, dagd\iiehbarn von C und di2-Nachbarn
von L im gleichen Geschlecht liegen.

Nun ist noch zu untersuchen, ob die GitdgrundN, gerade sind. Dazu misen wir testen, wann
die Norm des Vektor%(e1+ ...+en) gerade ist. Dies genugt, da

(3(er+...+6en), 3(E1+...+€n)) = (3(—€1+... +&n), 3(—€1+... +&n)). Ist die Norm gerade,
so folgt, dass sowom; als auchN, gerade 2-Nachbarn vdbisind.

Fall 1: SeiN # 15, also Primzahl.
Das GitterN; beziehungsweishb ist genau dann gerade, wenn
(%(e1+ o ex), %(elJr... +ex)) = 0 mod 2 Dies ist genau dann der Fall, wenn
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%(k+ k-N) =0 mod 2 Daraus ergeben sich folgende Bedingungek.an

Ist N = 3, so erhalten wir die Bedingung= 0 mod 2.

IstN = 5, so erhalten wir die Bedingu@( = 0 mod 2, das heil3t alsck3= 0 mod 4.
IstN = 7, so erhalten wir die Bedingungk2= 0 mod 2, das heil3t die Bedingung ist fur
allek € N erfullt.

IstN = 11, so erhalten wir die Bedingungk3= 0 mod 2, das heif3t aldo= 0 mod 2.

Ist N = 23, so erhalten wir die Bedingungk6= 0 mod 2, das heil3t die Bedingung ist
fur allek € N erfullt.

Fall 2 : SeiN = 15.
Das GitterN; beziehungsweisl, ist genau dann gerade, wenn
(3(e1+...+ex), (e1+... +ex)) =0 mod 2, das heiRt alspk+ 3k-+5k+ 15k) = 0
mod 2 Das ist aquivalent dazu, dask& & 0 mod 2 Die Bedingung ist also fur alle
k € N erfllt.

In den Fallen, in denen ein gerader Nachbar existiert, ist Vorgehensweise, um einen geraden
Nacharbn vorL. zu finden die folgende:

1. Berechne einen geraden NachbBlinvon C.

2. Berechne das Geschlecht vidip. Dies kann mitp = 2 durchgefiihrt werden, da 2 nicht
det(N) teilt. (Es ist namlich(e1 + &, 3 (e1+,...,en)) =2 1 fiir alle 1< i <n.)
Dabei speichert man bei der Bestimmung des Geschlechts nadh Satz 3.2.24 immer einen
gerade und eine ungeraden NachbarnMan zwei verschiedene Listen ab.

6.2.2 Gitter mit gerader Determinante

In diesem Abschnitt behandeln wir Gitter aasnit gerader Determinante. Es bezeichne also

o~k <ep e >l<f . fk>1<0,...,0k>1<hg,....hg> falls pe {37}
Cci=Ck =
(2p) <en..,e>L< 0., 0>, falls p=1
undn die Dimension von C.
Analog zu Saty 6.2]2 kann man auch HigCNC5,)/ Cey betrachten. Es gilt, dass

42
(Acnch)/Cey 2™

Beweis: Ist p=1, so seierF :=0 undH :=0. Da Gy = (2e;, e+ e1,...,fk+e1) LG LH

::EFGV
und G, = (ex,..., fi_1, 3(e1+...+ f)) L G¥ L H# folgt, dass3 CNCE,=Ch, L 3G L JH.
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Lo 1 1
i) é(e1+...+ fi) + ERey # E(—e1+...+ fi) + ERey

o1 1
i) E(—e1+...+ fx) + ERev= E(e1+... —ej+...+ fx) + ERsy

1 .
= E(e1+...— fi+..+f) +ERy furalle 1< j,i <k

erhalten wir, dass

1 1 1
(§CﬂC§v/Cev) = <e1+ERy, §(e1+...+fk)+EFev, 5(—e1+...+fk)+EFev, EReyv >
1 1
L(EG)+GL(§H)+H.

Um die Behauptung zu zeigen geniigt es zu zeigen, dass

<er+EFRy 3(e1+...+ f) +EFRev, 3(—€1+...+ f) + ERoy, EFRey > kein Element der Ord-
nung 4 enthalt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Elem(eﬁ(tepL ..+ f) + ERy)
und(%(—elJr ...+ fx) + ERsy) nicht Ordnung vier haben, das hei@{ + ... + fx) € ERyund
(—e1+ ...+ fx) € ERey. Das ist aquivalent dazu, dalsgl+ p) = 0 mod 2 Da diese Bedingung
immer erféllt ist, folgt die Behauptung. 0

Folgerung 6.2.6 Cl((?_-p) hat also(2%+2 — 2) 2-Nachbarn fiir pc {3,7}.
Verwendet man hier also das Verfahren, das wir bei den Gitter mit ungerader Determinante
verwendet haben, so sind sehr viele 2-Nachbarn zu konstruieren, deswegen benutzen wir in
diesem Fall meistens den folgenden Satz.

Satz 6.2.7 Sei L ein ungerades,2}-modulares Gitter, so dass Dimension und oddity durch
4 teilbar sind. Dann ist L= v/2L% ein ganzes Gitter undL= (L")’ ist ein gerades{2}-
modulares Gitter, das rational &quivalent zu L ist. Weiter ist jede Modularitat von L auch eine
von L. Die Theta-Reihe von'list gegeben durch

1
GL// = > {GL(Z) + eL(Z+ 1) + GShD(L)(z) + esm(L) (Z-l- 1)} .

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [RS98, Theorem 8]. 0

In dem Fall, das¥N gleich 2 ist, kann man nach 81.7 die Theta-Reihelvdeicht be-
stimmen. Ist jedociN gleich 6 oder 14, ist es schwer zu sehen welche Ry, )(2) hat.

Man kann die Theta-Reihe vdn jedoch anders bestimmen. Dazu berechnet man die ersten
Paar GittetM; aus dem Geschlecht v@h. \Von diesen berechnet man dann die Theta-Reihen,
mit denen man dann die Theta-Reihe der Gitter Ay&k) linear kombinieren kann. Mit den
gleichen Linearfaktoren kombiniert man die Theta-Reihen der Giffeund erhalt somit die

Theta-Reihe vor.”
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Folgerung 6.2.8 Um die Bedingungen des vorhergehenden Satzes zu erfullen muss 2 die De-
terminante des Gitters teilen. Denn angenomidedet(L), dann ist I = L#n ElOL = L. Dies

leitet einen Widerspruch ein, da gelten wiirde, dags {/2L*2,
Also kdnnen wir diesen Satz bei geeigneter Dimension und oddity anwenden. Die Voraussetzung
an die oddity ist durch die Bedingungen0 mod4 erfullt.

1. Sei L:= C}. Dann ist N= 0 mod2, da n= 0 mod4. Die Grammatrix von L ist eine
Diagonalmartix der FornDiag(2°-1,...,2°-1,2.1,...,21.1). Es gibt keine Antisquares.
Es folgt, dasO(L) =N-1+N-1=2N = 0mod4.

2. Sei L:=C}. Die Grammatrix von L ist eine Diagonalmartix der Form
Diag(2°-1,...,20.1,2t.1, ..., 2t.1,...,20.3 ..., 20.3,21.3 ..., 21.3). Esist2!. 3 der
einzige Antisquare. Es folgt, dag¥L) =N-1+N-1+N-3+N-3+N-4=12N =
0 mod4.

3. Sei L:=Cl,. Die Grammatrix von L ist eine Diagonalmartix der Form
Diag(2®-1,...,20.1,2*.1,...,2%.1,...,20.7, ..., 20.7,21.7 ... 21.7). Es gibt keine
Antisgaures. Es folgt, das3(L) =N-1+N-1+N-7+N-7= 14N = 0 mod4.

Wir wollen nun die Konstruktion aus Satz 6.2.7 file {3,7} durchfiihren.
Fev
Esist Gy=< 2e1, &1+ 6&,....e1+ &, €1+ f1,....,e1+ fx> LG LH ll(md )
Ch = (ERy)* L G* L H¥ mit (ERe)* =< e1,....6, f1,..., et 301 8 + D0 fi) >
Damit erhalten wir, dass

/ 1 1 1 1
C = V2(CLn3 Cev) = V2((ER)* N SERy L G'N G LH N SH)

1 1

= V2(ERy)* L —G L -——H,
EF L7554 72

daz(yi i@ + Yo fi) = —ker+ s 3(er+@) + i g 3(eat fi) € SEFeyund offensicht-
lichg, fi € %EFeV. (%)
Nun wollen wir diese Konstruktion nochmal durchfiihren, uneGerhalten. Das GittdE Fy)”
istwegen(3(31 18 + S, i), 3(CH @ + S, fi) = §(k+ pK) € Z ganz, dap e {3,7}.
Daraus folgt, dass/ﬁ(EFev)# gerade ist und somit erhalten wir, dass

/

(Chev=V2(ER)* L \% <201,(01+92), ..., (G1+0k), (91+h1), ..., (g1 +hy) > . Daraus folgt,
dasg(C)%,= LERy L % < G101, M, i1, 30K 6+ S0F i) > und so erhalten

V2
wir mit analoger Argumentation zu (*), dass

k k

" / 1 ! 1
C =v2((C)5,N=(Cey) =ERv L <01,.... 0k, ha, ..., k1, E(;gi + i;m > .

Mit analogen Bezeichnungen kriegen wir folgenden Satz.
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Satz 6.2.9Sei pe {3,7}, soist
1 X k
c’ = EFev L <01,--,0k ha,...,hk—1, é(;gl + ghl) >

ein gerader Nachbar vo@ = CI((z- 0"

Beweis: C' ist gerade, da

1& K 1& k 1
(§<Zgi +Y h), E(Zgi +) hi)) = 7 (k-2+k-2p) =
i=1 i=1 i=1 i=1

Ausserdem ist O'C" = EFRey L. G_L H und somit folgt, dassC/CNC’|=|C" /CNC' | = 2.7

(14 p).

NI X

Die folgende Skizze veranschaulicht dies.

C C”

cnc”
Will man das gerade Teilgitter von‘gﬂzonstruieren, so muss man noch eine Fallunterscheidung
nachk, also nach der Dimension machen. Mit der gleichen Konstruktion erhalt man:

Satz 6.2.10SeiC := C5 unddim(C) = n = 2k, so ist

o C'=<2e, e+6,...&+er> L <fi,.. fq, 335, fi>, fallsn=0mod8
c =< 2e, e1+e,...,e1+¢&, e1+%2!‘:1 fi, f1,..., fke1 >, sonst

ein gerader Nachbar vo@.

Beweis:

1. Sgin durch 8 teilbar.
C' ist gerade, dentd K fi, 352K, fi) = 1.k-2= X Ausserdem gilt, dass
cnc' = (2e1,e1+6€,...,e1+ &, f1,..., fx) und daraus folgt, dass
[C/Cmc”] - [C///CHC”] ~2

2. Sgin nicht durch 8 teilbar.
C’ ist gerade, denfe; + kXK, fi, e+ %Z!‘Zl fi)=1+1-k-2=1+X. Ausserdem
gilt, dass aC = (2e1,e1+6€,...,e1+ &, f1,..., f) . Daraus folgt, dass
[C/Cmc”] - [C”/CHC”] —2 .
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Im folgendem bezeichné := Cn c’
Bemerkung 6.2.11

V¥ = (2,)27)? @ (Z/22) & (Z,/ pZ)
Beweis: Nach6.2.F wissen wir, dage”/V| = 4- (2. p)z.

N

@ (Z/(2-p)Z)3

1.Fall Seipe {3,7}.
DannistV = Coy= < 2e1,e1+€,....e1+en. e + f1,...,e1+ fg > 1 GLH.Esistalso

=W
=< 3(f e+, fi),e,W>1 G* L H* Es sind 2,(2- p)4 Elementarteiler
vonV. Nun geniigt es die Elementarteiler wdhzu betrachten. Fur die haben wir jetzt
nur noch 2 Méglichkeiten, entwedp§,4 oderpzﬂl ,22. Die erste Méglichkeit tritt genau
dann ein, WemW#/W ein Element der Ordnung 4 enthalt. Ba+W Ordnung 2 hat,

musste dané Z, 18+ ZI 1 fi) +W Ordnung 4 haben das heif3t

Z, 16 +Z, 4 fi ¢ W. Das ist dquivalent dazu, dass

(Z, 16 +Z, L i, Z, 16 +Z, 1 fi) =7+ p% = 5(1+ p) =2 1. Dies leitet jedoch
einen Widerspruch ein, datlp gerade ist.

2 .Fall Seip=1. DannistV = Mgy = < 2e1,e1+e2,...,e1+eg > 1 F. Esistalso

—w
V#=<2 (Z, 18),e1,W > 1 F¥. Die Elementarteiler sind2 Fur die Elementarteiler

von W haben wir jetzt nur noch die 2 Méglichkeiten, namlich 4 odér Rie erste
Molichkeit tritt genau dann ein, werw#/W ein Element der Ordnung 4 enthélt, das

helﬁt (ZI 1ei) hat Ordnung4 Das ist quivalent dazu, dass

(Z, 16, Z, 16) = 3 =2 1. Dies leitet einen Widerspruch ein, dedurch 4 teilbar
ist. 0

Folgerung 6.2.12Es gilt, das2C +(2- p)(C')* C V.

Beweis: Nach[6.2.1[l is{2p)V# C V. Deswegen ist2p)(C")* C (2p)V# C V. Da ausserdem
|C" V| = 2 folgt sofort die Behauptung. 0

Bemerkung 6.2.13Es ist

C'/(2-p)(C') +2C") =3
Beweis:Da C /2C' 5, genligt es den 2-Anteil vor’ /(2- p)(C")#| zu betrachten.
SeiC” :=C' ®Z, bzw.C := C®Z,. Dann ist|g#/g| = detC’) = det C) = 2. Damit erhal-
m/mﬂ_g_n

—#
ten wir die Behauptung, da: 2’| = = 5 =22. 0
TS
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Bemerkung 6.2.14Die in[6.2.7 definierte Konstruktiohist invariant untetZ, Isometrien fiir
allepePUco.

Beweis: Die Behauptung folgt mit dem Beweis von Bemerkiing 6.2.4. 0

Folgerung 6.2./15Seier} L und M Gitter, die im gleichen Geschlecht liegen, so liegen ihre gera-
den Nachbarn Lund M" auch im gleichen Geschlecht.

Seil € Ly, N gerade undlV := LNL" unda, eineZy-Isometrie, so gilt fir allgp € PU {oo}:

v#nv W#n 3w
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Algorithmus 6.2.16 GegebengEin gerader Nachba€” von CK,.
Gesucht: Ly (k)

1) Bestimme mit der Kneserschen Nachbarschaftsmethode das Geschlecht Faige alle
stark (2p)-modularen Gitter in eine List&.

2) L=0
3) Fuhre jedes Ke K die folgenden Schritte durch:

a) Konstruktion aller Teilgitter vom Index 2 von K:
. W:=0
ii. Berechne alle moglichen Vertreter @er Bahnen vonAut(K) auf (2p — 1)-
dimensionalen Teilraum von /K + (2p)K# = Fgfl.
DefiniereW := WU {< T;,2K + (2p)K* > }.
b) Konstruiere alle méglichen Obergitter vory:

i. Berechne flr jedes W W Vertreter Q der Aut(W)-Bahnen auf 1-dimensionalen
Teilraumen W N %W/W. Ist< O;,W > stark N-modular und bestitzt es die rich-
tige Theta-Reihe, s6 := LU{< O;,W >}.

Bemerkung 6.2.17In dem beschriebenem Algorithmus muss man zwar auch das Geschlecht
eines Gitter bestimmen. Da man jedoch das Geschlecht von geraden Gittern bestimmt, kann
manp = 2 wahlen, muss dann aber Uberprifen, ob tatsachlich das ganze Geschlecht berechnet
worden ist. Dies muss nach Bemerk{ing 3.P.25 nicht der Fall sein und dann sind die gefundenen
Gitter naturlich richtige Ergebnisse, man kann jedoch nicht ausschlie3en, dass weitere Gitter
existieren.

Es gibt allerdings auch Falle, in denen man die Gitter von Minimum 4 in einem Geschlecht
kennt.

Satz 6.2.18Das Geschlecht des 16-dimensionalen Gittefbthalt bis auf Isometrie nur ein
Gitter von Minimum 4, das sogenannte Barnes-Wall Gitteg 8W

Beweis: Fur den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [Que95, Theorem 4]. 0
Bemerkung 6.2.19D7 ist ein gerades, 2-modulares Gitter.

Folgerung 6.2.20Im Geschlecht der geraden, 2-modularen Gitter ist bis auf Isometrie das
Barnes-Wall Gitter das einzige Gitter mit Minimum 4.

Beweis: Nach Satz 3.2.33 gibt es nur ein Geschlecht von geraden, 2-modularen Gittern. Nach
Bemerkung 6.2.79 und Sdiz 6.2.18 folgt die Behauptung. 0

Satz 6.2.21Bis auf Isometrie existieren genau drei 20-dimensionale 2-modulare Gitter von
Minimum 4 und Determinant2'°.

Beweis: Fir den Beweis dieses Satzes verweisen wirlauf [BVO1]. O



76 Kapitel 6: Neue Erbebnisse

6.3 Ergebnisse

Im Folgendem werden die erzielten Ergebnisse tabellarisch vorgestellt. S& alsiy undn

sei die Dimension von §. Es bezeichnen mm das gréRte Minimum, das in dem Geschlecht von
C, vorkommt. Weiter bezeichne #, bis auf Isometrie, die Anzahl der gefundenen Gitter, die in
Ln(K) liegen, kv die Anzahl der kurzeten Vektoren eines solchen Gitters.

Erhalten wir die Nichtexistenz durch einen negativen Koeffizienten irgeemtwicklung der
berechneten Theta-Reihe, so schreiben wir ein Minus, sonst, das heil3t, wenn das Geschlecht
kein Gitter mit den gewtuinschten Eigenschaften enthalt, so schreiben wir eine Null.

Um zu testen, dass bei der Bestimmung des Geschlechts kein Fehler aufgetreten ist, nutzen
wir, dass die Theta-Reihen von staykmodularen Gittern Modulformen sind und somit einen
Vektorraum bilden. Wir nehmen uns beliebig viele Theta-Reihen, der im Geschlecht liegenden

Gitter und versuchen die m'g(lN) und g(zN) berechnete Theta-Reihe linear zu kombinieren.
Gelingt dies nicht, so kénnte ein Fehler aufgetreten sein. Dieser Test ist besonders dann wichtig,
wenn wir kein Gitter mit den gewlnschten Eigenschaften gefunden haben. Das Gleiche kénnen
wir mit den Schatten Theta-Reihen machen. Natirlich testen wir bei den gefundenen Gittern
nochmal, ob diese staf¥-modular sind und die Theta-Reihe des Gitters und die des Schattens
mit den berechneten Ubereinstimmen.

Konnte das ganze Geschlecht mit der Kneserschen Nachbarschaftsmethode bestimmt werden,
so erhalten wir mit den gefundenen Gittern gaiRZk). Um dies in den Tabellen zu kennzeich-

nen, schreiben wir ein K als Index an die Anzahl der gefundenen Gitter.

Wurde die Knesersche Nachbarschaftsmethode fur ung@&teald einen geraden Nachbarn

von CK, angewandt, so wissen wir, wie im obigen Fall, dass aul3er den gefundenen Gittern keine
weiteren existieren kénnen. In diesem Fall schreiben wir ein KG als Index an die Anzahl der
gefundenen Gitter.

In dem Fall, das$\ gerade ist und wir die Knesersche Nachbarschaftsmethodp R auf

den geraden Nachbarn @ngewandt haben, kbnnen wir nicht unbedingt von einem eindeutigen
Ergebniss ausgehen. Es konnte der Fall aufgetreten sein, dass nicht das ganze Geschlecht des
geraden Nachbars bestimmt worden ist. Diesen Fall kennzeichnen wir mit dem Index C
Konnten wir jedoch auf eine andere Art, die spater beschrieben wird, zeigen, dass wir das ganze
Geschlecht bestimmt haben, so kann man von einem eindeutigen Ergebniss ausgehen. Diesen
Fall kennzeichnen wir mit GG. In dem Fall, in dem wir mogliche gerade Nachbarn kennen,
genugt es 2-Nachbarn zu konstruieren. Kennt man sogar alle mdglichen Kandidatendar C

weild man eindeutig, dass alle Gitter ag(k) benachbart mit einem dieser Kandidaten sein
mussen. Diesen Fall kennzeichnen wir mit dem Indsaéh

Als letzte Methode nutzen wir Sdtz 6.[1.5. Im Anhang des Artikels [Neb04] ist eine Liste von
stark N-modularen Gittern mit mig{Sh(L)) = MN(1,k). Hat ein solched. Gitter Minimum

3, so wissen wir, dags | L € £n(2K). Hier kdnnen wir jedoch nicht von einer Klassifikation

des Geschlechts ausgehen. Wir wissen nur, dass ein Gitter mit den gewunschten Eigenschaften
existiert. Diesen Fall kennzeichnen wir mit Index Sh1
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Sei nunN = 2. Nach Satf 4.2]1 gilt fiir ein Gitter aus(k), dassk > 8.

zun=16 Nach Satz| 6.2]7 wissen wir, dass das Gitte§ Gen geraden Nachbarn
C’ hat. Dieser ist gerade, stark 2-modular. Weiter wissen wir nach 4.1.7, dass
fur 2-modulare Gitter8gp,)(2) = OsyL)(22). Der reskalierte Schatten hat Minimum

M2(2,8) = 1, das heiRt also myiSh(2)) = 2. Das Gitter C hat die Theta-Reihe
1 . . " .
> {8L(2) +6L(z+ 1) + Bshy(1) (2) +Bshy)(z+1) } . Damit erhalten wir, dass CMinimum 4

hat. Nach FoIgerunO ist also das Barnes-Wall Gitter der gerade Nachbar.venrC
genugt es also 2-Nachabrn des Barnes-Wall Gitters zu konstruieren, um die gesuchten Gitter
ausLp(8) zu finden. Die Konstruktion verl&uft analog zu Schritt 2) und 3)[von 6]2.16.

zun = 20 Nach Satz 6.2|7 haben die Gitter ai§10) einen geraden Nachbarn. Dieser muss

mit analoger Argumentation zu Fall= 16 Minimum 4 besitzen. Es ist namlidh?(2,10) = %

und somit mip(Sh(L)) = 3. Wegen der Form der Theta-Reihe folgt, dass/thimum 4 besitzt.

Nach Satz 6.2.21 kommen genau drei Gitter als mogliche gerade Nachbarn fir die Gitter aus
£,(10) in Frage. Mit den untei [NSb] erhaltenen Grammatrizen der drei Gitter konstruiert man
nun analog zu Schritt 2) und 3) vpn 6.2.16 wieder 2-Nachbarn.

N=2
n 16 20

# 12Nach 322Nach
kv | 256 160

SeiN = 3. Nach Satk 4.2]1 gilt fur die Gitter aug(k), dassk > 5.

N=3
n 10| 12 20
# | Ik | Ikc | > 1sn1
kv | 80| 64 160
mm| 3 3

SeiN = 5. Nach Satz 4.2]1 gilt fur die Gitter aus(k), dassk > 3.

N=5
n 6 | 810121416 |18| 20
# |1k |k | Ik || - | - - | -
kv | 20| 16| 20| 40
mm| 3| 3| 3| 4

SeiN = 6. Nach Satf 4.2]1 gilt fur die Gitter aug(k), dassk > 2.
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zun=12 Sei M € £g(3). Nach Sat7 isSM ein 2-Nachbar eines geraden stark 6-
modularen GittersM” mit Minimum 4. M” hat das 3-adisches Symbot™23-"2. Nach
[SSP99, 3.2] besitzt das Geschlecht der geraden Gitter mit dem genannten Symbol bis auf Iso-
metrie genau 284 Gitter. Unter diesen gibt es 4 Gitter mit Minimum 4 und nur eines hat einen
Nachbarn inLg(3).

N=6
ni|a8 12 16
# | 1k 1C"G > 1sh1
kv | 16| 20 32

SeiN = 7. Nach Satf 4.2]1 gilt fur die Gitter aus(k), dassk > 2.

N=7
n 4 6 8 [10|11214|16| 18| 20
# |ke | ke |k | - | - | - | - | - | -
kv 8 8 16
mm| 3 3 3

SeiN = 11. Nach Bemerkurlg 6.1.4 gilt fur die Gitter ans(k), dassk > 2.

N=11
n | 46810 |12|14|16| 18| 20
# o1kl -1-1-1-1-1-1-1-
kv | 4
mm| 3

SeiN = 14. Nach Satz 4.2]1 gilt fur die Gitter auiga(k), dassk > 1.

N=14
n 4 | 8 | 12|16
# |1k | x| - | -
kv | 4 | 8
mm| 3| 6

SeiN = 15. Nach Satz 4.21 gilt fiir die Gitter auss(k), dassk > 1.

N=15
n 4 |8|12|16| 20| 24
# (L |-| - -1-1-
kv 4

mm| 3
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SeiN = 23. Nach Satz 4.2.1 gilt fir die Gitter auss(k), dassk > 1.

N=23
n |2 (4|6 10| 12| 14| 16| 18| 20
# |1k |- -
kv | 2
mm| 3

6.3.1 Auftretende Minima im Geschlecht

In kleineren Dimensionen kann man das ganze Geschlecht derstanddularen Gitter, die
rational aquivalent zu £sind, mit der Kneserschen Nachbarschaftsmethode bestimmen. Dabei
ist es wegen den folgenden Abschnitten interessant die auftretenden Minima der Gitter im

Geschlecht und die zugehérigen Schattenminima zu betrachten.

N=2
n | min(L) | ming(v/2ShL)) | Anzahl der Gitter| Extremales Minimum
2 1 1/2 1 2
4 1 1 1 2
6 2 1/2 1 2
1 3/12,1/4 2
8 2 1 1 2
1 1,2 3
N=3
n | min(L) | ming(v/3SHL)) | Anzahl der Gitter| Extremales Minimum
2 1 1 1 2
4 1 2 1 2
6 2 1 1 2
1 1,3 2
8 2 2 1 2
1 2,4 3
10 3 3 1 2
2 1 7
1 1,3,5 9
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N=5
n [ min(L) | ming(v/5SHL)) | Anzahl der Gitter| Extremales Minimum
2 1 32 1 2
4 2 1 1 2
1 3 1
6 3 5/2 1 3
2 1/2 2
1 5/2 ,9/2 3
8 3 2 1 4
2 2 6
1 2,4,6 8
10 3 312,712 4 4
2 312,712 51
1 3/2,7/2,11/2, 15/2 33
N=6
n | min(L) | ming(v/6SHL)) | Anzahl der Gitter| Extremales Minimum
4 2 1 1 2
1 2 1
N=7
n | min(L) | ming(v/7ShL)) | Anzahl der Gitter| Extremales Minimum
2 1 2 1 2
4 3 2 1 3
1 2,4 2
6 3 2 1 4
2 2 3
1 2,4,6 4
8 4 2 1 4
3 2,4 4
2 2 19
1 2,4,6,8 15
N=11
n | min(L) | ming(v/11SKL)) | Anzahl der Gitter, Extremales Minimum
2 3 1 1 3
1 3 1
4 3 2 1 4
2 2 1
1 4,6 2
6 4 1,3 2 4
3 1,3 5
2 1,3 9
1 3,5,7,9 8
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N=14

n | min(L) | ming(v/14SKL)) | Anzahl der Gitter] Extremales Minimum
4 3 3 1 4
2 1 2
1 4,7 2
N=15
n | min(L) | ming(v/15SKL)) | Anzahl der Gitter] Extremales Minimum
4 3 2,2 2 4
2 2 1
1 4,6 2
N=23
n | min(L) | ming(v/23SKL)) | Anzahl der Gitter| Extremales Minimum
2 3 2 1 4
1 6 1
4 5 2,4 2 6
4 2 2
3 2,4 3
2 2 2
1 6, 8,12 4

6.4 Extremale stark N-modulare Gitter

6.4.1 Extremale Gitter mit maximalem Schatten

valent zu ind, bestimmen. Die frei zu wahlenden Koeffizienten bestimmen das Minimum
des Gitters. Die Theta-Reihe eines solchen Gitters hat die Form

6L(2) =V (2 +c10V (2500 (2) + o0V (2K (2% + -

Nach Sat?Z kénnen wir die Theta-Reihen von stirkodularen Gitter, die rational aqui-
S

Dag; von der Form & 2g+- - - undgp von der Forng— s(N)g? ist, braucht mam — 1 geeignet
gewabhlte Koeffinzienten, damlitvon Minimumr wird. Dabei sorgt dann der Koeffizieatda-

fur, dass die-Potenz verschwindet. Jede weitere Koeffiziantmiti > r, kann gegebenenfalls
auch ungleich Null gewahlt werden. Ngch 4]2.1 kennen wir eine obere Schranke an das Mini-
mum vonL. Sukzessiv kann man also die Koeffizien@rso wéhlen, dass man eine geeignete
Theta-Reihe erhalt. Bestimmt man dabei genau die erstehKoeffizienten, so bestimmt man

auf diese Art ein Gitter mit maximalem Schatten, denn es beginniit q°2(N)/4 und s, mit

q-2, falls N ungerade ist und es begirsitmit g°(2)/2 unds, mit g2, falls N gerade ist. Auf

diese Art wurden die Theta-Reihen von ungeraden starkodularen Gittern bis Dimension

80 bestimmt. Dabei erhélt man die folgenden méglichen Existenzbedingungen.



82 Kapitel 6: Neue Erbebnisse

N k

2 |2<k<7 v 10<k<15V 18<k<23ev 26<k<31 VvV 34<k<39
3| 2<k<6 VvV 8<k<11 Vv 14<k<17 v 19<k<23 Vv 25<k<29
v 32<k<35v 38<k<40

5| 2<k<7 Vv 9<k<11 v 13<k<15 Vv 17<k<19 v 22<k<23

VvV 26<k<27v 30<k<31Vv 34<k<35v 38<k<39

6 ke {1,3,5,7,9,11,13 15,17,19}

7 1<k<5 vV 7<k<8 v 10<k<11
11 1<k<3

14 k=2

15 k=1

23 k=1

6.4.2 s-Extremale Gitter

SeiN € AL. In diesen Abschnitt ist mit Gitter stets ein stadkmodulare Gitter, das rational
aquivalent zu @ ist, gemeint.

Wir haben zuvor extremale Gitter mit maximalem Schatten behandelt. Nun wollen wir sowohl
des Minimum des Gitters, als auch das Minimum des zugehd6rigen Schattens maximieren.

In [Gab] fuhrt Gaborit fur unimodulare Gitter den Begriff s-extremal ein. Er zeigt, dass
fur ein ungerades unimodulares Gitteder Dimensiom gilt

2min(L) +ming(Sh(L)) <2+ 7.
Gitter, die diese Schranke erreichen, hei8axtremal

In [NS&] wird der Begriff auf ungerade stafd-modulare Gitter verallgemeinert. Dabei
erhalt man die Schranken:
Ist N ungerade, so ist 2mjh) + ming(v/NSh(L)) < 2+ kol(N)

Ist N gerade, so ist mifi.) +ming(v/NSh(L)) < 1+ k225 N/2)

Definition 6.4.1 Ein Gitter, das die obige Schranke erreicht heHgixtremal

Satz 6.4.2Die Theta-Reihe eines s-extremalen Gitters ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Seil ein s-extremales Gitter mit mih) =
Ist N ungerade, so ist migiv/NSh(L)) = k% —2(m—1).
IstN gerade, so ist mig{v/NSh(L)) = k282 _ (m—1).

Nach Satz 4.2]2 ist
[Kin]

BL( Z Gigd)
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mit ¢; € R und
KN

Bsn(2) = stV (2) > astV (2)

i=0

—

wobei Sh = v/NSh(L). Wegen der Forn$(lN) und s(ZN) beziehungsweisg(lN) und g(ZN) (siehe
[4.2.3), konnen wir wegen des Minimums des Schatten einerseits folgerng; dagsfir alle
i > mund wegen des Minimums des Gitters andererseits, ddés 0 <i < m— 1 eindeutig
bestimmt ist. 0

Bemerkung 6.4.3 Die im Abschnitt 6.3, 6.4.1] [Neb04], [NV03], [EIk95b] und [EIk95a] un-
tersuchten Gitter sind s-extremal.

Mit Hilfe des Programs Magma wurden die ersten Paar Koeffizienten, ig-&twicklung

der Theta-Reihen, bis Dimension 160 berechnet. Die folgenden Tabellen zeigen auf, wann ein
s-extrmales Gitter mit Gitterminimumm existieren kann. Eine Tabellen bezieht sich auf ein

N e AL

Betrachtet man die Bedingungen fir die Existenz beziehungsweise die Theta-Reihen genauer,
so ist das Folgende aufféllig. Ist das Minimumdes Gitters gerade, so ist der zweite Koeffizi-

ente in derg-Entwicklung der Theta-Reihe negativ. Es liegt also die Vermutung nah, dass man
eine genaue Schranke angeben kann, wann s-extremale Gitter mit geradem Gitterminimum
existieren, indem man die Theta-Reihen solcher Gitter genauer untersucht.
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N=1

Existenz bik = 160

Existiert immer

8<k<23

23<k<160

25< k<47

48< k<160

48<k<71

72<k<160

72<k<95

©olo|Njo|o] N w/ N k| S

96< k<129
undk = 133 138 142,147
und 151< k < 160

10

96< k<119

11

120< k<148

12

120<k <143

13

144<k <160

14

144<k <160

N=2
m Existenz bik = 80
1 Existiert immer
2 2<k<8
3 8<k<80
4 10< k<15
5 16<k<80
6 18<k<23
7 24< k<80
8 26< k<31
9 | 32<k<41und 64< k<80
10 34< k<39
11 40< k<48
12 42 < k<47
13 48< k<55
14 50< k<55
15 56 <k <63
16 58< k<63
17 64<k<71
18 66<k<71
19 72<k<78
20 74<k<79
21 k=80
22 keine Existenz bik = 80
23 keine Existenz bik = 80
24 keine Existenz bik = 80
25 keine Existenz bik = 80
26 keine Existenz bik = 80
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N=3

m Existenz bik = 80

1 Existiert immer

2 2<k<5

3 5<k<80

4 6<k<11

5 112<k<16und 30< k<80
6 13<k<17

7 | 18<k<22und52<k<80
8 19< k<23

9 | 24<k<27und 73 k<80
10 25< k<29

11 30< k<33

12 32<k<35

13 36< k<39

14 38<k<41

15 42 < k<45

16 44 < k< 47

17 48< k<51

18 50< k<53

19 54< k<57

20 56< k<59

21 60< k<63

22 62<k<65

23 66< k<69

24 68<k<71

25 72<k<75

26 T4<k<77

N=5
m Existenz bik = 80
1 Existiert immer
2 2<k<3
3| 3<k<6undl19<k<80
4 4<k<7
5] 8<k<10und 37< k<80
6 9<k<11
7 | 12<k<13und51< k<80
8 13<k<15
9 | 16<k<17und60< k<80
10 17<k<19
111 20<k<21und 69< k<80
12 22<k<23
131 24<k<25und 77< k<80
14 26< k<27
15 28< k<29
16 30<k<31
17 32<k<33
18 34<k<35
19 36< k<37
20 38< k<39
21 40<k<41
22 k=43
23 44 < k<45
24 keine Existenz bik = 80
25 k=49
26 keine Existenz bik = 80
27 keine Existenz bik = 80
28 keine Existenz bik = 80
29 keine Existenz big = 80
30 keine Existenz bik = 80
31 keine Existenz bik = 80
32 keine Existenz bik = 80
33 keine Existenz bik = 80
34 keine Existenz bik = 80
35 keine Existenz bik = 80
36 keine Existenz big = 80
37 keine Existenz bik = 80
38 keine Existenz bik = 80
39 keine Existenz bik = 80
40 keine Existenz bik = 80

N
(U

keine Existenz bigk = 80
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N=6
m Existenz bik = 40
1 Existiert immer
2 1<k<2
3 2<k<40
4 k=3
5 4<k<40
6 k=5
7 6<k<9und18< k<40
8 k=7
9 | 8<k<9und27<k<40
10 k=9
11| 10< k<11 und 35< k<40
12 k=11
13| 12< k<13 und 38 k40
14 k=13
15 14<k<15
16 k=15
17 16<k<17
18 k=17
19 18<k<19
20 k=19
21 20<k<21
22 k=21
23 22<k<23
24 k=23
25 24<k<25
26 k=25
27 k=26
28 keine Existenz bik = 40
29 k=28
30 keine Existenz bik = 40
31 k=30
32 keine Existenz bik = 40
33 k=32
34 keine Existenz bik = 40
35 k=34
36 keine Existenz bik = 40
37 k=36
38 keine Existenz bik = 40
39 k=38
40 keine Existenz bik = 40
41 k=40

N=7
m Existenz bik = 80
1 Existiert immer
2 1<k<2
3| 2<k<4und19< k<80
4 3<k<5h
5] 6<k<7und37<k<80
6 7<k<8
7 19<k<10und53< k<80
8 10<k<11
9 k=12 und 63< k<80
10| keine Existenz bi& = 80
11 k=15und 72< k< 80
12 | keine Existenz bik = 80
13| keine Existenz bik = 80
14 | keine Existenz bik = 80
15| keine Existenz bik = 80
16 | keine Existenz bi& = 80
17 | keine Existenz bi& = 80
18 | keine Existenz bi& = 80
19| keine Existenz bik = 80
20| keine Existenz bik = 80
21| keine Existenz bik = 80
22 | keine Existenz bik = 80
23| keine Existenz bigk = 80
24 | keine Existenz bigk = 80
25| keine Existenz bigk = 80
26 | keine Existenz bik = 80
27 | keine Existenz bik = 80
28 | keine Existenz bik = 80
29 | keine Existenz bik = 80
30| keine Existenz bigk =80
31| keine Existenz bigk =80
32| keine Existenz bigk = 80
33| keine Existenz bik = 80
34| keine Existenz bik =80
35| keine Existenz bik = 80
36 | keine Existenz bik = 80
37| keine Existenz bigk = 80
38| keine Existenz bigk =80
39| keine Existenz bik = 80
40 | keine Existenz bigk = 80
41 | keine Existenz bigk = 80
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N=11

Existenz bikk =80

N=14

Existiert immer

Existenz bik = 40

k=1

Existiert immer

1<k<2und20<k<80

k=1

2<k<3

1<k<2und6< k<40

k=4 und 39< k<80

keine Existenz bi& = 40

keine Existenz bik = 80

k=2und 12< k<40

k=6 und53< k<80

k=2

keine Existenz bigk = 80

k=3 und 21< k<40

62<k<80

keine Existenz big = 40

Bl©| | ~N|o| 0| & w| N |3

keine Existenz bigk = 80

k=4 und 30< k<40

=
[N

76<k<80

keine Existenz bi& = 40

=
N

keine Existenz bik = 80

PR e
SR BloloNlo| ol sw/ v |3

k=5und 34< k<40

=
w

keine Existenz bik = 80

keine Existenz bik = 40

H
N

keine Existenz bigk = 80

[EEN
w

k=6und 38< k<40

=
(6]

keine Existenz bigk = 80

[EEY
~

keine Existenz big = 40

=
(o]

keine Existenz bik = 80

[EEY
(62}

keine Existenz big = 40

[ —
\]

keine Existenz bigk = 80

=
(o]

keine Existenz bi& = 40

=
(e}

keine Existenz bigk = 80

H
\I

keine Existenz bi& = 40

=
O

keine Existenz bik = 80

[
0o

keine Existenz bi& = 40

N
o

keine Existenz bik = 80

[EEN
O

keine Existenz bik = 40

N
=

keine Existenz bigk = 80

N
o

keine Existenz bik = 40

N
N

keine Existenz bigk = 80

N
=

keine Existenz big = 40

N
w

keine Existenz bik = 80

N
N

keine Existenz bi& = 40

N
~

keine Existenz bigk = 80

N
w

keine Existenz bi& = 40

N
Ul

keine Existenz bigk = 80

N
N

keine Existenz bi& = 40

N
(0]

keine Existenz bik = 80

N
(93]

keine Existenz bi& = 40

N
~

keine Existenz bigk = 80

N
(o))

keine Existenz bik = 40

N
(o]

keine Existenz bigk = 80

N
~

keine Existenz big = 40

N
o

keine Existenz bik = 80

N
o

keine Existenz big = 40

w
o

keine Existenz bik = 80

N
O

keine Existenz bi& = 40

w
=

keine Existenz bigk = 80

w
o

keine Existenz bi& = 40

w
N

keine Existenz bigk = 80

w
=S

keine Existenz bi& = 40

w
w

keine Existenz bik = 80

w
N

keine Existenz bi& = 40

w
s

keine Existenz bigk = 80

w
w

keine Existenz bik = 40

w
1

keine Existenz bigk = 80

w
~

keine Existenz big = 40

w
»

keine Existenz bigk = 80

w
(62}

keine Existenz big = 40

w
by

keine Existenz bigk = 80

w
»

keine Existenz bi& = 40

w
(00]

keine Existenz bigk = 80

w
~

keine Existenz bi& = 40

w
(o]

keine Existenz bik = 80

w
0o

keine Existenz bi& = 40

N
o

keine Existenz bik = 80

w
(o]

keine Existenz bik = 40

N
=

keine Existenz bigk = 80

I
o

keine Existenz bik = 40

N
(U

keine Existenz big = 40
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N=15

Existenz bik = 40

N =23

Existiert immer

keine Existenz bik = 40

k=21und7<k<40

k=1

k=2und 13< k<40

keine Existenz bik = 40

k=3 und22< k<40

keine Existenz big = 40

k=4 und 29< k <40

Bl©| | ~N|o| 0| & w| N |3

keine Existenz bik = 40

=
[N

k=5und 33< k<40

keine Existenz bigk = 80

=
N

keine Existenz bik = 40

keine Existenz big = 80

m Existenz bik = 80

1 Existiert immer

2 | keine Existenz bik = 80
3 k=1und21<k<80
4 k=1

5 k=2und 39< k<80
6 | keine Existenz bik = 80
7 48< k<80

8 | keine Existenz bik = 80
9 66 < k<80

10

11

12

=
w

k=6und 37< k<40

keine Existenz bik = 80

H
N

keine Existenz bigk = 40

[EEN
w

keine Existenz bigk = 80

=
(6]

k=40

[EEY
~

keine Existenz bigk = 80

=
(o]

keine Existenz bik = 40

[EEY
(62}

keine Existenz bigk = 80

[ —
\]

keine Existenz big = 40

=
(o]

keine Existenz bigk = 80

=
(e}

keine Existenz bigk = 40

H
\I

keine Existenz bigk = 80

=
O

keine Existenz bik = 40

[
0o

keine Existenz big = 80

N
o

keine Existenz bik = 40

[EEN
O

keine Existenz bigk = 80

N
=

keine Existenz big = 40

N
o

keine Existenz bigk = 80

N
N

keine Existenz bik = 40

N
=

keine Existenz bigk = 80

N
w

keine Existenz bik = 40

N
N

keine Existenz bigk = 80

N
~

keine Existenz big = 40

N
w

keine Existenz bigk = 80

N
Ul

keine Existenz big = 40

N
N

keine Existenz big = 80

N
(0]

keine Existenz bik = 40

N
(93]

keine Existenz bigk = 80

N
~

keine Existenz bigk = 40

N
(o))

keine Existenz bik = 80

N
(o]

keine Existenz bigk = 40

N
~

keine Existenz bigk = 80

N
o

keine Existenz bik = 40

N
(o]

keine Existenz bigk = 80

w
o

keine Existenz bik = 40

N
O

keine Existenz bigk = 80

w
=

keine Existenz bi& = 40

w
o

keine Existenz bigk = 80

w
N

keine Existenz big = 40

w
=S

keine Existenz bi&k = 80

w
w

keine Existenz bik = 40

w
N

keine Existenz bigk = 80

w
s

keine Existenz bigk = 40

w
w

keine Existenz bigk = 80

w
1

keine Existenz big = 40

w
~

keine Existenz bigk = 80

w
»

keine Existenz bik = 40

w
(62}

keine Existenz bigk = 80

w
by

keine Existenz bik = 40

w
»

keine Existenz bigk = 80

w
(00]

keine Existenz bik = 40

w
~

keine Existenz bigk = 80

w
(o]

keine Existenz bik = 40

w
0o

keine Existenz bigk = 80

N
o

keine Existenz bik = 40

w
(o]

keine Existenz bik = 80

N
=

keine Existenz big = 40

I
o

keine Existenz bigk = 80

N
(U

keine Existenz bigk = 80




7 Gefundene Gitter

Hier sind die Gram-Matrizen der gefundenen stilFknodularen Gitter von Minimum 3 und
SchattenminimunM®) (2, k), die rational aquivalent zC,'i, sind, zu finden. Es bezeichnalie

Dimension der Gitter.

7.1 N=2

n=16

1 -1 -1 2 0 1 -1 -1

0

3 -1 -1 -1 0 -2 -2 -2

0

1 -1 -2 -2

-1
-2

-1 -1

-1

2 -1

0

-1
-1
-2

-2
-2
-2

2
2
4
-2
-2

2
4

2
-2
-1

-1 -2
2

0
1

-1 -1
-1

2

-1

0

0

-2
-1

0
2

-1
-2

0 -1

2

4 -1 -2 -1

-2

0 1 -2 -1 -1
-1 2 -1

-1
-2

-1

0

0

0

1

Gram(L) =

89
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n=20

-1 -1 0

-1 0

0 0 -11 0 -1 0

3

0 -1-1-1

1

1-1-11 -1-10

0
-1

-1

1-10

0-1-1 0

3

-1 -1 0

-1 -1-11

1

0

-1

0

1 -10

-2
-1

0-2 0

0
0

0 -1
-1

0

0 -1 1 -1 0 0

3-10

-1 0

0-1 -1 -2

0
0

-1 0 -1
-1 -1-11 -1

-1 1

-1

1
-1 -1 0

1-1-1-11

3

0 -1 0 1

4
-1 -1 -1 4

-1 -1 0

-1 0

0-1 0

0

-2 -1 0

0

0
-1 -1-1-1-10

-3

-1 -2 0

4

0
-1

0
-2 -1 0

1

1

1 1 -1 2 -1
-1 -1 0 -2

0
0-1 1

1

0

0
1

1

-1 0

0-1-1-10

-1 -2 1

1
1 -10

2

-1

-2 0

-1 0

1 0
0 -1 1

-1 -1 0

0 0 0 -1 0

-1 -1 0

0

3

0

-1 -1 3

-1 -1-1 1 -1

0 -1 1

0 -2-11

1 1

0

1-10

1 -1-10

o 1 1
1 0

1
1

1-1-2-10

1
3

0

-1

-1 1

-1 -1 0
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0-1-10
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0 -2 1

2 1

0

0
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1 0
-1 -1 0
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-2 -1 0
-1 -1-2-11

1 -1 1
4

4

1
-1

-2 -1 -1 2

-1 0

-1 1
1

0
1

-2

2

1

1

-2

1

0

0-10

-1 -1-2 1

-1 -1 0

1

0
4

1 1-1-2 4

0-1-2-11

2

0

0 -2 1

1
4

-1 -1 1
2 -1-10

0

0

1

1

1

-1 -2 0

0
-1 0

-1 0

0

0 -1 0 -2

0

4 -1 -1

0
-2 -1 -1 5

1
2

-1 -1 0
-1 -1-1-21

-1 2

1 1
-1 0

-1 0

-2 0

0

1

-1 0

1 1

0-1-2-21 0

1

1

-1-2 0 -1 0 -1 1 -1

3

0
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0

1
1

2
-1
2 -1 2
-2 -1 1
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1 0 -2 1
-1 0

-2 0
-1 1
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0

-1 -1-11

0

0

1 -1 1

-1

-1

1 -1 2

1

-1 1
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0
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0

0
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-1 2

1

1
-1

-1

1

4
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-1 1
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