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Yorwort

Nehmet Holz vom Fichtenstamme,
Doch recht trocken lafit es sein,
Dayp3 die eingeprefite Flamme
Schlage zu dem Schwalch hinein.
Kocht des Kupfers Brei,

Schnell das Zinn herbei,

Dayp3 die zihe Glockenspeise
Flief3e nach der rechten Weise.

Aus Das Lied von der Glocke
von F. Schiller.

Die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe auf n Punkten, S,, weckt bis heute das Interesse vieler
Mathematiker. Obwohl sie in einigen Teilen schon weit entwickelt ist, lassen sich immer noch viele interes-
sante Fragen stellen. Zum Beispiel: Was 146t sich iiber die Struktur des Tensorproduktes zweier einfacher kS,,-
Moduln aussagen? Ist k ein Korper ein Korper der Charakteristik Null, so kann man mit der Determinantenform
und der Littlewood-Richardson Regel die Zerlegung eines solchen Produktes bestimmen; man vergleiche dazu
Abschnitt 2.9 in [11].

Ist die Charakteristik von & = p > 0, so wurde bis jetzt noch kein Verfahren gefunden, mit dem man die
Zerlegung des Tensorproduktes zweier einfacher £S,,-Moduln in unzerlegbare Moduln angeben kann. Mulli-
neux gibt in [17] eine Abbildung an, die man auch Mullineuxabbildung nennt, und vermutet, dass man mit ihr
das Tensorprodukt eines einfachen kS,,-Moduls mit dem Signumsmodul beschreiben kann. Diese Vermutung
haben Ford und Kleshchev in [6] bewiesen.

Eine speziellere Frage zu Tensorprodukten ist: Gibt es zwei einfache Moduln, deren Dimension echt grofer
als eins ist, so dass das Produkt dieser beiden wieder einfach ist? Nach [22] ist die Antwort nein, falls k die
Charakteristik Null hat. Gow und Kleshchev geben in [8] eine Vermutung an, wann ein Tensorprodukt einfach
ist. In [2] wird gezeigt, dass im modularen Fall nur fiir p = 2 solche einfachen Tensorprodukte vorkommen
konnen. In [9] wird ein Teil der Vermutung von Gow und Kleshchev bewiesen. Ein Teil der Vermutung ist noch
offen.

Durch den heutigen Stand der Technik ist es moglich ,,Experimente *“, das heif3t, Berechnungen von Beispielen,
durchzufiihren, deren Durchfiihrung frither unmoglich erschien. Das Ziel dieser Arbeit ist es, mit Hilfe der com-
putergestiitzten Darstellungstheorie Einsichten iiber die Struktur von Tensorprodukten einfacher £S,,-Moduln
im modularen Fall zu bekommen. Dabei wird hauptséchlich die Zerlegung von Tensorprodukten in unzerlegbare
Moduln und die Struktur dieser Summanden betrachtet. Die Berechnung der Zerlegungen der Tensorprodukte
und die Berechnung der Struktur der unzerlegbaren Summanden wird mit der MeatAxe, [20], realisiert. Mit der
MeatAxe ist es moglich, konkret Darstellungen von Gruppen ,.in die Hand zu nehmen “ und zu untersuchen.
Als weiteres Hilfsmittel wird GAP, [7], benutzt.
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Der Inhalt des ersten Kapitels besteht aus allgemeinen Grundlagen zur modularen Darstellungstheorie von
Gruppen.

Das zweite Kapitel geht auf die irreduziblen Darstellungen von S,, sowie deren Parametriserung durch Partitio-
nen von n ein. Zudem wird die Nakayama-Vermutung, die die p-Blockeinteilung der irreduziblen Darstellungen
beschreibt, am Ende des Kapitels aufgefiihrt.

Spezielle Tensorprodukte werden im dritten Kapitel betrachtet. Zuerst wird die Mullineuxabbildung angegeben.
Dann werden Tensorprodukte eines Moduls mit sich selbst betrachtet. Der grofte Teil des Kapitels wird von
dem Beweis zur Zerlegung des Tensorproduktes des einfachen Moduls zur natiirlichen Darstellung von S,, mit
sich selbst eingenommen. Die Vermutung zur Zerlegung des Produktes wurde aus der Betrachtung der berech-
neten Beispiele gewonnen.

Auf den thoretischen Hintergrund zur Zerlegung eines Moduls und die hierbei auftretenden Probleme sowie de-
ren Losungen bei den Berechnungen mit der MeatAxe wird im vierten Kapitel eingegangen. Desweiteren wird
die Grundidee eines wichtigen Hilfmittels, der Fixpunktkondensation, kurz vorgestellt. Mit diesem Werkzeug
ist es moglich, auch sehr grofe Moduln mit dem Rechner zu bearbeiten.

Die Ergebnisse der berechneten Beispiele werden im letzten Kapitel aufgefiihrt. AbschlieBend werden genutzte
GAP-Routinen angegeben.

Das Thema der Diplomarbeit verdanke ich Herrn Prof. Dr. Gerhard Hif3. Weiter mochte ich mich bei ihm fiir
die gute Betreuung bedanken. Ein sehr groBer Dank geht an Herrn Dr. Felix Noeske, der sich immer Zeit fiir die
Fragen seines Padawans nahm. Zudem mochte ich auch Herrn Prof. Dr. Klaus Lux danken, der mir bei meinen
Problemen mit der MeatAxe half. Herrn Dr. Jiirgen Miiller verdanke ich den Beweis fiir meine Vermutung,
der am Ende des dritten Kapitels aufgefiihrt wird. Zudem danke ich ihm fiir die interessanten Gespriache rund
um das Thema dieser Arbeit. Ich mochte mich auch bei allen anderen Mitarbeitern des Lehrstuhls D fiir Ma-
thematik fiir die gute Arbeitsatmosphére bedanken und auch dafiir, dass man ohne gréfere Terminabsprache
vorbeikommen und Fragen stellen kann.



Kapitel 1

Grundlagen aus der Darstellungstheorie

Dieses Kapitel gibt eine Ubersicht der Grundlagen und genutzten Methoden der modularen Darstellungstheorie
an. In diesem ganzen Kapitel sei A ein Ring mit 1 und alle A-Moduln seien A-Rechtsmoduln und endlich
erzeugt.

1.1 Darstellungen von Gruppen

Zur Untersuchung von Gruppen mit Computern ist es nétig, diese in einer fiir den Computer erfassbaren Form
darzustellen. Dies geschieht in dieser Arbeit mittels Darstellungen einer Gruppe durch Matrizen.

Die MeatAxe, die hauptsichlich genutzt wurde, arbeitet genau mit solchen Matrizen. Deshalb soll der Zusam-
menhang zwischen Darstellung und Gruppe kurz erldutert werden.

Es seien in diesem Abschnitt & ein Korper, A eine k-Algebra, Gl,, (k) sei die Menge der invertierbaren Matrizen
in £™*™ und G eine endliche Gruppe.

1.1.1 Definition
Eine Darstellung von A ist ein k-Algebrenhomomorphismus

X:A— kM

Dabei heilit n der Grad von X. Zwei Darstellungen X und ) vom Grad n heiien dquivalent, falls eine Matrix
P € Gl, (k) existiert mit
X(a) = P7'Y(a)P firalle a € A.

O

Darstellungen von A sind eigentlich nur eine andere Sichtweise auf die A-Moduln. Die folgende Bemerkung
gibt den Zusammenhang zwischen Darstellungen und Moduln an.

1.1.2 Bemerkung
Aus Darstellungen von A lésst sich leicht ein A-Modul konstruieren und andererseits auch Darstellungen aus
Moduln. Ist X eine Darstellung von A vom Grad n, so wird kX" durch

va = v¥(a) firv e k1" a € A

zum A-Modul.

Sei umgekehrt M ein A-Modul. Dann wihle eine k-Basis von M und betrachte fiir a € A die Matrix X(a) des
von a auf M bewirkten Endomorphismus beziiglich der gewéhlten Basis. Dann ist X eine Darstellung von A.
Eine andere Basiswahl ergibt im allgemeinen auch eine andere Darstellung.

Weiter gilt: Sind M und N zwei isomorphe A-Moduln, dann sind die korrespondierenden Darstellungen
dquivalent. Insbesondere sind zwei Darstellungen, die vom selben Modul bewirkt werden, dquivalent. Damit
erhilt man eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen der A-Moduln und den Aquivalenzklassen von A-
Darstellungen. O
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1.1.3 Definition
Eine Darstellung X vom Grad n heiBt reduzibel, falls Z € Gl,, (k) existiert mit

Z7'%(a)Z = %1 (a) 0 fiir alle @ € A und der Grad von X1, X5 > 0.
* }:2((1)

In diesem Fall sind X; und X, Darstellungen von A. Existiert kein solches Z, so heifit X irreduzibel. Existiert
ein Z mit * = 0, dann hei3t X zerlegbar. Andernfalls heilt X unzerlegbar. 0

Mit der obigen Definition folgt nun:

1.1.4 Bemerkung

Es sei M ein A-Modul, N < M ein Untermodul von M und B eine Basis von V. Ergénzt man B zu einer
Basis von M und betrachtet die entsprechende Darstellung X von M beziiglich dieser Basis, so hat diese die
folgende Gestalt:

%(a) = (xl*(a) xf(@) fiir alle a € A.

Hierbei ist X; die von N bewirkte Darstellung beziiglich B und X5 eine von M /N bewirkte Darstellung.

Ist umgekehrt X eine reduzible Darstellung von M, so existiert ein Untermodul N von M, der eine zu X,
dquivalenten Darstellung bewirkt. Der Faktormodul M /N bewirkt dann eine zu X4 dquivalente Darstellung.
Damit ist M ein einfacher A-Modul genau dann, wenn X irreduzibel ist und es gilt: M ist unzerlegbar als
A-Modul genau dann, wenn X unzerlegbar ist. (]

1.1.5 Definition
Eine Darstellung von G iiber k vom Grad n ist ein Gruppenhomomorphismus

X: G — Gl (k).
O

Ist X eine Darstellung von kG vom Grad n, so ist X|¢ eine Darstellung von G iiber k. Ist umgekehrt X eine
Darstellung von G, so wird durch
x(zaigi) = Zaix(gi)

eine Darstellung von kG definiert. Da G eine Basis von kG ist, geniigt es X| zu betrachten um nachzupriifen,
ob X irreduzibel ist oder unzerlegbar. AbschlieBend wird noch die Definition des Charakters einer Darstellung
angegeben.

1.1.6 Definition
Es sei X eine Darstellung von kG vom Grad n. Dann heif3t

x: G — k
g +— Spur(X(g))

der Charakter von X. O
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1.2 Idempotente und Blocke

Mit Hilfe von Idempotenten eines Ringes ist es moglich, mehr {iber den Aufbau des Ringes zu erfahren. Eine
Zerlegung eines Ringes in Ideale korrespondiert zu einer Zerlegung der Eins des Ringes in Idempotente. Dieser
Zusammenhang zwischen Idealen und Idempotenten wird hier dargestellt.

1.2.1 Definition

Ein Element ¢ € A heiBt Idempotent, falls e # 0 und ee = e gilt. Zwei Idempotente e und e’ sind orthogonal
zueinander, falls e’ = 0 = ¢€’e gilt. Man nennt ein Idempotent primitiv, wenn es sich nicht als Summe zweier
orthogonaler Idempotente schreiben lésst. Ein Idempotent heifit zentral, falls es im Zentrum von A liegt. Ist e
ein zentrales Idempotent, das primitiv im Zentrum von A ist, so nennt man e zentral primitiv. O

Es folgen nun zwei Sitze, die einen Zusammenhang von Idempotenten von A und direkten Zerlegungen von A
angeben.

1.2.2 Satz

Esseie; + .-+ e, = 1 € A eine Zerlegung der Eins in paarweise orthogonale Idempotente. Dann ist
A=e1AD - PeyA. Iste; primitiv fiir alle 1 < ¢ < n, dann ist e; A fiir alle 1 < 4 < n unzerlegbar. Sind alle
e; zentral, so gilt e; A = Ae;, das heiBit: e; A ist ein zweiseitiges Ideal fiir alle 1 < i < n. Sind alle e; zentral
primitiv, so ist e; A unzerlegbar als zweiseitiges Ideal.

Beweis:

Man vergleiche die Lemmata (7.1), (7.2), (7.3) und (7.4) aus Kapitel I in [5]. O

1.2.3 Satz

EsseiA=A;®---®A,und A; # Ofiiralle 1 < ¢ < n.Esseiweiter]l =¢;+---+e, mite; € A;. Dann ist
{e;} eine Menge von paarweise orthogonalen Idempotenten. Ist A; unzerlegbar fiir alle 1 < i < n, dann ist e;
primitiv fiir alle 1 < ¢ < n. Ist A; ein zweiseitiges Ideal beziehungsweise ein zweiseitiges unzerlegbares Ideal
fiir alle 1 < ¢ < n, dann ist e; primitiv beziechungsweise zentral primitiv fiir alle 1 <17 < n.

Beweis:

Man vergleiche die Lemmata (7.1), (7.2) und (7.3) aus Kapitel I in [5]. O

1.2.4 Definition

Ein Block von A ist ein unzerlegbares, zweiseitiges Ideal B von A, wobei B = eB = Be = eBe fiir ein zentral
primitives Idempotent e von A ist. Ein A-Modul M gehért zum Block B oder liegt im Block B, falls Me = M
ist. ]

Liegt eine Zerlegung von A in unzerlegbare, zweiseitige Ideale vor, so lassen sich die unzerlegbaren A-Moduln
eindeutig einem Block von A zuordnen.

1.2.5 Bemerkung

Es sei {0} # M ein unzerlegbarer A-Modulund A = e¢1 A® - - - @ e, A eine Zerlegung von A, wobei e; zentral
primitiv fiir alle 1 < ¢ < n ist. Dann gehort M zu genau einem Block e; A, das heiit Me; = M und weiter
Mej = {0} fiir j # i. Alle Unter- und Faktormoduln von M liegen in e; A. Insbesondere gehort jeder einfache
A-Modul zu einem Block.

Beweis:

Nach Voraussetzung ist 1 = e; + - +e,. Dannist M = Me; & ---® Me,,. Da {0} # M und M unzerlegbar
ist, folgt M = Me, firein 1 < i < nund Me; = {0} fiir j # ¢. Damit folgt auch die Aussage fiir Unter- und
Faktormoduln. 0
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1.3 Radikal und Sockel

Wichtige Untermoduln eines Moduls sind sein Radikal und sein Sockel. Um die Struktur eines Moduls nidher
zu bestimmen, wird ausgehend von diesen beiden Begriffen seine Radikal- und Sockelreihe sowie seine Loe-
wyldnge definiert. Diese beiden Reihen erlauben es, mehr Informationen iiber den Aufbau eines Moduls zu
erhalten. In diesem Abschnitt sei A eine endlich-dimensionale k-Algebra.

1.3.1 Definition
Es sei M ein A-Modul. Der minimale Untermodul von M, dessen Faktormodul halbeinfach ist, heifit das
Radikal von M. Er wird mit rad(M ) bezeichnet. O
1.3.2 Definition

Es sei M ein A-Modul. Das ite Radikal rad’ (M) ist definiert als das Radikal von rad’~* (M), wobei rad® := M
ist. Die Reihe
M =rad’(M) > rad(M) > --- > rad" (M) = {0}

heiBt Radikalreihe von M. Weiter heift der Faktormodul rad*~"(M)/ rad’(M) der ite Kopf von M. Der 1.

Kopf von M wird der Kopf von M genannt. (]
1.3.3 Definition
Es sei M ein A-Modul. Der groBte halbeinfache Untermodul von M heiit der Sockel von M. Er wird mit
soc(M) bezeichnet. O
1.3.4 Definition

Es sei M ein A-Modul. Man definiert den iten Sockel von M durch
soc;(M)/soc;—1 (M) := soc(M/ soc;,—1(M)),
wobei soco(M) := {0} ist. Man nennt die Reihe
{0} =soco(M) <soci (M) < -+ <soci (M) =M
Sockelreihe von M. 0

1.3.5 Satz
Es sei M ein A-Modul. Dann sind die Lingen der Radikal- und Sockelreihe gleich. Man nennt die Léange der
Sockelreihe Loewylidnge von M. Desweiteren gilt

rad' = (M) C soc;(M).

Beweis:
Vergleiche Satz (8.19) aus Kapitel I in [18]. (]

1.3.6 Satz
Es sei M ein A-Modul und [ die Loewylénge von M. Dann sind dquivalent:

1. M hat eine eindeutige Kompositionsreihe mit einfachen Faktoren.
2. Der ite Kopf von M ist einfach, fiiralle 1 <7 <.
3. Der ite Sockel von M ist einfach, fiiralle 1 <7 </|{.

Erfiillt M eine dieser Eigenschaften, so nennt man M uniseriell.
Beweis:
Siehe Proposition 5 aus Kapitel II Abschnitt 4 in [1]. (]

Zum Schluss des Abschnitts wird eine Form von Nakayamas Lemma angegeben, die im praktischen Teil dieser
Arbeit genutzt wird.

1.3.7 Lemma
Es sei M ein A-Modul. Gilt M/rad(M) = (v; + rad(M) | v; € M, 1 <i < n),, dann gilt

M:<Ui|1§i§n>A.

Beweis:
Siehe Korollar (5.3) in [4]. O
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1.4 Direkte Zerlegungen von Moduln

Fiir die zentrale Aufgabe dieser Arbeit, die Zerlegung von Tensorprodukten, ist der folgende Satz die Grundlage
fiir eine bis auf Isomorphie eindeutige Zerlegung eines Moduls in unzerlegbare Moduln.

1.4.1 Satz (Krull-Schmidt)
Es sei M ein A-Modul. Ist M artinsch und noethersch, dann lisst sich M in eine endliche direkte Summe von
unzerlegbaren Moduln zerlegen. Sind weiter

M=M&..®&M,=N,®...® N,

zwei Zerlegungen von M in unzerlegbare Moduln, dann ist m = n und M; = N fir 1 <4 < n und ein
TeS,.
Beweis:
Siehe Satz (6.12) in [4]. O

1.4.2 Definition

Es sei M ein A-Modul, der die Voraussetzungen fiir den Satz von Krull-Schmidt erfiillt. Es sei weiter U ein
unzerlegbarer A-Modul. Die Anzahl der zu U isomorphen Summanden in der Zerlegung von M in unzerlegbare
Moduln heif3t die Vielfachheit von U in M. Diese ist nach dem Satz von Krull-Schmidt wohldefiniert. U

Das folgende Lemma spielt eine zentrale Rolle bei der Berechnung von Zerlegungen eines Moduls. Auch fiir
den praktischen Teil dieser Arbeit erweist es sich als hilfreich.

1.4.3 Lemma (Lemma von Fitting)
Es sei M ein A-Modul und M sei artinsch und noethersch. Es sei weiter ¢ € End 4 (M). Dann existiert ein
n € N, so dass

M = Bild(¢"™) @ Kern(p™)

ist.
Beweis:
Man betrachte folgende Ketten von Untermoduln von M:

Bild(¢) D Bild(p?) 2 Bild(¢*) D ...

und
Kern(p) C Kern(¢?) C Kern(¢®) C ...

Da M artinsch und noethersch ist, existiert ein n € N mit
Bild(¢™) = Bild(¢"*™) und Kern(¢™) = Kern(o" ™)

fiir alle m € N. Ist nun 2 € Bild(¢™) N Kern(¢™), dann existiert ein y € Bild(¢™) mit ¢"(y) = . Es gilt
ferner 0 = p"(x) = p?"(y). Also ist y € Kern(¢?") = Kern(p™). Damit gilt 0 = ¢"(y) = x. Somit ist
Bild(¢™) NKern(p™) =0

Es sei € M. Dann existiert ein ' € M mit p?"(z') = ¢"(z), da Bild(¢") = Bild(p?") ist. Es ist
x=x — ¢"(z') + ¢"(a’). Damit gilt dann

_ . 2n

ga"(ac _ (pn(.%'/)) — (Pn(.%‘) @ (l‘/) — SDTL(IE) _ (Pn(l') —0.
Also ist M = Bild(p") + Kern(¢"). 0

In den Untersuchungen, die in Kapitel 3 vorgenommen werden, spielen Permutationsmoduln eine wichtige Rol-
le. Einen Zusammenhang zwischen der Dimension eines Permutationsmoduls von kG, wobei k ein Korper und
G eine endliche Gruppe ist, und dem Auftreten des trivialen Moduls als direktem Summanden gibt folgendes
Lemma.

1.4.4 Lemma

Es sei G eine endliche Gruppe, k ein Kérper und 2 = {w;,...,w,} eine transitive G-Menge. Dann gilt:

Der triviale kG-Modul T' = k() _ . w) ist genau dann ein direkter Summand von k2, wenn char (k) { n.
Beweis:

Es sei der triviale Modul 1" ein direkter Summand von k€2. Es ist also k2 = T @ U fiir einen Untermodul U.
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Esseient € Tund u; € U mitwy =t 4+ uy. Ist w € § beliebig, so existiert ein g € G mit w;g = w. Setze
Uy, = u1g. Damit gilt dann
U, = w — t.

Setze u:= Y u,,. Damit gilt u € U, da u,, € U fiir alle w € ). Andererseits ist aber

u=> (w-t)=Y w—|QrteT

weN weN

weN

Also giltuw = 0,da T N U = {0}. Damit gilt dann ) ., w — ||t = 0 und somit char(k) { [2] = n.
Es gelte andererseits char(k) t n. Dann ist

S = {iaiwi | iai =0,a; € k}
i=1 i=1

ein Untermodul von kQ. Da char(k) { n gilt ist T’ ;E S. Weiter ist {w; —w;+1 | 1 <4 <n — 1} eine Basis von
S. Damit ist dann dimy (S) = n — 1. Also gilt kX = T @ S. Somit folgt die Behauptung. O
1.5 Unzerlegbare und projektive Moduln

Die unzerlegbaren Moduln eines freien Moduls haben eine besondere Stellung in der modularen Darstellungs-
theorie. Hier werden nun Eigenschaften von diesen und allgemein von unzerlegbaren Moduln aufgefiihrt.

1.5.1 Definition
Ein direkter Summand eines freien A-Moduls heiit projektiv. Ist der Summand unzerlegbar, so wird im folgen-
den die Abkiirzung PIM benutzt. d

Der folgende Satz gibt Charakterisierungen von projektive Moduln an.

1.5.2 Satz
Es sei M ein A-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. M ist projektiv.
2. Ist V ein A-Modul und ist ¢ € Hom 4 (V, M) surjektiv, dann ist Kern(¢) ein direkter Summand von V.

3. Sind V und W A-Moduln und ist ¢ € Hom 4 (V, W) surjektiv und 9 € Hom 4 (M, W), dann existiert
ein o € Homy (M, V) mit p o o = 9.

Beweis:

Siehe Kapitel II, Abschnitt 5, Satz 2 in [1]. |
1.5.3 Definition

Ein Ring A heifit lokal, falls er genau ein maximales Rechtsideal besitzt. U
1.5.4 Satz

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
e Aistlokal.
e Die Menge S := {a | a € A, a ist keine Einheit von A} ist ein Rechtsideal.
e A/rad(A) ist ein Schiefkorper.

Beweis:
Siehe Satz (5.21) in [4].

Die folgende Charakterisierung von unzerlegbaren Moduln erlaubt es, eine Methode anzugeben, mit der man
zwei unzerlegbare Moduln auf Isomorphie testen kann. Dieser Isomorphietest von unzerlegbaren Moduln wird
am Ende des Abschnitts angegeben.
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1.5.5 Satz

Es sei M ein artinscher und noetherscher A-Modul. Dann ist M/ genau dann unzerlegbar, wenn End 4 (M) lokal
ist.

Beweis:

Siehe Satz (6.10) in [4]. O

Erfiillt A die Voraussetzungen fiir den Satz von Krull-Schmidt, so besteht ein direkter Zusammenhang zwischen
den PIMs von A und Zerlegungen von A in unzerlegbare Moduln.

1.5.6 Satz
Es sei A artinsch und noethersch als A-Rechtsmodul, und es sei P ein PIM von A. Dann gilt:

P>~=cA

fiir ein primitives Idempotent e von A.
Beweis:
Folgt direkt aus Satz 1.2.3 und dem Satz von Krull-Schmidt. ]

AD jetzt und fiir den Rest des Abschnitts sei k& ein Korper, A eine endlich-dimensionale k-Algebra; insbesondere
sind die A-Moduln damit endlich-dimensionale k-Vektorrdume. Zuerst wird auf den Zusammenhang von PIMs
und einfachen Moduln von A eingegangen.

1.5.7 Satz
Es sei P ein PIM von A. Die Abbildung
P — P/rad(P)
ist eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen der PIMs von A und den Isomorphieklassen der einfachen
Moduln von A.

Beweis:
Siehe Kapitel I, Abschnitt 5, Satz 3 in [1]. O

Der obige Satz beinhaltet insbesondere, dass fiir einen PIM P von A der Kopf, P/ rad(P), einfach ist, und
weiter, dass fiir zwei PIMs P und @ aus P/rad(P) = @/ rad(Q) folgt: P = ). Also ist ein PIM durch seinen
Kopf bis auf Isomorphie bestimmt. Fiir einen Modul M mit einfachem Kopf gilt folgendes Lemma:

1.5.8 Lemma
Es sei M ein A-Modul, M/ rad(M) einfach und P ein PIM von A mit

M/rad(M) = P/rad(P).

Dann ist M ein homomorphes Bild von P.
Beweis:
Siehe Kapitel II, Abschnitt 5, Lemma 5 in [1]. O

Im Fall der Gruppenalgebra kG, wobei G eine endliche Gruppe ist, ist auch der Sockel eines PIMs einfach und
es gilt der folgende Satz:

1.5.9 Satz
Fiir einen PIM P von kG gilt
P/rad(P) = soc(P).
Beweis:
Siehe Kapitel II, Abschnit 6, Satz 6 in [1]. O

Mochte man zwei nichtprojektive unzerlegbare Moduln auf Isomorphie vergleichen, so reicht es nicht aus,
nur die Kopfe dieser Moduln zu betrachten. Dennoch kann man auf die Isomorphie zweier solcher Moduln
schlieBen. Der folgende Teil ist aus Abschnitt 4.5 in [21] entnommen. Fiir einen Isomorphietest wird hier noch
folgendes Lemma gebraucht.

1.5.10 Lemma

Es sei M ein unzerlegbarer A-Modul und £ := End 4 (M) sein Endomorphismenring. Ist {vy,...,v,} eine
k-Basis von £, dann existiert mindestens ein 1 < 7 < n, so dass v; invertierbar ist.

Beweis:

Nach Satz 1.5.5 ist £ lokal. Nun ist id; = Zi a;v; mit a; € k fiir 1 < i < n.Da & lokal ist, ist nach Satz
1.5.4 die Menge der Nicht-Einheiten ein Ideal in £. Da id ), eine Einheit in £ ist, existiert also mindestens ein
v; , 1 <14 <n, sodass v; invertierbar ist. O
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1.5.11 Satz (Isomorphietest)

Es seien M und N zwei unzerlegbare A-Moduln und {vy, ..., v,} eine k-Basis von Hom 4 (M, N). Dann sind
M und N genau dann isomorph, wenn v; ein Isomorphismus ist fiir mindestens ein ¢ mit 1 < ¢ < n.

Beweis:

Sind M und N isomorph und ¢ : N — M ein Isomorphismus, dann ist ¢ o v1,...,® o v, eine Basis von
End 4 (M). Nach 1.5.10 Lemma existiert ein ¢, so dass ¢ o v; invertierbar ist. Damit ist v; invertierbar. Die
andere Richtung ist trivial. O

1.6 Zerlegungsmatrix

Um einen Zusammenhang von Darstellungen von A in Charakteristik Null und in Charakteristik p > 0 herzu-
stellen, wird ein System von Ringen eingefiihrt. Ein wichtiger Begriff der modularen Darstellungstheorie, der
diesen Zusammenhang wiederspiegelt, ist die Zerlegungsmatrix von A. Zunichst werden die dazu notwendigen
Grundlagen und Begriffe geklirt.

1.6.1 Definition
Es sei k ein Korper und A eine k-Algebra. Dann heiBt k Zerfillungskorper von A, falls End 4 (V') 22 k fiir alle
einfachen A-Moduln V ist. U
1.6.2 Definition

Ein p-modulares System ist ein Tripel (K, R, k) von Ringen, wobei R ein vollstindiger diskreter Bewertungs-
ring ist, K der Quotientenkorper von R mit Charakteristik Null ist und k¥ = R/7 R, wobei 7R das Jacobson
Radikal von R ist, mit char(k) = p ist. O

Zum Beispiel bilden (Q,, Z,,F),) , wobei Z,, der Ring der p-adischen Zahlen ist, ein p-modulares System. Ab
jetzt sei (K, R, k) ein p-modulares System. Es werden folgende Bezeichnungen genutzt:

1.6.3 Bezeichnungen
Ist A eine R-Algebra, die frei und endlich erzeugt als R-Modul ist, dann sei KA := K ®g A. Ist X ein A-
Gitter, das heiit, X ist ein A-Modul und frei und endlich erzeugt als R-Modul, dann sei KX := K Qg X.
Weiter wird mit A := A/7Aund X := X/7X die Reduktion modulo 7 bezeichnet. Es ist A eine k-Algebra
und X ein A-Modul.

1.6.4 Definition
Es sei M ein K A-Modul. Ein A-Gitter X heift R-Form von M, falls KX = M als K A-Moduln.

Eine Antwort auf die Frage nach der Existenz von R-Formen gibt folgender Satz:

1.6.5 Satz

Es sei M ein K A-Modul. Dann hat M eine R-Form X. Insbesondere gilt rkp(X) = dim g (M).
Beweis:

Essei {a1,...,a,} eine R-Basis von A und {v1,...,v,} eine K-Basis von M. Es sei

Xi=(yai|l<isnl<j<m)

als R-Modul. Offensichtlich ist X ein A-Modul und endlich erzeugt als R-Modul. Desweiteren gilt rz # 0 fiir
alle 0 # r € Rund 0 # = € X. Damit ist X frei, da X torsionsfrei iiber dem Hauptidealring R ist. Nach
Konstruktion ergibt sich KX = M. Ist zudem {z1, ..., 2, } eine R-Basis von X, dannist {1®z1,...,1®z,}
eine K -Basis von K X. Damit folgt auch die zweite Behauptung. ]

1.6.6 Satz
Es sei M ein K A-Modul und seien X und Y zwei R-Formen von M. Dann haben X und Y bis auf Isomorphie
die gleichen Kompositionsfaktoren als A-Moduln.

Beweis:
Siehe Satz (17.7) aus Kapitel 1 in [5]. O

Damit sind jetzt die Grundlagen gelegt, um die Zerlegungsmatrix von A einzufiihren.
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1.6.7 Definition

Es sei K A halbeinfach und es seien My, ..., M, Vertreter der Isomorphieklassen der einfachen K A-Moduln
und X1, ..., X,, seien R-Formen davon. Weiter seien Si, ..., S; Vertreter der einfachen A-Moduln. Dann sei
d;; die Vielfachheit von S; als Kompositionsfaktor in X ;. Dies ist nach Satz 1.6.6 wohldefiniert. Die Matrix
D := (d;j)i,; heiBt Zerlegungsmatrix von A; sie ist bis auf Permutation der Spalten und Zeilen eindeutig
bestimmt. Ist A = RG, so nennt man D auch p-modulare Zerlegungsmatrix von G. g

Der folgende Satz gibt einen Zusammenhang der PIMs von A und der Zerlegungsmatrix von A an.

1.6.8 Satz (Brauer Reziprozitit)

Es sei K A halbeinfach, K ein Zerféllungskorper fiir K A und k ein Zerfallungskorper fiir kA. Es seien weiter
Py, ..., P, Reprisentanten der Isomorphieklassen von PIMs von A, so dass P, ..., P; Reprisentanten der
PIMs von A sind und weiter S; = P;/rad(P;) Reprisentanten von einfachen A-Moduln sind. Ist D die
Zerlegungsmatrix von A, dann gilt mit den Bezeichnungen von Definition 1.6.7

d;; = Vielfachheit von K X; = M; in K P;.

Beweis:
Siehe Satz (17.8) aus Kapitel 1 in [5]. O

1.7 Brauercharaktere

In diesem Abschnitt sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und (K, R, k) ein p-modulares System.
Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchungen von Moduln sind Brauercharaktere. Mit ihnen kann man unter
anderem die Kompositionsfaktoren eines Moduls bestimmen.

1.7.1 Definition
Es sei

Gy :={g9eGlptlgl}
die Menge der p-regulidren Elemente von G. Die p’-Konjugiertenklassen von G sind die Konjugiertenklassen
von G die in G liegen. Der Exponent der Gruppe ist definiert durch
exp(G) := min{n € N\{0} | ¢" = 1Vg € G}.
Man sagt, K ist geniigend grof beziiglich G, falls K alle exp(G)-Einheitswurzeln besitzt. O

1.7.2 Satz

Es sei (K, R, k) ein p-modulares System und K geniigend grof beziiglich G. Damit sind K und k Zerféllungs-
korper fiir alle Untergruppen von G.

Beweis:

Siehe Korollar (17.2) [4]. U

Dieser Satz fiihrt zu folgender Namensgebung.

1.7.3 Definition
Ein p-modulares System (K, R, k) nennt man p-modulares Zerfiillungssystem fiir G, falls K geniigend grof3
beziiglich G ist. O

Ab jetzt sei (K, R, k) ein p-modulares Zerfillungssystem fiir G.

1.7.4 Lemma
Es sei exp(G) = p®m mit p ¥ m. Es sei weiter w eine primitive m-te Einheitswurzel in K und —: R — k der
kanonische Epimorphismus. Dann ist & eine primitive m-te Einheitswurzel in k£ und

Tiw) = (@)

ist ein Isomorphismus.
Beweis:
Siehe Abschnitt 17.B in [4]. U
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1.7.5 Definition
Es sei M ein kG-Modul. Der Brauercharakter von M ist die Abbildung
om Gy — K,
die definiert ist durch:
Esseig € Gy und es seinen Aq, ..., A, die Eigenwerte aus k der linearen Abbildung v +— vg fiir v € M. Nach
Lemma 1.7.4 existieren eindeutige z1, . . ., Z,, aus K mit T; = \; fiir alle <. Damit setze p/(g) := ZZ z;. O
1.7.6 Definition
Es seien 51, ..., S, Vertreter der Isomorphieklassen von einfachen £G-Moduln. Dann heift ; := g, irredu-

zibler Brauercharakter und
IBr(G) := IBri(G) := {p1,...,¢n}

bezeichnet die Menge der irreduziblen Brauercharaktere. |

1.7.7 Lemma

Die Anzahl der absolut einfachen F'G-Moduln, wobei F' ein Zerfallungskorper fiir G der Charakteristik p ist,
ist gleich der Anzahl der p’-Konjugiertenklassen von G.

Beweis:

Man vergleiche Korollar (17.11) in [4]. [l

Einige Eigenschaften von Brauercharakteren sind im folgendem Satz zusammengefasst:

1.7.8 Satz
Es seien M und N kG-Moduln und ¢, ¢ die zugehorigen Brauercharaktere. Dann gilt:

1. @y ist eine Klassenfunktion auf G .

2. Ist M = N, dann ist o = @n.

3. Es gilt | IBr(G)| =Anzahl der p’-Konjugiertenklassen in G.

4. Gilt N < M, soist ppr = pay/n + ©N-

5. Gilt ¢asr = ¢, so haben M und N die gleichen Kompositionsfaktoren.

Beweis:
Fiir 1. und 4. siehe Satz (17.5) und fiir 3. siehe Satz (17.9) in [4]. Ist M = N, dann ist fiir g € G die Matrix
von g auf M #hnlich zu der von g auf N, somit folgt 2.. Die Behauptung 5. folgt aus Korollar (17.10) in [4]. O

1.8 Blocke fiir Gruppenalgebren

Es sei G eine endliche Gruppe, (K, R, k) ein p-modulares Zerféllungssystem fiir G. Mit der eindeutigen Zerle-
gung von RG in Blocke kann man nun die Menge der Charaktere von G partitionieren.

1.8.1 Definition
e Ein Block oder p-Block von G ist ein Block von RG.

e Essei e € RG ein zentral primitives Idempotent und B = eRGe der zugehorige Block.

- x € It (G) gehort zu B, falls x(e) # 0.
— ¢ € IBri(G) gehort zu B, falls M'e = M fiir einen einfachen kG-Modul M mit ¢ = @jy.

O
1.8.2 Bemerkung
Es sei x € Irrx (G). Dann gehdrt x zu genau einem Block. Ist ¢ € IBr(G) mit dy,,, # 0, dann gehdrt ¢ zum
selben Block wie .
Beweis:

Es sei X ein RG-Gitter mit ¥ = Y g x. Dann ist X unzerlegbar, da x irreduzibel ist. Aus Bemerkung 1.2.5
folgt, dass X zu genau einem Block B = eRGe gehort. Es gilt x(e) = x(1) # 0, da e als Identitéit auf X
operiert. Ist B’ = ¢’ RGe’' # B, dann operiert e’ als Null auf X = Xe, das bedeutet x(¢’) = 0. Also gehort x
nicht zu B’. Weiter operiert € als Identitit auf X, somit gehort jeder Kompositionsfaktor von X zu B = ekGe.
Ist dann d, ., # 0, dann gehért o zu B, denn ¢ = ¢ fiir einen Kompositionsfaktor M von X. O

Folgende Notationen werden jetzt eingefiihrt.
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1.8.3 Definition
Fiir einen Block B von G sei

Irr(B) := Irrg (B) := {x € Irrx (G) | x gehort zu B}
und
IBr(B) := IBry(B) := {¢ € IBry(G) | ¢ gehort zu B}.
Der Block, der den trivialen Charakter von G enthilt, wird Hauptblock genannt. O

Die Blockzugehorikeit zweier gewohnlicher irreduzibler Charaktere kann man mittels der zugehdorigen zentra-
len Charaktere von G iiberpriifen. Fiir eine Konjugiertenklasse C' von G sei

C’+:zg

geC

die Konjugiertenklassensumme von C'. Die Konjugiertenklassensummen von G bilden eine Basis von Z(RG).
Es sei x € It (G) und C eine Konjugiertenklasse von GG. Dann ist der R-Algebrenhomomorphismus

wy : Z(RG) — R,

der durch lineare Fortsetzung von

x(C)

(1)

definiert ist, der zu x gehorende zentrale Charakter. Da w, (C™) eine ganze algebraische Zahl iiber R ist (vgl.
Proposition (9.31) in [4]) und R ganz abgeschlossen ist, ist w, (C'") € R. Damit ist w wohldefiniert. Nun kann
man folgenden k-Algebrenhomomorphismus betrachten:

o Z(kG) — K
Ct = w(CH).

wy(CT) =

=

Mit Hilfe dieser Homomorphismen kann man die Einteilung der irreduziblen Charaktere in Bldcke bestimmen.

1.8.4 Satz
Es seien x und x’ aus Irr i (G). Dann sind dquivalent:

e y und x’ liegen im selben Block von G.

[ ] X = (,UX/
Beweis:
Siehe Kapitel IV, Lemma (4.2) in [5]. U

1.9 Defektgruppen von Blocken
Es sei G eine endliche Gruppe und (K, R, k) ein p-modulares Zerfillungssystem fiir G.

1.9.1 Definition
Es sei D eine Untergruppe von G und Fixp (RG) die Menge der Fixpunkte von D auf RG unter Konjugation.
Sei weiter I" eine Menge von Vertretern der Linksnebenklassen von D in G. Die Spurabbildung relativ zu D
und G ist der R-Endomorphismus
Tg/D . FIXD(RG) - Z(RG)
a = > er® law.
d
1.9.2 Satz

Ist e ein zentral primitives Idempotent von R, dann existiert eine p-Untergruppe D von G mit den folgenden
Eigenschaften:

e ¢ € Tg/p(Fixp(RG))
e Ist D' < Gmite € T p/(Fixp/ (RG)), dann ist D zu einer Unterguppe von D’ konjugiert.

Beweis:
Siehe Kapitel III, Lemma (6.5) in [5]. U
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1.9.3 Definition
Es sei B = eRGe ein Block von G und e das zugehorige zentral primitive Idempotent. Eine Gruppe D wie in

Satz 1.9.2 heiBt Defektgruppe von e oder Defektgruppe von B. Ist |D| = p?, so nennt man d den Defekt von
B. ]

Der nichste Satz gibt einen Zusammenhang zwischen dem Defekt eines Blockes und den gewdhnlichen Cha-
rakteren beziehungsweise den Brauercharakteren eines Blockes an.

1.9.4 Satz
Es sei B ein Block von G mit Defekt d und a := max{n € N | p™ | |G|}. Dann gilt:

e d ist die kleinste Zahl, mit p>~? | (1) fiir alle x € Irr(B).
e d ist die kleinste Zahl, mit p>~? | ¢(1) fiir alle ¢ € IBr(B).

Beweis:
Siehe Kapitel IV, Satz (4.5) in [5]. O

Nun kann man sich zwei Extremfille ansehen.

1.9.5 Bemerkung
Nach Satz 1.9.4 ist der Defekt des Hauptblockes maximal, also sind seine Defektgruppen p-Sylowgruppen von
G. Desweiteren ist offensichtlich {1} eine Defektgruppe eines Blockes von G mit Defekt Null. U

Uber die Charaktere eines Blockes mit Defekt Null lisst sich sogar noch mehr aussagen.

1.9.6 Satz
Es sei B ein Block von RG und x € Irr(B). Folgende Aussagen sind dquivalent:

e B hat Defekt Null.

|Trx(B)| = | 1Bx(B)|

pt %
Irr(B) = {x}

Dp = (1), dabei ist Dp der Teil der Zerlegungsmatrix D zu B.

e Alle kG-Moduln die in B liegen sind projektiv.

Beweis:
Vergleiche Kapitel IV, Lemma (4.19) in [5]. U

1.9.7 Definition
Es sei B ein Block von G mit Defekt Null. Nach Satz 1.9.6 ist Irr(B) = {x}. Mann nennt x einen Charakter
von Defekt Null. O
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1.10 Tensorprodukte von kG-Moduln

Es seien G eine endliche Gruppe, k ein Korper mit Charakteristik p und M, N zwei endlich-dimensionale
kG-Moduln. Das Tensorprodukt M ®; N von M und N iiber k ist zunichst ein k-Vektorraum. Durch Diago-
naloperation von G auf M ®, N, das heiit (m®n)g := mg®ng firg € G,m € M undn € N, wird M & N
ein kG-Modul. Im folgenden wird M ®; N mit M ® N bezeichnet. Das nidchste Lemma gibt Auskunft iiber
den Charakter von M ® N.

1.10.1 Lemma

Es seien M und N zwei kG-Moduln mit Brauercharakteren x und p. Dann bewirkt M/ ® N den Charakter y p.
Beweis:

Siehe Lemma (17.13) in [4]. O

Das folgende Lemma gibt eine Moglichkeit, wie man mit einem treuen k£G-Modul alle einfachen £G-Moduln
bekommen kann.

1.10.2 Lemma
Es sei ¢ ein treuer Brauercharakter von kG mit genau n verschiedenen Werten und M ein kG-Modul mit
pnm = . Dann kommt jeder einfache kG-Modul als Kompositionsfaktor in mindestens einem der Produkte

MMM, .. M®"=M®®...QM
————

n-Faktoren

VOr.
Beweis:
Siehe Kapitel IV, Lemma (3.15) in [5]. Il

Fiir PIMs von kG gilt ein dhnlicher Satz, fiir den es aber keine obere Schranke fiir die maximale Anzahl der
Faktoren des Tensorproduktes gibt.

1.10.3 Definition
Ein kG-Modul M heiBt treu, falls nur 1 € G trivial auf M operiert. |

1.10.4 Satz

Es sei P ein PIM von kG und M ein treuer kG-Modul. Dann existiert ein n € N, so dass P ein direkter
Summand von M ®" ist.

Beweis:

Siehe Kapitel II, Abschnitt 7, Satz 1 in [1]. O

Die Frage ob kG einen treuen Modul hat, kann in bestimmten Fillen durch das folgende Lemma beantwortet
werden.

1.10.5 Lemma

Es seien S, fiir 1 < 4 < n, die einfachen £G-Moduln. Falls G keine nichttriviale normale p-Sylowgruppe hat,
ist S1 @ --- P S, ein treuer kG-Modul.

Beweis:

Siehe Kapitel II, Abschnitt 7, Proposition 2 in [1]. (|

Das Tensorprodukt eines projektiven Moduls mit einem weiteren Modul ist wieder projektiv.

1.10.6 Lemma

Es sei P ein projektiver kG-Modul und V' ein weiterer kG-Modul. Dann ist P ® V' projektiv.

Beweis:

Siehe Kapitel II, Paragraph 7, Lemma 4 in [1] O

Das folgende Lemma gibt Auskunft {iber Quotienten von Tensorprodukten.

1.10.7 Lemma
Es seien U, V und W endlich-dimensionale kG-Moduln mit W < V. Dann gilt:

UeV)/(UaW)=U®e (V/W)
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als kG-Moduln.
Beweis:
Es sei {u1, ..., u,} eine Basis von U und {vy,...,v,,} eine Basis von V. Dann ist

{u1 @ v1,u1 @ Vo, ..., UL @ Uy v v vy Uy @ UL,y Up @ Upy }
eine Basis von U ® V und
{ur @1+ Wiug @ua+ W, ... ,u1 Qv + W, ooty @1 + W, ooty @ 0y + W}
ein Erzeugendensystem von U ® (V/W). Es sei
p: UV -UQV/W

definiert durch
olu; @vj) i =u; Qv+ Wiirl <i<nundl <j<m

und linearer Fortsetzung. Dann ist ¢ wohldefiniert und surjektiv, desweiteren gilt
e(uig ®vjg) =uigQuig+ W = o(u; @v;)gfirl <i<n,1<j<mundfiralleg € G.
Also ist p ein kG-Homomorphismus. Offensichtlich gilt U ® W C Kern(p). Da ¢ surjektiv ist gilt
dimy, Bild(p) = dimy, U(dimy V' — dimg W)

und
dimy, Bild(p) + dimy Kern(y) = dimy U dimy, V.

Daraus folgt
dimy, Kern(yp) = dimy, U(dimy V' — dimg, V' + dimg W) = dimy U dimy, W.
Insgesamt folgt Kern(¢) = U ® W. Mit dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung. g

Eine Zerlegung des Tensorproduktes von induzierten Moduln gibt ein Satz von Mackey an.

1.10.8 Satz (Mackeys Tensorproduktsatz)
Es seien Hy, H, < G und M, N kH;-Rechtsmoduln, i = 1, 2. Dann gilt

M 1€ @N 16 @ (M" Lginm, ©N Lagam,) 1°
tEHl\G/HZ

als kG-Moduln. Hierbei bedeutet ¢t € H1\G/Ha, dass t durch ein vollstéindiges System von Doppelnebenklas-
senvertretern von H1\G/ Ho liuft. Weiter seien Hf = ¢t~ H;t und M' = M ®Qgp, t.

Beweis:

Man vergleiche Satz (1.17) Kapitel 3 in [18]. (]

1.10.9 Lemma
Es sei M ein n-dimensionaler kG-Modul und M* := Homy, (M, k) der Dualraum von M. Durch

(fg)(m) == f(mg™"),

wobei g € G, f € M* und m € M ist, wird M* zum kG-Modul. Der kG-Modul M* heilit Kontragradient
von M.

Es sei {v1,...,vn} eine Basis von M und {ws,...,w,} die duale Basis von M*, mit w;(v;) = §; ; fiir
1<4,5 <n.lst

vig = Zbij (9)vj,
j=1
fir g € G und b;;(g) € k, dann ist

wig =Y bii(g~ w;.
j=1

Istalso B = (b;;)1<; j<n die Matrix von g auf M beziiglich {v1,...,v,,}, soist (B~1)T die Matrix von g auf
M* beziiglich der dualen Basis {wq, ..., Wy, }-
Beweis:

Siehe Lemma (8.2) in [10]. O
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Abschlieend wird noch ein Lemma zum Kontragradient eines Tensorproduktes angegeben.

1.10.10 Lemma
Es seien M und N zwei kG-Moduln. Dann gilt:

(M@N)*"2M"®@N*

als kG-Moduln.
Beweis:
Siehe Lemma (8.4) aus Kapitel VII in [10].
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1. Kapitel. Grundlagen aus der Darstellungstheorie




Kapitel 2

Darstellungstheorie der symmetrischen
Gruppe

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen und Ergebnisse der Darstellungstheorie der symmetrischen Grup-
pe im nichtmodularen Fall und im modularen Fall aufgefiihrt. Partitionen spielen in der Darstellungstheorie der
symmetrischen Gruppe eine wichtige Rolle. Durch sie konnen die einfachen Moduln parametrisiert werden.
Im Fall, dass die Charakteristik des Korpers eine Primzahl p ist, wird nur eine Teilmenge der Partitionen, die
p-reguldren Partitionen, betrachtet.

In den nichsten beiden Abschnitten wird die Parametrisierung der irreduziblen Charaktere in Charakteristik
Null und der einfachen Moduln im modularen Fall angesehen.

Der dritte Abschnitt beschéftigt sich mit der p-Blockeinteilung der irreduziblen Charaktere und dem dazu zen-
tralen Satz, der Nakayama-Vermutung.

2.1 Charakteristik 0

Ziel dieses Abschnitts ist es, jeder Partition von n € N eine einfache Darstellung zuzuordnen. Der zugrunde lie-
gende Korper ist in diesem Abschnitt C. Es wird sich aber herausstellen, dass die einfachen CS,,-Darstellungen
schon alle iiber Q realisierbar sind.

2.1.1 Definition
Essein € N. Es heifit A = (A1, Aa, ..., A;) eine Partition von n, falls

AM>A2>-2X>0

und
!

Z)\i:n

i=1
ist. Weiter heifit [ die Ldnge von A. Mit P, wird die Menge aller Partitionen von n bezeichnet. Sind A =
(Ay..oyA)und g = (g1, .- ., fn) Partitonen von n, dann heiBt A dominiert i, geschrieben p < A, falls

J J
D p <Y Nifiiralle 1 < j < min{l,m}.
=1 =1

]

Es ist bekannt, dass in der symmetrischen Gruppe zwei Elemente genau dann konjugiert sind, wenn sie den
gleichen Zykeltyp haben (man vergleiche Lemma (1.2.6) in [11]). Nun kann man eindeutig jedem Zykeltyp
eine Partition von n zuordnen. Dieses legt eine natiirliche Bijektion zwischen den Partitionen von 7 und den
irreduziblen Charakteren von S,, nahe. Um die einfachen Darstellungen zu parametrisieren wird jeder Partition
von n eine Untergruppe von S,, zugeordnet.

23
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2.1.2 Definition

Essei A € P, der Linge l. Essein} :={n € N| Ay +---+ X i1 <n <Ay +---+ N} fiir 1 <4 < [. Damit
definiere S := {7 € S,, | m(n)}) = n}, 1 <i <1} . Die Gruppe S heiBt die Younguntergruppe zu A von S,,.
O

Im folgenden wird fiir eine Partition A mit 1s, der triviale Charakter von S und mit

ES, - S,\ —>(C,
7w — sgn(m)

der Signumscharakter von Sy bezeichnet. Um einer Partition eine einfache Darstellung zuzuorden, wird noch
ein weiterer Begriff eingefiihrt.

2.1.3 Definition

Es sei A = (A1, A2, ..., \;) eine Partition von n € N. Dann sei A" := (A],..., \}) mit

A, == |{i | \i > j}|. Die Partition A\’ heiBt die zu \ konjugierte Partition. O
2.1.4 Beispiel

Man kann eine Partition \ durch das dazugehorige Youngdiagramm, welches aus n Kreuzen besteht, verbild-
lichen. In der iten Zeile des Diagramms stehen \; Kreuze. Es sei A\ = (4,3, 1), dann haben die zu A und )\’
zugehorigen Youngdiagramme folgende Gestalt:

XX XX XXX

XXX X

X X
X

Wenn man also Youngdiagramme betrachtet, ist das zu der konjugierten Partition gehdrende Diagramm das an
der Hauptachse gespiegelte Diagramm von . (]

Nun wird ein Satz angegeben, der eine Zuordnung zwischen Partitionen und einfachen Darstellungen ermoglicht.

2.1.5 Satz

Es sei A € P,,. Dann haben 15, TS" und €s,, TS" genau einen gemeinsamen Konstituenten. Dieser werde mit
[A] bezeichnet, der zugehorige Charakter mit ¢*. Weiter ist [)\] iiber Q realisierbar.

Beweis:

Siehe Satz (2.1.3) in [11]. O

Die irreduziblen Charaktere ¢ und ¢(*") lassen sich leicht ermitteln. Weiter kann man auch einfach das
Produkt 5, ¢* bestimmen.

2.1.6 Bemerkung
Fir A € P, gilt:
(=1,
¢ €s
¢ o= es O

Beweis:
Es ist Sy = S, und mit (n)" = (1") ist dann S(,,y, = {1}. Damit folgen die ersten beiden Gleichungen. Es
gilt:

(1S>\ Tsn)gsn = ES, TS’n,’

(es, 1°")es, = 1s,, T°

Mit der Definition von ¢* folgt damit die letzte Gleichung. (]

Aus der obigen Bemerkung folgt: Ist A die zum Charakter y gehorige Partition, dann ist A’ die zu s, x gehorige
Partition. Im Fall, dass die Charakteristik des Korpers groBer als Null ist, ist die Bestimmung des Tensorpro-
duktes eines einfachen Moduls mit dem Signumsmodul nicht mehr so einfach. Im néchsten Kapitel wird auf
dieses Problem eingegangen. Der nun folgende Satz gibt iiber die Anzahl von einfachen Darstellungen von S,
Auskunft.
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2.1.7 Satz

{[A\] | A € P,} ist eine vollstindige Menge von Repriisentanten der Aquivalenzklassen der gewdhnlichen
einfachen Darstellungen von S,,.

Beweis:

Siehe Satz (2.1.11) in [11]. O

Hiermit ist auch gezeigt, dass Q ein Zerfillungskorper ist, da jede einfache Darstellung nach Satz 2.1.5 iiber QQ
realisierbar ist. Allgemein gilt der folgende Satz.

2.1.8 Satz

Jeder Korper ist ein Zerféllungskorper fiir S,,.

Beweis:

Siehe Satz (2.1.12) in [11]. O

2.2 Allgemeiner Fall

In diesem Abschnitt wird der Fall betrachtet, dass p, die Charakteristik des Korpers k, beliebig ist. Um die
einfachen Moduln von £S,, zu erhalten, werden Spechtmoduln, das sind gewisse Untermoduln von Permu-
tationsmoduln, angesehen. Mit diesen lassen sich alle einfachen Moduln konstruieren. Insbesondere ist die
Konstruktion der Spechtmoduln unabhingig von k, so dass sogar alle einfachen Moduln fiir die gewohnliche
Darstellungstheorie von S,, vorkommen. Weiter werden einige Eigenschaften von Spechtmoduln aufgefiihrt.
Vorab miissen einige Begriffe, die dafiir grundlegend sind, definiert werden.

2.2.1 Definition
Es sei A € P, und p € N\{0}. Die Partition A heifit p-regulir, falls gilt: Existiert ein ¢ mit
Ai = Xig1 = = i,
soistr < p— 1. Wenn p = 0 ist, dann sind alle Partitionen p-reguldr. O

Die Menge der p-reguldren Partitionen von n steht in Bijektion zu den p-regulidren Klassen von S,,.

2.2.2 Lemma

Die Anzahl der p-regulédren Klassen von S, ist gleich der Anzahl der p-reguldren Partitionen.

Beweis:

Vergleiche Lemma (6.1.2) in [11]. O

Da jeder Korper nach Satz 2.1.8 ein Zerfillungskorper von S, ist, ist die Anzahl der Isomorphieklassen einfa-
cher kS, -Moduln gleich der Anzahl der p-regulédren Partitionen.

2.2.3 Definition

Es sei A € P,. Ein A-Tableau ist eines von n! moglichen Diagrammen, das dadurch entsteht, dass jedes der
Kreuze aus dem zu A gehdrenden Youngdiagramm durch eine der Zahlen 1, . . ., n ersetzt wird, wobei jede Zahl
genau einmal vorkommt. Es sei ¢ ein A-Tableau und es seien z1, ..., 25 die Zeilen von ¢ und sq,...,s, die
Spalten von ¢. Man erhilt nun zwei Untergruppen von S,,, indem 7w € S,, auf jeden Eintrag der Spalten bzw.
Zeilen von t angewandt wird:

Ht;:{n-ESn|zi7T=Zz‘a1§i§f}
Vii={reS,|sim=s,1<i<g}

H? heiBt die Horizontalgruppe von t und V'* die Vertikalgruppe von t. Eine A\-Klasse {t} ist die Aquivalenz-
klasse von dem A-Tableau ¢ unter der Aquvialenzrelation

t1 ~ty &t =80T
mit 7 € H'. Hierbei ist mit ¢; 7 gemeint, dass 7 auf jeden Eintrag von ¢; angewandt wird. 0
Man betrachte nun den k-Vektorraum M?, der die A-Klassen als Basis hat. Auf den A-Klassen operiert S,, wie

folgt:
{t}r := {tn}

fiir ein 7 € S,. Diese Operation ist wohldefinert und durch k-lineare Fortsetzung dieser Operation wird M * zu
einem kS,,-Modul.
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2.2.4 Lemma
Es sei A € P,,. Dann gilt

M =15, 15,
wobei 15, der triviale kSy-Modul sei. Weiter ist M * ein zyklischer Modul und wird von jeder A-Klasse erzeugt.
Beweis:
Die Operation von S,, auf der Menge der A-Klassen ist transitiv. Weiter sei ¢ ein Tableau mit Zeilen z1, . .., 2
und die Eintriige von z; seien aus n fiir 1 < i < [. Der Stabilisator von ¢ ist die Younguntergruppe Sy. Daraus
folgt, dass M A ein zyklischer Modul ist, und dass

M= 1g, 15
ist. O

2.2.5 Definition
Es sei A € P,, und t ein A-Tableau. Dann sei die signierte Spaltensumme K, definiert durch

K; = Z sgn(m)7.

meVt

Dieses fiihrt zu folgender Definition:

2.2.6 Definition und Bemerkung
Es sei A € P,, und t ein A\-Tableau. Das Polytabloid zu t ist das folgende Element aus M*

[ {t}Kt

Es sei S* der Untervektorraum von M* der von den Polytabloiden aufgespannt wird. Fiir ein A\-Tableau ¢ und
m e S, gilt
€T = €4r.
Damit ist S* ein kS,,-Untermoduln von M. Der Modul S* heiBt Spechtmodul zur Partition \.
Beweis:
Firm € S,und o € Vtist 7~ tom € V™. Weiter gilt

K, =mn 'Km
1

=m( Y sgn(o)r ton)
oVt

=m( > sgn(o)o)
A%
= 7TKtﬂ-.
Damit folgt dann
er = {t}Kw
= {t}’]TKtTr
= {tﬂ'}KtTr = C¢r-
O

2.2.7 Bemerkung
Es sei A € P,. Der Spechtmodul S* ist zyklisch und wird von jedem A-Polytabloid erzeugt. Weiter ist zu
bemerken, dass eine Polytabloid e; von dem Tableau ¢ abhéingt und nicht nur von der Aquivalenzklasse {t}. O

Bevor auf die einfachen £S,,-Moduln eingegangen wird, werden noch einige Eigenschaften von Spechtmoduln
und Permutationsmoduln, die fiir weitere Untersuchungen eine zentrale Rolle spielen, aufgefiihrt. Fiir mehr
Information zu Spechtmoduln sei hier auf [12] verwiesen. Ein Ergebnis, was die Charakteristik unabhingige
Definition von Spechtmoduln unterstreicht, ist die Dimensionsformel fiir Spechtmoduln. Dafiir werden noch
die Haken eines Diagramms eingefiihrt.

2.2.8 Definition

Sei A € PP, und [A] das dazugehdrende Youngdiagramm. Der (i, j)-Haken, Hj, von [A] besteht aus der Ecke
(4,7) und alle Ecken rechts davon in derselben Zeile und aus allen Ecken unter (i, j) die in derselben Spalte
wie (4, j) liegen. Man nennt die Ecke (i, \;), die Hand und die Ecke ()}, j) den Fuf3 vom Haken. Der zu Hf}
gehorende Rand R?j ist der Rand des Youngdiagramms zwischen Fufl und Hand des Hakens. Hat der Haken
H ;\] Linge ¢, so nennt man ihn einen g-Haken. Der entsprechende Rand wird g-Randhaken genannt. Der Rand

von \ist R7;. |
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2.2.9 Beispiel
Es sei A = (4,32, 2) dann ist der (1,1)-Haken bzw. der Rand von \:
X X
X X
X
2.2.10 Satz

Es sei A eine Partition von n und S* der zugehorige Spechtmodul. Dann gilt:

n!
dim; $* = :
Hik [ (Hakenléingen in \)

Beweis:
Siehe Satz (20.1) in [12].

2.2.11 Satz

Es sei A € P,,. Falls char(k) # 2 oder \ 2-regulir ist, so ist S* unzerlegbar.
Beweis:

Siehe Korollar (13.18) in [12].

O

Der folgende Satz gibt Informationen iiber eine Untermodulreihe und Kompositionsfaktoren eines Permutati-

onsmoduls an.

2.2.12 Satz

Es sei A € P,,. Der Modul M* hat eine Untermodulreihe, deren Faktoren isomorph zu Spechtmoduln S* mit
A < p sind. Eine solche Reihe heifit Spechtreihe. Die Faktoren sind unabhéngig vom Korper iiber dem die

Moduln betrachtet werden.
Beweis:
Siehe Korollar (17.14) in [12].

O

Die Moduln M ("=1.1) \f(n=2,2) ynd M/ ("=2.1%) werden im anschlieBenden Kapitel genauer untersucht. Hier

werden noch Spechtreihen von diesen angegeben.

2.2.13 Beispiel
Der Modul M ("~1:1) hat eine Spechtreihe mit Faktoren

S gn=11),
Eine Spechtreihe von M ("~2:2) hat die Faktoren
S("), 5(71—171)7 §(n—22)
SchlieBlich hat M ("=2:1") eine Spechtreihe mit Faktoren
s gn=11) gn-11) g(n-22) g(n-2,1%)

Beweis:
Siehe Satz (17.14) in [12].

O

Weitere Eigenschaften von Specht- und Permutationsmoduln werden in Kapitel 3 aufgefiihrt. Um nun jeder

Partition einem einfachen Modul zuzuordnen, wird noch ein technisches Hilfsmittel eingefiihrt.

2.2.14 Definition und Bemerkung
Fiir A € P,, definiert man eine Bilinearform ® auf M* durch

1, falls {tl} = {tg}
0, sonst

S({t1}, {t2}) :== {

und bilineare Fortsetzung. Dann ist ® symmetrisch, S,,-invariant und nicht singulir. Ist V' < M* dann gilt:

dimy, (V) + dimy (V1) = dimg (M?).

Beweis:

Fiir die erste Behauptung siehe (7.1.16) in [11], fiir die zweite Behauptung siehe (1.3) in [12].
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Jetzt kommt der zentrale Satz dieses Abschnitts, der einen Zusammenhang von den p-regulédren Partitionen und
den einfachen Moduln herstellt.

2.2.15 Satz
Es sei k ein Korper der Charakteristik p, wobei p eine Primzahl oder Null ist. Weiter sei A eine p-regulére
Partition fiir ein n € N. Es sei N
D* := 8*/(S*nsA).
Dann gilt:
1. D ist selbstdual und absolut einfach.
2. {DP| B €P,, Bistp-regulir} ist die Menge der Isomorphieklassen aller einfachen kS,,-Moduln.

Ist die Charakteristik gleich Null, so ist $* N $*" = {0} und damit D* = S*.
Beweis:
Siehe Satz (7.1.14) in [11]. O

2.2.16 Bemerkung

Ist die Charakteristik des Korpers 2, so sind die Dimensionen der einfachen nicht-trivialen £S,,-Modul gerade.
Beweis:

Man vergleiche Satz (11.8) in [12]. (Il

Uber die Kompositionsfaktoren der Permutationsmoduln und der Spechtmoduln lisst sich eine allgemeine Aus-
sage treffen.

2.2.17 Satz

Es sei A € P, und es sei p die Charakteristik von k. Fiir einen Kompositionsfaktor D* von M* oder S* gilt
> \. Ist \ eine p-regulire Partition, dann kommt D* genau einmal als Kompositionsfaktor von A/* und S*
VOI.

Beweis:

Siehe Satz (12.1) und Korollar (12.2) in [12]. O

2.2.18 Satz

Sei A € P, und char(k) = 0. Dann ist S©'") ® S isomorph zu S*".

Beweis:

Siehe Satz (6.7) in [12]. O

2.2.19 Bemerkung
Es sei A € P, und p = 0. Mit Satz 2.2.17 kommt S* genau einmal in M* vor und S* kommt genau einmal

in M vor. Satz 2.2.18 zeigt nun, dass die im ersten Abschnitt eingefiihrte Parametrisierung und die in diesem
Abschnitt eingefiihrte in Charakteristik Null zusammenfallen. (]

2.3 Nakayamas Vermutung

Der Name Nakayama-Vermutung legt nahe, dass diese Aussage noch nicht bewiesen ist. Doch die Vermutung
wurde bereits im Jahr 1947 von Brauer und Robinson bewiesen. Sie gibt eine hinreichende und notwendige
Bedingung an, wann zwei gewohnliche Charaktere von S,, im selben p-Block liegen, wobei p eine Primzahl ist.
Dazu betrachtet man die dazugehorigen Youngdiagramme. Durch das Entfernen eines p-Randhakens aus diesen
Youngdiagrammen erhélt man wieder neue Diagramme von Partitionen. Dieses fiihrt zur folgenden Definition.

2.3.1 Definition
Ein Youngdiagramm [\] beziehungsweise eine Partition A nennt man p-Kern, falls [A] keinen p-Haken enthilt.
O

So stellt sich die Frage, ob das sukzessive Entfernen von p-Haken aus einem Diagramm immer mit demselben p-
Kern endet. Das Entfernen eines p-Randhakens kann man sich geméf Abschnitt 2.7 in [11] durch einen Abakus

mit p Spalten visualisieren. Es sei A = (A1, ..., \;) gegeben. Dann nennt man {A\; —1+1,..., A\, — 1+ 1} eine
(-Menge fiir A. Die Stellen des Abakus werden wie folgt nummeriert:
0 1 e o qg—2 q-—1

q q+1 ... 2¢—2 2¢q-—-1
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Die Kugelanordnung des Abakus zu A wird wie folgt definiert: Ist {31, ..., §;} die 5-Menge zu A, dann kommt
auf jede Stelle 3;, 1 < i < I, des Abakus eine Kugel. Ist zum Beispiel A = (4,32,2), so ist {7,5,4,2} die
(-Menge und ist weiter p = 3, dann sieht der dazugehorige Abakus wie folgt aus:

Das Entfernen eines p-Hakens aus dem Diagramm [)] entspricht genau dem Heraufschieben einer Kugel im
dazugehorenden Abakus (man vergleiche Lemma (2.7.13) in [11]) um eine Position. Schiebt man also alle
Kugeln so weit es geht nach oben, erhilt man die $-Menge zum p-Kern. Man nummeriert die Pldtze ab der
ersten Liicke, wobei diese mit Null nummeriert wird, durch. So erhilt man eine Folge von Zahleny; > --- >,
die man durch die Plédtze der Kugeln ab der ersten Liicke erhélt. Daraus erhdlt man durch «; := ; + 4 — [ die
Partition «. Dies ist der p-Kern zu A (vgl. Abschnit 2.7 in [11]). Man gelangt so zu folgendem Satz.

2.3.2 Satz

Jedes Youngdiagramm beziehungsweise jede Partition von n € N hat einen eindeutigen p-Kern.

Beweis:

Siehe Satz (2.7.16) in [11]. O

In dem obigen Beispiel erhélt man also den folgenden Abakus

Der 3-Kern von (4,32, 2) ist damit (22,12).
Es sind nun alle Begriffe zur Formulierung von Nakayamas Vermutung geklart.

2.3.3 Satz (Nakayamas Vermutung)

Zwei gewohnliche irreduzible Charaktere ¢* und ¢(* von S,, liegen genau dann im selben p-Block, wenn ihre
p-Kerne gleich sind, das heif3t die p-Kerne der Partitionen \ und .

Beweis:

Siehe Satz (6.1.21) in [11]. O

Mit Nakayamas Vermutung kann man nun auch klédren, ob zwei irreduzible Brauercharaktere von S,, in einem
Block liegen. Indiziert man die Zeilen der Zerlegungsmatrix von S,, mit den zu den einfache Moduln gehoren-
den Partitionen und die Spalten entsprechend durch die p-reguldren Partitionen, dann gilt folgender Satz:

2.3.4 Satz

Es sei A eine p-reguldre Partition fiir ein n € N. Der Eintrag in der Zerlegungsmatrix mit Zeilen- und Spalten-
index A ist 1.

Beweis:

Siehe Satz (6.3.50) in [11]. O

2.3.5 Korollar

Zwei irreduzible Brauercharaktere ¢ p» und ¢ pu von kS,, liegen genau dann im selben Block, wenn die jeweils
dazugehorenden Partitionen, A und p, den gleichen p-Kern haben.

Beweis:

Nach Nakayamas Vermutung liegen ¢* und ¢* genau dann im selben p-Block, wenn A und ;. den selben p-Kern
haben. Haben also A und p den selben p-Kern, dann sind ¢ p» und ¢ pr wegen Satz 2.3.4 und Bemerkung 1.8.2
im selben p-Block.

Liegen ¢ px und pp. im selben p-Block, dann liegen auch ¢* und ¢* wegen Satz 2.3.4 und Bemerkung 1.8.2
im selben p-Block. Also haben A und p den gleichen p-Kern. g
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Kapitel 3

Zerlegung von speziellen Produkten

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, allgemeine Aussagen iiber die Zerlegung von Tensorprodukten einfacher Moduln
der symmetrischen Gruppe aus den Berechnungen von Beispielen zu formulieren. Dazu werden in diesem Ka-
pitel spezielle Produkte betrachtet.

Im ersten Abschnitt werden Ergebnisse von Ford, Kleshchev und Mullineux beziiglich des Tensorproduktes
eines einfachen k£S,,-Moduls mit dem Signumsmodul aufgefiihrt. Es wird die Mullineuxabbildung angegeben,
mit der man die Partition des einfachen Moduls, der einem solchem Produkt entspricht, bestimmen kann. Diese
Abbildung wurde auch im praktischen Teil dieser Arbeit genutzt.

Im zweiten Abschnitt werden zwei allgemeine Aussagen iiber Tensorprodukte der Form V 2 gebracht. Es wer-
den der symmetrische und antisymmetrische Anteil eingefiihrt. Zudem wird noch eine hinreichende Bedingung
angegeben, wann der triviale Modul ein direkter Summand in V' ®2 ist.

Der dritte Teil des Kapitels beinhaltet noch weiter Informationen zu Specht- und Permutationmoduln fiir be-
stimmte Partitionen, die fiir die Untersuchungen im vierten Kapitel benétigt werden. Des weiteren wird noch
eine weiter Art von kS, -Moduln, Youngmoduln, eingefiihrt. Durch sie I8t sich die Struktur von Permutations-
moduln genauer beschreiben.

Im letzten Abschnitt wird eine explizite Zerlegung von pn=1.1?
p = 2istund p # 2 ist, getrennt betrachtet.

Im ganzen Kapitel sei & ein Korper mit Charakteristik p > 0; weiter sei G eine endliche Gruppe und n € N.

angegeben. Dabei werden die Fille, dass

3.1 Mullineuxs Vermutung

3.1.1 Definition und Bemerkung
Es sei sgn,, = S("). Dann heiBt sgn,, der Signumsmodul von S,,. Der Modul sgn,, ist 1-dimensional und
einfach. .

3.1.2 Definition und Bemerkung
Es sei \ eine p-regulire Partition von n. Dann ist das Tensorprodukt sgn, ® D* wieder einfach. Der Modul
sgn,, ® D* wird der zu D* assoziierte Modul genannt. a

Zu welcher Partition gehort sgn,, ® D*? Durch
sgn,, ®@D* = pin()

wird eine Bijektion b,, auf der Menge der p-reguldren Partitionen von n definiert. Wie kann man b,, beschrei-
ben? Ist die Charakteristik von & Null, so ist die Antwort leicht. In diesem Fall ist b,, gegeben durch A — \’;
man vergleiche dazu Satz 2.2.18.

Im Allgemeinen ist es nicht so leicht, eine RegelmiBigkeit zu entdecken. Zum Beispiel ist bg(A\) = (4,3, 1?)
fiir p = 3und A = (7,2) oder fiir A = (5,3,1) ist bg(A\) = (3,22, 12). Mullineux hat in [17] einen Algorithmus
angegeben, der eine Bijektion m,, auf der Menge der p-regulédren Partitionen definiert und vermutet, dass m,, =
b, ist. In [6] haben Ford und Kleshchev diese Vermutung von Mullineux bewiesen. In dieser Arbeit wurde m,,

31
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benutzt, um die einfachen Moduln zu parametrisieren. Es werden nun noch einige Begriffe eingefiihrt, mit
denen man die Abbildung m,, beschreiben kann.

3.1.3 Definition

Es sei A € P,,. Man nummeriert die Ecken des Randes vom Youngdiagramm [A], Ri\l, von der Hand bis zum
Fuf} durch. Dann besteht das erste p-Segment von X aus den ersten p Ecken des Randes oder aus dem ganzen
Rand, falls dieser nicht mehr als p Ecken besitzt. Die Nummern der Ecken des ersten p-Segmentes sind damit
nicht grofer als p. Ist die letzte Ecke des ersten p-Segmentes in der letzten Zeile des Diagrammes, dann hat A
nur ein p-Segment.

Ist die letzte Ecke des ersten p-Segmentes aus des /ten Zeile des Diagrammes, dann ist die erste Ecke des zweiten
p-Segmentes die Ecke des Randes aus der [ + 1ten Zeile mit der kleinsten Nummer, J, des Diagrammes. Das
zweite p-Segment besteht dann aus den Ecken des Randes, dessen Nummern zwischen é und § + p — 1 liegen.
Wiederholt man diesen Vorgang geniigend oft, so erhilt man alle p-Segmente und man erreicht die letzte Zeile
des Diagrammes.

Moglicherweise hat das letzte p-Segment weniger als p-Ecken, ansonsten haben alle p-Segmente genau p Ecken.
Die p-Kante von )\ besteht aus der Vereinigung aller p-Segmente von . 0

Damit die vorangegangene Definition klarer wird, wird jetzt ein Beispiel angegeben (man vergleiche [6]).

3.1.4 Beispiel
Essein = 17,p = 5und A\ = (6,42,2, 1). Zunichst wird der Rand des Youngdiagrammes [\] durchnumme-
riert, wobei fiir die Ecken des Diagrammes hier Punkte statt Kreuze benutzt werden:

o 3 2 1
o 4
6 5

0 N o0 o

o
o
o
9

—_

0
Die Ecken der p-Kante von [)], welche aus zwei p-Segmenten besteht, sind schwarz eingefirbt:

®e @€ O O O
® O O O

Mit der folgenden Definition kann man nun die Abbildung m,, beschreiben.

3.1.5 Definition und Bemerkung
Es sei \ eine p-regulire Partition. Definiere nun Diagramme A(?) := [A\] und A(¥) := A=Y\ {p-Kante von A\(—1)}
fiir 1 < 7. Man nennt die p-Kante von A die jte p-Kante von \. Wihle z € N maximal mit () # A(*). Dann

heif3t 1 A
= (7 2 w)

das Mullineuxsymbol von \, wobei A; die Anzahl der Ecken der iten p-Kante von A und R; die Anzahl der
Zeilen von \(¥) ist.

Man kann A aus G,(\) rekonstruieren, indem man, angefangen bei der leeren Partition A**1), nacheinander
die j-ten p-Kanten fiir j = 2,z — 1, ..., 1 hinzufiigt.

Es sei nun m,, () definiert durch

Ay A LA
Gp(m”w):(sg 5o sz>’

wobei S; := A; +¢; — R; mit

0, fallsp|A;
£; =
I 1 sonst

)

ist. Damit ist m,, (\) eine p-regulédren Partition von n.
Beweis:
Siehe Satz (4.1) in [17]. O



3.2. Allgemeines zu V ®2 33

Das obige Beispiel wird wieder aufgegriffen, um die Begriffe aus der vorangegangenen Definition klarer zu
machen.

3.1.6 Beispiel

Essein = 17,p = 5und A = (6,42, 2,1). Fiir die jte p-Kante von \, wobei die Ecken der jten p-Kante durch
7 gekennzeichnet sind, ergibt sich:

0 0

OO NN W
O = NN
— =
o O O

Also ist
MO =[N], A® =[3%], A® =[22], A\®) =[1], und z = 3.

G- 33

Das Mullineuxsymbol von m., () ist dann:

Damit ist dann

8 5 3 1
Gp(mn()‘)) - <4 2 92 1> :
Damit bekommt man m,, (\), durch nacheinander sukzessives Hinzufiigen der jten p-Kanten:

1 0
1 0

S =

1 1
0 0

O O NW
O NN

Dies entspricht der Partition
mn(N) = (7%,2,1).

Also gilt:
sgn,, @D(6:4%:2,1) ~ D(7f"7271)7

falls char(k) = 5 ist. U

Eine Implementierung des in [6] angegebenen Algorithmus, der das Mullineuxsymbole fiir eine Partition A
berechnet und m, () aus diesem Mullineuxsymbol rekonstruiert, ist im Anhang zu finden.

3.2 Allgemeines zu VV©2

Zuerst werden der symmetrische und antisymmetrische Anteil von V' ®2 eingefiihrt, sowie einige elementare
Eigenschaften dieser Untermoduln vorgestellt. Es sei p # 2.

3.2.1 Definition und Bemerkung
Es sei V ein kG-Modul und
o V¥, o2

der kG-Automorphismus, der durch lineare Fortsetzung von
VRW— WU

definiert ist. Dann sei
S(V):={teV® |o(t) =t}

der symmetrische Teil von V©2 und
AV):={t c V| o(t) = —t}
der antisymmetrische Teil von V ©2. Es gilt

V2 =g((V)eA(V).
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Ist n = dimy (V), so gilt dimy (S(V)) = 252 und dimy (A(V)) = 252
Beweis:
Fiir g € G gilt

(e(v@w))g = (wv)g=wg@uvg = o(vg ®wg) =a((vew)g)

und mit 02 = idy 2 ist o ein kG-Automorphismus. Damit sind offensichtlich & (V') und 2((V') kG-Untermoduln
von V®2,
Es gilt (V) N2A(V) = 0. Sei weiter t € V®2. Dann gilt

_t+ol)  t—o(

2 * 2
—_— —
es(V) eA(V)

und somit ist
V2 =g(V)eA(V).

Ist {v1 ..., v, } eine k-Basis von V, dann ist
C:={v1®U1,...,01 QUpy..., V0 @UL,...,Un @V}
eine Basis von V®2_ Es sei
B:={y;®u|1<i<n}U{v;Quv;+v;®v; |1 <i5j<n}
Dann ist B linear unabhiéngig, da C eine Basis von V@2 jst, und es ist B C S(V). Weiter ist

(n—1) n’+n

n
Bl = =

Es sei
Zai’j(vi ®v;)=s€6(V)
.

mit o; ; € k, 1 < 7,7 < n. Dann gilt

Zai7j(vi Quj)=s=o0(s) = Zaj)i(vi ® ;).
i,j 0,J

Esistalso o; ; = o, fiiralle 1 <4, j < n. Damit gilt S(V') C (B) C &(V'), und somit folgt die Behauptung.
Ahnlich kann man zeigen, dass

{(vi®v) —(v;®v) | 1<i5j<n}
eine Basis von 2((1/) ist. O

Aus der obigen Definition ist sofort zu sehen, dass die Produkte der Form V' ®2 im Fall p # 2 nicht unzerlegbar
sind, falls dimy (V') > 1 ist. Die berechneten Ergebnisse ergeben, dass es im Fall p = 2 unzerlegbare Tensor-
produkte der Form V®? gibt.

Das folgende Lemma gibt allgemein einen Fall an, wann der triviale kG-Modul direkter Summand in einem
Tensorprodukt ist.

3.2.2 Lemma

Es sei V ein kG-Modul und p 1 dimy (V') = n. Dann ist der triviale Modul ein direkter Summand von V @ V*.
Ist dimg (Endge(V)) = 1, dann gilt p t dimg (V) = n, falls der triviale Modul ein direkter Summand von
Ve V*ist

Beweis:

Betrachte den k-Vektorraumhomomorphismus

p: VRV —k

der durch lineare Fortsetzung von
vw +— wv)
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gegeben ist. Es sei g € Gund v € V sowie w € V*. Dann ist

e(vg ® wg) = (wg)(vg) = (w(vgg™"))g = (w(v))g = (v @ w)g,

wobei k als trivialer kG-Modul aufgefasst wird. Damit ist ¢ ein kG-Modulhomomorphismus. Es sei {v1, ..., v, }
eine k-Basis von V und {ws, ..., w,} die duale k-Basis von V*, mit w;(v;) = §; j, firalle 1 < 4,5 < n. Es
sei

n
vig =Y ai(9)v;.
j=1

Dann ist

Insgesamt folgt dann

(s vi®w)g = 2221 ,
Zn 1(27? 1 aij(g)vj @ 27:1 ali(g_l)wl)
L i @ig(g)ai(g™h) (v @ wy)
Z" 1 Zl 1(21 vaii(971aij(9))(v; ® wi)
= Z;:l 121 01,5 (v @ wy))
= Z;L 1 (v ® wy).

Damit ist Vp := (3.7, v; ® w;),, ein trivialer kG-Untermodul von V' ® V*. Weiter gilt

@(Zvi ®w;) =n#0,

dap{n. Damitist Vj £ Kern(y) und da
(VeV*)/Kem(p) 2k 2V,

ist, folgt dann
Ve V*=1V,®Kern(p).

Fiir die zweite Behauptung siehe Kapitel 2, Lemma (6.18) in [15]. ]

3.2.3 Korollar

Es sei D ein einfacher kS,,-Modul. Genau dann ist der triviale Modul ein direkter Summand von D®?2, wenn

ptdimg(D).

Beweis:

Nach Satz 2.2.15 sind alle einfachen £S,,-Moduln selbstdual und nach Satz 2.1.8 ist jeder Korper ein Zerfallungs-
korper fiir S,,, somit folgt die Behauptung mit Lemma 3.2.2. (]

3.3 Permutations-, Specht- und Youngmoduln

. ®2 . . . . .
Um die Zerlegung von D("~11 ™" zy erhalten, werden zuerst einige Informationen iiber die Kompositions-

faktoren der Spechtmoduln fiir die Partitonen (n — 1,1), (n — 2,2) und (n — 2,1?) bendtigt. Des weiteren
werden Informationen iiber die Struktur der Permutationsmoduln M (=11 Af(n=2.2) ynd pr(n—2.1%) gewon-
nen, die noch eine zentrale Rolle bei den Untersuchungen spielen werden. Um Permutationsmoduln besser zu
beschreiben, werden Youngmoduln eingefiihrt.

3.3.1 Definition
Es sei A eine Partition von n. Dann sei Y der minimale Untermodul von M* der

° S)\ < Y)\ < M)\
e Y* @& Q = M fiir einen Untermodul Q

erfiillt. Man nennt Y den Youngmodul zu . O
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Der folgende Satz gibt an, dass sich ein Permutationsmodul M > in eine direkte Summe von Youngmoduln
zerlegen lasst, wobei nur Youngmoduln zu Partitionen vorkommen, die A dominieren.

3.3.2 Satz
Es sei \ eine Partition von n. Dann ist Y* selbstdual und unzerlegbar. Weiter gilt

M =Y P, v

H>A

mitc, € N.
Beweis:
Siehe Satz (3.1) in [13]. O

3.3.3 Bemerkung

Jeder PIM von kS, ist ein Youngmodul.

Beweis:

Jeder PIM von kS, ist ein direkter Summand von M (1) =~ 15(1n) TS". Dieser Modul ldsst sich nach Satz 3.3.2
in eine direkte Summe von Youngmoduln zerlegen. Mit dem Satz von Krull-Schmidt folgt dann die Behauptung.
O

Zunichst wird noch eine niitzliche Schreibweise eingefiihrt. Es sei M eine kG-Modul und {N;} die Isomor-
phieklassen der einfachen kG-Moduln. Dann bedeutet

dass M die Kompositionsfaktoren N; mit jeweiliger Vielfachheit n; hat.
Bei der Betrachtung der Permutations-, Specht- und Youngmoduln werden die Fille p # 2 und p = 2 getrennt

behandelt. Zunichst werden die Dimensionen der Spechtmoduln angegeben, anschlieend deren Kompositi-
onsfaktoren.

3.3.4 Lemma
Fiir die Dimensionen der Spechtmoduln gilt:
— —1)(n—2
dimk(S(n—l,l)) =n—1, dimk(s(n—2,2)) _ n(’ﬂQ 3)’ dimk(S("_2’12)) _ (n )2(71 )
Beweis:
Die Dimensionen ergeben sich aus der Hakenformel Satz 2.2.10. g
3.3.5 Lemma

Fiir 4 < n und p # 2 gilt fiir die Spechtmoduln:

S(nfl,l) PN D(nfl,l) + 51D(n)
S(n_2’2) PN D(n_2’2) + 52D(n—1,1) + 53D(n)
S(n—2,12) PN D(n—2,12) 4 51D(n—1,1).

Hierbei ist

1, fallsp|n 1, fallsp|n—2 1, fallsp|n—1
51 = 0 ,52 = ,53 = .

sonst 0, sonst 0, sonst
Beweis:
Siehe Korollar (12.2), Satz (24.1) und Satz (24.15) in [12]. O
3.3.6 Korollar

Es seip # 2. Gilt p f n und 4 < n, dann sind S(=1.1) und §(=2.1%) einfach. Gilt p | n, so sind die beiden
Moduln uniseriell und es ist
{O} < D(n) < S(n—l,l)

eine Kompositionsreihe mit S(*~1:1) /D" = pD(n=11) ynd

{0} < D(n—l,l) < S(n—2,12)
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ist eine Kompositionsreihe mit S("’2’12)/D(”’1’1) > p(n=2.1%)
Beweis:
Siehe Lemma 3.3.5 und Satz 2.2.15. (]

Im Fall, dass die Charakteristik des Korpers 2 ist, gibt es mehr Fallunterscheidungen.

3.3.7 Lemma
Ist4 < nundp =2, so gilt

g(n—11) D™ 4 D=1 " falls n, gerade
’ <
D(—L1) falls n ungerade.

Ist 5 < n so gilt

D=L 4 pn=22), fallsn =0 mod 4
(n—2,2) D) 4 p(n=2.2), fallsm=1 mod 4
S e
D 4 D=1 4 D(=22) " fallsn =2 mod 4
D(=22) fallsn =3 mod 4.
Beweis :
Siehe Korollar (12.2) und Satz (24.14) in [12]. O

Dies fiihrt direkt zu folgendem Korollar.

3.3.8 Korollar
Ist p = 2 und 4 < n und n gerade, so ist

{O} < D™ < §(n=1,1)

eine Kompositionsreihe mit §(*~1:1) /D(") 2 D(»=L1) Tst 5 ungerade so ist S*~11) einfach. Ist weiter n = 1
mod 4, so ist
{0} < DM < §(n—2.2)
eine Kompositionsreihe mit S("~2:2) /D™ = D("=2.2) [stn =3 mod 4 so ist S ~22) einfach.
Beweis :
Die Behauptung folgt aus Lemma 3.3.7 und Satz 2.2.15. |

Fiir die Partitionen (n — 1,1) und (n — 2,2) wird die Zerlegung der Permutationsmoduln in Youngmoduln
angegeben, sowie die Struktur dieser Youngmoduln.

3.3.9 Lemma
Es sei 4 < n. Dann gilt
M@—1L1) o~ pin) @D(n—l,l)7

falls p { n. Anderenfalls ist M (*~11) uniseriell und
{0} < D™ < §(n=1,1) < M(n=1.1)

ist eine Kompositionsreihe von M (*=11) mit pf(n—1:1) /g(n=1,1) =~ p(n),

Beweis:

Mit Satz (12.1) in [12] sind D(®) und D(*~11) Kompositionsfaktoren von M (*~11).

Ist p { n, dann folgt mit Lemma 1.4.4, dass D" ein direkter Summand ist. Aus Dimensionsgriinden folgt dann
die Behauptung.

Gilt nun p | n so gilt nach Korollar 3.3.6 beziehungsweise Korollar 3.3.8, dass

{0} < p® < g(n—1,1) < A(=1.0)

eine Untermodulreihe von M ("~1.1) ist. Diese ist eine Kompositionsreihe, denn aus Dimensionsgriinden und
da nur D™ und D=1 Kompositionsfaktoren von M (»~1.1) sind folgt:

M(n—l,l)/s(n—l,l) ~ D(”).
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Dieses Lemma wird stindig herangezogen, wenn es um den Permutationsmodul M/ ("~1:1) geht. Damit hat man

auch sofort eine Zerlegung von M (»~11) in Youngmoduln.

3.3.10 Korollar
Es sei 4 < n. Gilt p { n, dann ist
MO=LD) & y(n=11) oy y(n)

und es ist
y(—11) ~ pr=1L1) jnd Y™ =~ p)

Gilt andererseits p | n, so ist
M—11) & y(n-1,1)

Beweis:
Die Behauptung folgt sofort mit Lemma 3.3.9. (]

Nun wird die genauere Struktur von M ("~2:2) angegeben. Fiir p # 2 ergeben sich drei Fille, die zu unterschei-
den sind.

3.3.11 Lemma
Esseid < nundp # 2.

1. Istn # 1,2 mod p, dann ist
M(n72,2) o Y(’n72,2) @ M(nfl,l)

und
Y(n72,2) ~ S(n72,2) ~ D(n72,2)'

2. Istn =1 mod p, dann ist
M(n72,2) o Y(n72,2) o) Y(nfl,l)

und
y(n—=22) _ D(”)|D("’2’2)\D(”).

3. Istn =2 mod p, dann ist
M(n72,2) o~ Y(n72,2) e Y(n)

und
Y(n—2,2) _ D(n—l,l) |D(n—2,2) ‘D(n—l,l).

Dabei bedeutet M = D] ... |Dy, dass M uniseriell ist, und ist
{0} =My <My <My <---<Mp=M

die Kompositionsreihe, dann ist

Beweis:
Nach Beispiel 2.2.13 Hat M ("~2:2) eine Spechtreihe mit Faktoren

S(”), S(n—Ll)’ §(n=2,2)
Damit hat M ("~2:2) mit Lemma 3.3.5 die Kompositionsfaktoren

2D 4 D=1 4 D(=22) " fallsp = 0,1 mod p
M©"=22) 0 D) 4 9p(n=1.1) 4 D(=22) " fllsn =2 mod p
D™ 4 pn=11) 4 p(n=22)  gongt.
Mit Satz 3.3.2 gilt
M=22) & y(n=22) g oy (n=1.1) g py(n)

mit a, b € N. Man betrachte nun folgende Flle:



3.3. Permutations-, Specht- und Youngmoduln 39

e Fall: n 21,2 mod p
Nach Lemma 3.3.5 ist S(*~22) 2 D(=2.2) Mit Satz 2.2.15 gilt S22 0 §(=22" = ( und mit
Definition und Bemerkung 2.2.14 gilt

dimy, (M =22)) = dimy, (ST 22) + dimy (S™22)7),

Somit ist L

M(n—2,2) ~ S(n—2,2) @ S(n—2,2) )
Daraus folgt Y(?=2:2) = §(n=2.2) o~ D(n=22) Weiter sind D(™ und D*~11) Kompositionsfaktoren
von M(=22) Gilt nun p 1 n, dann ist y(n=11) o~ p(n-11) pach Korollar 3.3.10. Damit ist dann
a=b=1.
Gilt p | n, so ist Y(»=11) = pr(n=1L1) nach Korollar 3.3.10. Damit folgt dann a = 1 und b = 0.
Insgesamt folgt dann mit Lemma 3.3.9 die Isomorphie

M(n—2,2) ~ D(n—2,2) ® M(n—l,l).

e Falkn=1 mod p
Nach Definition ist $("=2:2) < Y("=2.2) ynd nach Lemma 3.3.5 ist S(»~1.1) =~ pD(n—=1.1) Die Partition
(n) hat den p-Kern (1) und (n — 1, 1) hat den p-Kern (p, 1). Damit sind D) und D=1 nach Naka-
yamas Vermutung (vergleiche 2.3.5) nicht im selben Block. Da Y ("~2:2) unzerlegbar ist und D™ nach
Lemma 3.3.5 ein Kompositionsfaktor von Y ("~2:2) ist, folgt, dass D"~ 11) kein Kompositionsfaktor von
Y ("=2.2) ist. Aus Dimensionsgriinden und da Y ("~2:2) selbstdual ist, folgt

y(n—22) _ D(”)|D("72’2)\D(”).

Damit ist dann
M(n72,2) o Y(TL72,2) o) D(nfl,l)'

e Fall n=2 mod p
Die Partition (n) hat den p-Kern (2), und (n—1, 1) hat den p-Kern (1,1). Danach Lemma 3.3.5 D~ %1 <
S§(n=2.2) < y(n=2.2) ist, folgt analog zum Falln = 1 mod p die Behauptung.

O

Nun zum Fall p = 2. Bevor die Zerlegung von M (*~22) in Youngmoduln betrachtet wird, werden die Kompo-
sitionsfaktoren von M ("~22) bestimmt.

3.3.12 Lemma
Essein < 5und p = 2. Dann gilt

2D 4 opn=11) L D(=22) " fallsp =0 mod 4
2D 4 pn=1.1) 4 p(n=22)  fallsp =1 mod 4
3D 4 2p(=11) 4 D(=2.2) " fallsn =2 mod 4
D) 4 pn=1.1) 4 p(n-22) fallsn =3 mod 4.

M@P=22)

Beweis :
Nach Beispiel 2.2.13 hat M ("~2:2) eine Spechtreihe mit Faktoren

S(n), S(nfl,l)v S(n72,2) )

Mit Lemma 3.3.7 folgt dann die Behauptung. U

Jetzt ist man in der Lage, die Zerlegung von M ("~22) in Youngmoduln anzugeben.
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3.3.13 Korollar
Essei b < n.

1. Fall: n = 0 mod 4. Dann ist

M=22) & y(n=2,2)

2. Fall: n =1 mod 4. Dann ist

M(n—2,2) ~ Y(n—2,2) @ D(n—l,l).

Wobei
y(n—22) _ D(”)|D("72’2)|D(”)

ist.

3. Fall: n = 2 mod 4. Dann ist

M(n72,2) o Y(n72,2) ® D(n)

4. Fall: n =3 mod 4. Dann ist

M=22) 2 y(n=2.2) o pn=11) o pn)

Wobei
Y(n—2,2) ~ D(n—2,2)

ist.

Beweis :

Ist n ungerade, dann gilt 2 { n. Damit ist der 2-Kern von (n — 1, 1) gleich (2, 1). Der 2-Kern von (n) und
(n —2,2) ist (1). Damit liegt D~ nach Nakaymas Vermutung, nicht im Hauptblock.

Mit Satz 3.3.2 gilt allgemein

M(n72,2) ~ Y(n72,2) + ay(nfl,l) + by(n)

mit a, b € N. Weiter gilt dimy, (M "~2?) = 20 da M(n=22) 215 15 ist.

1. Fall: n =0 mod 4.

Es gilt 2 | @ = dimy, (M (=22)), Damit ist D(™) nach Lemma 1.4.4 kein direkter Summand von
M=22) Alsoist b = 0. Nach Lemma 3.3.12 ist

M=22) [, op(n) 4 9p(n=1,1) 4 p(n=2.2)
Angenommen es sei @ = 1. Nach Lemma 3.3.9 gilt:
MO=LY , 9p) L pln—11)

Damit ist also
Y(n—2,2) PN D(n—l,l) —|—D(”_2’2).

Da Y ("=2:2) selbstdual ist und gilt dann Y (»=2:2) = pD(n—L1) ¢ D(=2.2) Dies ist ein Widerspruch, da
Y ("=2:2) unzerlegbar ist. Damit ist ¢ = 0.

. Fall: n =1 mod 4.

Nach Lemma 3.3.12 ist
M®=22) [, 9pn) L pr-11) | p(n=22)

Nach Lemma 3.3.9 ist Y (*~1.1) =~ pD(»—1.1) ‘Mit Korollar 3.3.8 ist weiter D(™) < §("=22) Da Yy (»—2:2)
unzerlegbar ist, ist D™ kein direkter Summand von Y ("=2:2)_ Da die Youngmoduln selbstdual sind, folgt
nun

y(n=22) _ pn) |D(n*2>2) \D(”).

Und damitista = 1 und b = 0.
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3. Fall: n =2 mod 4.
Es gilt 2 { 2% — dimy, (M (=22). Also ist D™ ein direkter Summand von M ("~22). Mit Lemma
3.3.12 gilt
M(n—2,2) PN 3D(n) + 2D(n—1,1) + D(n—2,2).

Weiter ist a = 0, da sonst Y (?=2:2) o= D(n=11) g D("=2.2) wiire  da nach Lemma 3.3.9 gilt
M(’nfl,l) PN 2D(n) 4 D(’nfl,l).

Mit der Frobenius-Reziprozitit folgt, dass b = 1 ist.

4. Fall: n =3 mod 4.
Nach Lemma 3.3.12 ist
M(TL—Q,Q) PN D(’n.) +D(n—1,1) +D(TL—2,2).

Da die Youngmoduln selbstdual sind folgt dann damit die Behauptung.

O

Zuletzt wird noch der Modul M ("=2:1") betrachtet. Es wird hier zunéichst nur eine Aussage iiber die Kompositi-

(n—2,1%)

onsfaktoren von M gemacht. Die Zerlegung in Youngmoduln wird nach der Zerlegung von D("~1:1) @2

angegeben.

3.3.14 Lemma
Es sei 4 < nund p # 2. Dann gilt

3D 4 3p(n-11) 4 p(n=22) 4 p(=21") " fllspn =0 mod p
2D 4 2p(n-11) 4 p(n=22) 4 p(i=21") " fllsp =1 mod p
D™ 4 3p(n=11) | p(n=2.2) L p(n=21")  fllsp =2 mod p
D™ y2pr=11) 4 pn=22) 4 D(”*2’12), sonst .

M(n—2,12) PN

Beweis: 2
Nach Beispiel 2.2.13 hat M ("~21%) eine Spechtreihe mit Faktoren

§(m gn-11) gn-11) g(n-22) g(n=2,1%)

Die Behauptung folgt nun mit Lemma 3.3.5. O

Von jetzt und bis an das Ende dieses Abschnitts sei p = 2. Um die Kompositionsfaktoren von M (n—2,1%)

anzugeben, werden erst einmal die Kompositionsfaktoren von S (n=2.1%) pestimmt. Da (n — 2,12) nicht 2-
regulér ist, muss mehr Arbeit in die Bestimmung der Kompositionsfaktoren gesteckt werden. Zunéchst wird die
Einschriankung gewisser Moduln auf S,,_; betrachtet.

3.3.15 Lemma
Es sei 6 < n und n sei gerade. Dann gilt

D(nfl,l) lS _1g D(n72,1)

und
o D(n7372) .

n—1"

D(n72,2) LS

Beweis :
Dies folgt aus Satz (1.6) in [14]. U

3.3.16 Lemma
Es sei 5 < n dann gilt:

DM 4 pr=1.0) 4 D(=22) " fallsp =0 mod 4
2D 4 p(n=2.2) fallsn =1 mod 4
2DM 4 pr=11) 4 pD(=22) " fallsp =2 mod 4
D) 4 p(n=22) fallsn =3 mod 4.

S(n72,12) -
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Beweis:
Nach Korollar (12.2) in [12] sind nur D, D=1 ynd D("~2:2) mggliche Kompositionsfaktoren von
S(n=2.1%) Weiter hat mit Satz (9.3) in [12] der Modul S (n—2,1%) ls, _, eine Spechtreihe mit Faktoren

S(n—2,l)’ S(n—3,12) i

Nach Lemma 3.3.7 hat $("~21) den Kompositionsfaktor D("=21) Also hat S("=21) |5

trivialen Kompositionsfaktor. Damit hat auch S (n=2.1%) einen nicht-trivialen Kompositionsfaktor.
Es sei zuerst n ungerade. Nach Lemma 3.3.4 und Lemma 3.3.7 gilt:

, einen nicht-

n—1)(n—2)

dimy (S =219) = ( 5 , dimp(D"PY)=n—1

und

n(n-3) 1

dimk(D("_2’2)) _ 5 , fallsm=1 mod4
3, fallsn =3 mod 4.

Damit ist D(™) aus Dimensionsgriinden immer ein Kompositionsfaktor von S (n=2,1")_ Mit Nakayamas Vermu-
tung folgt, dass der Modul D11 kein Kompositionsfaktor von S(™=21%) ist, da $("=2:1") < y(n=2.1%) ypq
y (n=2.1%) unzerlegbar ist. Nach Vergleich der Dimensionen der Moduln folgt dann:

o2 2D™ 4 D(*=22) " fallsp =1 mod 4
§(n=21%) )
D™ 4 D=22) " fallsn =3 mod 4

Es sei jetzt n gerade. Mit dem Lemma 3.3.7 und wegen n — 1 ungerade gilt dann:

D= 4 pr=21) L p(n=32) " fallsp =0 mod 4

g(n—2,1%)
ks 2D(=1 4 pn=21) 4 p(n=32) " fllsp =2 mod 4.

Da nach Lemma 3.3.15 die Moduln D(*~1.1) ynd D("Z_M) einfach einschrinken und nur D(", D("=11) ynd
D(=2.2) mpgliche Kompositionsfaktoren von S("~2:17) sind, folgt damit die Behauptung. O

Nun ist man in der Lage, die Kompositionsfaktoren von M (n—2,1%) anzugeben.

3.3.17 Lemma
Fiir 5 < n gilt:

4D 4 4p(=1L1) 4 9D(=22) © fallsp =0 mod 4

(n—2.1%) 4D +2pM=1D 4 2D(=22) " fallsn =1 mod 4
M ) —

6D 4 4D=1D 1 2D(=22) " fallsp =2 mod 4

2D 4 2p=1.1) 4 9pD(=22) = fallsp =3 mod 4.

Beweis : )
Nach Satz (17.14) in [12] hat M ("~2:1") eine Spechtreihe mit Faktoren

S(n)’ S(nfl,l)’ S(n71,1)7 5(7172,2)7 S(n72,12)'

Die Behauptung folgt nun mit den Lemmata 3.3.7 und 3.3.16. |

3.4 Zerlegung von D"~ 1D’

Aus den Berechnungen der Beispiele fiir diese Arbeit kann eine RegelméBigkeit der Zerlegung des Produktes

®2 S . . . . .
D(=1LD™% peobachtet werden. Ziel dieses Abschnittes ist es, diese vermutete Zerlegung zu beweisen. Ein

. . . 2 . . . 2.
wesentlicher Schritt, die Zerlegung von Dn=1.10%% 5y bestimmen, ist die Zerlegung von M (n=1,0%% i1 Per-

mutationsmoduln.
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3.4.1 Lemma
Es sei 4 < n. Dann gilt die Isomorphie

M(n71,1)®2 ~ pp(n=11) g pp(n—2.1%)

Beweis:
Mit dem Tensorproduktsatz von Mackey 1.10.8 und den Doppelnebenklassenvertretern {1, (n — 1,7n)}
von S;,—1\Sp/Sn_1 ist:
®2
MO=ED T o (1571—1TS”)®2 (1571 1 )Tsn @ (1$n,—2®2) TS"
1 TSn @ 187172T3n
o~ M(n 1,1) @M(nfllz).

o~
o~
~

Die erste Isomorphie gilt, da
Spa NS =8,

ist. Denn es ist S, gCSn 1und S, QCS(n L) Alsoist S0 C S, 108(” Ln),

Esseinunm € S,,_1 N S " 1 ™) Dann enthilt kein nicht-trivialer Zykel von 7 die Ziffer n, da w € S,,_1 ist,
und weiter enthilt kein nicht- tr1v1aler Zykel von 7 die Ziffern — 1,dan € S(n L) g

Somit gilt dann S,,_1 N Snﬁll ) CS,_o. O
Das folgende Lemma ist hauptsichlich eine Folgerung aus einem Satz von Mackey.

3.4.2 Lemma
Essei 3 < nund N ein k£S,,-Modul. Dann gilt:

(N TST,,+1) ls, = N@M("_lvl) ® N.

Beweis:
Es gilt:
(N 18 ls, =N@ (N g ) 190
~N&(Nls, ,) 15"
*No(ls, ,®Nls, ,) 1%
~*NgoM» 1D gN.

Die erste Isomorphie gilt mit Satz (1.10) in Kapitel 3 aus [18] und mit den Doppelnebenklassenvertretern
{1, (n,n 4+ 1)} von S;,\Sn+1/Sn (vgl. Beweis von 3.4.1). Weiter gilt:

NOtD | = (N ®s, (n,n+1)) ls, .2 N |s,_,

als kS,,—1-Moduln. Da fiir alle 7 € S,,_1 gilt (n,n + 1)7 = 7(n,n + 1). Damit folgt die zweite Isomorphie.
Die vierte Isomorphie folgt mit Lemma (1.15) aus Kapitel 3 in [18]. O

. . ®2 . N .
Nun ist alles zusammengetragen, um die Zerlegung von D(*~1.1)"" zy bestimmen. Zunichst wird der Fall

p # 2 betrachtet, zudem wird noch unterschieden, ob p 1 n oder p | n gilt. Zuerst wird die Zerlegung fiir p { n
betrachtet.

3.4.3 Satz
Es seip # 2 und 4 < n mit p t n. Dann gilt:

D™ @ D(n=1.1) g p(n=2.2) g D("_2’12), fallsn # 1,2 mod p
2
Dr=LhF & d pn) g y (=-2.2) g pr-2.1%), fallsn =2 mod p
D(n=1.1) gy (n=2.2) gy p(n—2,1%) fallsn =1 mod p.

Insbesondere ist im Fall n £ 1,2 mod p das Produkt halbeinfach.
Beweis:
Nach Lemma 3.4.1 gilt

]\4(7171,1)®2 ~ p(n=11) g pp(n=2.17)

Weiter ist nach Lemma 3.3.9
M=11) ~ pn) g pln=1,1)
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Damit ist andererseits
=102 o (D™ @ D=11)82 > p(v) g p(r=1.) gy p(n=1.1) g pn—1,1%2

Insgesamt folgt nun
)®2

M(n72,12) o~ D(nfl,l) @D(nfl,l (31)

Weiter gilt mit Satz 3.3.2
M=21%) o y(n=2,1%) @ aY (22 g py (n—11) g CY(n)7

wobei a, b, ¢ € N sind. Nach Lemma 3.3.5 ist §("=2:1%) = p(n—2.1%) gqyje §(n—11) = p(n—=11) py §(n—21%)
einfach ist und

1
dimg (M 721 = dimy,(ST7>1) + dimy (S,

ist Y(n=21") =~ p(—2.1") Nach Korollar 3.3.10 ist Y ("=1:1) =~ D(—1.1) Wegen Gleichung (3.1) ist also
1 < b. Weiter ist damit:

Dr=1)%? & =21 g 1y (1=2.2) gy (5 _ 1)p(=LD) g o p) (3.2)

Nach Lemma 3.3.14 sind die Kompositionsfaktoren von M (n=2.1%) pekannt, also insbesondere nach Gleichung

(3.1) auch die Kompositionsfaktoren von D=1.0%2 Dy die Youngmoduln Y (™), Y ("=11) ypd Y (n=2.1%) g]ie
einfach sind, braucht nur noch der Youngmodul Y ("~2:2) betrachtet werden. Dazu eine Fallunterscheidung:

e Fali n %1 mod p
Ist weiter n = 2 mod p, dann ist mit Lemma 3.3.11 dann

Y(n—2,2) _ D(?L—1,1)|D(n—2,2) ‘D(n—l,l).

Weiter ist mit Lemma 3.3.14

pr=10%% _ p) 4 op-11) | pn-22) | pn-2.1%)
Mit Gleichung (3.2) ist dann

D=1D%% & p(n) ¢ y(n-22) o pn-2.1%)
Ist nun n £ 2 mod p, so ist mit Lemma 3.3.11 dann
y(n=22) v g(n=2,2) o p(n-2,2)

und mit Lemma 3.3.14 ist

pr-10%%  p) | p=11) | pn-22) | pn-21%)

Somit erhilt man
D=1)®?* & p(n) gy pn=11) g P(n—22) g p(n—2.1%)

e Fall n=1 mod p
In diesem Fall ist mit Lemma 3.3.11 dann

y(n—22) _ D(”)|D("_2’2)|D(”)
und mit Lemma 3.3.14 ist
pr—1.0%2 _ 5p») 4 pn=11) 4 pn-22) 4 p(n-2.1%)

Damit folgt
pr=110)%% & pn—1.1) ¢ y(1-22) o p(n-2.1%)
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Im Fall p | n ist D=1D%? hicht unbedingt ein Untermodul von M (=21*) (man vergleiche dazu Korollar
3.4.6). Aber mit Hilfe von Brauercharakteren kann man die notwendigen Informationen fiir die Zerlegung von

D=1 ek ommen. Einen anderen Beweis fiir die Ergebnisse des folgenden Satzes und des anschlieBenden
Korollars kann man auch aus Proposition (2.5) aus [16] entnehmen.

3.4.4 Satz
Istp # 2und 5 < n mit p | n, so gilt

D=1D)®% & p(n) @ pn-2.2) g p(n-2.1%)

Insbesondere ist das Produkt immer halbeinfach.
Beweis:
Nach Korollar 3.3.10 gilt:
M@=11) L 9p() 4 pln=1,1)

Fiir den Brauercharakter von M (»~1,)®? gilt dann:

O3 o1y = 2¢pm + @pm-1n)?
=4dppm +4ppmn-1.1) + <)02D(71—1,1)'

Weiter gilt nach Lemma 3.4.1 die Zerlegung:

M(”_1’1)®2 >~ ppn=L1) g M (n=2,1%)
Nach Lemma 3.3.14 ist:
M®=21%) 3 4 3p=11) 4 p(n=22) 4 pn=2.1%)
Somit gilt dann andererseits:

2
Prn-11) = 5(,0D(n) + 4§0D<"—1‘1> + @pmn-2,2) + Ppn-2,12)-
Damit ist dann:
2
Phin-1,1) = Ppm) T+ Ppn-22 + Ppm-2,12)-

Daraus folgt:
p=10%% | p) 4 pn-22) | pn-21%)

Da D= 11%? selbstdual ist folgt damit die Behauptung. O

Jetzt ist man in der Lage, eine Aussage iiber den antisymmetrischen Anteil 20(D (™~ 11)) zu machen.

3.4.5 Korollar
Es sei 4 < n, dann gilt:

Ql(D(n—l,l)) ™ D(n—2,12).

Beweis:
Dies folgt aus den Sétzen 3.4.3 und 3.4.4 und nach Vergleich der Dimensionen. ]

Nun kann auch fiir den Permutationsmodul M ("=21*) die Zerlegung in unzerlegbare Moduln angegeben wer-
den.

3.4.6 Korollar
Es sei p # 2 und 4 < n. Dann gilt:

D™ @ pn—1.1) g p(n=1.1) g D(n=2.2) ¢ D(n=21") " falls n £ 0,1,2 mod p

M(=212) o DM @ p(n—1.1) g y(n-2.2) g p(n-2,1%) ] fallsn =2 mod p
D=1 g pn=1.1) ¢y (n=22) ¢y p(n=2,17) fallsm=1 mod p
y(n=1.1) g p(n=2.2) g y (n=2.1%) fallsn =0 mod p.

Im letzten Fall hat der Youngmodul zu (n — 2, 12) folgende Radikalreihe von oben nach unten gesehen:

D(n—l,l)

Y(n72,12) = D g D(n—2,12)
D(n—l,l).
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Insbesondere ist M (*~2:1*) im ersten Fall halbeinfach.
Beweis:
Die ersten drei Fille folgen direkt aus Satz 3.4.3. Fiir den letzten Fall, p | n, betrachtet man

M(n72,12) ~ 187,,_2 TSn

(L, 5 15m=1) 19

(D(nfl) o D(n72,1)) TS"

~ M(n—l,l) D (D(n—Q,l)) TSn )

111

Die dritte Isomorphie gilt nach Lemma 3.3.9. Nach Satz 3.3.2 ist
M(n—Q,l"’) o~ Y(n—2,12) ® ay (n—2:2) @ py (n—1.1) ® cy (™

mit a, b, ¢ € N. Und nach Korollar 3.3.10 gilt Y (=11 > pf(n=1L1) Damit ist 1 < b. Weiter ist dann mit der
Frobenius-Reziprozitét

dimy (Homys, (M =21 D)) = dimy,(Homys, ,(D™~2, D"=2))) =1,

Nach Lemma 3.3.9 ist D™ ein Untermodul von M (*=11)_ Daraus folgt c = 0,da 1 < bist. Mit Lemma 3.3.14
gilt weiter
M(n=21%)  ap(n) +3pm=11) 4 p(n-22) 4 pn—21%)

Esista = 1, da Y (=22 =~ D(®=22) jst und D22 nur einmal als Kompositionsfaktor vorkommt und
alle Konstituenten bis auf D("~2:2) den p-Kern () haben. Damit liegt D(=2.2) nach Nakayamas Vermutung in
einem anderen Block als Y ("=2:1%).

Weiter ist S("~21") < y(»=2.1") Damit bleiben von den Kompositionsfaktoren nur noch D™ und D(®~1.1)
zu verteilen. Da ¢ = 0 ist und da Y ("=2:1%) selbstdual, ist folgt die Behauptung. O

Ab jetzt und bis zum Ende dieses des Abschnittes sei p = 2. Zuerst wird der Permutationsmodul zur Partition
(n — 2,12) im Fall 2 | n betrachtet.

3.4.7 Lemma
Ist 6 < n und n gerade so gilt:
M(n—2,12) o Y(n—2,12) @ M(n—1.1)

Beweis:
Mit Korollar 3.3.10 gilt

2
M(n—Z,l ) o (M(n—Q,l)) TS,,,% (D(n—l) o) D(n—2,1)) Tsng M(n—l,l) o) (D(n—Q,l)) Tsn .

Mit Satz (3.2) in [14] folgt soc(D(=21) 15n) = D=1 als0 ist D=2 1S unzerlegbar. Da nach Satz
3.3.2 der Modul Y ("=21%) ¢in direkter Summand von M (—21%) ist, muss

pn—21) Tsng Y(n—2,12)
sein. Damit folgt die Behauptung. (]

3.4.8 Satz
Es sei 5 < n und n ungerade. Dann gilt:

p=1D)®? o y(n-21%) o p(n-1.1),
Insbesondere gilt:

pin-11)®? 4DM) 4 p(n=L1) 4 op(n=2.2) " fallsp =1 mod 4
’ —

2D 4 pn=1.1) L op(n=22) = fallsp =3 mod 4
ist.
Beweis :
Mit Lemma 3.4.1 und mit M (*~11D = D) @ D(»=1.1) (siehe Lemma 3.3.9) gilt

M(nfl,l) @M(n72,12) o~ ]\4(7171,1)®2
o~ D(n) @D(n—l,l) @D(n—l,l) D D(n—1,1)®2.
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Also gilt:
M (=212 & p(n-1,1) @D(n—1,1)®2.

Mit Lemma 3.3.17 ist weiter

s 4D 4 2p(=11) 4 op(=22) = fallsp =1 mod 4
V(=212
2D™M) 4 o2pn—11) 4 9p(n=22) = fllsn =3 mod 4.

Nach Satz 3.3.2 gilt
M=21%) o y(n=21%) gy (n=2.2) 4 py(n-11) 4 Y™,

mit a,b,¢c € N. Weiter ist Y(»~11) =~ D=1 pach Lemma 3.3.9. Mit Nakayamas Vermutung kommt
D=1 nur im Youngmodul Y (*~11) vor, damit ist b = 2. Mit der Frobenius-Reziprozitit folgt

dimy, (Homys, (M =21 D)) = dimy,(Homys, (D™=, D"2))) =1, (3.3)
Nun eine Fallunterscheidung:

e Fal: n=1 mod 4

Es ist
M®=21%) , 4D 4 9p(n=1.1) 4 o p(n-2.2) (3.4)
und
§(n=2.1%) o n(n) + D(n=22) 3.5)
nach Lemma 3.3.7 und Lemma 3.3.16. Mit Korollar 3.3.13 ist
y (=22 — p)|phn=22) pr), (3.6)
(n—2,1%) ~

Angenommen, es sei 1 < a. Wegen den Gleichungen (3.4), (3.5) und (3.6) muss dann Y
S("’2712) sein. Somit ist D™ im Sockel von Y(”*2*12), da Y("—2.1%)selbstdual ist. Dies ist ein Wider-
spruch zu (3.3), da D) auch im Sockel von Y ("~2:2) ist. Damit muss dann a = 0 sein. Also ist

Y(n72,12) PN 4D(n) + 2D(n72,2).
Es folgt also a = ¢ = 0 und daraus folgt die Behauptung.

e Fall: n =3 mod 4
Es ist
M=21%) L, op() 4 op(=1.1) | op(n—=22)

und
S(n72,12) < D™ +D(n72,2)

nach Lemma 3.3.7 und Lemma 3.3.16. Mit Korollar 3.3.13 ist

y(n—22) o~ p(n—2,2)
Mit Lemma 1.4.4 folgt ¢ = 0. Angenommen, es sei a = 1. Weil b = 2 ist, ist damit
M(n72,12) ls _1§ Y(n72’12) ls B 69-D(nf2,2) lS » 69D(nfl,l) lS o @D(nfl,l) lS .

Andererseits gilt:

M(n—2,1%) ls, ., = M®-21 EB_M(n—2,1)®2

~ M(=2.0) @ pp(n=2.0) gy pp(n=3.1%)
o~ M(n—Q,l) e M(n—Q,l) o M(n—Z,l) D Y(n—3,12)-

Die erste Isomorphie gilt nach Lemma 3.4.2. Die zweite Isomorphie gilt nach 3.4.1. Mit Lemma 3.4.7
folgt dann die dritte Isomorphie. Weiter gilt:

_ n(n —3)

> dimy (M ™21 = n(n — 1)

dimy, (D™~ 11) = n — 1, dim, (DY)

und
dimg(M™=2Y) = — 1, dimk(Y(”_?”lz)) =n? —4n + 3.
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Demnach muss
n?—3n+4

2

sein. Dies ergibt einen Widerspruch nach Vergleichen der Dimensionen der unzerlegbaren Moduln und
eingeschrinkten Moduln. Damit folgt die Behauptung.

dimk(Y("*z’ﬁ)) =

O

Damit kann man jetzt auch eine Zerlegung von M (n=2,1) jp Youngmoduln angeben, falls n ungerade ist. Uber
die Struktur von Y ("=2:1) werden in dieser Arbeit keine genaueren Aussagen getroffen.

3.4.9 Lemma
Ist 5 < n und n ungerade so gilt:

M(n—2,12) I~ Y(n—2,12) @ pn—=11) @D(n—l,l).

Beweis:
Dies folgt aus dem Beweis von Satz 3.4.8. (]

. N . . ®2 .
Ist n gerade, so werden hier zunichst die Kompositionsfaktoren von D("~1:1) "~ angegeben. Des weiteren kann
in diesem Fall das Produkt in hochstens zwei Summanden zerfallen.

3.4.10 Satz
Es sei 6 < n und n gerade. Dann gilt

Din—1.0®? 2D 4 D=L L 9p(=2.2) * fallsp =0 mod 4
? >
4DM) 4 D=L 4 9p(n=22) " fallsn =2 mod 4.

Beweis :
Nach Lemma 3.4.1 gilt

2
Prn-1,1) = Ppr(n—1,1) + Prrn—2,12)-

n—1,1)

Weiter hat der Brauercharakter von M ( nach Lemma 3.3.9 folgende Gestalt

Prrn-1,1 = 20 p@) + Ppm-1,1).

Somit ist dann
Prrn—2,12) = 20pm +3¢pm-1,1) + <p2D(n—1,1)' 3.7

Mit Lemma 3.3.17 und Lemma 3.3.7 weiter

4dopmy +4¢@pm-1,1) +20pm-22, fallsm=0 mod4
Prrn—2,12) = o 3.8)
6ppmn) +40pmn-11) + 2¢0pn-22), fallsn=2 mod 4.
Aus den Gleichungen (3.7) und (3.8) ergibt sich die Behauptung. 0

Mit dem folgenden Lemma kann man zeigen, dass das Produkt D102 40 Fall gerade unzerlegbar ist.

Die grundlegenden Ideen fiir den hier aufgefiihrten Beweis sind von Dr. Jiirgen Miiller.

3.4.11 Lemma
Es sei 6 < n und n gerade. Dann gilt:

dimy (Homys, (D™~ 1D%? p=10yy — g,

Beweis:
Nach Lemma 3.3.15 ist
D(n—l,l) LS o D('IL—Q,l).

n—1

Mit Satz 3.4.8 kommt D("~21) genau einmal als Kompositionsfaktor und als direkter Summand von D (?~21) o2

vor. Damit ist dann 02
dimy, (Homys, ,(DMLD77 |g D=LD | o)) =1, (3.9)

n—1
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Die Idee ist nun folgende: Es wird ein nichttrivialer Homomorphismus

n— ®2 n—
(TS HOmksnil(D( L lSn,ND( LD lsn,fl)

konstruiert und gezeigt, dass ¢ kein kS,,-Homomorphismus ist. Dann folgt wegen

Homys, (D"~1177, D=1y < Homys, _, (D™D77 |5, DB |5 )

n—17

. . . 2 .
die Behauptung, da jeder Homomorphismus 1 € Homys,_, (D®1D% | g D™= | ¢ aus Dimen-
sionsgriinden ein skalares Vielfaches von ¢ ist.

Um ¢ zu konstruieren, wird eine geeignete Basis von M (»~1:1) angegeben. Es sei 2 = {w1,...,w,} eine

Basis von M (=11 mit w7 = Wr=1(4) firl <i<nund7 € S,,. Dannist Q' = {w1,...,w,_1} eine Basis

1—17

von M (=21 Man definiert nun weitere Elemente:

by i =witwip firl <i<n—2
n—1
bp_1:= ija
j=1
n
bn = ij'.
Jj=1

Damit ist dann auch B := {by,...,b,} eine Basis von M@=1LY) ynd B’ = {b1,...,by—1} eine Basis von
M®™=21) Weiter gilt fiir 1 < i < n — 2 damit:

bl(1’2) — {W1+w3 :b1+b23 faHS’I,:2

b, sonst
und )
b1 n—1) = Wno1 +wy = Z;:l bj, fallsi=1
no bi_1, sonst .
Damit ist {b1, ..., b,_2} eine Basis eines kS,,_1-Untermoduls von M(™=21) Nach Lemma 3.3.9 ist
M(n—2,1) — D(n—l) @D(n—Qﬁl).
Also st {by,...,b, o} eine Basis von D("=21),

Man betrachte nun . .
N = {Zaiwi | a; € k’, Zai = 0}
i=1 i=1

Offensichtlich ist N ein kS,,-Untermodul von M (*~11) und C' := {b1,...,bn_2,b,} eine Basis von N. Damit
hat N die Dimension n — 1. Weiter ist M (11 /N = D(") Somit ist N das Radikal von M ™~11) (vgl.
Lemma 3.3.9). Zudem ist C' an {0} < D(™ < N so angepasst, dass (b,,) den Untermodul D(™) von N erzeugt
und

D(n—l,l) o~ N/ <bn>

ist. Es ist
o D(n72,1) N D(nfl,l) lS o
b; — b+ (by), firl <i<n-—2
ein kS,,_1-Isomorphismus. Damit sei dann
Q1 : D(n—l,l)®2 lS . _ M(n—2,1)®2
(bi + (b)) ® (bj + (b)) — bi®b;
mit 1 < 4,5 < n — 2 die Einbettung des Tensorproduktes. Da ¢ ~! und die Einbettung von D=2 4y

®2

M=2D%% 7wei kS,,—1-Homomorphismen sind, ist damit auch ¢ ein k£S,,_1-Homomorphismus. Weiter sei

©a2 : M(n72)1)®2 — M(’I’L*Q,l)

w0 ® w; . {wi, fallsi = j

0, sonst
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firl <i,j<n-—1.Esseimr €S, _1.Firl <i,j <n—1giltdann:

wﬂ.fl(i), falls 7 = j
W; Qg )m =
2l 2 { , sonst

und
wrrfl(i)v faHS Z = ]
i Q wj = r=1(i) ® Wr—1(; =
P2((wi ® wj)T) = Pa((Wr-1(3s) ® Wr—1(5))) {0’ sonst.

Damit ist 5 ein kS,,—1-Homomorphismus.
Zudem sei fir 1 <¢ <n —1dann

Q3 : M(n—Q,l) N D(n—l,l) lSn,71
b; — b+ (bn), fallsi #n—1
bn—l = 0 + <bn>

der kanonische Epimorphismus. Da o ein kS,,_1-Homomorphismus ist, ist damit auch 3 ein kS,,_1-Homomorphismus.
Insgesamt ist dann:

n— ®2 —_
@ = 3090y € Homys, (DB g D=2 |5 ),

n—17
Miti € {1,...,n— 1} und
- <b1 + b3 + -"—l—bi,l)—i-(b,qrg —‘r“'—l—bn,Q), falls ¢ gerade
v (b1 + b3+ +bi—2)+ (bi + biy1) + (big3+ -+ by_2), fallsiungerade
ist
Wi+1 = b1+ vi.
Fiiri,j € {1,...,n— 2} ist
@((bi + (bn)) @ (bj + (bn))) = @((bj + (bn)) @ (bi + (bn)))-
Im Folgenden sei also ¢ < j. Damit gilt:
0+ (by), fallsi+2<jy

P((bi 4 (bn)) @ (b + (bn))) = p3(p2((wi +wit1) ® (W) +wjt1))) = { bi + (bn), fallsi=j (3.10)
vi + (by), fallsi+1=j.

Es sei weiter 7 = (n — 1,n) € S,,\S,,—1. Dann gilt
bp_om = (wnf2 + wn71>77 =Wp—2 t+wy = bn + Un—3.

Damit ist dann
Rt P
in D11 Mit (3.10) folgt dann:
@((bn—3 + (bn)) © (bn—2 + (bn)))7™ = (vn—3 + (bn))™ = bn—2 + (bn)
Dav,_3 =01 + b3+ -+ b,_3 + b,_o ist gilt andererseits:

o(((bas + (b)) & (bus + ba))T) = @((bus + (b)) © (va—s + (b))
= o(((bams + (bn)) ® (b1 + by + -+ busg + ba_s) + (ba)))
= (bu—sz+ (b)) + (vn—3 + (bn))
= (bp—3+vp_3)+ (bn).

Dabei folgt die dritte Gleichung mit (3.10).

Weil 6 < nistb,_o +bp_3+ vp_3 =b1 + -+ by_5 & (by). Damit folgt nun

‘P((bnﬁ‘% + <bn>) ® (ban + <bn>))77 # @((bn%’» + <bn>) ® (bn72 + <bn>))77)

Somit ist ¢ kein kS,,-Homomorphismus. g
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3.4.12 Korollar
Es sei 6 < n und n gerade. Dann ist Dn—1,)®? unzerlegbar.
Beweis:
Nach Lemma 3.3.15 gilt
D(nfl,l) lsn,lg D(n72,1)'

Weiter gilt dann mit Satz 3.4.8, dass D11 ein direkter Summand von D11 %? ist oder dass D(*~1:1)%?
unzerlegbar ist. Mit Lemma 3.4.11 ist

)®2

dimy (Homys, (D"~ Dn=11)) = .

Damit ist D11 kein direkter Summand. Somit ist das Produkt unzerlegbar. ]

Wie die direkten unzerlegbaren Summanden genauer aufgebaut sind, kann im Rahmen dieser Arbeit nicht
ermittelt werden. Aber es gibt eine Vermutung iiber die genauere Struktur dieser Moduln. Diese Vermutung
wurde von Dr. Jiirgen Miiller bewiesen.

3.4.13 Vermutung
Esseip = 2und 5 < n. Dann gibt es vier verschiedene Fille fiir die Zerlegung des Produktes D(*~1:1) ®2 Von
den unzerlegbaren Summanden des Produktes werden jeweils die Kopfe der Radikalreihe von oben nach unten
angegeben.
Falln =0 mod 4
D(n) oy D(n—2,2)
‘D(n—l,l)®2 ~ D(n) D D(n—l,l)
D(n72,2)

Falln =1 mod 4
D(n7171)®2 ~ p(n—11) g y(n—2.1%

und Y (»=2.1*) hat die Radikalreihe
D)
D(n—2,2)
D™
D)
D(n=22)
D),
Falln =2 mod 4
D)
D(n—2,2)
D)
pr—1)®? & pn-11)
D™
D(n—2,2)
D)
Falln =3 mod 4
D=1D)®? & p(n—11) g y(n—2.1%)

und Y ("=2.1*) hat die Radikalreihe
DM @ D(n—2.2)
D™ g p(n—22),

O

Diese Vermutung stiitzt sich auf Berechnung der Fille bis n = 70. Bis dahin einschlieflich wurde immer
das in der Vermutung formulierte Ergebnis beobachtet. Die Sonderfille n gleich drei und vier werden einzeln
angegeben.
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3.4.14 Bemerkung
Im Fall n = 3 sieht das Produkt wie folgt aus:

DL & pE) g

Ist n = 4 dann hat das Produkt die folgende Gestalt:

)®2

D(3,1 ~ D(3,1) o



Kapitel 4

Angewandte Methoden und Probleme

Um die praktischen Probleme und Schwierigkeiten, die bei der Berechnung der Zerlegungen aufgetreten sind,
erkldren zu konnen, wird hier der theoretische Hintergrund zur Zerlegung eines Moduls mit der MeatAxe kurz
erldutert. Dies geschieht im ersten Abschnitt. Die Hilfsmittel, mit denen diese Schwierigkeiten umgangen wer-
den konnten, bilden den Schluf} des Kapitels.

Im zweiten Abschnitt wird die Methode der Fixpunktkondensation vorgestellt. Dieses Werkzeug ermoglicht es,
auch groBere Moduln in den Griff zu bekommen, die sonst jenseits der Berechenbarkeit liegen. Leider hat die
gewonnene Berechenbarkeit auch ihren Preis, der weitere Arbeit erfordert.

In dem ganzen Kapitel sei A eine k-Algebra und alle A-Moduln seien A-Rechtsmoduln und endlich erzeugt.

4.1 Zerlegung von Moduln

Dieser Abschnitt der Arbeit beschiftigt sich mit der Zerlegung eines Moduls in unzerlegbare Summanden. In
Kapitel 4 in [21] gibt Szdke eine Methode an, wie man die Zerlegung eines Moduls berechnen kann. Diese Me-
thode ist von Szoke in dem MeatAxe-Programm decomp, welches fiir die Berechnugen der Beispiele dieser
Arbeit genutzt wurde, implementiert worden. Die Grundidee dieser Methode wird hier kurz vorgestellt.

Erfiillt ein Modul den Satz von Krull-Schmidt, so besitzt er eine bis auf Isomorphie eindeutige Zerlegung in
unzerlegbare Summanden. Mochte man nun einen solchen Modul M konkret zerlegen, so stellt sich die Frage,
wie man dies machen kann. Theoretisch braucht man dafiir nur die Zerlegung der Identitéit von £ := End 4 (M)
in orthogonale, primitive Idempotente. Es ist aber nicht einfach, eine solche Zerlegung der Identitét oder iiber-
haupt ein primitives Idempotent zu finden. Es wird hier nun vorgestellt, wie man mit Hilfe des Endomorphis-
menrings von M eine Zerlegung bestimmen kann. Zunéchst wird noch einmal der Zusammenhang zwischen
der Zerlegung eines Moduls und der Zerlegung der Identitédt von & aufgefiihrt.

4.1.1 Satz
Es sei M ein A-Modul und £ := End 4 (M). Dann gilt:

1. Ist M = M, & - - - @ M, eine Zerlegung von M, dann sind die entsprechenden kanonischen Projektionen
m; + M — M, orthogonale Idempotente und man erhilt eine Zerlegung der Identitét von &:

le=m+- -+ 7.

2. Ist andererseits 1¢ = 71 + - - - 4+ 7, eine Zerlegung der Identitét von £ in orthogonale Idempotente, so
hat M eine Zerlegung
M=M®@&...® M,

mit M; := M, fir 1 < i < r. Weiter entspricht 7; genau der kanonischen Projektion von M; fiir alle i.

3. Ein Summand M; von M ist unzerlegbar genau dann, wenn die zugehdrige Projektion m; primitiv ist.
Damit hat man eine Eins-zu-Eins-Korrespondenz zwischen den unzerlegbaren Summanden von M mit
der Zerlegung von 1¢ in orthogonale, primitive Idempotente.

Beweis:
Siehe Satz (4.1.2) in [21]. O

53
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Die Grundidee, die nun vorgestellt wird, um die Zerlegung eines Moduls M zu erhalten, ist eine Zerlegung
des Kopfes des linksreguldren Moduls ¢& zu bestimmen. Mit dieser Zerlegung kann man dann Elemente aus £
finden, mit denen man den Modul M zerlegen kann. Das MeatAxe-Programm decomp, welches Zerlegungen
von Moduln berechnet, benutzt diese Methode (man vergleiche Abschnitt (4.3) in [21]). Zunichst ein sehr
technisch anmutendes Lemma.

4.1.2 Lemma

Es sei M ein A-Modul und M = M; & ... ® M, eine Zerlegung von M in unzerlegbare Summanden, weiter
seien 7; € & die kanonischen Projektionen, fir 1 < ¢ < r. Es sei J(£) das Jacobson-Radikal von £ und
& = &/J(€), mit & wird die Restklasse von o € & bezeichnet. Es sei 1 < i < r fest gewihlt und es seien
€i1,---,€ d; €& mitder Eigenschaft, dass €; 1, ..., €; 4, eine Basis von E7; ist. Dann existiert ein j; so, dass
€;,5; nicht nilpotent ist.

Weiter sei n; so gewihlt, dass {0} # Kern(e}"s ) = Kern(eﬁ?jl) ist. Setze &; := ;% . Dann gilt:

€=E1P...PEe,.

Beweis:
Siehe Lemma (4.2.2) und Lemma (4.2.3) in [21]. O

Mit den im vorangegangenen Lemma gewonnenen Elementen kann man nun eine Zerlegung des Moduls ange-
ben.

4.1.3 Satz
Mit den Voraussetzungen und Notationen aus 4.1.2 gilt:

M=Me1&®...8 Me,

ist eine Zerlegung von M in unzerlegbare Moduln.
Beweis:
Siehe Satz (4.2.5) in [21]. O

Um einen Modul mit decomp zu zerlegen, muss man vorher den Endomorphismenring mit mkhom und den
Kopf der linksreguldren Darstellung des Endomorphismenrings mit rad berechnen. Weiterfiihrende Informa-
tionen zu Zerlegungen von Moduln und den Algorithmen beziehungsweise den Implementierungen von mkhom
und decomp entnehme man [21].

4.2 Kondensation

Im folgenden Abschnitt sei k ein Korper und A eine endlich-dimensionale k-Algebra. Ein wichtiges Hilfsmittel
fiir den praktischen Teil der Arbeit ist die Kondensation. Mit ihr ist es im Idealfall méglich, samtliche Informa-
tionen iiber Moduln einer Algebra A aus den Moduln einer Unteralgebra zu bekommen. Die grundlegende Idee
besteht darin, mit einem Idempotent e aus A von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie der e Ae-Moduln
zu wechseln. Bei einer geeigneten Wahl des Idempotents e kann man somit die Zerlegung und die Kompositi-
onsfaktoren von Moduln bestimmen, fiir die die verfiigbaren Rechenkapazititen sonst nicht ausreichen.

In diesem Abschnitt werden einige Grundideen der Kondensation aufgefiihrt sowie auf die dabei auftretenden
Probleme aufmerksam gemacht. Weiter- und tiefergehende Informationen zur Kondensation von Moduln und
insbesondere zur Kondensation von Tensorprodukten entnehme man [19]. Fiir den ganzen Abschnitt sei e € A
ein Idempotent und M 4 die Kategorie der A-Rechtsmoduln.

4.2.1 Definition und Bemerkung
Die Teilalgebra e Ae von A heilit die zu e gehorende kondensierte Algebra. Der Kondensationsfunktor cond?Ae
ist definiert durch:
Condee My — Meae,
M +— Me ,fir M e My
© = ol , fiir o € Hom 4 (M, N).

Der aus M resultierende e Ae-Modul M e heifit der kondensierte Modul von M . Der Funktor cond?Ae ist exakt.
Deshalb ist der Quotient zweier kondensierter Moduln isomorph zum kondensierten des Quotienten.

Beweis:

Man vergleiche Kapitel II Lemma (2.7) in [19]. (]
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Die Elemente eines kondensierten Moduls kann man wie folgt charakterisieren.

4.2.2 Bemerkung

Es sei M ein A-Modul. Dann ist Me = {m € M | me = m}.
Beweis:

Es sei m € Me, es ist also m = m/e fiir ein m’ € M. Damit gilt

me = (m'e)e = m'e = m.

Umgekehrt ist klar, dass {m € M | m = me} in Me enthalten ist. O

Um spiter die Dimension eines kondensierten Moduls zu berechnen, wird folgende Bemerkung gebraucht.

4.2.3 Bemerkung
Fiir einen A-Modul M gilt:

Me = Homy(eA, M)

als Vektorraume.
Beweis:
Man definiert zwei k-lineare Abbildungen

f: Me — Homu(eA, M), nd 9° Homg(eA, M) — Me,
ve +— (ea— vea) u ® —  p(e).
Es ist somit go f =idp. und fog = idHomA(eA,M)~ ([l
4.2.4 Bemerkung
Ist M ein einfacher A-Modul, dann ist Me = {0} oder Me ist einfach.
Beweis:

Ist Me # {0}, so gilt fiir ein 0 # m € Me mit Bemerkung 4.2.2 dann
m(eAe) = (me)Ae = mAe = Me.
(]

4.2.5 Lemma

Der Funktor cond?,, bildet Kompositionsreihen von A-Moduln auf Kompositionsreihen von e Ae-Moduln ab.
Beweis:

Man vergleiche Kapitel II, Korollar (2.9) in [19]. [l

Von Interesse bei dieser Arbeit ist der Umkehrschluss von kondensierten Moduln auf die urspriinglichen Mo-
duln. Dabei sind gewisse Idempotente sehr hilfreich.

4.2.6 Definition

Ein Idempotent e € A heiBt treu, falls Me # {0} ist fiir alle einfachen A-Moduln M. O
4.2.7 Lemma

Es sei e € A ein treues Idempotent, dann gilt:

Ist {M,..., M,} ein vollstindiges Reprisentantensystem einfacher A-Moduln, dann ist {Me, ..., M,e} ein

vollstindiges Reprisentantensystem einfacher e Ae-Moduln. Sind weiter M und M’ einfache A-Moduln, so ist
Me = M'e genau dann, wenn M = M’ ist.

Beweis:

Dieses folgt aus Kapitel II, Korollar (2.14) in [19]. [l

Mit diesem Lemma kann man nun von den Kompositionsfaktoren des kondensierten Moduls auf die Kompo-
sitionsfaktoren des urspriinglichen Moduls, bei Verwendung eines treuen Idempotens, schlielen. Fiir den Rest
des Abschnitts sei A = kG, wobei G eine endliche Gruppe und % ein Korper mit char(k) = p sei. In diesem
Fall kann man einer Untergruppe von G ein Idempotent zuordnen, namlich das zur trivialen Darstellung von H
gehorende Idempotent.
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4.2.8 Definition
Es sei H < G mit p { |H|. Man definiert nun das Idempotent

1
e =eg = — h.
2

Man nennt H eine Kondensationsgruppe und e das triviale Idempotent (zu H) von kG. 0

Bis zum Ende dieses Abschnitts, sei H < G mit p { |H| und e das triviale Idempotent zu H von kG. Der
Hauptgrund, warum Kondensation in dieser Arbeit genutzt wird, ist, dass man Moduln untersuchen mochte, die
zu grof} sind, um sie mit dem Rechner zu behandeln. Mit Hilfe von Kondensation werden diese verkleinert.

Mittels Charakteren kann man vorab die Dimension eines kondensierten Moduls berechnen und entscheiden,
ob die Kondensationsgruppe passend gewaihlt ist, also ob der kondensierte Modul auch nicht zu grof} ist. Zudem
ist es besonders niitzlich, erfahren, ob einfache Moduln bei der Kondensation verschwinden oder nicht, also zu
entscheiden, ob das zur gewihlten Untergruppe gehorende Idempotent treu ist.

4.2.9 Lemma
Es sei M ein kG-Modul und k ein Zerfallungskorper fiir £H. Dann gilt

dimg(Me) = (1, om L1)m-

Hierbei ist ¢, der von M bewirkte Brauercharakter und (, ) i das gewohnliche Skalarprodukt auf Irr(H ) ist.
Beweis:
Nach Bemerkung 4.2.3 gilt Me = Homyq(ekG, M). Es ist

ekG = 1y ®@pm kG = 1y 19 .
Mit der Frobenius-Reziprozitit (siehe Satz 10.8 in [4]) folgen dann die Isomorphien der Vektorraume:
Me = Homyq (ekG, M) = Hompe (1 1€, M) = Homygr (e, M | 5r)

Da char(k) { |H| ist, liegt der halbeinfache Fall vor. Damit ist ¢ s |z ein gewdhnlicher Charakter. Insgesamt
folgt
dimy (Me) = dimy,(Hompy (1kw, M Lkw)) = (Lo, om Lo)n-

O

Die Hauptschwierigkeit bei der Anwendung von Kondensation liegt nun darin, Erzeuger fiir die kondensierte
Algebra eAe zu finden, und zwar so, dass die Erzeugermenge moglichst klein ist, damit die Rechnungen auch
moglich sind und nicht alle Speicherkapazititen sprengen. Wihrend es fiir die Gruppenalgebra kG einfach ist,
ein minimales Erzeugendensystem anzugeben —es reichen Erzeuger der Gruppe G aus-— so ist es fiir die konden-
sierte Algebra schwieriger. In den meisten Fillen erzeugen die kondensierten Erzeuger der Algebra nicht die
ganze kondensierte Algebra, sondern nur eine Unteralgebra. Dieses Problem wird allgemein als Erzeugnispro-
blem bezeichnet. Hat man namlich nur ein Erzeugendensystem fiir eine echte Unteralgebra von e Ae, so konnen
bei der Betrachtung eines kondensierten Moduls M e Informationen verloren gehen, so dass man nicht ganz auf
den Modul M zuriickschlieBen kann. Im letzten Teil dieses Abschnitts wird ein Kriterium angegeben, mit dem
man iiberpriifen kann, ob eine Menge von Elementen der kondensierten Algebra diese auch erzeugt. Zunéchst
wird ein Erzeugendensystem von ekGe angegeben.

4.2.10 Definition
Fiir X C kG sei eXe := {exe |z € X}. O

4.2.11 Lemma

Es sei © C G ein Vertretersystem der H\G/H-Doppelnebenklassen. Dann ist e€e eine k-Basis von ekGe.
Beweis:

Die Behauptung folgt mit Satz (2.3) aus Kapitel IV in [19]. ]

Das in Lemma 4.2.11 angegebene Erzeugendensystem ist aber im allgemeinen viel zu grof3, um von prakti-
schem Nutzen zu sein.

Zum Beispiel wurde in dieser Arbeit fiir F2Sg als Kondensationsgruppe H = ((1,2,3)(4, 5,6)) genutzt. Mit
Lemma 4.2.11 erhidlt man nun ein Erzeugendensystem mit 4496 Elementen. Diese Grofie erschwert oder ver-
hindert sogar eine rechnerische Behandlung. Doch mit Hilfe des folgenden Lemmas konnte in diesem Fall ein
Erzeugendensystem mit 4 Elementen gefunden werden.
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4.2.12 Lemma

Es sei & C ekGe und (€) das k-Algebrenerzeugnis von £. Existiert ein 0 # v € lgy < liy 1¢ e mit
v{(E) = 1m 19 e, dann ist (£) = ekGe.

Beweis:

Man vergleiche Kapitel IV, Korollar (5.11) in [19]. U

Um nun Erzeuger zu finden, wurde in dieser Arbeit die Methode des ,,Jm Triiben Fischen “angewandt. Das
heif3t, es wurden zufillig Elemente der Gruppenalgebra generiert. Dann wurde nachgepriift, ob diese Elemente
die Bedingung von Lemma 4.2.12 erfiillen. Somit konnten relativ kleine Erzeugendensysteme bestimmt werden.
Im allgemeinen ist diese Methode, um Erzeuger zu finden, nicht handlich, da die Dimension des kondensierten
Permutationsmoduls 17 7€ e nicht zu groB werden darf.

4.3 Probleme und Kniffe

In diesem letzten Teil des Kapitels wird noch auf rechnerische Probleme aufmerksam gemacht, die bei den
Berechnungen auftraten. Weiterhin werden die Methoden vorgestellt, mit denen diese Probleme gelst werden.
Welche Methode bei welchem Fall angewandt worden ist, ist in Abschnitt 4.4 festgehalten. In diesem Abschnitt
sei k ein endlicher Korper, G eine endliche Gruppe und A = kG.

Eine Schwierigkeit bei der Kondensation besteht darin, treue Kondensationsgruppen zu finden. In einigen Fillen
ist dies nicht gelungen. Es konnten aber immer ,,fast“ treue Idempotente gefunden werden.

4.3.1 Definition

Es sei B ein Block von G. Dann heift ein Idempotent e € A treu auf B, falls Ve # {0} ist fiir alle einfache
Moduln, die im Block B liegen. Ist weiter M ein Modul und M = M; & ... ® M, eine Zerlegung von M in
unzerlegbare Moduln, dann seinen

Mp:= P MuwdMp:= fH M.
i,M; liegtin B 4, M liegt nichtin B

Damit ist M = Mp & Mp:. O

Es konnten aber immer Gruppen gefunden werden, die jeweils treu auf einem Block sind. Ist e ein Idempotent,
das treu auf B ist, so kann man von einem Modul M den kondensierten Modul M ge betrachten. Somit kann
man auch mit nichtreuer Kondensation Informationen tiber M erhalten, falls man insgesamt fiir jeden Block ein
treues Idempotent findet.

Ein weiteres Problem war, dass manchmal die Zerlegungen auch von kondensierten Moduln nicht berechnet
werden konnten. Um das Programm decomp zu benutzen, welches die Zerlegung berechnet, muss der En-
domorphismenring des zu zerlegenden Moduls vorliegen (vgl. dazu Abschnitt 4.1). Der Endomorphismenring
wird mit dem Programm mkhom berechnet. Bei einigen kondensierten Produkten brach mkhom ab, da wegen
ihrer Grofle zuviel Speicher (> 2 GB) benoétigt wurde. Ein anderes Problem war, dass in einigen Féllen nicht
alle Peakworter der linksreguldren Darstellung des Endomorphismenrings des Moduls berechnet wurden. Die
aufgetretene Problematik mit den Peakwortern wird im Folgenden etwas néher erldutert. Zuerst wird erklért,
was iberhaupt ein Peakwort ist.

4.3.2 Definition

Es seien Sy,...,S, eine Menge von paarweise nicht isomorphen einfachen A-Moduln. Weiter sei D; :=
Enda(S;) , fir 1 < ¢ < r. Ein Element w; € A heifit Peakwort von A zu S; relativ zu S, ..., S,, falls
es die folgenden Bedingungen erfiillt:

e Kerng, (w;) = {0} fiiralle j #iund 1 < j <,

e dimy(Kerng, (w;)) = dimg(D;) und

e Kerng, (w;) = Kerng, (w?).
Wobei mit Kerng, (w;) der Kern der linearen Abbildung

s = sw;

bezeichnet wird. O
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Um die Zerlegung eines Moduls M mit decomp zu berechnen, benotigt man den Kopf der linksreguldren
Darstellung des Endomorphismenrings des Moduls ¢€ (man vergleiche Abschnitt 4.1). Das Programm rad,
welches die Radikalreihe eines Moduls berechnet, braucht Peakworter aller Kompositionsfaktoren des Moduls
(vgl. Abschnitt (2.4) in [21]). Peakworter werden mit dem Programm pwkond bestimmt. Dieses Programm
geht folgendermaBlen vor. Es generiert systematisch fiir jeden einfachen Konstituenten des Moduls Elemen-
te der Algebra, sogenannte Worte, und untersucht, ob diese Elemente die Bedingungen aus Definition 4.3.2
erfiillen. Demnach schnellt die Rechenzeit in die Hohe, falls der Modul viele nichtisomorphe einfache Konsti-
tuenten hat. Durch Aufteilen des Moduls M in kleinere direkte Summanden, konnte dieses Problem umgangen
werden. Dadurch werden ndmlich die auftretenden Endomorphismenringe kleiner. So wird die Berechnung der
Peakworter erleichtert.

Das Aufteilen eines Moduls wird mit Hilfe eines Endomorphismus realisiert, da in diesem Fall der Endomor-
phismenring vorliegt. Mit diesem Endomorphismus kann man gem#f dem Lemma von Fitting 1.4.3 eine direkte
Zerlegung des Moduls in kleinere Moduln berechnen.

Fiir eine blockweise Zerlegung eines Moduls mit Hilfe seines Kopfes wird folgendes Lemma benutzt.

4.3.3 Lemma
Es sei M ein A-Modul mit M = M’ @ M"' dann gilt:

rad(M) = rad(M") @ rad(M").

Beweis:
Man vergleiche Seite 118, Aufgabe 11 in [4]. U

Falls nun der Endomorphismenring des Moduls nicht vorliegt aber man den Kopf des Moduls hat, so kann man
den Modul auf eine andere Weise in kleinere Moduln zerlegen. Man zerlegt den Kopf blockweise und erhilt
dann mit Nakayamas Lemma 1.3.7 eine blockweise Zerlegung des Moduls. Dies wird im Folgenden niher
erlautert.

Ist nun B ein Block von G, so hat man

M/rad(M) = (M/rad(M))g ® (M/rad(M))p
und andererseits ist M = Mp & Mp,. Mit Lemma 4.3.3 folgt dann
M/rad(M) = Mp/rad(Mp) ® Mp//rad(Mp/).

Somit ist
(M/rad(M))p = Mp/rad(Mpg) und (M/rad(M))p = Mp//rad(Mp/). 4.1)

Das Programm rad berechnet, mit der Option —H, zu jedem einzelnen einfachen Summanden S des Kopfes
von M Vektoren {vy,...,v,},s0dass N = (v; | 1 <7 <n), mitS = N/rad(N)und N < M ist. Fasst man
nun die Vektoren von allen einfachen Summanden von (M/rad(M))p, also alle Vektoren von M/ rad(M)
die zu einfachen Summanden zum Block B gehoren, zusammen, so kann man dann mit diesen Vektoren wegen
Lemma 1.3.7 und (4.1) den Modul Mp erzeugen. Mit den iibrigen Vektoren kann man dann Mp/ erzeugen.
Das Programm z sp erzeugt mit den Vektoren die entsprechenden Moduln.

Die Zerlegung von Tensorprodukten, bei denen ein Faktor projektiv ist, gestaltet sich einfacher. Nach Lemma
1.10.6 ist das Tensorprodukt auch projektiv. In diesem Fall zerlegt sich das Produkt in PIMs. Hat man die
gewohnliche und die modulare Charaktertafel zur Verfiigung, so kann man mit Hilfe der Zerlegungszahlen alle
Charaktere der PIMs bestimmen. Mit dem GAP-Programm Decomposition kann man dann die Zerlegung
des Produktes durch Zerlegung des Produktes der Charaktere in die Charaktere der PIMs bestimmen.

4.4 Angewandte Kondensation

In den folgenden Abschnitten, wird angegeben, in welchen Fillen Kondensation genutzt wurde, welche Kon-
densationsgruppe und welche Algebrenerzeuger fiir die kondensierte Algebra genutzt wurden. Weiter wird
auch angegeben, welche genaueren Verfahren zur Berechnung der Zerlegung angewandt werden. Die genutzen
MeatAxe-Programme zur Kondensation sind: pwkond, precond und tcond.
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Die nun folgenden Bezeichnungen werden in diesem gesamten Abschnitt benutzt. Das kondensierte Tensorpro-
dukt von M ® N, wird mit tk M @ N bezeichnet. Als Erzeuger von S,, werden standardméBig a := (1, 2) und
b:=(1,2,...,n) genutzt. Damit seien dann:

zl:=a Z1l:=axb
z2:=b Z2:=1b

23 :=z1%22 Z3:=7Z1%x 72
20 := 23 % 22 Z0:=Z3 % 42
z4 = 23 % 20 Z4:=73% 70
zb:=23x%z4 Z5:= 7374
26 := 23 % 25 726 :=2Z3%x75
27 :=z4 % 25 2T :=Z4% 75
28 1= 23 % 26 Z3:= /3% 76
29 := 27 % 20 729 :=277%Z0

211 := z4 % 20 Z11:=7Z4%x Z0
210 := 211 % 25 Z10:=Z11x Z5

44.1 TF,Ss

Es wird die Zerlegung des Produkt 64a ® 64a berechnet. Als treue Kondensationsgruppe wird die Gruppe K :=
((1,2,3)(6,7,8)) der Ordnung 3 genommen. Das kondensierte Produkt hat Dimension 1368. Die genutzte
Erzeugermenge von eFySge ist {a, b, b?aba, b>abab—*}. Die Dimensionen der kondensierten einfachen Moduln
sind:

Einf. Moduln | 17 | 6a | Sa | 14a | 40a | 64a
Dim. Kond. 1 2 4 4 12 20

442 [3Ss

Es wird die Zerlegung von 90a ® 90a berechnet. Da 90a projektiv ist, kann man die Zerlegung mittels der
Zerlegungsmatrix berechnen. Interessant war nur, wie die PIMs 135a und 135b aufgebaut sind, da diese bis
dahin nicht aufgetreten waren. Als treue Kondensationsgruppe wird K := ((1, 3,4,5,6,7,8)) genommen, die
Dimension des kondensierten Moduls ist 1158. Erzeuger der kondensierten Algebra sind {22, 210, z11}. Dies
ergibt dann fiir die Dimensionen der kondensierten Einfachen:

Einf. Moduln | 17 | 1= | 7a | 7b | 13a | 13b | 21a
Dim. Kond 1 1 1 1 1 1 3

Einf. Moduln | 21b | 28a | 28b | 35a | 35b | 90a
Dim. Kond 3 4 4 5 5 12

443 F.Sy

Durch Kondensation wird die Zerlegung der fehlenden Produkte 40a ® 160a, 48a ® 160a, 78a ® 78a, 78 ®
160a und 160a ® 160a bestimmt. Es werden zwei Wege eingeschlagen. Fiir die Produkte 40a ® 160a, 48a ®
160a und 78a ® 78a wird die treue Kondensationsgruppe K := ((1,2,3,4,5,6,7)) und als Erzeuger der
kondensierten Algebra die Menge {ab, ab?, ab®a?b, ab’*a?b, bab®ab, b*ab?a?b} genommen. Die Dimensionen
der kondensierten Moduln lauten dann:

Einf. Moduln | 17 | 8a | 16a | 26a | 40a | 48a | 78a | 160a
Dim. Kond. 1 2 2 4 4 6 12 22

Die kondensierten Produkte haben die Dimensionen

tk40a ® 160a | tk48a ® 160a | tk78a ® 78a
Dim. 912 1098 870
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Fiir 78a ® 160a und 160a ® 160a sind die mit K kondensierten Moduln noch zu grof3. In beiden Fillen
konnte der Endomorphismenring nicht berechnet werden. Da F2Sg nur zwei Blocke hat, werden nun zwei
Kondensationsgruppen genutzt. Beide sind nicht treu fiir F2Sg, aber jeweils fiir einen Block. Das heift, dass ein
Block existiert, dessen zugehdrigen einfachen Moduln bei der Kondensation nicht verschwinden. Die Gruppe
K :=1{((1,2,3,4,5,6,7,8,9)) kondensiert treu im Hauptblock. Als Erzeuger fiir die kondensierten Algebra
werden {Z1,73,74,75,76,77,78, Z9} genutzt. Damit erhilt man die Dimensionen:

Einf. Moduln 17 | 8a | 16a | 26a | 40a | 48a | 78a | 160a
Dim. Kond. K 1 0 2 2 4 6 18 18
Block 1 2 1 1 1 2 1 2

Die Dimensionen von tk 78a ® 160a ist 1388 und die Dimension von tk 160a ® 160a ist 2846. Von tk 160a ®
160a konnte der Endomorphismenring nicht berechnet werden, da zuviel Speicherplatz benétigt wird. Somit
kann dann auch die Zerlegung auf diese Weise nicht berechnet werden.

Die Gruppe K := ((1,2,3), (4,5,6, 7,8)) kondensiert nicht treu im Hauptblock, aber dafiir im anderen Block.
Als Erzeuger der kondensierten Algebra dienen {Z3, Z6, Z7, Z10}. Man erhilt die Dimensionen:

Einf. Moduln 17 | 8a | 16a | 26a | 40a | 48a | 78a | 160a
Dim. Kond. K5 1 2 0 0 2 4 6 8
Block 1 2 1 1 1 2 1 2

Damit hat tk 78a ® 160a die Dimension 816 und tk 160a ® 160a die Dimension 1760. Von diesen kann die
Zerlegung nun bestimmt werden.

Um die Zerlegung von 160a ® 160a zu bekommen, wird die zum Nicht-Hauptblock gehorende Komponente
des kondensierten Moduls unkondensiert, mit dem Programm zuk. Dann wird damit eine Darstellung der zum
Hauptblock gehdrenden Komponente durch zsp —qg , womit die Darstellung auf dem Quotienten bestimmt
wird, berechnet. Diese Darstellung der zum Hauptblock gehdrende Komponente wird dann mit K; kondensiert.
Damit erhédlt man Modul der Dimension 1748. Die Zerlegung des Moduls konnte dann berechnet werden.
Insgesamt bekommt man so die komplette Zerlegung von 160a ® 160a.

444 F3Sy

Hier fehlen die Zerlegungen der Produkte 35a ® 189a, 41a ® 189a und 189a ® 189a. Als treue Kondensations-
gruppe wird hier K := ((3,4)(7,8),(2,5)(6,9), (1,2,6,9,5)), mit | K| = 20 und als Erzeuger der kondensier-
ten Algebra {21, 22, 24, Z8, (ab)*bab? (ab)3b, (ab®)3b} genutzt. Die Dimensionen der kondensierten Einfachen
sind dann:

Einf. Moduln | 1t | 1= | 7a | 76 | 21a | 216 | 27a | 270
Dim. Kond. 1 1 1 1 1 1 5 5
Block 1 1 1 1 1 1 2 3
Einf. Moduln | 35a | 35b | 41a | 41b | 162a | 162b | 189a | 189b
Dim. Kond. 1 1 8 8 5 5
Block 1 1 1 1 4 5 3 2
Die Dimensionen der kondensierten Produkte sind
tk35a ® 189a | tk41l ® 189a | tk 189a ® 189a

Dim. 345 371 1825

Um die Zerlegung von tk 189a ® 189a zu bestimmen, wird eine Zerlegung des Kopfes nach den Blocken
berechnet, da der Endomorphismenring nicht berechnet werden konnte.

Zuerst wird der Kopf mit dem Programm rad -H bestimmt. Durch Zusammenfassen aller Konstituenten des
Kopfes, die nicht zum Hauptblock gehoren, kann dann der Teil des Moduls berechnet werden, der nicht zum
Hauptblock gehort. Dies geschieht mit zct. Mit zsp wird der entsprechende Modul erzeugt. Dieser Modul hat
Dimension 889. Fasst man alle Konstituenten des Kopfes zum Hauptblock zusammen, so erhélt man ein Modul
der Dimension 936. Mit der Zerlegung dieser beiden Moduln gelangt man dann zur Gesamtzerlegung.
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445 [5Sy

Die Kondensationsgruppe ist K := ((1,8,2)(3,7,6), (1,8,5,2)(3,7)) der Ordnung 24. Allerding ist K nicht
treu. Bei der Kondensation mit K verschwindet nur 70a.

Da 70a ein projektiver, einfacher Modul ist, kann seine Vielfachheit in den betrachteten Produkten mit Hilfe von
GAP berechnet werden. Mit der Kondensation und den Informationen iiber 70a kann man dann die Zerlegun-
gen angeben. Als Erzeuger der kondensierten Algebra dienen z1, z11. Man erhilt die folgenden Dimensionen:

Einf. Moduln 1t 1~ 8a 8b 2la 21b 27a | 27b | 28a
Dim. Kond. 1 1 3 3 1 1 4 4 3
Block 1 2 3 4 5 5 5
Einf. Moduln | 28b 34a 34b 56a 56b 70a 83a | 83b | 105a
Dim. Kond. 3 2 2 1 1 0 5 5 5
Block 3 3 4 1 2 6 2 1 7
Einf. Modul | 105b | 120a | 120b | 133a | 133b | 134a | 134b
Dim. Kond. 5 4 4 3 6 6
Block 8 9 10 1 2 3 4

Die Dimensionen der kondensierten Produkte sind:

® 83a | 133a | 134a
o6a - 318 | 309
83a | 292 | 450 | 465
133a - 759 | 738
134a - - 750

44.6 F,Sy

In diesem Fall wird die treue Kondensationsgruppe K := ((1,2)(3,7)(4,8)(6,9),(1,4)(6,9)) der Ordnung 8
zur Kondensation genutzt. Erzeuger der kondensierten Algebra sind

{27, 28,210, z11}.

Die Dimensionen der Kondensierten lauten:

Einf. Moduln | 17 1~ 8a 8b 19a 19b | 28a | 28b | 42a | 42b
Dim. Kond. 1 1 3 3 4 4 4 4 4 8

Einf. Moduln | 42c¢ | 47a | 47b | 56a | 56b | 70a | 84a | 84b | 10la | 101b
Dim. Kond. 8 8 8 5 5 6 13 13 13 13

Einf. Modul | 105a | 1056 | 115a | 115b | 168a | 168b | 189a | 189b
Dim. Kond. 15 15 13 13 22 22 19 19

Die Grade der Produkte sind:

® 101a | 115a
47a - 674
101a | 1285 | 1447
115a - 1660

44.7 2859

Zur Kondensation wird hier die treue Kondensationsgruppe
K :=1((2,6,3)(4,7,9),(1,5,8)(2,6,3)(4,9,7))

der Ordnung 9 benutzt. Als Erzeuger der kondensierten Algebra dienen {z11, Z4, Z11}. Die kondensierten
einfachen Moduln haben folgende Dimensionen:

Einf. Moduln | 1T | 8a | 16a | 26a | 48a | 128a | 160a | 198a | 200a | 768a
Dim. Kond. 1 2 4 2 6 20 16 18 20 84

Die Dimensionen der kondensierten Produkte sind:
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& 128a | 160a | 198a | 200a
16a - - 336 | 344
26a | 364 | 464 | 576 | 580
48a | 684 | 852 | 1056 | 1068
128a | 1864 | 2264 | 2784 | 2824

160a | - | 2848 | 3528 | 3560
198a | - — [ 4380 | 4416
2000 | - - -~ [ 4456

Die Zerlegung von tk 198a®198a, tk 198a®200a und tk 200a®200a wird hier durch die Zerlegung des Kopfes
nach den Blocken gefunden, da auch in diesem Fall die Moduln zu grof sind um ihre Endomorphismenringen zu
bestimmen. In diesen drei Fillen werden die Modul in dem zum Hauptblock gehdrdenen Teil und den restlichen
Teil zerlegt. Dazu wurde diegleiche Methode wie im Fall 160a ® 160a in F2Sg benutzt. Diese Moduln konnten
dann ohne weiter Probleme zerlegt werden. Die Dimensionen davon sind in der folgenden Tabelle:

tk198a ® 198a | tk198a ® 200a | tk 200a ® 200a
Hauptblock 3148 3100 3328
Rest 1232 1316 1128

448 F3Si0

Es werden zwei Kondensationsgruppen verwendet. Hier tritt das Problem auf, dass das Programm pwkond
nicht alle Peakworter fiir die linksreguldre Darstellung des Endomorphismenring findet. Die Peakworter wer-
den zur Berechnung des Radikals der linksregulidren Darstellung benétigt. Dies Problem konnte zu einem Teil
durch die zweite Kondensationsgruppe gelost werden und zum anderen Teil durch eine Zerlegung des Mo-
duls nach dem Lemma von Fitting. Mit der zweiten Kondensationsgruppe werden die kondensierten Moduln
kleiner; dies reicht fiir einen Teil der Produkte aus, um die Zerlegung, und insbesondere die Peakworter zu
berechnen. Durch die Zerlegung nach Fitting, bei geeigneter Wahl des Endomorphismus, kann die Berechnung
der Peakworter erleichtert werden, falls die beiden Teilmoduln aus der Fittingzerlegung jeweils weniger ver-
schiedene Kompositionsfaktoren haben.

Die erste treue Kondensationsgruppe ist K1 := ((3,7,5,6,8), (1,4)(3,8,5,6)) der Ordnung 20. Erzeuger der
kondensierten Algebra sind 22 und 210.

Die zweite genutzte Gruppe ist K2 := ((1,3,4,9)(2,10,7,5),(1, 3,4,9)(2,8,10,7)) der Ordnung 40. Erzeu-
gersind {Z1, 72, Z3, Z4, Z10}. Die Grade der kondensierten Einfachen lauten dann:

Einf. Moduln 1t 17 | 9a 90 34a | 34b | 36a | 36D | 4la | 41b | 84a
Dim. Kond. K 1 1 4 4 6 6 6 6 2 2 4
Dim. Kond. K> 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Einf. Moduln | 84b | 90a | 90b | 126a | 126b | 224a | 224b | 279a | 279b | 567a | 567b
Dim. Kond. K; | 4 7 7 1 1 7 7 13 13 27 27
Dim. Kond. Ky | 2 5 5 1 1 3 3 7 7 11 11

K wird fiir die folgenden Produkte genutzt:

& 90a | 126a | 224a | 279a
34a - - 340 | 490
36a - - 370 508
41a - - 440 596
84a | 374 - - -
90a | 459 | 517 953 | 1305
126a - - 1467 | 1723

Fiir die folgenden Produkte wird Ko genutzt:

® 84a | 126a | 224a | 279a
84a | 180 | 262 | 470 | 582
126a - 433 - -
224a - - 1293 | 1537
279a - - - 1977
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Bei tk 84a®224a, tk 126a®126a, tk 224a®224a und tk 279a®279a ergeben sich bei der Kondensation mit K5
weiterhin Probleme bei der Zerlegung. Die Peakworter der linksreguldren Darstellung des Endomorphismen-
rings konnten nicht vollstdndig berechnet werden. Gemifs dem Lemma von Fitting wurden die kondensierten
Produkte in zwei Untermoduln zerlegt.

Der Modul tk 84a®224a wurde in zwei Untermoduln der Dimension 225 und 245 zerlegt. Die zwei Moduln der
Zerlegung von tk 126a ® 126a haben Dimension 73 bzw. 360. Der Modul tk 224a ® 224a konnte in zwei Mo-
duln der Dimensionen 424 und 869 zerlegt werden. Und tk 279a ® 279a ist die direkte Summe zweier Moduln
mit Dimension 263 und 1714. Diese Moduln konnten dann wie gewohnt in Unzerlegbare zerlegt werden.

449 F5Si0

Die genutzte Kondensationsgruppe ist K := ((3,9)(4, 6), (2,10)(3,4,9,6,8,7)) der Ordnung 36. Erzeuger der
kondensierten Algebra sind {23, z4, 27, 28, 29}. Die Dimensionen der kondensierten Einfachen sind:

Einf. Moduln | 17 1~ 8a 8b 28a | 28b | 34a | 34b | 35a
Dim. Kond. 1 1 2 2 2 2 1 1 6
Block 1 1 1 1 1 1 1
Einf. Moduln | 350 | 55a¢ | 55b | 56a | 56b | 70a | 7ba | 75b | 155a
Dim. Kond. 6 1 1 2 2 2 8 8 3
Block 3 2 3 1 1 1 4
Einf. Moduln | 155b | 160a | 160b | 217a | 217b | 225a | 225b | 266a | 300a
Dim. Kond. 3 12 12 6 6 10 10 2 8
Block 2 3 2 1 1 6 7 1 8
Einf. Modul | 3000 | 350a | 3500 | 450a | 4500 | 525a | 525b
Dim. Kond. 8 11 11 13 13 11 11
Block 9 10 11 12 13 14 15

Damit ergibt sich dann fiir die Dimensionen der kondensierten Produkte:

& 155a | 160a | 217a | 266a
28a 112 178 154 192
34a 153 140 217 224
35a 136 252 199 219
55a 251 226 350 | 400
56a 222 274 312 | 422
70a 274 308 392 540
155a | 693 652 962 | 1146

160a - 904 | 920 | 1112
217a - - 1347 | 1592
266a - - - 2024

Bei den Produkten tk 155a ® 155a, tk 155a ® 266a und tk 266a @ 266a musste mit einer Zerlegung nach
Fitting nachgeholfen werden, da in diesen drei Féllen nicht alle Peakworter der linksregulédren Darstellung des
Endomorphismenrings gefunden wurden. Der Modul tk 155a ® 155a wurde in Moduln mit Dimension 285
bzw. 408 zerlegt. Weiter konnt tk 155a ® 266a in zwei Moduln der Dimensionen 634 und 512 zerlegt werden.
Der Modul tk 266 @ 266 wurde in Moduln der Dimension 1417 und 607 zerlegt. Von diesen kleineren Moduln
konnte dann jeweils die Zerlegung berechnet werden.
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Anhang A

Ergebnisse

Al hy(S,)

In diesem Abschnitt wird h,(S,,) eingefiihrt, sowie die Ergebnisse fiir 7,(S,,) aus den Berechnungen angege-
ben. Es sei k ein Korper mit char(k) = p > 0 und weiter sei G eine endliche Gruppe mit p | |G|, insbesondere
ist damit kG nicht halbeinfach.

A.1.1 Definition und Bemerkung
Mit O, (G) wird die maximale, normale p-Untergruppe von G bezeichnet. Weiter sei G := G/O,(G). Damit
definiere

hy(G) :=min{n > 0| (kG/J(G))®™ enthilt P(¢) als direkten Summanden},

wobei J(G) das Jacobson-Radikal von kG ist und P(g) der PIM zum trivialen Modul von kG ist. Weiter ist
hp(G) wohldefiniert und hiangt nur von der Charakteristik von k ab.

Beweis:

Nach Lemma 1.10.5 hat kG den treuen Modul M = S; & ... 8 S;, wobei S1, . .., S; die einfachen kG-Moduln
sind. Dann folgt mit Satz 1.10.4, dass ein n € N existiert, so dass P(e) ein direkter Summand von M ®©™ ist.
Also ist hy(G) < n. Dass h,(G) nur von der Charakteristik von k abhéngt, folgt aus der Bemerkung nach
Korollar (4.2) in [3]. O

A.1.2 Bemerkung

Ist O,(G) = {1}, dann ist der PIM zum trivialen kG-Modul ein direkter Summand eines Tensorprodukts von
hp(G) einfachen kG-Moduln. Fiir 5 < n ist dann insbesondere O, (S,,) = {1}, da A,,, die alternierende Gruppe
auf n Punkten, einfach ist fiir 5 < n.

Ist O, (G) # {1}, dann muss ein PIM nicht ein direkter Summand von Tensorprodukten einfacher kG-Moduln
sein. Dazu ein Beispiel.

Die Gruppenalgebra FyS, hat zwei einfache Moduln D®) und DY) und zwei PIMs beide mit Dimension 8.
Nach Berechnungen mit der MeatAxe gilt

DBV~ pBY g pr

mit @
M= g<4>
und
DBV @ M = DEY ¢ DB,
Somit kommt kein PIM von F5 S, als Tensorprodukt einfacher Moduln vor. O

Ab jetzt sei G eine Gruppe mit O, (G) = {1}. Die folgenden Lemmata erleichtern die Bestimmung von h,(G).

A.1.3 Lemma

Ist 0 < m € N die kleinste Zahl, so dass ein Tensorprodukt von m einfachen £G-Moduln einen projektiven
Summanden hat, dann ist h,(G) = m + 1.

Beweis:

Siehe Korollar 3.11 in [3]. O

65
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A.1.4 Lemma

kG hat genau dann einen einfachen, projektiven Modul, wenn h,,(G) = 2.

Beweis:

Siehe Korollar 3.10 und Korollar 4.2 in [3]. U

Mit dem folgenden Satz kann man h,(S,,) mit Hilfe alternierenden Gruppe A,, fiir 2 < pund 5 < n bestimmen.

A.1.5 Satz
Es sei N ein Normalteiler von G. Dann gilt:

o hp(N) < hy(G)
e Fallsp 1[G : N]ist hy(N) = hy(G).

Beweis:
Siehe Satz 4.6 in [3]. [l

A.1.6 Korollar
Es sei 5 < n. Dann gilt:

Ist weiter 5 < p so gilt:

Beweis:
Die erste Behauptung folgt aus Satz 4.4 in [3]. Nach Korollar 4.5 in [3] gilt h,(A,) < 2. Mit Satz A.1.5 gilt
hp(Ap) = hp(Sy). Nun folgt die zweite Behauptung mit der ersten Behauptung. O

A.1.7 Bemerkung
Ist 5 < n und hat kS, keinen projektiven, einfachen Modul, dann ist 3 < h,(S,,).

Beweis:
Dies folgt aus Lemma A.1.4 und Korollar A.1.6. (]

Fiir p = 2,3 und 2 < n < 13 sind die Werte von h,(S,,) in der folgenden Tabelle aufgelistet.

’ n ‘ h2(8n) ‘ hS(Sn) ‘
2 1 -
3 2 1
4 2 2
5 3 2
6 2 2
7 3 3
8 3 2
9 3 2
10 2 2
11 > 2 3
12 > 2 2
13 > 2 > 2

Fiir 11 < n < 13 kann man der gewohnlichen Charaktertafel entnehmen, ob kS, einen projektiven, einfachen
Modul hat oder nicht. Weiter ist im Fall p = 3 und n = 11 der PIM zum Modul D(®%1) ein direkter Summand
des Produktes D(®-?) @ D("4)_ Dies folgt aus Berechnungen mit der MeatAxe.
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A.2 Legende und Bemerkungen

In folgendem Teil werden die berechneten Zerlegungen der Tensorprodukte einfacher Moduln von ), S,,, wobei
F, der Korper mit p Elementen ist, aufgefiihrt. Die Zerlegungen wurden komplett fir 5 < n < 9 mitp | |S,|
und fiir n = 10 mit p = 2, 3, 5 berechnet.

Die Ergebnisse sind in drei Tabellenarten aufgelistet. In der ersten stehen die einfachen Modul, deren Be-
zeichnungen sich aus der MeatAxe-Konvention, Dimension des Moduls plus einem Buchstaben, ergeben. Der
triviale Modul, wird mit 1+ und der Signumsmodul mit 1~ bezeichnet. Dabei steht noch die entsprechende
Partition, darunter der Block und der p-Potenzanteil der Dimension. Ist der Modul zu einem anderen assoziiert,
so wird das auch festgehalten. Der Block 1 bezeichnet immer den Hauptblock.

Zum Beispiel ist bei F2S5 der Modul 4a ein vierdimensionaler einfacher Modul. Die zugehorige Partition ist
(4,1), das heift 4a = D), weiter liegt der Modul in Block 2 und 2 ist der Potenzanteil der Dimension.

In der zweiten Tabellenart werden die unzerlegbaren, nichteinfachen Moduln, die in den Zerlegungen der Pro-
dukte vorkommen, festgehalten. Die Bezeichnung richtet sich auch hier nach der Dimension. Ist der Modulname
unterstrichen, so heifit das, dass der Modul uniseriell ist. Desweiteren wird noch der Sockel, das Radikal und
die Loewylidnge des Moduls und der p-Potenzanteil seiner Dimension angegeben. Weiter wird auch noch ange-
geben ob der Modul projektiv ist.

Zum Beispiel ist der Modul 16b im Fall F2S¢ ein 16-dimensionaler Modul, der uniseriell ist, als Sockel und
Radikal den trivialen Modul, die Loewyldnge 7 und 4 als 2-Potenz hat. Zudem ist er nicht projektiv.

Die Zerlegungen der Tensorprodukte stehen dann in der dritten Tabellenart. Die Spalten werden durch die
unzerlegbaren Summanden indiziert. In den Zeilen stehen die Vielfachheiten der unzerlegbaren direkten Sum-
manden eines Tensorprodukts. Zusitzlich ist die Blockzugehorigkeit der Summanden angegeben. Mit Lemma
1.10.7 kann man aus diesen Zerlegungen auch jeweils die Zerlegungen der assoziierten Produkte bestimmen.
Aus diesem Grund wurden diese auch nicht berechnet.

Zum Beispiel ist im Fall F3Sg das Produkt 4a ® 4a =2 17 & 6a @ 9a.

Falls eines der Tensorprodukte einfach, halbeinfach oder unzerlegbar ist, so wird dies in einer Bemerkung an-
gegeben.

Das folgende Ergebnis folgt direkt aus der Betrachtung der errechneten Zerlegungen.

A.2.1 Bemerkung

Der Kopf und der Sockel eines unzerlegbaren Summanden eines Tensorprodukts zweier einfacher £S,,-Moduln
miissen nicht isomorph sein.

Beweis:

Man betrachte das Tensorprodukt 16a ® 40a in F2Sg oder 128a ® 198a in FoS1p. O
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Ao3 85
A31 .85
Einf. Moduln | 1t | 4a 4b
Partition O | 41| 32
Block 1 2 1
p-Ant. 0 2 2
Tabelle A.1: Einfache Moduln
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
8a 3 4a 4a 2 p
8b 3 1+ 1+ 5 .
12a 2 1+ 1+ 6
16a 4 4b 4b 7 p
Tabelle A.2: Unzerlegbare Moduln
Bem.:

Unzerlegbares Produkt: 4a ® 4b

A32 F3S85

® 4a | 8a | 8b | 12a | 16a
Block 2 2 1 1 1
4a ® 4a 1 .
da®4b | - . . 1
4b ® 4b . 1 1

Tabelle A.3: Zerlegung der Tensorprodukte

Einf. Moduln | 17 | 1~ da | 4b21" ®4a | 6a
Partition S| 32 | &1 2%4,1) (3,1%)
Block 1 2 2 1 3
p-Ant. 0 0 0 0 1
Tabelle A.4: Einfache Moduln
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
6b 1 iR i 3 P
6¢ 1 1~ 1~ 3 P
9a 2 4a 4a 3 p
9b 2 4b 4b 3 p
Tabelle A.5: Unzerlegbaren Moduln
® 1* [ 6a | 6b | 6c | 9a | 9
Block 1 3 1{2]2]|1
da®4a | 1 1 1 .
4a ® 6a | - 1 . : 1|1
6a ® 6a 1 1|1 1 1

Tabelle A.6: Zerlegung der Tensorprodukte



A3.S5

69

A33 F5Ss

Bem.:

Halbeinfaches Produkt: 3a ® 3a

Einf. Moduln | 17 1~ 3a | 321" ®3a| ba | 521" ®ba
Partition O e | (3,12) (3,2) (22,1
Block 1 1 1 1 2 3

p-Ant. 0 0 0 1 1
Tabelle A.7: Einfache Moduln
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
5c 1 1+ 1+ 3 p
10a 1 3a 3a 3 p
10b 1 3b 3b 3 p
Tabelle A.8: Unzerlegbare Moduln
® 17 [ 3b | 5a | 5b | 5¢ | 10a | 10b
Block 1 1 2 13 1 1 1
3a®3a | 1 1 . .
3a®ba | - . 1 . 1 .
5a ® Ha 1 1 1 1

Tabelle A.9: Zerlegung der Tensorprodukte
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A.4 86
A4l F,S8¢
Einf. Moduln | 1T | 4a 4b 16a
Partition ©®) | 5,1) | 4,2) | 3,2,1)
Block 1 1 1 2
p-Ant. 0 2 2 4
Tabelle A.10: Einfache Moduln
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
160 4 1+ 1+ 7 .
16¢ 4 1+ 1+ 7
48a 4 4b 4b 10 p
48b 4 4a 4a 10 p
80a 4 1+ 1+ 10 )
Tabelle A.11: Unzerlegbare Moduln
Bem.:
Einfaches Produkt: 4a ® 4b
Unzerlegbare Produkte: 4a ® 4a, 4b ® 4b
& 16a | 16b | 16¢ | 48a | 48b | 80a
Block 2 1 1 1 1 1
4a ® 4a . 1
da ® 4b 1 .
4a ® 16a 1 - 1
4b ® 4b . 1 .
4b ® 16a 1 . 1
16a ® 16a 1 1 1
Tabelle A.12: Zerlegung der Tensorprodukte
A42 F3S6
Einf. Moduln | 1T | 1~ da | 4621 ®@4a 6a 9a¢ | 9b =1~ ®9a
Partition ® 136D (3,2,1) 4,15 | 4,2 (22,13
Block 1 1 1 1 1 2 3
p-Ant. 0 0 0 0 1 2 2
Tabelle A.13: Einfache Moduln
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
12a 1 1T 1- 11~ 3 .
24a 1 4a @ 4b da @ 4b 3
27a 3 1+ 1t 5 p
36a 2 4a 4a 5 p
36b 2 6a 6a 5 p

Bem.:

Tabelle A.14: Unzerlegbare Moduln

Unzerlegbare Produkte: 4a ® 6a, 4a ® 9a
Halbeinfache Produkte: 4a ® 4a




A4 Sg

A43 F5Ss

Bem.:

Unzerlegbares Produkt:

® 17 [ 6a | 9a | 9b | 12a | 24a | 27a | 36a | 360
Block 1 1 2 3 1 1 1 1 1
4a ® 4a 1 1 1 .
4a ® 6a . 1 .
4a ® 9a . . 1
6a ® 6a 1 1 1 1 .
6a ® 9a 1 1 . . 1
9a ® 9a 1 . 1
Tabelle A.15: Zerlegung der Tensorprodukte
Einf. Moduln | 17 1= 5a 50 | 5c =17 ®5b | 5d= 1~ ®ba
Partition ® 1221 6D 3» (23) 2,1%
Block 1 1 2 3 4 5
p-Ant. 0 0 1 1 1 1
Tabelle A.16: Einfache Moduln 1/2
Einf. Moduln | 8a | 8 =1~ ® 8a 10a 106 21~ ® 10a
Partition 4,2) 3.,2,1) (4,1%) (3,1%)
Block 1 1 6 7
p-Ant. 0 0 1 1
Tabelle A.17: Einfache Moduln 2/2
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
10c 1 i i 3 P
25a 2 8a 8a 3 p
25b 2 8b 8b 3 p
Tabelle A.18: Unzerlegbare Moduln
5a ® 5b
® 1t | 5a | 5b | 5¢ | 5d | 86 | 10a | 10b | 10c | 25a | 25b
Block 1 2 314 5 1 6 7 1 1 1
5a ® ba . 1 1 1 .
5a ® 5b . . . 1
5a ® 8a . . 1 1 . 1
5a ® 10a . 1 . 1 1 . 1
5b ® bb . . 1 . 1 1 .
56 ® 8a . 1 . 1 . . 1
5b ® 10a . . 1 1 1 1
8a ® 8a 1 1 . 1 1 1 1 1 .
8a ® 10a . 1 1 . . 1 1 . 1 1
10a ® 10a . 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabelle A.19: Zerlegung der Produkte
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A.S 87
AS1 T[Sy
Einf. Moduln | 17 | 6a 8a 14a 20a
Partition T | ®6,1) | 43) | G52 | 421
Block 1 2 2 1 1
p-Ant. 0 1 3 1 2
Tabelle A.20: Einfache Moduln
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
20b 2 6a 6a 3 .
30a 1 17 @ 14a 1T @ 14a 2
32a 5 1+ 1+ 4
32b 5 6a 6a 5
40a 3 20a 20a 2
40b 3 6a 6a 6
48a 4 8a 8a 7 p
64a 6 14a 14a 5 .
78a 1 1T & 20a 1T & 20a 5
80a 4 6a 6a 7 p
80b 4 1t @ 14a 1T @ 14a 5 .
112a 4 20a 20a 6 p
120a 4 14a @ 20a | 14a & 20a 5 .
128a 7 14a 14a 6 P
Tabelle A.21: Unzerlegbare Moduln
Bem.:
Unzerlegbares Produkt: 8a ® 14a
[ ® 6a [ 8a | 14a | 200 | 30a [ 32a | 32b | 40a | 40b | 48a | 64a [ 78a | 80a | 80b | 112a | 120a | 128a |
[ Block | 2 | 2 | 1 2 | 1 [ 1 [ 2 [ [ 22 [ 1 [ 172 T 1 ]
6a ® 6a 1 . . 1 . . . . . A N
6a ® 8a . 1 . . 1 . . . . .
6a ® l4a . . 1 . . 1 . . N
6a @ 20a . 1 . . . . R R
8a @ 8a - - 1 1 - - ~ -
8a ® 14a . . . . .
8a ®20a | - - : I . . ; T
Tda ® 14a | - - 1 - 1 1 1 . . .
14a ® 20a . . . . . 1 .
20a ® 20a 1 . 1

Tabelle A.22: Zerlegung der Tensorprodukte
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AS2 [F3S;
Einf. Mod. | 1t | 1~ 6a | 6b=1" ®6a | 13a | 130621~ ® 13a
Partition | (7) | (4,3) | (6,1) 32,1 (5,2) (3,2,1%)
Block 1 1 2 3 1 1
p-Ant. 0 0 1 1 0 0
Tabelle A.23: Einfache Moduln 1/2
Einf. Moduln 15a 156 =21~ ® 1ba 20a
Partition (5,1%) (3,2%) 4,2,1)
Block 3 2 1
p-Ant. 1 1 0
Tabelle A.24: Einfache Moduln 2/2
M | p-Ant. M/rad(M) soc(M) Loewyl. | projektiv
15¢ 1 1+ 1t 3
27a 3 6b 6b 3 P
27b 3 6a 6a 3 p
28a 0 13b 13b 3 .
28b 0 13a 13a 3
36a 2 15a 15a 3 p
36b 2 15b 150 3 P
42a 1 20a 20a 3
63a 2 13a 13a 5 p
63b 2 13b 13b 5 p
69a 1 13a & 20a 13a & 20a 3 .
90a 2 20a 20a 5 p
98a 0 13a & 13b @ 20a | 13a & 13b & 20a 3 .

Tabelle A.25: Unzerlegbare Moduln
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AS3 [F5S;
Einf. Moduln. | 17 1~ 6a | 6b= 1" ®6a 8a 86=1"®8a | 13a | 136=1" ® 13a
Partition @ | @D | 6,D (22,13 (5,2) 32D (4,3) (3,2%)
Block 1 2 2 1 2 1 1 2
p-Ant. 0 0 0 0 0 0 0 0
Tabelle A.27: Einfache Moduln 1/2
Einf. Moduln | 15a | 15021~ ® 15a | 20a 35a 35b =217 ® 35a
Partition 5,1%> 3,15 4,13 | 4.2 (3,2,1%)
Block 3 4 5 6 7
p-Ant. 1 1 1 1 1
Tabelle A.28: Einfache Moduln 2/2
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
15¢ 1 1+ i 3 p
15d 1 1~ 1~ 3 P
200 1 6a 6a 3 p
20c 1 6b 6b 3 p
35¢ 1 13a 13a 3 P
35d 1 13b 13b 3 p
35e 1 8a 8a 3 p
35f 1 8b 8b 3 p
Tabelle A.29: Unzerlegbare Moduln
Bem.:
Halbeinfache Produkte: 6a ® 8a, 6a ® 20a, 8a ® 13a
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Tabelle A.30: Zerlegung der Tensorprodukte
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Einf. Moduln. | 1T 1~ 5a 5621~ ®5a | 10a | 10b=21- @ 10a | 1l4a 14b
Partition @ | 21 | 3195 (6,1) 4,1%) (5,1%) 35,2 | @3
Block 1 1 1 1 1 1 2 3
p-Ant. 0 0 0 0 0 0 1 1

Tabelle A.31: Einfache Moduln 1/2

Bem.:

Tabelle A.33: Unzerlegbare Moduln

Halbeinfache Produkte: 5a ® 5a, 5a ® 10a, 5a ® 14b, 5a ® 21a, 10a ® 10a

Einf. Moduln | 14c 21~ ®14a | 14d=21- ®14b | 2la | 21621 ® 2la 35a 350~ 1~ ® 35a
Partition (22,13) (4,3) (32, (3,2%) 42,1 (3,2,1%)
Block 4 5 6 7 8 9
p-Ant. 1 1 1 1 1 1
Tabelle A.32: Einfache Moduln 2/2

M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv

7a 1 17 1+ 3 p

21c 1 5a 5a 3 p

21d 1 5b 5b 3 p

35¢ 1 10a 10a 3 p

35d 1 10b 10b 3 p
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A6 Sg
A.6.1 [,Sg
Einf. Moduln | 17 6a 8a 14a 40a 64a
Partition @ | (7,1) | (5,3) | (6,2) | (4,3,1) | (5,2,1)
Block 1 1 1 1 2
p-Ant. 0 1 3 1 6
Tabelle A.35: Einfache Moduln
M | p-Ant. M/ rad(M) soc(M) Loewyl. | projektiv
20a 2 6a 6a 3 .
32a 5 1+ 1+ 4
32b 5 6a 6a 5
36a 2 1t @ 14a 1+ @ 14a 3
48a 4 8a 8a 7
112a 4 40a 40a 6
128a 7 64a 64a 2 p
160a 5 14a 14a 7 .
196a 2 1 @ 14a 1+ @ 14a 9
232a 3 40a 40a 10
320a 6 14a 14a 13
3200 6 6a 6a 10
384a 7 40a 40a 14 P
384b 7 8a 8a 11 P
544a 5 6a & 40a 6a & 40a 10
640a 7 14a 14a 14 p
1088a 6 1" ® 14a @ 14a | 11T @ 14a ® 14a 13
Tabelle A.36: Unzerlegbare Moduln
Bem.:

Unzerlegbare Produkte: 6a ® 6a, 8a ® 14a, 14a ® 14a
Halbeinfaches Produkt: 6a ® 8a
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A.6.2 TF3S5
Einf. Moduln | 17 | 1~ Ta | 021" ®7a | 13a | 13062 1" ®13a | 2la | 2162 1” ® 2la
Partition ® 1@ an 43,1 (6,2) (32,1% 3%22) 6,1%)
Block 1 2 2 1 2 1 3 3
p-Ant. 0 0 0 0 0 0 1 1
Tabelle A.38: Einfache Moduln 1/2
Einf. Moduln 28a 280 =217 ® 28a 35a 356~ 1" ® 35a 90a
Partition (3,2%1) (5,3) 4,2%) (5,2,1) 4,.2,1%)
Block 2 1 2 1 4
p-Ant. 0 0 0 0 2
Tabelle A.39: Einfache Moduln 2/2
M | p-Ant. | M/rad(M) soc(M) Loewyl. | projektiv
27a 3 Ta Ta 3 .
27b 3 7b 7b 3
34a 0 13b 13b 3
49a 0 7b 7b 3
63a 2 21a 21a 3 P
63b 2 21b 21b 3 P
78a 1 35b 35b 3 .
90b 2 13a 13a 5 P
90c 2 13b 13b 5 p
9la 0 28b 28b 3 .
93a 1 1T @ 28b 17 @28 3
99a 2 35a 35a 3
99b 2 35b 35b 3
111a 1 13a & 35a 13a & 35a 3
135a 3 1+ 1+ 5 P
135b 3 1~ 1~ 5 p
140a 0 13b@ 356 | 13b@ 35b 3 .
153a 2 Ta Ta 5 p
153b 2 7b 7b 5 P
162a 4 28a 28a 5 P
162b 4 28b 28b 5 P
225a 2 35b 35b 5 P
225b 2 35a 35a 5 P

Bem.:

Unzerlegbares Produkt: 7a ® 13a

Tabelle A.40: Unzerlegbare Moduln
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A.6. Sg 83
A.6.3 ;S5
Einf. Moduln [ 17 1~ Ta h=1 ®T7a 13a 136217 ®13a | 20a | 206 =1 ® 20a
Partition ® | @H | @2312) (7,1) 4,2%) (4?) (6,2) 2219
Block 1 2 3 3 2 1 4 5
p-Ant. 0 0 0 0 0 0 1 1
Tabelle A.43: Einfache Moduln 1/3
Einf. Moduln | 2la | 21621 ®2la | 2lc | 21d=21-®2lc | 35a | 3502 1" ® 35a
Partition 32,2) (5,3) 6,1%) (3,2,1%) 3,15 4,1
Block 3 3 2 1 6 7
p-Ant. 0 0 0 0 1 1
Tabelle A.44: Einfache Moduln 2/3
Einf. Moduln 43a 43b =21~ ® 43a 70a 70a =1~ ®70b 90a
Partition (5,2,1) (3%,1%) 43,1 (3,2%.1) 4,.2,1%)
Block 2 1 8 9 10
p-Ant. 0 0 1 1 1
Tabelle A.45: Einfache Moduln 3/3
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
15a 1 1+ 1 3 p
15b 1 1~ 1~ 3 P
35¢ 1 Ta Ta 3 p
35d 1 7b 7b 3 P
70c 1 2la 2la 3 p
70d 1 21b 21b 3 p
70e 1 13a 13a 3 p
70f 1 13b 13b 3 P
85a 1 21d 21d 3 p
85b 1 21c 21c 3 P
120a 1 43b 43b 3 P
120b 1 43a 43a 3 p

Bem.:

Tabelle A.46: Unzerlegbare Moduln

Halbeinfache Produkte: 7a ® 7a, 7Ta ® 13a, 7Ta ® 21a
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84

Block

Ta® Ta

7a ® 13a

Ta ® 2la

Ta ® 21c

Ta ® 43a

13a ® 13a

13a ® 21a

13a ® 21c

13a ® 43a

2la ® 21la

21la ® 21c

2la ® 43a

2lec ® 21c

=] o] =] =] = =]

21lc ® 43a

B o] —=[ o] = =] = =f =] -

0| = =] = -

43a ® 43a

Tabelle A.47: Zerlegung der Tensorprodukte 1/2
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A.64 F.Ss
Einf. Moduln | 1T 1~ Ta | Th21"®7a | 14a | 14b =21~ ® 14a 19a
Partition @® | @2%21hH | (7,1 (2,15 2% 4?) (3,2, 13)
Block 1 1 2 3 4 5 1
p-Ant. 0 0 1 1 1 1 0
Tabelle A.49: Einfache Moduln 1/4
Einf. Moduln | 190 =21~ ® 19a 21a 21b =1~ ®21a 28a 280 =21~ ® 28a
Partition 6,2) (6,1%) 3,19 (23,1%) (5,3)
Block 1 6 7 8 9
p-Ant. 0 1 1 1 1
Tabelle A.50: Einfache Moduln 2/4
Einf. Moduln 35a 350 =21~ ®3ba 42 45a 450 =2 17 ® 45a
Partition 4,15 (5,1%) 322) | 4,217 (5,2,1)
Block 10 11 12 1 1
p-Ant. 1 1 1 0 0
Tabelle A.51: Einfache Moduln 3/4
Einf. Moduln 56a 56b =2 1~ ® 56a 70a 700 =21~ ® 70a
Partition 32,13 4,2%) (3,22,1) 4,3,1)
Block 13 14 15 16
p-Ant. 1 1 1 1
Tabelle A.52: Einfache Moduln 4/4
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
2lc 1 1+ 1+ 3 p
21d 1 1- 1- 3 p
84a 1 19a 19a 3 p
84b 1 196 190 3 P
154a 1 45a 45a 3 p
154b 1 45b 45b 3 p
Tabelle A.53: Unzerlegbare Moduln
Bemerkung:
Halbeinfache Produkte: 7a ® 14a, 7Ta ® 42a
® 17 [ 7a | 14a | 146 | 19a | 19b | 21a | 21b | 28a | 28b | 35a | 35b | 42a
Block 1 2 4 5 1 1 6 7 8 9 10 11 12
19a ® 19a 1 1 . 1 . . 1 1 1
19a ® 45a . . . . . 1 1 . . 1 1 1 1
45a ® 45a 1 1 1 1 1 . 1 | 1 2 1 2
Tabelle A.54: Zerlegung der Tensorprodukte 1/3 a
® 45a | 45b | 56a | 56b | T0a | 70b | 84b | 154a | 154b
Block 1 1 13 14 15 16 1 1 1
19a ® 19a . 1 . 1 . 1 1 .
19a ® 45a 1 . 1 1 1 2 . . 2
45a ® 45a . 1 3 3 3 4 2 3 1

Tabelle A.55: Zerlegung der Tensorprodukte 1/3 b
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A7. 8g 89
AT &Sy
A71 F,Sy
Einf. Moduln | 17 [ 8a | 16a | 26a 40a 48a 78a 160a
Partition ® | &1 | G4 | (72) | (5,3,1) | (6,3) | (6,2,1) | (4,3,2)
Block 1 2 1 1 1 1 2
p-Ant. 0 3 4 1 3 1 5
Tabelle A.58: Einfache Moduln
M p-Ant. M/rad(M) soc(M) Loewyl. | projektiv
56a 3 17 1T 6 .
96a 5 40a 40a 3
112a 4 8a & 48a 8a @ 48a 2
128a 7 16a 16a 5
128b 7 1+ 1+ 9
128¢ 7 8a 8a 4
160b 5 26a 26a 7
160c 5 1+ 1+ 4
176a 4 8a 8a 3
272a 4 16a & 40a 16a & 40a 6
320a 6 160a 160a 2
13200 6 26a 78a 8
1320c¢ 6 78a 26a 8
336a 4 26a @ 78a 26a @ 78a 7
352a 5 40a 40a 9
384a 7 8a @ 48a 8a @ 48a 5
432a 4 16a 16a 11
448a 6 26a 26a 10
464a 4 1t 1t 11
480a 5 40a 40a 10
564a 2 17 ®26a @78 | 1T @ 26a @ 78a 9
576a 6 78a 78a 13
640a 7 48a 48a 6 p
704a 6 48a ® 160a 48a @ 160a 5 .
748a 2 26a & 78a 26a @ 78a 10
768a 8 160a 160a 6 p
768b 8 26a 26a 12 .
800a 5 26a & 40a 26a @ 40a 10
836a 2 1T @ 26a 17 ® 26a 10
896a 7 26a 26a 14
896b 7 8a 8a 6 p
1024a 10 16a 16a 14 p
1024b 10 1" @ 78a 17 @ 78a 13 .
1088a 6 8a @ 48a P 48a | 8a P 48a P 48a 5
1152a 7 78a 78a 14 p
1152b 7 40a 40a 15 p
1792a 8 26a 26a 15 p
Tabelle A.59: Unzerlegbare Moduln
Bem.:

Unzerlegbare Produkte: 8a ® 16a, 8a ® 40a, 16a ® 48a = 768a
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320b

320c

336a

352a

640a | 768a

768b

1152a

Block

8a ® 8a

8a ® 16a

8a ® 26a

8a ® 40a

8a ® 48a

8a ® 78a

8a ® 160a

16a ® 16a

16a ® 26a

16a ® 40a

16a ® 48a

16a ® 78a

16a ® 160a

¢/1 annpoidiosua], 1op SUNI[I9Z :(09°V APqeL

&

564a

576a

640a

704a

800a | 1152a

11526

1792a

Block

26a ® 26a

26a ® 40a

26a ® 48a

26a ® 78a

26a ® 160a

40a ® 40a
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Iop Sun3o[Io7 :19°V dAqel,

40a ® 78a

40a ® 160a
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836a

896a

896b

1024a

1152a | 1152b

1792a

Block

48a ® 48a

48a ® 78a

— =N

48a ® 160a

| [ =

78a ® 78a
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78a ® 160a
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Sun3o[197 179"V dAqe],

160a ® 160a
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A7. 8g 91
A72 TF3S8g
Einf. Moduln | 17 1~ Ta hHh=1" ®7a 2la 216~ 17 ® 21a
Partiton OB RECE)) 421 (7.1%) 4.3.2)
Block 1 1 1 1 1 1
p-Ant. 0 0 0 0 1 1
Tabelle A.63: Einfache Moduln 1/3
Einf. Moduln | 27a | 270 =1~ ® 27a 35a 350217 ®35a | 4la | 411" ® 41a
Partition (7.2) 4,3,1%) 6,2,1) (5.2%) (6,3) (32,21
Block 2 3 1 1 1 1
p-Ant. 3 3 0 0 0 0
Tabelle A.64: Einfache Moduln 2/3
Einf. Moduln 162a 1620~ 1" ® 162a 189a 189 =2 1~ ® 189a
Partition (5,3,1) (3,22,1%) (5,2,1%) 4,221
Block 4 5 3 2
p-Ant. 4 4 3 3
Tabelle A.65: Einfache Moduln 3/3
M p-Ant. M/ rad(M) soc(M) Loewyl. | projektiv
50a 0 Ta Ta 3 .
125a 0 41a 41a 3
147a 1 Ta ® 35a Ta @ 35a 3
189¢ 3 2la 2la 5
189d 3 Ta Ta 5
204a 1 17 @ 35b @ 41a 17 @ 356 @ 4la 3
243a 5 27a 27a 3 P
243b 5 27b 27b 3 p
253a 0 2la 21a 5 .
294a 1 2la ® 4la 2la ® 4la 5
324a 4 1T @ 350 @ 41a 1" ® 350 @ 41a 5
351a 3 35a 35a 5
405a 4 189a 189a 3 p
405b 4 1896 1896 3 P
463a 0 35a 35a 5 .
567a 4 41a 41a 7 P
567b 4 21a 21a 7 P
567c 4 41b 41b 7 p
567d 4 21b 21b 7 p
567e 4 35a P 4la 35a P 4la 5 .
567 f 4 35b @ 41b 35b d 41b 7
567g 4 35a @ 41a 35a @ 41a 7
602a 0 35b @ 41a 35b d 4la 5
648a 4 1t 1" 7 P
729a 6 Ta Ta 7 p
729b 6 7b @ 35b 7b @ 35b 7 .
729c¢ 6 Ta ® 35a Ta ® 35a 7
891a 4 35b 35b 7 p
891b 4 35a 35a 7 p
891c 4 17 & 35a®35a D 350D 35bD41b | 1~ P 35a @ 35a P 35b D 35b ® 41b 7 .
891d 4 1T ®35a®35a D350 B 350 D 4la | 1T @ 35a @ 35a @ 350 @ 350 P 41a 7
Tabelle A.66: Unzerlegbare Moduln
Bem.:

Unzerlegbare Produkte: 7a ® 21a, 7a ® 27a
Halbeinfache Produkte: 7a ® 7a, 7Ta ® 35a
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L9V 3PqEL
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1T

2la

21b

27a

35b

125a

147a

162a

162b

189a

189c

189d

204a

243a

294a

351a

405a

405b

567a

891a

891b

Block

3

Ta® Ta

Ta ® 2la

Ta ® 27a

Ta ® 35a

Ta®4la

Ta ® 162a

7a ® 189a

2la ® 21a

2la ® 27a

2la ® 35a

2la ® 41a

2la ® 162a

2la ® 189a

(NSRS e e
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1+

b

2la

50a

162a

1620

189a

189b

189¢

243a

253a

324a

351a

405a

405b

463a

567a

567b

567e

602a

891b

Block

27a ® 27a

27a ® 35a

27a ® 41a

27a ® 162a

27a ® 189a

35a ® 35a

35a ® 41a

4la ® 41a

—| =] =] w|w] -

N
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>

Block

35a @ 162a

35a @ 189a

4la @ 162a

o] wfwl[ro] &

4la @ 189a

162a ® 162a

<o —=[ w9

162a @ 189a

189a ® 189a
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A7. 8y

A73 F5Sg
Einf. Moduln | 17 1- 8a | 821" ®8a | 21la | 216 =21~ ®2la
Partition ® | 3,25 | @8.D @%LD 33 (6,3)
Block 1 2 3 4 5 5
p-Ant. 0 0 0 0 0 0
Tabelle A.70: Einfache Moduln 1/5
Einf. Moduln | 27a | 270 =1~ ® 27a 28a 28 =21~ ® 28a 34a 34b =2 17 ® 34a
Partition (7,2) (23,1%) (7,1%) (3,22,1%) (4,3,2) (5,4)
Block 5 5 4 3 4 3
p-Ant. 0 0 0 0 0 0
Tabelle A.71: Einfache Moduln 2/5
Einf. Moduln 56a 56b =1~ ® 56a | 70a 83a 83 =1~ ®83a
Partition (4,2,1%) (6,13) 3,15 ] @,22,) 42,1)
Block 1 2 6 2 1
p-Ant. 0 0 1 0 0

Tabelle A.72: Einfache Moduln 3/5

Einf. Moduln | 105a | 1056 =1~ ® 105a | 120a | 12060 = 1~ ® 120a
Partition 6,2,1) (3,2,1H (5,2%) (32,19
Block 7 8 9 10
p-Ant. 1 1 1 1

Tabelle A.73: Einfache Moduln 3/5

Einf. Moduln 133a 133b =17 ® 133a 134a 134b =217 ® 134a
Partition 4,3,1%) (5,2,1%) (322, 5,3,1)
Block 1 2 3 4
p-Ant. 0 0 0 0

Tabelle A.74: Einfache Moduln 5/5
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
50a 2 8a 8a 3 P
506 2 8b 8b 3 p
75a 2 27a 27a 3 P
750 2 27b 27b 3 P
85a 1 1+ 1+ 3 p
85b 1 1~ 1~ 3 P
90a 1 2la 21a 3 P
90b 1 21b 21b 3 p
190a 1 28a 28a 3 p
1900 1 28b 28b 3 p
210a 1 34a 34a 3 p
2100 1 34b 34b 3 p
245a 1 56a 56a 3 p
245b 1 56b 56b 3 p
300a 2 83a 83a 3 p
3000 2 83b 83b 3 p
330a 1 134a 134a 3 p
3300 1 134b 134b 3 p
405a 1 133a 133a 3 p
405b 1 133b 133b 3 P

Tabelle A.75: Unzerlegbare Moduln
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[Se}

o

o

[ 85a | 85b | 50a | 500 | 90b | 90a | 75a | 75b | 190a | 190b | 210b | 210a | 70a | 245b | 245a | 3000 | 300a | 105a | 105b | 120a | 1206 | 4056 | 405a | 330b | 330a |

Block
8a ® 70a
21la ® 70a
27a ® 70a
28a ® 70a
34a ® 70a
70a ® 70a
56a ® 70a
83a ® 70a

(g}

lag}

[Se}

[Se}

s}

N

[Se}

o

o

1

1

105a ® 70a
120a ® 70a
133a ® 70a
134a ® 70a

8a ® 105a

2la ® 105a
27a ® 105a
28a ® 105a
34a ® 105a
56a ® 105a
83a ® 105a
105a ® 105a
120a @ 105a
133a ® 105a
134a ® 105a
8a ® 120a
2la ® 120a
27a ® 120a
28a ® 120a
34a ® 120a

56a ® 120a

83a ® 120a

120a ® 120a
133a ® 120a

134a ® 120a

ass1uqadiyg eudey vy

Zerlegung der Tensorprodukte 3/3

Tabelle A.78




A7. 8y

A74 F.8y
Einf. Moduln | 1T 1~ 8o [8=1"®8a | 19a [ 1961~ ®19a | 28a | 280 =1~ ® 28a
Partition @ @515 | @D (22,1%) (7,2) 32,15 (7,1%) 3,15
Block 1 2 1 2 1 3 4
p-Ant. 0 0 0 0 0 1 1
Tabelle A.79: Einfache Moduln 1/4
Einf. Moduln | 42a | 42b | 42¢~ 1~ @42b | 47a | 476 =1~ ®47a | 56a | 56b =1~ ® 56a | 70a
Partition 33 [ 5.4 @%LD (6,3) (3,2%.1%) 6,15 4,15 5,1H
Block 5 6 7 1 2 8 9 10
p-Ant. 1 1 1 0 0 1 1 1
Tabelle A.80: Einfache Moduln 2/4
Einf. Moduln | 84a [ 840>~ 1~ ®84a | 10la | 1016 =1~ ® 10la | 105a¢ | 1050 = 1~ ® 105a
Partition 4% (3,25 (5,2%) 4,3,1%) 6,2,1) (3,2,1H
Block 11 12 2 1 13 14
p-Ant. 1 1 0 0 1 1
Tabelle A.81: Einfache Moduln 3/4
Einf. Moduln 115a 1156 =217 ® 115a 168a 168b =21~ ® 168a 189a 1896 =2 17 ® 189a
Partition (5,3,1) 4,2%.1) 4,3,2) 322D (5,2,1% 4,2,1%)
Block 1 2 15 16 17 18
p-Ant. 0 0 1 1 1 1
Tabelle A.82: Einfache Moduln 4/4
M | p-Ant. | M/rad(M) | soc(M) | Loewyl. | projektiv
35a 1 8a 8a 3 p
35b 1 8b 8b 3 p
49q 2 1t 1+ 3 P
49h 2 1~ 1~ 3 P
147a 2 19a 19a 3 p
147b 2 19b 19b 3 P
210a 1 47a 47a 3 p
2100 1 47b 47b 3 P
336a 1 101a 101a 3 p
336b 1 101b 101b 3 p
378a 1 115a 115a 3 P
378b 1 115b 115b 3 p

Bem.:

Tabelle A.83: Unzerlegbare Moduln

Halbeinfache Produkte: 8a ® 19a, 8a ® 42a, 8a ® 56a, 8a ® 70a
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®

1+

8a

19a

19b

28a

280

35a

42a | 42b

42¢

47a

47b

56a

56b

70a

84a

84b

101a

101b

Block

10

11

12

8a ® 8a

8a ® 19a

8a ® 47a

8a ® 101a

8a ® 115a

19a ® 19a

19a ® 47a

19a ® 101a

19a ® 115a

47a ® 47a

47a ® 101a

47a ® 115a

10la ® 101a

10la ® 115a

| | = =] =] =]

115a ® 115a

el B e B B

,_.
N =] 0| = =] =] =] .

W N DN = | =] -

W W W] —| —| -

W N DN = =] -

®

105a

1050

115a

147a

1470

168a

168b

189a

1890

210a

336a

336b

378a

378b

Block

13

14

[\

15

16

17

18

8a ® 8a

8a ® 19a

8a ® 47a

8a ® 101a

8a ® 115a

19a ® 19a

19a ® 47a

19a¢ ® 101a

19a ® 115a

—

47a ® 47a

47a ® 101a

47a ® 115a

10la ® 101a

101la ® 115a

W

115a ® 115a

N[ B W[ W DN = = =] -

QN N N[ R D = = = -

|| W] -

Q9| AW =] = =] =] .
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alwl s —]—] -
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[ 280 [ 70a | 42b | 42c [ 210a | 210b | 56a | 56b | 84a | 84b | 336a | 336b

105a

105b | 378a | 378b |

168a

[

1680 |

189a

[

189b |

Block

[ 4 [ 1o [ 6 [ 7 | 1 1 2 T 8 [ 9 | 1 | 12

2

1

[
\

13

[
\

14

2

15

16

17

18

8a ® 28a

19a ® 28a

28a @ 28a

o =| =

42a @ 28a

12b ® 28a

47a @ 28a

56a ® 28a

70a ® 28a

| o] ol =] -

84a ® 28a

10la ® 28a

o] -

105a ® 28a

wl | =[ o] o] =[ =] -

115a ® 28a

168a ® 28a
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N

INETSIES)
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8a ® 42a

—=[ro] &[] =

19a ® 42a

12a ® 42a
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17a ® 42a

56a ® 42a

70a @ 42a

84a ® 42a

10la ® 42a

wl | rof = =[=[ =] -

105a ® 42a

115a ® 42a

168a ® 42a

189a ® 42a

of =[=[ =] =] =] -

wl | =[ == =] -

wl | =[ == =] -

o] wofof =) = =] -

| wfof === -

| | vof o =| =[ ro] =| -

o] | of o] =| =[ o] = -
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8a ® 42
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42b @ 42b
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o] =] =| -

56a @ 42b

ol =[—] -

wof =[=[—| -

70a @ 42b

84a @ 42b

10la ® 420

105a ® 42b

o] —=[—| -

o) o =[ =] =] =[ =] -

115a ® 42b

wof = =[=[ =] =] -

168a ® 42b

9| —

W o] wf o] o = —

189a © 42b

o] | =[] = =] =| = =] =] -

o =

wl 1o =

o] vo| = = =[=] =] -

w| wfof wl | -

wf o[ rof o] = [ —=[ =

N

wlw|of =l =|=[~]—] -

o & wfw|wlo] | = =] -

| wl o =[ | =[] =] -

Tabelle A.86: Zerlegung der Tensorprodukte 3/4
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A.8. 810

101

A8 S
A8.1 F38q0

Einf. Moduln i 8a 16a 26a 48a 128a

Partition 10) | 9,1) | 6,4) | 8,2) | (7,3) | (5.4,1)
Block 1 1 1 1 1 2
p-Ant. 0 3 4 1 3 7

Tabelle A.88: Einfache Moduln 1/2

Einf. Moduln 160a 198a 200a 768a
Partition (7,2,1) | (6,3,1) | (5,3,2) | 4,3,2,1)
Block 2 1 1 3
p-Ant. 5 1 3 8

Tabelle A.89: Einfache Moduln 2/2

Bem.:
Einfache Produkte: 8a ® 16a, 16a ® 48a
Halbeinfaches Produkt: 8a ® 26a

Unzerlegbare Produkte: 8a ® 8a, 8a ® 48a, 8a ® 198a, 16a ® 16a, 16a ® 26a, 26a ® 26a, 48a ® 48a
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A. Kapitel. Ergebnisse

M p-Ant. M/rad(M) soc(M) Loewyl. | proj.
64a 6 1T 1T 7 .
256a 8 1t 1+ 13
384a 7 26a 26a 7
416a 5 200a 200a 3
448a 6 160a 160a 3
676a 2 17 & 26a 1" & 26a 9
736a 5 128a 160a 5
736b 5 160a 128a 5
768b 8 160a 160a 5
800a 5 8a & 198a 8a @ 198a 9
832a 6 200a 200a 5
896a 7 16a 16a 6
896b 7 160a 160a 6
896¢ 7 128a 160a 6
896d 7 160a 128a 6
1024a 10 128a 128a 7 p
1052a 2 48a @ 200a 48a ¢ 200a 11 .
1120a 5 26a 26a 11
11206 5 8a @ 48a 8a @ 48a 13
1280a 8 8a 8a 16
1584a 4 198a 198a 12
1664a 7 200a 200a 6
1792a 8 160a 160a 7 p
2136a 3 26a 26a 15 .
2304a 8 1T ® 48a @ 198a 1T ® 48a @ 198a 13
2400a 5 198a ¢ 200a 198a & 200a 13
2432a 7 198a 198a 19
2432b 7 198a 198a 19
2432¢ 7 26a @ 198a 26a @ 198a 16
3136a 6 26a 26a 15
3536a 4 16a @ 198a @ 200a 16a & 198a & 200a 19
4608a 9 200a 200a 20 p
4640a 5 26a @ 48a P 200a 26a @ 48a @ 200a 19 .
4736a 7 48a @ 200a 48a @ 200a 19
4864a 8 198a 198a 20 p
4864b 8 48a 48a 20 P
5376a 8 26a 26a 18 .
5408a 5 17 @ 26a @ 198a 17 @ 26a @ 198a 18
5888a 8 1T @ 198a 1T @ 198a 18
6272a 7 26a 26a 19
6528a 7 198a ¢ 200a 198a & 200a 14
7972a 2 17 @ 8a @ 16a ® 48a @ 198a ® 200a | 1T @ 8a @ 16a @ 48a G 198a @ 200a 19
9008a 4 16a @ 26a @ 48a P 198a b 200a 16a @ 26a P 48a P 198a ¢ 200a 19
15424a 6 17 @ 8a @ 26a & 198a @ 200a 17 @ 8a @ 26a & 198a @ 200a 19
Tabelle A.90: Unzerlegbare Moduln
® 15104a | 5888b | 7168a | 12544a | 4864a | 1024a | 1792a | 4864b | 4608a | 768a
Block 1 1 1 1 1 2 2 1 1 3
8a ® 768a . . 1 2
16a ® 768a 1 . 1 1 . 1
26a ® 768a . 2 . 1 2 5
48a ® 768a 1 . . 2 1 2 2 9
128a ® 768a . 2 2 8 6 2 14
160a ® 768a 1 1 8 2 6 10 31
198a ® 768a 1 1 2 6 6 8 9 33
200a ® 768a 1 2 2 2 10 9 6 28
768a ® T768a 1 2 1 5 9 14 31 33 28 117

Tabelle A.91: Zerlegung der Tensorprodukte 1/4
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48a

128a

160a

64a

256a

384a

416a

768a

7680 | 832a

896a

1120a

1280a

1584a

Block

8a ® 8a

8a ® 16a

8a ® 26a

8a ® 48a

8a ® 128a

8a ® 160a

8a ® 198a

8a ® 200a

16a ® 16a

16a ® 26a

16a ® 48a

16a ® 128a

&

128a

160a

448a

676a

768a

768b

800a

896b

1052a

1120b

1664a

2400a

2432a

2432c¢

3536a

Block

16a ® 160a

16a ® 198a

16a ® 200a

26a ® 26a

26a ® 48a

26a ® 128a

26a ® 160a

26a ® 198a

26a ® 200a
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448a | 736a | 736b
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896¢ | 896d
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1120a
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1280a

1664a | 1792a

Block

48a ® 48a

48a ® 128a

48a ® 160a

48a ® 198a

48a ® 200a

D —| B -

128a ® 128a

128a ® 160a
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4608a

4640a

4736a

4864a

4864b

5376a

5408a

5888a

6272a

6528a

7972a | 9008a

15424a

Block

1

48a ® 48a

48a ® 128a

48a ® 160a

48a ® 198a

48a ® 200a

128a ® 128a

128a ® 160a

128a ® 198a

128a ® 200a

160a ® 160a

160a ® 198a

160a ® 200a

198a ® 198a

198a ® 200a
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A.8. 810

105

A82 F3Sq0

Bem.:

Einf. Modul 1T 1~ 9a =1 ®9 | 34a | 34b =21 ® 34a 36a 36b = 1" ® 36a
Partition | (10) | (5%) | (9.1) (5.4,1) (8.2) 4%1% 8,19 4?%2)
Block 1 1 2 3 1 1 3 2
p-Ant. 0 0 2 2 0 0 2 2

Tabelle A.96: Einfache Moduln 1/4
Einf. Modul | 4la | 41621 ® 4la 84a 84b~1" ®84a | 90a | 906 =21~ ® 90a
Partition (7,3) 4,3,2,1) (7,2,1) 4,3%) (6,4) (32,29
Block 1 1 1 1 2 3
p-Ant. 0 0 1 1 2 2
Tabelle A.97: Einfache Moduln 2/4
Einf. Modul | 126a | 126b 21~ ® 126a | 224a | 2240~ 1~ ® 224a
Partition (6,2%) (5,3,2) 6,2,1%) 5,2%,1)
Block 2 3 1 1
p-Ant. 2 2 0 0
Tabelle A.98: Einfache Moduln 3/4
Einf. Modul | 279a | 2796~ 1~ ® 279a | 567a | 567b =1~ ® 567a
Partition 6,3,1) (32,.2,1%) (5,3,1%) 4,22,1%)
Block 3 2 4 5
p-Ant. 2 2 4 4

Halbeinfaches Produkt: 9a ® 41a

Tabelle A.99: Einfache Moduln 4/4
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A. Kapitel. Ergebnisse

M p-Ant. M/ rad(M) soc(M) Loewyl. | projektiv

36¢ 2 1T 1T 3 .
11la 1 1t @ 34a 1t @ 34a 3

117a 2 4la 4la 3

144a 2 9a 9a 3

198a 2 36a 36a 3

210a 1 84a 84a 3

253a 0 84a 84a 3

270a 3 34a 34da 5

270b 3 34b 34b 5

279¢ 2 34b @ 84b 34b @ 84b 3

279d 2 34a & 84a 34a @ 84a 3

293a 0 34a 34a 3

297a 3 126a 126a 3

297b 3 126b 1260 3

306a 2 90a 90a 3

306b 2 4la 4la 3

324a 4 9a @ 90a 9a @ 90a 3

341a 0 34a 34a 3

351a 3 36a 36a 3

351b 3 126a 126a 3

567¢c 4 90a 90a 5 p
567d 4 90b 90b 5 p
594a 3 84a 84a 5 .
594b 3 84b 84b 5

603a 2 279a 279a 3

603b 2 279b 279b 3

882a 2 84a & 224a 84a @ 224a 3

882b 2 84b ¢ 224b 84b & 224b 3

891a 4 126b ¢ 279a 126b & 279a 3

927a 2 41a 41a 5

927b 2 41b 41b 5

972a 5 9a 9a 5 p
990a 2 126b @ 279a 1260 @ 279a 3 .
990b 2 126a @ 279b 126a ¢ 2790 3

993a 1 34a @ 84a ¢ 224a 34a P 84a @ 224a 3
1053a 4 279a 279a 5 p
1053b 4 279b 279b 5 p
1053¢ 4 126a 126a 5 p
1053d 4 126b 1260 5 P
1053e 4 36a 36a 5 p
1053 f 4 36b 36b 5 P
1116a 2 4la 4la 5 .
1323a 3 224a 224a 5
1323b 3 224b 224b 5
1440a 2 34a & 84a 34a @ 84a 5
1623a 1 224b 224b 5
1782a 4 84a 84a 7 P
1782b 4 84b 84b 7 P
1824a 1 41a @ 279a 4la @ 279a 5 .
1863a 4 34a 34a 7 P
1863b 4 34b 34b 7 p
2079a 3 84a & 224a 84a & 224a 5 .
2430a 5 4la 4la 7 p
24300 5 41b 41b 7 p
2461a 0 84a @ 224a 84a & 224a 5 .
2654a 0 41a @ 84b P 224b 41a G 84b @ 224b 5
2916a 6 224a 224a 7 P
29160 6 224b 224b 7 p
2916¢ 6 1+ 1+ ? p
3123a 2 41a @ 84b P 224b 41a @ 84b P 224b 5 .
3507 1 34a @ 41a & 84b 34a @ 41a @ 84b 5

®224a G 224b ®224a @ 224b

Tabelle A.100: Unzerlegbare Moduln



®

1T

9a

36¢

90a

117a

126a

126b | 198a | 210a | 224b | 253a | 270a | 279a | 279d

293a

297a

306a

306b

324a

341la

351a

351b

Block

9a ® 9a

9a ® 34a

9a ® 36a

— =] =] w| S

9a ® 41a

9a ® 84a

9a ® 90a

9a ® 126a

9a ® 224a

9a ® 279a

34a ® 34a

34a ® 36a

34a ® 41a

34a ® 84a

34a ® 90a

34a ® 126a

34a ® 224a

34a ® 279a

36a ® 36a

36a ® 41a

36a ® 84a

36a ® 90a

36a ® 126a

36a ® 224a

36a ® 279a

4la ® 41a

4la ® 84a

41a ® 90a

41a ® 126a

41a ® 224a

4la ® 279a

Tabelle A.101: Zerlegung der Tensorprodukte 1/4 a

0l gy

LOT
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®

[ 567a | 567b | 567c | 594a

603a_| 882a | 882b | 89la [ 927a [ 990a | 993a | 1053a | 1053c [ 1116a | 1323a [ 1323b | 1782a [ 1824a | 1863a | 2430a [ 246la | 2916 |

Block

1

5

2

1

3

1

1

3 [ v [ 3 [t ] 3 [ 2 | T |

1

1

1

1

1

1

1

1

9a ® 9a

9a ® 34a

9a ® 36a

9a ® 41a

9a ® 84a

9a ® 90a

9a ® 126a

9a ® 224a

9a ® 279a

34a ® 34a

34a ® 36a

34a @ 41a

34a ® 84a

34a ® 90a

34a ® 126a

34a ® 224a

34a ® 279a

W[ =] =] —]| -

36a ® 36a

36a ® 41la

36a ® 84a

36a ® 90a

36a ® 126a

36a ® 224a

36a ® 279a

41la ® 41a

41a ® 84a

= Wl o] =] =] -

41a ® 90a

4la ® 126a

J

4la ® 224a

41la ® 279a

Q|

Tabelle A.102: Zerlegung der Tensorprodukte 1/4 b
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1op Sun3opioz
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&

9a

36a | 36b | 36¢

84b

90a

11la

126a

126b | 144a

198a

270a

306a

324a

351a

351b

567a

567b | 567c

594a

594b

Block

84a ® 84a

84a ® 90a

84a ® 126a

84a ® 224a

W N W] —

84a ® 279a

UG RGN [V U U | N

90a ® 90a

90a ® 126a

90a ® 224a

90a ® 279a

| | W |

&

603a

603b | 882a

891a

990a

1053a

1053b

1053c¢

1053d

1053e

1323a

1440a

1623a

1782a

1863a

2430a

2916a

2916b

3507a

Block

84a ® 84a

84a ® 90a

84a ® 126a

84a ® 224a

84a ® 279a

90a ® 90a

90a ® 126a

90a ® 224a

90a ® 279a

B = o] & o =| =] -

RSE A

601



© /¢ apnpoixdiosuay, 1op

q /€ arnpoidrosuay, 10p

Sun3Joproz

¥/ apnpoidiosuqy,

Iop Sun3oproz

SOT'V dIPYBL

901V dIPqeL,  Sun3o[ioyz

LOT'V dlPqEL

®

1T

34b

36a | 36b

36¢

90a

90b | 117a

210a

270a

270b

279c

297a

297b

324a

351 | 567a

567b

e}

567d

594a

Block

3/2 4

126a ® 126a

126a ® 224a

—| =] o

—| =]

—[ =]l

126a ® 279a

224a ® 224a

oo | &

224a ® 279a

279a ® 279a

—_ —
w| N

00| 00| | | Ko

t
Bl == =[S

®

[ 603 ] 927b | 972a | 990 [ 1053a [ 1053b | 1053c [ 10

3d [ 1053e | 1053f [ 1782a | 1782b [ 1863a [ 2079a | 2430a | 2430b | 2654a [ 2916a [ 2916b | 3123a |

Block

32|

1

l

2

l

l

2

l

l

2

l

1

l

1

l

1

| 1

l

l

1

l

[ 32|

3]

| 1

| T ]

L]

126a ® 126a

a+b

126a ® 224a

1

1

126a ® 279a

b

a+b

1

1
1
1
1
’{

224a ® 224a

1

w| - |

224a ® 279a

1

279a ® 279a

5
’;
1
3
3
5
5
9

5
2
1
2
1
i
3
1

W W = —| = -

5
’%
1
1
1
2
2
1

o —=[ =] -

1
1
1
2
2
5
i
3

&

2916¢

972a

1863a

1053

2430a

2430b

1782a

1782b

567c

567d

1053c¢

1053d

2916a

2916b

1053a

Block

9a ® 567a

34a ® 567a

36a ® 567a

41la ® 567a

84a ® 567a

—_

90a ® 567a

126a ® 567a

224a ® 567a

OOf | B W B | | —

279a ® 567a

N AW W -

QB | w1 = =| =] -

G| & 0] = | 0| =| =] -

—_
[\

oo | &] w| W] = —=|—]| -

G| 1B Q| | o rof wo| o] = || W

0| oo | B | —| -

567a ® 567a

| | | =] =] =] -

Ao —|—] -

Al -

| =] =] =] -

OO QN[ W | W —=| =] -

QNN W] -

—
—_

QN D] W =] -

—
NS}

—_
—_

—_
=)

28

NS}
—_

01T
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A.8. 810 111
A8.3 F;Si0
Einf. Modul 17 1~ 8a 8~1" ®8a 28a 280217 ®28a | 34a | 34b= 1" ® 34a
Partiion | (10) | (3%,2%) [ (9,1 | (3,2°,1) | (8,1%) (4,2°,17) (5%) (4%,2)
Block 1 1 1 1 1 1 1
p-Ant. 0 0 0 0 0 0 0 0
Tabelle A.108: Einfache Moduln 1/5
Einf. Modul | 35a | 35021 ®35a | 55a | 556 =1 ®55a | 56a | 56b =1~ ® 56a | 70a 75a
Partition | (8,2) (2%,17%) (6,4) (4,3%) (7,1%) (5,2,1%) 6,1 | (7,3)
Block 2 3 2 3 1 1 1 4
p-Ant. 1 1 1 1 0 0 1 2
Tabelle A.109: Einfache Moduln 2/5
Einf. Modul | 750 2 1~ ® 75a 155a 1556 =21~ ® 155a 160a 1606 =2 1~ ® 160a 217a
Partition (2%,1%) (6,3,1) (3%,1) (7,2,1) (3,27,1%) (5,4,1)
Block 5 3 2 3 2 1
p-Ant. 2 1 1 1 1 0
Tabelle A.110: Einfache Moduln 3/5
Einf. Modul | 217621~ ® 217a 225a 2256~ 17 ® 225a 266a 300a 3000 =2 1~ ® 300a
Partition (4,3,2,1) (6,2%) (3%,1%) (5,3,1%) | (4%,17) (4,2%)
Block 1 6 7 1 8 9
p-Ant. 0 2 2 0 2 2
Tabelle A.111: Einfache Moduln 4/5
Einf. Modul 350a 3500~ 1~ ®350a | 450a | 4500 =~ 1~ ® 450a 525a 525b 2~ 1~ ® 525a
Partition (6,2,1%) (4,2,17) (5,3,2) (3%,2,1%) (5,2%,1) (4,3,1%)
Block 10 11 12 13 14 15
p-Ant. 2 2 2 2 2 2
Tabelle A.112: Einfache Moduln 5/5
Bem.:

Halbeinfache Produkte: 8a ® 8a, 8a ® 28a, 8a ® 34a, 8a ® 56a, 28a ® 28a
Unzerlegbares Produkt: 8a ® 70a




112 A. Kapitel. Ergebnisse
M p-Ant. M/rad(M) soc(M) Loewyl. | proj.
10a 1 1T 17 3 .
45a 1 8a 8a 3
120a 1 8a 8a 3
1200 1 28a 28a 3
125a 3 35a 35a 3 p
1250 3 35b 350 3 p
210a 1 8a 8a 3 .
210b 1 56a 56a 3
285a 1 34a 34a 3
285b 1 34b 34b 3
300c¢ 2 55a 55a 3 p
300d 2 55b 55b 3 p
375a 2 8a 8a 5 p
375b 2 8b 8b 5 p
406a 0 56a 56a 3 .
475a 2 160a 160a 3 p
475b 2 160b 1600 3 p
525¢ 2 155a 155a 3 p
525d 2 155b 155b 3 p
530a 1 217a 217a 3 .
530b 1 217b 217b 3
550a 2 1T 1+ 5 p
5500 2 1~ 1- 5 p
560a 1 56a @ 56D 56a @ 56b 3 .
586a 0 34a & 34D 34a @ 34b 3
590a 1 1" @ 1™ @ 34a @ 34b 1" @1~ @ 34a @ 34b 3
700a 2 70a 70a 5 p
735a 1 217a 217a 3 .
735b 1 217b 217b 3
797a 0 217a 217a 3
797b 0 217b 217b 3
805a 1 266a 266a 3
805b 1 266a 266a 3
814a 0 8a @ 217a 8a @ 217a 3
814b 0 8b @ 217b 8b @ 217b 3
975a 2 28a 28a 5 p
975b 2 28b 28b 5 p
1078a 0 266a 266a 3 .
1154a 0 34a @ 266a 34a @ 266a 3
1190a 1 28a @ 28b P 266a 28a @ 28b P 266a 3
1225a 2 56a 56a 5 p
1225b 2 56b 56b 5 p
1260a 1 217a @ 217b 217a @ 217b 3 .
1328a 0 217a & 217b 217a ® 217b 3
1338a 0 28a @ 70a & 266a 28a @ 70a & 266a 3
1350a 2 34a 34a 5 p
13500 2 34b 34b 5 p
1360a 1 8a ®8b® 217a ® 217b 8a ® 8b® 217a H 217b 3 .
1875a 4 217a 217a 5 p
18750 4 217b 217b 5 p
1944a 0 56a @ 56b G 217a & 217b 56a & 56b @ 217a & 217b 3 .
2350a 2 266a 266a 5 p
2633a 0 8a @ 56a @ 56b @ 70a & 217a & 217b | 8a @ 56a @ 56b ® 70a H 217a & 217b 4 .
3806a 0 266a @ 217a @ 217b 266a @ 217a @ 217b 4
4980a 1 34a @ 34b @ 217a & 217b @ 266a 34a @ 34b @ 217a & 217b P 266a 4

Tabelle A.113: Unzerlegbare Moduln




01/1 annpoidiosuay,
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® 01/ a1npoidiosuay,
Iop SunSaIaZ ST’V IPqeL

q 01/z annpoidiosuay,
10p 3un3So[Io7Z 9TV I[PqRL

17 ] 8a

28a

34a

35a

45a 55a

56a

70a

75a

120a

155a

160a

217a

225a | 285a | 300a

350a

450a

475a

525a

525b

Block

10

12

14

15

8a ® 8a

8a ® 28a

8a ® 34a

8a ® 35a

8a ® 55a

8a ® 56a

8a ® 70a

560a

8a ® 155a

735a

8a ® 160a

8a ® 217a

797a

8a ® 266a

1078a

17 7 8a [ 28a

45a

55a

70a

75a

120a

125a

155a

160a

217a

225a | 225b | 285a

Block

28a ® 28a

28a ® 34a

28a ® 35a

28a ® H5a

28a ® 56a

28a ® 70a

28a ® 155a

28a ® 160a

28a ® 217a

28a ® 266a

300a

3000

350a

3500

450a

4500

475a

525a

525b

525¢

560a

735a

Block

10

11

12

13

14

15

1

28a ® 28a

28a ® 34a

797a

28a ® 35a

28a ® 55a

28a ® H56a

28a ® 70a

1190a

28a ® 155a

1875a

28a ® 160a

1225a

28a ® 217a

1154a ® 1875a

28a ® 266a

— N = =] -

=== =] -

1328a @ 2350a

RSE A
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e (01/€ opnpoidiosua], 10p Sun3o[oyZ LTV PqeL

q 01/¢ annpoidiosuqa], 1op SUn3I[I9Z :QIT'V dMPYEL

1+

8a | 10a

34b

35a

45a

55a

550 | 70a | 75a

120a

1200

125a

155a

155b

160a

210a

217b

225a

225b

285a | 285b

Block

34a ® 34a

34a ® 35a

34a ® bba

34a ® 56a

34a ® 70a

34a ® 155a

34a ® 160a

34a ® 217a

34a ® 266a

35a ® 3ba

35a ® 55a

35a ® 56a

35a ® 70a

35a ® 155a

35a ® 160a

35a ® 217a

35a @ 266a

300a

3000

350a

3500

406a

450a

4500

475a

525a

525b

525¢

525d

530a

700a

735a

735b

805b

975a

Block

10

11

12

13

14

15

34a ® 34a

34a ® 35a

34a ® bba

34a ® 56a

1154a

34a ® 70a

1260a

34a ® 155a

2350a

34a ® 160a

1875a

34a ® 217a

1338a @ 1875b

34a ® 266a

[ NG Y [ (S

35a ® 3ba

1944a ¢ 2350a

35a ® 5ha

35a ® 56a

1225a

35a ® 70a

35a ® 155a

1875a

35a ® 160a

35a ® 217a

2% 1875a

35a @ 266a

—| o = ol -

[N I =y =y

2 % 2350a

148!

ass1uqa3iyg eudey 'y
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17 | 10a | 35a | 45a | 55a | 55b | 70a | 75a | 120a | 1206 | 125a | 155a | 1556 | 160a | 160b | 210b | 225a | 2256 | 285a | 285b | 300a | 3006 | 300c

Block 1 1 2 1 2 3 1 4 1 1 2 3 2 3 2 1 6 7 1 1 8 9 2
55a @ 5da 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1
55a ® 56a 1 .
55a ® 70a . . . . . . . . 1 1
55a ® 155a 1 1 . 1 1 . 1 1 1 1 . . 1
5ba ® 160a . 1 . . 1 . 1 1 . 2 .
55a ® 217a 2 . . 1 1 2 . . 2 . 1 . 2
55a ® 266a . 1 1 - . . 1 1 1 1 1 1
56a ® 56a 1 1 1 1 1 1
56a ® 70a . . .
56a ® 155a . 1 . . 1 2 1
56a ® 160a 1 . 1 2 .
56a ® 217a 1 1 . 1 1 1
56a ® 266a 1 1 1 1

350a | 3506 | 450a | 450b | 475a | 475b | 525a | 525b | 525¢ | 525d | 530b | 560a | 586a | 700a | 735b | 797a | 805a | 805b | 975a

Block 10 11 12 13 3 2 14 15 3 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
55a @ H55a 1 1 - 1 .
55a ® 56a . . 1 1 1875a
55a ® 70a . 1 1 . . . . . 2350a
55a ® 155a 2 1 1 1 2 1 . 1 1 . 2350a
55a ® 160a . 3 . . 1 1 1 1 2 % 1875a
55a ® 217a 2 . 1 2 2 2 1 . . . 1225a @ 1875b & 2350a
55a ® 266a 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1875a @ 1875b @ 2350a
56a ® 56a 1 1 1 . . . . . 1190a
56a ® 70a . . . 1 1 1 1 . 1 1360a
56a ® 155a 1 . 2 1 . 1 1 1 . . 1875a & 2350a
56a ® 160a 3 1 1 . 2 2 1 . 1 . 1 2350a
56a ® 217a 1 1 2 1 . . 2 2 1 . . . 1 1260a & 1875a ¢ 2350a
56a ® 266a 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1875a @ 1875b @ 2350a

RSE A
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70a | 75a | 756b | 125a | 125b | 225a | 225b | 300a | 3006 | 300c | 300d | 350a | 350b | 450a | 450b | 475a | 475b | 525a | 525b | 525¢ | 525d
Block 1 4 5 2 3 6 7 8 9 2 3 10 11 12 13 3 2 14 15 3 2 1
70a ® 70a 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 590a @ 1190a
1875a @ 1875b
70a ® 155a 1 1 1 1 2 2 1 1 @2350a
1225a ¢ 1225b
70a ® 160a 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2350
560a @ 2350a
70a ® 217a 1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 ©4980a
1190a & 1260a
70a ® 266a 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 H1875a & 1875b
®2350a
10a | 35a | 35b | 45a | 55a | 55b | 75a | 75b | 120b | 125a | 155a | 1556 | 160a | 225a | 225b | 285a | 285b | 300a | 3006 | 300c | 300d
Block 1 3 1 2 3 4 5 1 2 3 2 3 6 7 1 1 8 9 2 3
1550 ® 155a | 1 : 1 2 1 1 - 1 1 3 1 1 1 3 -
155a ® 160a . 1 . . . 1 . 2 . 4 1 1
155a ® 217a . 1 2 2 . 1 . . 2 3 1 2 3 .
155a ® 266a . 1 1 1 . . 1 1 . 3 3 3 3 1 1
160a ® 160a 1 5 1 3 . 1 6 . . 1 1 .
160a ® 217a . . 1 2 3 1 1 5 2 2
160a ® 266a 1 1 2 2 4 4
350a | 350b | 375a | 450a | 450b | 475a | 475b | 525a | 525b | 525¢ | 525d | 530a | 700a | 735a | 735b | 805a | 975a
Block 10 11 1 12 13 3 2 14 15 3 2 1 1 1 1 1 1 1
1225a @ 1875a
155a ® 155a 4 1 3 3 2 4 3 1 1 1 1 2 % 18750 @ 2350
155a ® 160a 2 1 6 1 1 4 3 2 1 1 1350a @ 3 * 1875a P 2 * 2350a
1225a @ 1875a @ 3 * 1875b
155a ® 217a 6 2 4 4 3 6 4 1 2 1 1 1 02 % 2350a
1225a @ 1225b @ 1350a & 13500
155a ® 266a 4 4 5 5 2 2 6 6 1 1 1 2% 1875a @ 2 x 1875b
®3 * 2350a
160a ® 160a 9 . 1 5 . 8 5 1 1 1 2 2 x 1225a @ 1875a @ 2350a
160a ® 217a 3 1 8 2 1 5 4 3 1350a & 5 * 1875a @ 3 * 2350a
1225a @ 1225b @ 3 * 1875a
160a ® 266a 4 4 5 5 1 1 7 7 2 2 1 3% 18750 @ 3 * 2350a

911
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17 [ 1= | 28a | 34b | 35a | 70a | 76a | 75b | 126a | 1256 | 1656 | 225a | 2256 | 300a | 3006 | 300¢ | 300d | 350a | 3506 | 406a
Block T 1 1 | 12 11 4]s5 2 3 2 6 7 8 9 2 3 0 | 11 1
N7a®2l7a | 1 T 11 1 2 [ - 2 1 6 2 3 6 1 7 3 1
2174 ® 266a | - | - : |1 : : 3 3 x 1 I 1 6 6
2660 © 2660 | 1 | 1 T 3 |3 2 2 5 5 7 7 1 1 6 6
450a | 450b | 475a | 475b | 525a | 5256 | 525¢ | 525d | 700a | 797b | 814a | 814b | 975a | 975b
Block 2 | 13 3 2 4 | 15 3 2 1 1 1 1 1 1
12250 @ 1350a ® 1875a @ 2 * 1875b
27a®217a | 5 6 5 7 5 1 3 | 1 s 95500 o 26380
12250 @ 1225b @ 4 * 18754
2170 ® 266a | 7 7 3 3 9 9 2 2 ! @4+ 1875b @ 3 * 2350a & 31224
12250 & 1225b & 1350a @ 13500
266a @ 266a | 9 ? 3 3 101 10 3 3 ! ! ! ! ! @3 * 1875a @ 3 * 1875b @ 4 % 2350a @ 38064

RSE A
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550a

550b

375a

375b

975a

975b

1350a

13506

125a

125b

700a

300c

300d

1225a

12256

75a

75b

Block

8a ® 7ba

28a ® T5a

34a ® 75a

35a ® 7ba

55a ® Tha

56a ® Tha

70a ® T5a

75a ® Tha

155a ® 75a

—

160a ® 75a

217a ® 75a

225a ® Tha

266a ® Tha

300a ® 75a

350a ® Tha

450a ® 75a

525a ® 7ba

—| = pOf =] -

8a ® 225a

28a ® 225a

34a ® 225a

35a ® 225a

55a ® 225a

56a ® 225a

70a ® 225a

155a ® 225a

160a ® 225a

O] ==Y ==

217a ® 225a

—|

225a ® 225a

266a ® 225a

300a ® 225a

350a ® 225a

450a ® 225a

[\

525a ® 225a

— | = o =] =] -

W[ | = =[] = =] -

[NCY [ 'OY Y [N U RN O [y Uy

DO | | | =] -

DD D = —=| DN = -

DO = | | = | =] -

B A BN =] W=
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2350a

525¢

525d

475a

475b

1875a

18750

225a

225b

300a

3006

350a

3500

450a

4500

525a

525b

Block

10

11

12

13

14

15

8a ® 7ba

28a ® 75a

34a ® 75a

35a ® 75a

55a ® Tha

56a ® Tha

— N = = -

70a ® T5a

75a ® Tha

—_ .

155a ® 75a

\S}

—_ .

160a ® 75a

217a ® 75a

[ B4

225a ® Tha

266a ® Tha

300a ® T5a

350a ® Tha

450a ® 7ha
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Anhang B

GAP-Routinen

In diesem Abschnitt sind die implementierten GAP-Routinen aufgefiihrt.

B.1 Die Mullineuxabbildung

In Abschnitt 3.1 wird einer p-reguldren Partition A das Mullineuxsymbol G,()) zugeordnet. Mit der Abbil-
dung m,, bekommt man ein weiteres Mullineuxsymbol G, (my (X)), das wieder zu einer p-reguldren Partition
gehort. Die zu G (m,,(\)) gehdrende Partition entspricht genau der Partition des zu D* assoziierten Moduls
(man vergleiche dazu [6]). Diese Methode half unter anderem alle einfachen Modul zu parametrisieren.

Der hier implementierte Algorithmus, um aus A das Mullineuxsymbol G () zu bestimmen und umgekehrt aus
Gp(my (X)) die zugehorige Partition zu finden, ist aus [6] entnommen. Das Programm Mullineux besteht
aus hauptsichlich zwei Unterprogrammen, Pseg und Rekon. Das Programm Pseg gibt zur Partition A und
Primzahl p die Anzahl der Ecken aller p-Segmente und die Partition, welche durch Entfernen der p-Kante von A
ensteht, aus. Damit kann man dann nach und nach G, () bestimmen. Daraus bekommt man dann G, (m,,())).
AnschlieBend wird mit Rekon aus G, (m,,())) die entsprechende Partition hergestellt.

Programm : Mullineux

Eingabe ¢ p eine Primzahl
) eine p-regulire Partition von n
Ausgabe : v, die Partition zum assoziierten Moduln von D*
Mullineux := function(p, lb)

local i, j, 1, s, A, R, S, my, ny;

A:=[]; #Anzahl der entfernten Ecken der p-Segmente

R:=[]; #La&nge der Partitionen die man aus lb erhdlt

S:=[]; #Ldnge der der Zeilen der Partitionen die man fir ny braucht
my:=1b;

ny:=[]; #Ergebnis

while Size(my) > 0 do
Append (R, [Size(my)]); #L&nge der Partitionen
s:=Pseg(my,p) ;
my:=s[l]; #Partition nach Entfernen des p-Segmentes
Append (A, [s[2]]); #GroRBe des entfernten p-Segmentes
od;

#(A,R) entspricht dem Mullineuxsymbol von lb.
1:=Size(A);
for j in [1..1] do

if A[j] mod p = 0 then
S[31:=A[]J]1-R[J];

else

S[31:=A[3J1+1-R[J]; fi;
od;
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#(A,S) entspricht dem Mullineuxsymbol von ny.

for i in [1..1] do #Konstruktion von ny aus (A,S).
ny:=Rekon(ny,A[1-1i+1],S[1-i+1],p);

od;

return [ny];

end;

Nun zum Unterprogramm Pseg, das die Partition berechnet, welche man aus A durch Entfernen der p-Kante
erhiilt.

Programm : Pseg

Eingabe ¢ p eine Primzahl
) eine p-regulire Partition
Ausgabe : 7, die Partition, die man aus \ durch Entfernen der p-Kante erhiilt,

s Anzahl der Ecken aller p-Segmente

Pseg := function(lb,p)
local 4, i, j, k, 1, s, my, ny, res;

#pseg berechnet die Anzahl der Ecken aller p-Segmente von 1lb und die Partition nach Entfernen
aller p-Segmente von lb.

i:=0; #Steht fir die Lange eines p-Segmentes.

1:=Size(1lb);

my:=[];

ny:=1b;

ny[1+1]:=0;

s:=0; #Hier werden die entferten Ecken gezadhlt.
pi:=[1;

if 1=1 then

#Falls die Lange 1 ist, kann genau ein p-Segment entnommen werden, dass hdchstens die Lange p
hat.

d:=ny[1];

if d > p-1 then #Ein p-Segment der Ldnge p kann entnommen werden.
my[l]:=ny[l]-p; #Das p-Segment wird abgezogen.
i:=p;
S:=p;

else #Das p-Segment hat Lange d, die Ausgabe ist my=[].

i:=p;
s:=d;
fi;
else

for j in[1l..1] do
d:=ny[j]l-ny[J+1];
if d > p-1 then
if i=0 then #In diesem Fall ziehe p ab.
my [J]:=ny[J]-p;
i:=p; #Das p-Segment ist vollstandig.

elif i <> 0 mod p then

my[j]l:=ny[j]l-p+i; #Man braucht nur das p-Segment aufzufillen.
i:=p;

fi;

else

if d+i > p-1 then
my[j]l:=ny[j]l-p+i; #Man muss nur das p-Segment aufillen.
i:=p;

else
if j = 1 then #Zum Schluss kommt alles rein.

my[1l]:=0;

i:=i+d; #Das p Segment hat die Grdsse i+d.
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else
my[jl:=ny[jl-d-1; #Es wird d+1 dazugetan.
i:=1i+d+1;
fi;
fi;
fi;

if 1 = p then
#Ist das Segment voll und ist man noch nicht am Ende, so wird das Segment geleert, um das ndachste
anzufangen
if j<>1 then

1:=0;
S:=S+p;
fi;

fi;

if j = 1 then #Am Schluss kommt der Rest rein.
s:i=s+i;
fi;
od;
fi;
for k in [1..Size(my)] do
if my[k] > 0 then
pifk]:=my[k];
fi;
od;

#pi gibt die Partition nach Entfernen aller p-Segmente an, s ist die Anzahl der entferten Ecken.

return [pi,s];
end;

Rekon konstruiert aus A eine Partition p mit Rz Eintrdgen, indem man p-Segmente hinzufiigt mit Az Punkten.

Programm : Rekon

Eingabe : ) eine p-regulire Partition von n
Az Anzahl der Ecken, die hinzugefiigt werden
Rz Liange der Partition 1
Ausgabe :  u, ensteht aus \ durch Hinzufiigen der p-Kante mit Az Punkten
1 hat die Linge Rz
Rekon := function(lb,Az,Rz,p)

local i, 1, r, s, z, az, my;

az:=Az; #Die Punkte die verteilt werden missen.

my:=1b;

s:=Size(1lb);

z:=Rz; #Man fangt von hinten an die Partition zu fullen.

#my ist ein Liste mit Nullen der Lange Rz+s.

if s <> Rz then
for i in [1l..Rz-s] do
my[s+1i]:=0;
od;
fi;

#Nach und nach werden die p-Segmente angebracht.

while az > 0 do
r:= az mod p;
if r <> 0 then
l:=r; #Das p-Segment was jetzt angebracht wird hat Liange 7 <p.
az:=az-r; #Es sind noch az —r Punkte zu verteilen.

else

1:=p; #Das p-Segmant hat Lange p.

az:=az-p; #Es sind noch az —p Punkt zu verteilen.
fi;
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while 1 > 0 do
if z=1 then
#Ist man am ersten Eintrag, dann wird alles zu diesem getan.
my[z]:=my[z]+1;
1l:=1-1;

else
if my[z] < my[z-1]+1 then

#Ist der vorhergehende Eintrag grdsser, so wird alles auf die jetzige
my[z]:=my[z]+1; #Position getan

1l:=1-1;
else
if z <> 1 then #Ist der vorhergehende Eintrag kleiner, so geht man einen Schritt voraus.
z:i=z-1;
fi;
fi;
fi;

od;

z:=z-1; #Ist ein p-Segment angebracht so geht man zur vorhergehenden Eintrag.
od;
return my;

end;
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B.2 Dimensionsberechnung von kondensierten Moduln

Es sei H < §,, mit char(k) { |H| und M ein kS,,-Modul mit Brauercharakter ¢. Nach Lemma 4.2.9 ist die
Dimension von Mep = (1g,ppm |g). Um die Dimensionen der kondensierten einfachen kS,,-Moduln zu
bestimmen, wird die Untergruppe H und die Braurcharaktertafel von &,,, mit den Zykeltypen der Konjugier-
tenklassen benétigt. Das Programm Kgrad, welches die Dimensionen der kondensierten Moduln berechnet,
besteht aus zwei Unterprogrammen. Das Programm Vert fasst alle Konjugiertenklassen von H zusammen,
die in S,, in einer Konjugiertenklasse liegen.

Mit Mk cycle wird zu einer Partition der zugehorige Zykeltyp bestimmt. Das Programm ClassParameters
liefert zu jeder Konjugiertenklasse von S,, die zugehorige Partition. Durch Mkcycle kann man somit jeder
Konjugiertenklasse den Zykeltyp zuordnen. Zum Schluss wird dann mit Hilfe der Charaktertafel das Skalarpro-
dukt des eingeschrinkten Charakters mit dem trivialen Charakter berechnet.

Programm : Kgrad
Eingabe :  H Untergruppe von S,
IBr Brauercharaktertafel von S,,
Ausgabe : Die Dimensionen der einfachen kondensierten Moduln

Kgrad := function(H, IBr)
local C, CP, Grad, X, S, s, v, i, j, ver, n, p, m, pp;

C:=ConjugacyClasses (H);

ver:=Vert (c); #Die Konjugiertenklassen von H werden zusammengefasst.
CP:=ClassParameters (irr);

s:=Size(cp);

S:=Size(ver);

K:=Size (H);

vi=[1l..s]1%0;

for 1 in [1l..s] do
p:=cplil;
m:=Mkcycle(p[2]);

#Man erhdlt die Zykelstruktur der zu der Konjugiertenklasse gehdrenden Zykel.

for j in [1..S] do

pp:=ver [j];
if m=pp[2] then
v[i]:=pp([1l];

#Stimmen die Zykeltypen Uberein, so wird die Anzahl Ubernommen.
fi;
od;
od;

n:=TransposedMat (TransposedMat (Irr (IBr)));

#FUr alle eingeschrdnkten irreduziblen Charaktere wird das Skalarprodukt mit dem trivialen Charakter
von H gebildet.

Grad:=1/K*n=*v;
return Grad;

end;

Um die Einschrinkung von Charakteren von S,, auf H zu berechnen, wird die Klassenverteilung der Konju-
giertenklassen von H in S, benotigt. Das Zusammenzéhlen der Elemente von H in einer Konjugiertenklasse
von S,, macht das Programm Vert.

Programm : Vert
Eingabe :  C, die Konjugiertenklassen von H
Ausgabe ¢ Anzahl der ZyKkel eines Zykeltyps

Vert:= function(C)
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local s, r, k, t, 1, 11, x, y;

s:=Size (C);
l:=[1;
11:=[1;

for x in [1..s] do
r:= Representative (C[x]);
t:=CycleStructurePerm(r) ;

if t in 11 then
for y in [1..Size(1l)] do
k:=1[yl;
if t=k[2] then
k[1]:=k[1l]+Size(C[x]);
#Stimmen der Zykeltyp einer Klasse mit einem vorhandenem
hinzugefligt.
fi;
1lyl:=k;
od;

else
Append (11, [t]);
1[Size(l)+1]:= [Size(CI[x]),t];
fi;
od;

return 1;

Uberein,

so wird die Grobe der Klasse

#FUr alle Zykeltypen wird die Anzahl der Zykel mit diesem Typ ausgegeben.

end;

Ein weiteres Hilfsprogramm ist Mkcycle, welches aus einer Partition A die zugehorige Zykelstruktur be-

stimmt.

Programm : Mkcycle
Eingabe ¢ Aeine Partition von n
Ausgabe : Die zu )\ gehorende Zykelstruktur

Mkcycle:= function(1lb)

local r, s, t, n, 1, x, y, 2, V;

l:=Length(p);
s:=0;

r:=();

z:=0;

for x in [1..1l] do
if 1b[x]=1 then #Der Zykel ist fertig.
return CycleStructurePerm(r);
fi;

#Erstelle nacheinander die Teilzykel.
n:=[1..p[x]]1*0;

t:=[1..p[x]1%0;
for y in [1..p[x]] do

tlyl:=y+1l;
nlyl:=z;
od;
t[1lb[x]]:=1;
=t+n;
vi=[1l..z];

Append (v, t) ;
r:=r+xPermList (v) ;
z:=z+p[x];

od;

return CycleStructurePerm(r);

end;
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