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Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Bestimmung der Brauer-Baume der spo-
radischen einfachen Gruppe M (Monster) in Charakteristik 29. Sie gliedert sich in zwei
Kapitel, in denen zum einen in Kapitel 1 die nétigen theoretischen Grundlagen iiber Blécke
mit einer zyklischen Defektgruppe sowie Methoden zur Bestimmung von Brauer-Biéum-
en solcher Blocke vorgestellt werden, und zum anderen in Kapitel 2 die Ergebnisse im
speziellen Fall der Gruppe M erarbeitet werden.

Ausgehend vom Satz von Brauer und Dade wird im ersten Kapitel fiir eine Primzahl p und
einen p-Block von zyklischem Defekt einer endlichen Gruppe G das Konzept des Brauer-
Baums und dessen Einbettung in die Ebene eingefiihrt. Im Fall selbstdualer Blocke erhalten
wir weitere Struktureigenschaften, bevor erste Methoden zur Bestimmung von Brauer-
Baumen mithilfe projektiver Charaktere beschrieben werden. Der grofite Teil des Kapitels
widmet sich jedoch der Darstellung eines Verfahrens, das Erkenntnisse iiber die Blocke von
G aus solchen der Blocke von p-lokalen Untergruppen von G gewinnt. Dies geschieht fiir
den speziellen Fall, dass eine p-Sylowgruppe von G die Ordnung p hat. Die entscheidende
Untergruppe von G ist dabei der Normalisator einer p-Sylowgruppe, dessen Blocke leichter
zu beschreiben sind als die von G. Als Bindeglied zwischen diesem Normalisator und der
Gruppe G dient die Green-Korrespondenz. In grofien Teilen der Argumentation folgen wir
Kapitel 4 in [BBB], wobei die grundlegenden Aussagen dieser Theorie aus dem Buch [Fei]
stammen.

Im zweiten Kapitel finden die beschriebenen Methoden Anwendung am Beispiel der Grup-
pe M fiir p = 29. Es gelingt unter Verwendung projektiver Charaktere, die reellen Stimme
der Brauer-Bdume zu bestimmen und Einschrankungen an die moglichen Positionen der
nichtreellwertigen Knoten zu erhalten. Zur Anwendung der Green-Korrespondenz konstru-
ieren wir den Normalisator einer 29-Sylowgruppe als Permutationsgruppe und berechnen
seine Charaktertafel. Mit der Green-Korrespondenz und Tensorprodukten gewthnlicher
irreduzibler Charaktere werden die Moglichkeiten fiir die Gestalt der Brauer-Baume von
M auf zehn verbleibende begrenzt.

Ich bedanke mich bei Prof. Dr. Gerhard Hif} fiir den Vorschlag zur Bearbeitung dieses
Themas und seine stédndige Bereitschaft zur Hilfe. Weiterhin danke ich Klaus Lux fiir seine
ausfiihrlichen Erlduterungen zur Theorie sowie Jiirgen Miiller, der immer fiir Diskussionen
und die Beantwortung von Fragen zur Verfiigung steht.

Ein besonderer Dank gilt meinen Eltern fiir alles, was sie fiir mich getan haben, und meinen
Schwiegereltern fiir ihre intensive Unterstiitzung und Hilfe. Ich danke meiner Natalie von
ganzem Herzen fiir ihre Fiirsorge, ihr Verstindnis und dafiir, dass sie mich immer wieder
motivieren konnte.



Ich versichere, dass ich diese Diplomarbeit selbststéindig verfasst und keine anderen als die
angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe. Wortliche oder sinngeméfle Wieder-
gaben aus diesen Quellen sind als solche kenntlich gemacht und durch Zitate belegt.

Aachen, den 24. September 2002



Kapitel 1

Brauer-Baume

In diesem Kapitel wollen wir theoretische Grundlagen zusammenstellen sowie Methoden
zur Bestimmung von Brauer-Baumen kennenlernen. Dabei wird die Green-Korrespondenz
eine wichtige Rolle spielen.

Im ganzen Kapitel seien G eine endliche Gruppe sowie p eine Primzahl und (K, R, k) ein
p-modulares Zerfallungssystem fiir G. Das maximale Ideal in R werde erzeugt von 7.

1.1 Blo6cke mit zyklischer Defektgruppe

In diesem Abschnitt sei B ein Block von G mit zyklischer Defektgruppe D der Ordnung
|D| = p? mit einer natiirlichen Zahl d € N.

1.1.1 Satz (Der Satz von Brauer und Dade)
Ist IBr(B) := {®1,¢2,...,9e} die Menge der irreduziblen Brauer-Charaktere von B, so
gilt

e|lp—1.

Die Anzahl der gewdhnlichen irreduziblen Charaktere ist

d
-1
|Irr(B)| = e+ 4 .

Ist pd% > 1, so gibt es eine Partition

II'I'(B) = {X17X27"° 7Xe} U {X)\ | A € A},

wobei A eine Indexmenge mit |A| = p=1 st Alle Xx, A € A, haben die gleiche Ein-
e

schrinkung auf die p’-Klassen. Sie heifien die exzeptionellen Charaktere von B.

Wir definieren
Xetl =D Xa
AEA

und setzen mit dieser Bezeichnung

Irrg(B) := {Xx1,X2s- - > Xe+1}-

Wir konnen die Zerlegungsmatrix von B folgendermafien beschreiben.

3



4 1 BRAUER-BAUME

Der projektive unzerlegbare Modul, der zum Brauer-Charakter ¢; korrespondiert, bzw.
zum einfachen kG-Modul mit Charakter p;, sei mit P; bezeichnet, wobei i € {1,2,...,e}
ist. Der Charakter von P; sei ®;. Dann gibt es zu ®; zwei Zahlen i(1) und i(2) mit
i(1), i(2) € {1,2,...,e+ 1} und i(1) # i(2), so dass

Qi = xi1) + Xi(2)

gilt; insbesondere sind die Zerlegungszahlen von B entweder 0 oder 1.

1.1.2 Definition

Nach Satz 1.1.1 sind in der Zerlegungsmatrix von B die Zeilen zu den exzeptionellen
Charakteren x, A € A, alle gleich. Die (e+1) x e-Matrix, die wir aus der Zerlegungsmatrix
erhalten, indem wir fiir die exzeptionellen Charaktere nur eine Zeile schreiben, ist die
Inzidenzmatrix eines Baums. Diesen Baum nennen wir den Brauer-Baum I'g von B.

Wir bezeichnen die Einschrinkung eines Charakters x von G auf die p’-Klassen mit x.
Aus der Brauer-Reziprozitdt erhalten wir die folgende Bemerkung.

1.1.3 Bemerkung

Die Aussage ®; = x;(1) + Xi(2) ist dquivalent zu der folgenden: Der irreduzible Brauer-
Charakter ¢; ist Konstituent von X1y und X;() mit Vielfachheit 1 und dies sind die
einzigen beiden Charaktere in der Menge {X; | 1 < j < e+1}, in denen ¢; als Konstituent
vorkommt.

Von jetzt an wollen wir die Knoten von I'g mit den zugehérigen gewhnlichen irreduziblen
Charakteren in Irr(B) und die Kanten von I'p mit den zugehorigen Brauer-Charakteren
in IBr(B) identifizieren. Ist also ¢ ein Konstituent von X und X', so sagen wir, ¢ ist
eine gemeinsame Kante von x und y’. Der Knoten, der zu den exzeptionellen Charakteren
gehort, wird im Brauer-Baum mit einem zusétzlichen Kreis gekennzeichnet. Dieser Knoten
heifit der ezzeptionelle Knoten und wir ordnen ihm eine Vielfachheit zu. Die Vielfachheit
des exzeptionellen Knotens sei pdel’ sie entspricht also der Anzahl der exzeptionellen
Charaktere.

Genauso koénnen wir auch die Knoten des Baums mit den Charakteren in der Menge
Irro(B) identifizieren und die Kanten mit den Charakteren ®; der projektiven unzerlegba-
ren Moduln. Dann sagen wir, ®; ist eine gemeinsame Kante von y und x’ € Irrg(B), falls
D; = x + X gilt.

Mithilfe des folgenden Satzes konnen wir den Typ eines Charakters definieren. Dieses
Konzept ist sehr niitzlich zur Bestimmung von Brauer-Baumen, da immer nur Charaktere
von unterschiedlichem Typ eine gemeinsame Kante haben kénnen. Sei ab jetzt p > 2,
denn im Fall p = 2 gibt es nach Satz 1.1.1 genau einen irreduziblen Brauer-Charakter und
genau p® gewdhnliche irreduzible Charaktere, von denen p? — 1 exzeptionelle Charaktere
sind. Also hat der Brauer-Baum nur eine Kante, die den exzeptionellen Knoten mit einem
weiteren nichtexzeptionellen Knoten verbindet.
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1.1.4 Satz
Sei p* die hochste p-Potenz, die die Ordnung |G| von G teilt.

(i) Fiir alle x € Irrg(B) gilt: p>~¢ teilt x(1) und pxa(_ll wird nicht von p geteilt.

(ii) Seien x, X' € Irrg(B) durch eine gemeinsame Kante verbunden, d.h. x + X' ist pro-
jektiv. Weiter seien x(1) = p®~¢f, und x'(1) = p*~?f,s. Dann gilt:

fx + fv =0 mod p?.

Beweis:

(i) Die Aussage folgt aus [Fei, Theorem 2.16, S. 278] fiir alle gewohnlichen irreduziblen

Charaktere. Da pdT_l nicht von p geteilt wird, gilt dies auch fiir den Charakter xe+1
und damit fiir alle Charaktere der Menge Irro(B).

(ii) Die Behauptung entspricht [BBB, Theorem 2.1.11.b), S. 15]. O

1.1.5 Definition

Fiir einen beliebigen Charakter v € Irro(B) sei fy definiert durch (1) = pad fy- Die
Charaktere in Irrg(B) lassen sich in zwei disjunkte Mengen aufteilen. Dabei liegen zwei
Charaktere 1 und v’ in der gleichen Menge, falls fiir die p’-Anteile ihrer Charaktergrade
fy und fy gilt, dass fy, = fyr mod p? ist.

Um zwischen diesen beiden Mengen zu unterscheiden, sagen wir, die Charaktere in der
einen Menge seien vom Typ X, die in der anderen vom Typ o. Der triviale Charakter sei
stets vom Typ X.

Aus Satz 1.1.4 (ii) ist ersichtlich, dass nur Charaktere von unterschiedlichem Typ im
Brauer-Baum miteinander verbunden sein kénnen. In Abschnitt 1.7 geben wir eine mo-
dultheoretische Interpretation des Charaktertyps x /o. Im Fall d = 1 haben die Charaktere
vom Typ x auf der Konjugiertenklasse eines Erzeugers x der Defektgruppe D als Wert eine
positive ganze Zahl, die vom Typ o eine negative ganze Zahl (vgl. Bemerkung 1.7.6). Man
kann einem Charakter aus der Menge Irro(B) also eindeutig einen Charaktertyp zuweisen.

Eine Reihe von Brauer-Biumen lédsst sich alleine mit dem Konzept von x /o bestimmen.
Der Brauer-Baum ist ndmlich ein Stern, genau dann, wenn es genau einen Knoten entweder
vom Typ X oder o gibt. Alle anderen Knoten sind dann mit diesem einen verbunden (vgl.
dazu [BBB, Lemma 2.1.13., S. 16]).

Wir kénnen mithilfe des folgenden Satzes die Struktur der Reduktionen modulo p gewisser
RG-Gitter beschreiben.



6 1 BRAUER-BAUME

1.1.6 Satz
Seien x € Irrg(B) ein Knoten von I'g und ¢ € IBr(B) eine davon ausgehende Kante. Dann
gilt:

(i) Es existiert ein RG-Gitter L mit Charakter X, so dass L := L/mL, seine Reduktion
modulo p, uniseriell ist und der irreduzible kG-Modul S mit Charakter ¢ der Kopf
von L ist, d.h.

L/rad(L) = S.

(i) Ist L' ein weiteres RG-Gitter mit Charakter x, so dass L' uniseriell ist, so erhalten
wir die Kompositionsreihe von L' durch eine zyklische Permutation der Kompositi-
onsreihe von L.

Beweis: Der Satz entspricht [BBB, Theorem 2.1.18., S. 17]. O
Der obige Satz beschreibt also eine Reihenfolge innerhalb der von einem festen Knoten y
ausgehenden Kanten. Dabei folgt die Kante o auf die Kante 1, falls es ein RG-Gitter L
mit Charakter x gibt, dessen Reduktion modulo p uniseriell ist, so dass ¢; und @9 in der
aufsteigenden Kompositionsreihe von L als aufeinander folgende Faktoren vorkommen.

1.1.7 Definition

Den in die Ebene eingebetteten Brauer-Baum Fg) erhalten wir, indem wir um einen je-
den Knoten die von ihm ausgehenden Kanten in der oben beschriebenen Reihenfolge im
Uhrzeigersinn anordnen.

(e)

Wir werden im Folgenden meist die Bezeichnung I'p statt I’ fiir den in die Ebene einge-
betteten Brauer-Baum verwenden, da aus dem Zusammenhang klar ist, was wir meinen.
Der eingebettete Brauer-Baum enthélt noch mehr Informationen, wie in [Alp, S. 118 ff]
beschrieben wird. Wir kénnen néamlich die Struktur der projektiven unzerlegbaren kG-
Moduln mithilfe des in die Ebene eingebetteten Brauer-Baums beschreiben. Dies tun wir
in der folgenden Bemerkung.

1.1.8 Bemerkung

Sei ¢ eine Kante des Brauer-Baums I'g, die die Knoten y und X’ verbindet. Die Kanten,
die von y ausgehen, seien im Uhrzeigersinn ¢, ¢1,..., ¢, und die von X’ ausgehenden
0,04, ..., ¢ (ebenfalls im Uhrzeigersinn). Das heifit, wir haben einen Teilbaum der fol-
genden Form.

©r

Zunichst betrachten wir den Fall, dass keiner der beiden Knoten der exzeptionelle Kno-
ten ist. Sind S der einfache kKG-Modul mit Charakter ¢ und P der projektive unzer-
legbare kG-Modul, der zu S korrespondiert, so sind der Sockel soc(P) von P und der
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S5 s}

Abbildung 1.1: Der projektive unzerlegbare Modul zu ¢

Kopf P/rad(P) von P beide isomorph zu S. Der Faktor rad(P)/soc(P) ist die Summe
hochstens zweier uniserieller Moduln, deren Kompositionsfaktoren in aufsteigender Rei-
henfolge S1, Sa,...,S, baw. S1,5,...,5; sind. Dabei sind die S; bzw. S} die einfachen
kG-Moduln zu den Charakteren ¢; bzw. gp}. Gilt r = 0 oder s = 0, d.h. x oder X/ ist ein
Blatt des Brauer-Baums, so ist rad(P)/soc(P) uniseriell und hat die Kompositionsreihe
S1, 85, ..., S, oder S1,54,...,S,. Der Modul P ist fiir den Fall s # 0 in Abbildung 1.1
dargestellt.

Ist nun x der exzeptionelle Knoten, so hat der uniserielle Modul im Faktor
rad(P)/soc(P), der zu x gehort, als aufsteigende Kompositionsreihe

81,82, ..., 808,81, ... .S,,8,81,....5,.

Der Modul S kommt in dieser Reihe pdT_l — 1 mal vor. Im Fall r = 0 ergibt sich die
Kompositionsreihe S, S, ..., S.

Beweis: Dies folgt aus [Alp, S. 118 ff und Theorem 1, S. 123]. O

Wir wollen nun den Brauer-Baum von B noch genauer beschreiben. Dazu beschranken wir
uns auf selbstduale Blocke. Fiir das nichste Lemma und die Definition eines selbstdualen
Blocks bendétigen wir nicht die Voraussetzung, dass B eine zyklische Defektgruppe hat.
Die Primzahl p ist ebenfalls an keine Einschriankungen gebunden.
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1.1.9 Lemma
Sei B ein Block von G. Der zu x komplex konjugierte Charakter sei mit x bezeichnet. Die
folgenden Aussagen sind &dquivalent:

(i) Es existiert ein x € Irr(B), so dass x € Irr(B) ist.
(ii) Fiir alle x € Irr(B) gilt x € Irr(B).
(iii) Es existiert ein ¢ € IBr(B), so dass ¢ € IBr(B) ist.
(iv) Fiir alle p € IBr(B) gilt ¢ € IBr(B).
Beweis: [BBB, Corollary 2.1.16., S. 16]. O

1.1.10 Definition
FEin Block B von G, welcher eine der Eigenschaften aus Lemma 1.1.9 erfiillt, heifit
selbstdual.

Nun kehren wir zuriick zu unseren urspriinglichen Vorraussetzungen, d.h. B habe zykli-
schen Defekt und es gelte p > 2.

1.1.11 Satz
Seien B selbstdual und x € Irrg(B) ein Knoten von I'g, sowie 1,2, ..., ¢, die Kanten,
die von x in dieser Reihenfolge ausgehen. Dann ist die Reihenfolge der Kanten am Knoten

X gegeben durch @1, @y, ..., Q2.

Beweis: [BBB, Theorem 2.1.20.a), S. 18]. O
Die Reihenfolge der Kanten wird also bei komplexer Konjugation genau umgedreht. Be-
trachten wir nun den Spezialfall von reellwertigen Charakteren in Irrg(B).

1.1.12 Lemma
Sei B selbstdual. Dann existiert ein Charakter x € Irrg(B) mit x = x.

Beweis: [BBB, Theorem 2.1.17., S. 17]. O
In einem selbstdualen Block von zyklischem Defekt gibt es also mindestens einen reellwer-
tigen Charakter in der Menge Irrg(B). Es gibt also mindestens einen reellwertigen Knoten.
Was koénnen wir iiber diese speziellen Knoten aussagen?

1.1.13 Satz

Sei B selbstdual. Die reellwertigen Knoten in Irrg(B) und die reellwertigen Kanten in
IBr(B) bilden einen zusammenhéngenden Teilgraphen Sp von I'g. Dieser Teilgraph ist
ein offenes Polygon, d.h. eine gerade Linie, und heifit der reelle Stamm von I'p.

Beweis: [BBB, Theorem 2.1.20.b), S. 18]. O

1.1.14 Bemerkung

Komplexe Konjugation induziert einen Graphen-Automorphismus des eingebetteten
Brauer-Baums Fg), welcher eine Spiegelung am reellen Stamm Sp ist.

Beweis: [BBB, Theorem 2.1.20.c), S. 18]. O
Es ist also sinnvoll, sich bei der Bestimmung eines Brauer-Baums zunéchst mit dem reellen
Stamm zu befassen, da hier ein Knoten hochstens zwei reellwertige Nachbarn haben kann.
AuBlerdem kann man anschlieflend die Spiegelsymmetrie ausnutzen, um die Positionen von
Paaren komplex konjugierter Charaktere auf dem Brauer-Baum herauszufinden.
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1.2 Projektive Charaktere

Nachdem wir uns im vorhergehenden Abschnitt mit grundlegenden Eigenschaften von
Brauer-Baumen beschéftigt haben, wollen wir jetzt erste Methoden zu deren Bestimmung
darstellen. Wieder sei B ein Block von G mit zyklischer Defektgruppe D der Ordnung
|D| = p?, p # 2. Wir erinnern uns, dass zwei Knoten x und x’ im Brauer-Baum miteinander
verbunden sind, falls die Summe Y + X’ projektiv ist. Also liegt es nahe, dass wir uns
projektive Charaktere bzw. deren Zerlegung in die irreduziblen Charaktere des Blocks B
ansehen. In diesem Abschnitt sei 6 € {K, R, k}. Es seien RG-Moduln stets RG-Gitter.

1.2.1 Lemma
Seien M und N 6G-Moduln, wobei M projektiv sei, und H < G eine Untergruppe von G
sowie P ein projektiver 0 H-Modul. Dann gilt:

(i) Das Tensorprodukt M ® N ist projektiv.
(ii) Die Moduln M** und M?~ sind projektiv.
(iii) Der nach G induzierte Modul P% ist projektiv.
Beweis:
(i) [Fei, Lemma 2.7, S. 83].
(ii) Unter der Voraussetzung, dass p # 2 ist, beachten wir die Definitionen

M* == (m@n+n@m|m,nec M),

M?*™ :=(m®@n—-n®m|m,nec M),

so folgt die Behauptung aus (i) mit M ® M = M?** @ M?~.
(iii) [BBB, Lemma 3.1.15., S. 23]. 0

Mithilfe dieses Lemmas konnen wir nun aus der gewdhnlichen Charaktertafel projekti-
ve Charaktere erzeugen, indem wir z.B. Tensorprodukte von Defekt-0-Charakteren mit
beliebigen anderen Charakteren oder die Symmetrisierungen x?* und x?~ eines Defekt-
0-Charakters x berechnen. Die so gewonnenen projektiven Charaktere zerlegen wir in die
irreduziblen Konstituenten. Der Anteil im Block B liefert Informationen iiber die Kanten
zwischen denjenigen Knoten, die in diesen Zerlegungen vorkommen.
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1.3 Die Green-Korrespondenz

Die Methoden aus dem vorherigen Abschnitt lassen keinen Schluss iiber die Einbettung
des Brauer-Baums in die Ebene zu. Auflerdem ist nicht gewéihrleistet, dass die Betrachtung
von projektiven Charakteren die komplette Gestalt des Brauer-Baums liefert. An dieser
Stelle ist es notwendig, tiefer gehende darstellungstheoretische Ergebnisse zu verwenden.
Unser Ziel ist es, die Struktur der Blocke von G aus der Untersuchung von p-lokalen Un-
tergruppen von G herzuleiten. Wir wollen uns dazu den Normalisator einer p-Sylowgruppe
in G ansehen. Die Green-Korrespondenz ist das bindende Glied zwischen Moduln fiir G
und solchen dieses Normalisators.

Beginnen wir mit den Grundvoraussetzungen. Es sei 6 € {K, R, k}. Eine p-Sylowgruppe
D von G habe die Ordnung |D| = p. Die Blécke von G, die nicht vom Defekt 0 sind,
haben dann Defekt d = 1, und deren Defektgruppen sind gerade die p-Sylowgruppen von
G. Insbesondere sind die Defektgruppen zyklisch. Es sei

N := Ng(D)
der Normalisator von D in G. Dann gilt
DnNgDg™! = {1} fiir alle g € G mit g ¢ N.
Also ist D eine TI-Menge (trivial intersection set) fiir G. Aus diesem Grund erhalten

wir die folgende spezielle Form der Green-Korrespondenz. Wir bezeichnen die Menge der
nichtprojektiven unzerlegbaren #G-Moduln (bis auf Isomorphie) mit Ind,,(0G).

1.3.1 Satz (Green-Korrespondenz)
Es existieren zueinander inverse Bijektionen

f :Ind,p(0G) — Ind,, (6N),
g : Ind,,,(ON) — Ind,,,(6G),
die folgendermafen gegeben sind:
(i) Fiir X € Ind,,,(0G) ist der auf N eingeschréinkte Modul Xy die direkte Summe
Xy =f(X)® Zy,
wobei Z1 ein projektiver O N-Modul ist.
(i) Fiir Y € Ind,,(0N) ist der nach G induzierte Modul Y die direkte Summe
YO =g(Y)® 2,
wobei Zsy ein projektiver 6G-Modul ist.

f(X) heifit der Green-Korrespondent zu X, g(Y) der Green-Korrespondent zu Y .

Beweis: [BBB, Lemma 4.1.1., S. 27]. O
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Wir kénnen nun die Abbildungen f und g auf beliebige Moduln fortsetzen, indem wir
Folgendes festlegen (siehe [BBB, Lemma 4.1.4., S. 29]).

(i) Ist P ein projektiver unzerlegbarer §G-Modul, so sei f(P) := 0. Fiir einen beliebigen
6G-Modul X definieren wir

f(X):= Ean(Xi), falls sich X = éXZ-
i=1

i=1

schreiben lésst als direkte Summe von unzerlegbaren Moduln X;. Dann enthélt f(X)
keinen projektiven unzerlegbaren Summanden und es gilt

Xy =f(X)®Z
mit einem projektiven A N-Modul Z;.

(ii) Genauso sei g(P’) := 0 fiir jeden projektiven unzerlegbaren § N-Modul P’ und wir
setzen

n n
g(Y) = @g(Yi), wenn Y = @Y;
i=1 i=1

die direkte Summe von unzerlegbaren Moduln Y; ist. Auch ¢(Y) enthélt keinen
projektiven unzerlegbaren Summanden und es gilt

Y& =g(Y)® Z
mit einem projektiven §G-Modul Zs.

Mit dieser Erweiterung formulieren wir das folgende Lemma.

1.3.2 Lemma
Seien X und Y 8G-Moduln und X* der zu X duale Modul. Dann gilt:

(i) f(X)® f(Y)=f(X®Y)® P mit einem projektiven § N-Modul P.

(i) f(X7) = fFX)"
Ist insbesondere der Modul X selbstdual, so auch sein Green-Korrespondent f(X).
Beweis:

(i) [BBB, Lemma 4.1.5.a), S. 30].

(i) [BBB, Lemma 4.1.6., S. 31]. O
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1.4 Die Brauer-Korrespondenz

Die Green-Korrespondenz ist eine Korrespondenz zwischen §G-Moduln und 6 N-Moduln.
Es stellt sich nun die Frage, ob dabei Blécke respektiert werden. Wenn zwei unzerlegbare
Moduln im gleichen Block liegen, tun das dann auch ihre Green-Korrespondenten?

Die folgenden Aussagen gelten auch in einer allgemeineren Situation als der von Abschnitt
1.3. Wir kénnen deshalb in diesem Abschnitt zu den globalen Grundvoraussetzungen des
Kapitels zuriickkehren, so wie sie ganz zu Beginn vor Abschnitt 1.1 angegeben sind.

1.4.1 Satz (Brauers erster Hauptsatz)

Seien D eine p-Untergruppe von G und H < G eine Untergruppe von G, fiir die Ng(D) C
H gilt. Dann existiert eine Bijektion zwischen der Menge aller Blécke von H mit Defekt-
gruppe D und der Menge aller Blécke von G mit Defektgruppe D.

Beweis: [Fei, Theorem 9.7, S. 137]. O

1.4.2 Bemerkung
Die Bijektion in Satz 1.4.1 ist gegeben durch die Brauer-Korrespondenz. Man vergleiche
hierzu [Alp, S. 101] und [Fei, S. 136]. Der Block B von G, der dem Block b von H zugeordnet

ist, heiBt der Brauer-Korrespondent von b. Wir schreiben in diesem Fall B = b©.

1.4.3 Satz

Die Voraussetzungen seien wie in Satz 1.4.1, und es sei D eine Defektgruppe des Haupt-
blocks von H. Dann ist der Brauer-Korrespondent des Hauptblocks von H der Hauptblock
von G.

Beweis: [Alp, Theorem 1, S. 112]. O

Wenden wir die Brauer-Korrespondenz speziell im Fall H = Ng(D) =: N an, so haben
wir also eine Bijektion zwischen den Blocken von G mit Defektgruppe D und den Blécken
von N mit Defektgruppe D. Mit den Voraussetzungen des vorhergehenden Abschnitts
iiber die Green-Korrespondenz stellt sich die Frage, wie der Zusammenhang zwischen der
Brauer-Korrespondenz und der Green-Korrespondenz ist.

1.4.4 Lemma

Seien b ein Block von N mit Defektgruppe D und B der Brauer-Korrespondent von b in G.
Ist M ein unzerlegbarer nichtprojektiver 0G-Modul in B, so liegt der Green-Korrespondent
f(M) in b.

Beweis: [Fei, Theorem 7.8, S. 131]. O
Wir erhalten also Informationen iiber die Blocke von G lokal aus den korrespondierenden
Blocken von N, wobei ein Block von N die Green-Korrespondenten der Moduln in seinem
Brauer-Korrespondenten enthélt.
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1.5 Die Blécke von Ng(D)

Die Voraussetzungen seien wieder wie in Abschnitt 1.3. Um die Green-Korrespondenz zur
Bestimmung der Brauer-Baume der Blécke von G anwenden zu kénnen, untersuchen wir
die Blocke des Normalisators V.

Es sei

C .= Cg(D)

der Zentralisator von D in G. Wir beschreiben zunéchst die Blocke in C. Nach dem Satz
von Schur-Zassenhaus (vgl. [KSt, Satz 3.3.1., S. 66]) hat D ein Komplement in C'. Dieses
Komplement bezeichnen wir mit Q. Es gilt also

C=DxQ.
Es sei die Menge der gewohnlichen irreduziblen Charaktere von D mit
II‘I‘(D) == {5\0, 5\1, ceey 5‘}771}

bezeichnet. Dabei sei A der triviale Charakter. Dann erhalten wir die Menge der gew6hn-
lichen irreduziblen Charaktere von C als die Menge der Produkte der Charaktere aus
Irr(D) mit den gewohnlichen irreduziblen Charakteren von Q:

Ir(C) = {\ x| 0<i<p—1, ¥ er(Q)}.

Dabei ist ein Charakter \; x v folgendermaBen definiert:

Ni x (. y) = Ma)d(y) fir 2 € D, y € Q.

Wir bezeichnen die Charaktere 5\2 X 1g mit A; und 5\0 X 72) mit . Dann gilt: \; ®vy = S\Z X 1;
Es gilt also:

Ir(C)={\®y|0<i<p—1, ¥ elr(Q)}.

Wie sehen nun die Blocke von C aus?

1.5.1 Satz
Es gibt eine Bijektion zwischen den Blécken von C und den gewdohnlichen irreduziblen
Charakteren von Q.

Sei 3 ein Block von C'. Dann gibt es in (3 genau einen gewdhnlichen irreduziblen Charakter
1o, der D im Kern hat, d.h. 19 = Ao X 1. Die iibrigen irreduziblen Charaktere von (3 sind
die Tensorprodukte der \; mit y. Es gilt also

Irr(B) = {vi = A ®@¢o |0 <i <p—1}
Der Charakter vq heifit der kanonische Charakter von (.

Beweis: [BBB, Theorem 4.2.1., S. 35]. O
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1.5.2 Bemerkung

Da @ eine p’-Gruppe ist, ist die Einschrinkung von ¢y auf die p’-Klassen (was nichts
anderes ist als 1;0) ein irreduzibler Brauer-Charakter. Alle Charaktere in 3 schrinken
gleich auf die p/-Klassen ein. Es gibt also in 3 genau einen irreduziblen Brauer-Charakter
1&0, d.h. genau einen einfachen kC-Modul. Der Brauer-Baum von (8 hat somit eine Form
wie in Abbildung 1.2.

Dabei sind die Knoten wie in Satz 1.1.1 bezeichnet, d.h. x1 = ¥y und der exzeptionelle
Knoten ist y2 = Zf;ll 1; mit Vielfachheit p — 1. Also ist der projektive unzerlegbare
kC-Modul, der zum einzigen irreduziblen Brauer-Charakter gehort, uniseriell und seine
Kompositionsreihe hat Lénge p.

X1 X2

Abbildung 1.2: Der Brauer-Baum von (8

Beweis: Dies folgt aus Satz 1.5.1 und Bemerkung 1.1.8. Man vergleiche dazu [BBB,
Theorem 4.2.1., S. 35] und [Alp, Theorem 1, S. 128]. O
Nun kennen wir die Blocke von C' und wollen daraus auf die Blocke von N schlieflen.
Hierbei nutzen wir aus, dass C' ein Normalteiler in N ist. Wir 16sen uns fiir einen Moment
von unseren Grundvoraussetzungen, um die fiir diese Situation notwendigen Definitionen
und Aussagen zu formulieren.

1.5.3 Definition
Seien GG eine endliche Gruppe, H < G ein Normalteiler in G, B ein Block von G und b ein
Block des Normalteilers H.

(i) Der Block B iiberdeckt den Block b, falls ein Charakter x € Irr(B) existiert, so dass
dessen Einschrinkung auf H einen Konstituenten x’ € Irr(b) hat.

(ii) G operiert durch Konjugation auf den Blocken von H. Die Gruppe
T(b):={geGlghg' =b} <G
heiflt die Trdgheitsgruppe von b in G.
Von dieser Definition ausgehend, erhalten wir einige grundlegende Eigenschaften.

1.5.4 Satz
Die Voraussetzungen seien wie in Definition 1.5.3. Zusétzlich sei D I G ein p-Normalteiler
in G.
(i) Die Blécke, die von B iiberdeckt werden, bilden eine G-Konjugiertenklasse von
Blécken von H.
(ii) Es gibt einen Block, der b iiberdeckt.

(iii) Falls fiir den Zentralisator Cg(D) von D in G gilt: Cq(D) < H, so wird b von genau
einem eindeutig bestimmten Block von G iiberdeckt.
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Beweis:
(i) [Fei, Lemma 2.3, S. 196].
(ii) [Fei, Lemma 4.10(ii), S. 153].
(iii) [Fei, Lemma 3.10, S. 200]. O

Diese Situation konnen wir genau so gut auf die Tréigheitsgruppe T'(b) statt G anwenden.
Der Zusammenhang zwischen Blocken von T'(b), die eine gewisse Konjugiertenklasse von
Blocken von H iiberdecken und solchen von G ist im folgenden Satz zusammengestellt.

1.5.5 Satz
Seien also H <G ein Normalteiler in G und b ein Block von H. Sei By ein Block von T(b),
der b iiberdeckt.

(i) Die Brauer-Korrespondenz B — BS definiert eine Bijektion zwischen den Blécken
von T'(b), die b iiberdecken und den Blécken von G, die b iiberdecken.

(ii) Die Abbildung x — x©, die x € Irr(By) auf den nach G induzierten Charakter ab-
bildet, definiert eine Bijektion zwischen den gewdhnlichen irreduziblen Charakteren
von By und den gewdhnlichen irreduziblen Charakteren von BOG .

(iii) Die Abbildung ¢ — ¢, die ¢ € IBr(Bo) auf den nach G induzierten Charakter
abbildet, definiert eine Bijektion zwischen den irreduziblen Brauer-Charakteren von
By und den irreduziblen Brauer-Charakteren von BOG .

(iv) Die Blocke By und BOG haben die gleiche Zerlegungsmatrix und die gleiche Cartan-
Matrix.

(v) Die Blécke By und BSJ haben eine gemeinsame Defektgruppe.
(vi) Der Block b von H ist der eindeutig bestimmte Block, der von By iiberdeckt wird.

Beweis: [Fei, Theorem 2.5, S. 197]. O
Von nun an betrachten wir wieder unseren Normalisator N und den darin enthaltenen
Normalteiler C = D x @, dessen Blocke wir ja nach Satz 1.5.1 bereits kennen. Die Gruppe
N operiert also auf dem Normalteiler C' durch Konjugation, wobei D invariant gelassen
wird. Das bedeutet, N operiert auf C/D = @ durch Konjugation und damit auch auf der
Menge Irr(Q). Mithilfe der Sétze 1.5.4 und 1.5.5 schliefen wir die folgende Bemerkung.

1.5.6 Bemerkung
Es gibt eine Bijektion zwischen den Blécken von G mit Defektgruppe D und den Bahnen
von N auf den gewthnlichen irreduziblen Charakteren Irr(Q) von Q.

Beweis: [Alp, Theorem 4, S. 109] bzw. [BBB, Remark 4.2.11., S. 38 ff]. O
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Erinnern wir uns an unser Ziel, die Blocke von N zu beschreiben, um schliellich mithilfe
der Green-Korrespondenz Riickschliisse auf die Blocke von G ziehen zu kénnen. Dazu sei b
ein Block von IV und ( ein Block von C, der von b iiberdeckt wird. Nach Satz 1.5.5 reicht
es aus, den nach Satz 1.5.4 eindeutig bestimmten Block b der Trégheitsgruppe T'(5) von
B in N zu betrachten, der 3 iiberdeckt. Denn die Brauer-Biume von b und b sind gleich
und die Knoten und Kanten von I'y, sind die induzierten Knoten und Kanten von I';. Also
beschiéftigen wir uns mit dem Block b.

Man beachte, dass N/C zyklisch ist, da es isomorph zu einer Untergruppe von Aut(D)
ist. Letztere ist eine zyklische Gruppe der Ordnung p — 1. Es sei

e:=|T(B): C]|

der Index von C' in der Trigheitsgruppe von B. Wir werden sehen, dass dieses e gleich
der Anzahl der irreduziblen Brauer-Charaktere im Block B von G (vgl. Satz 1.1.1), dem
Brauer-Korrespondenten von b, ist.

Wir wéhlen an dieser Stelle einen gewohnlichen irreduziblen Charakter

a € Irr(N)

von N, dessen Kern den Zentralisator C' enthélt und der die Ordnung p — 1 hat. Dieser
Charakter dient zur Beschreibung der Blécke von N, und wir verwenden fiir jeden Block
b von N diesen fest gewéhlten Charakter «.

1.5.7 Satz

Die nichtexzeptionellen gew6hnlichen irreduziblen Charaktere in b sind die Fortsetzungen
von 1o aus Satz 1.5.1, von denen es genau e Stiick gibt. Ist ¢ eine von diesen, so kénnen
wir alle Fortsetzungen beschreiben durch

@»::5@&2 0<i<e.

Dabei ist & die Einschrinkung von o auf T(B). Die exzeptionellen Charaktere in b, die
mit

C)\la' . 'aC)\p71

e

bezeichnet seien, erhalten wir, indem wir einige der exzeptionellen Charaktere des Blocks (3
aus Bemerkung 1.5.2 von C' nach T'(b) induzieren. Im Block b liegen also genau e irreduzible
Brauer-Charaktere. Diese sind Fortsetzungen des einzigen irreduziblen Brauer-Charakters

1y von (3.

Der eingebettete Brauer-Baum von b ist also ein Stern mit e Kanten und exzeptionellem
Knoten mit Vielfachheit % im Zentrum. Die Reihenfolge der Blétter ist dabei gegeben
durch die Reihenfolge der EZ wie in Abbildung 1.3 dargestellt. Man beachte, dass wir den
Charakter o fest gewéhlt haben.

Beweis: [BBB, Remark 4.2.11., S. 38 ff] und [Alp, Proposition 2, S. 135]. O
Nun kénnen wir leicht mithilfe von Satz 1.5.5 den Block b von N beschreiben. Wir setzen
Co = fév und Cy; = @\\J] fir1 <j < %. Die Einschrinkung von (j auf die p’-Klassen sei
mit ¢g bezeichnet.
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Abbildung 1.3: Der eingebettete Brauer-Baum von b

1.5.8 Satz
Die gewéhnlichen irreduziblen Charaktere in b sind die induzierten Charaktere von b. Also
sind die nichtexzeptionellen Charaktere die Tensorprodukte eines irreduziblen Charakters

mit den Potenzen von o:
G=GC®a, 0<i<e—1

Die exzeptionellen Charaktere sind (y,, .. .,(x,_, - Die irreduziblen Brauer-Charaktere sind

i =R, 0<i<e—1,

wobei der Charakter & die Einschrinkung von « auf die p’-Klassen von N ist.

Der Brauer-Baum von b ist ein Stern mit e Kanten und dem exzeptionellen Knoten mit
Vielfachheit % im Zentrum. Die Einbettung in die Ebene ist in Abbildung 1.4 dargestellt,
wobei sich die Reihenfolge der Blétter wieder iiber die Reihenfolge der Charaktere (; ergibt.

Beweis: [BBB, Remark 4.2.11., S. 38 ff] bzw. [Alp, Theorem 1, S. 135]. O
Git1 Ce—1
i o ® (0
Gi-1 G

Abbildung 1.4: Der eingebettete Brauer-Baum von b
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1.6 Die unzerlegbaren kN-Moduln

Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem vorhergehenden Abschnitt 1.5. Insbesondere
sei also b ein Block von N. Wir kennen nun den Brauer-Baum von b und kénnen mit
Bemerkung 1.1.8 auf die projektiven unzerlegbaren k/N-Moduln in b schlieflen.

1.6.1 Lemma

Sei P; der projektive unzerlegbare kN-Modul in b, der zum einfachen kN-Modul mit
Brauer-Charakter ¢;, 0 < i < e —1 (wie in Satz 1.5.8), korrespondiert. Dann gilt:

Der Modul P; ist uniseriell und seine Kompositionsreihe hat die Lidnge p. Die Faktoren
der aufsteigenden Kompositionsreihe sind

iy Pit1s- -+ Pitp—2, Oi-

Dabei werden die Indizes modulo e interpretiert.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 1.5.8 und Bemerkung 1.1.8 bzw. aus [Fei, Theorem
3.5(1), S. 282]. g
Dies erlaubt uns, die unzerlegbaren kN-Moduln in b zu beschreiben.

1.6.2 Lemma

Die Anzahl der Isomorphieklassen von unzerlegbaren kIN-Moduln in b ist ep. Jeder unzer-
legbare kN-Modul in b ist ein Faktormodul eines projektiven unzerlegbaren Moduls und
ist uniseriell.

Beweis: [Alp, Corollary 8, S. 142], [Fei, Theorem 3.5(ii), S. 282] und [BBB, Lemma 4.2.14.,
S. 41]. O
Aus den beiden Lemmas folgt nun, dass ein beliebiger unzerlegbarer k/N-Modul in b ein-
deutig charakterisiert werden kann durch seinen Sockel und die Lénge seiner Kompositi-
onsreihe. Wir fithren eine neue Schreibweise fiir solche Moduln ein.

1.6.3 Definition

Wir bezeichnen die Blocke von NV mit kleinen Buchstaben, also mit a,b,c,...,x,y, 2. Der
Hauptblock von N sei stets mit a bezeichnet. Fiir einen jeden Block x von N wéhlen wir
einen einfachen kN-Modul, den wir 2o nennen (Dies entspricht dem Modul zum Brauer-
Charakter ¢¢ in Satz 1.5.8). Im Hauptblock wihlen wir den trivialen Modul, der dann jag
heifit. Ist nun M ein unzerlegbarer kN-Modul in x, dessen Kompositionsreihe die Lénge [
hat und dessen Sockel der einfache Modul zum Charakter ¢; = ¢p ® &’ ist, so bezeichnen
wir M mit jz;.

1.6.4 Lemma
Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.6.3 gilt die folgende Gleichheit:

1T = 120 & a;.
Beweis: Das Lemma folgt aus [Fei, Lemma 2.1, S. 341], man vgl. dazu auch [BBB, Remark

4.3.1., S. 43]. Es ist zu beachten, dass wir fiir jeden Block von N zu dessen Beschreibung
den gleichen, vorher fest gewéhlten Charakter o genommen haben. g
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Wir werden spéter sehen, wie wir mit bestimmten Tensorprodukten von gewdhnlichen
Charakteren von G Aussagen iiber die Struktur der Brauer-Bdume von G treffen konnen.
Die Green-Korrespondenz stellt dazu mithilfe von Lemma 1.3.2 die Verbindung zu Ten-
sorprodukten von unzerlegbaren k/N-Moduln her, was wir weiter unten erarbeiten werden.
Also sehen wir uns das Tensorprodukt zweier unzerlegbarer k/N-Moduln ;x; und y; an.
Mit Lemma 1.6.4 gilt dann

125 Q Yy = (11’0 & zaj) &® (1y0 X kai)
= (120 ®1y0) ® (laj ® k).

Das Produkt 129 ® 1yo kann aus der gewohnlichen Charaktertafel von N/D berechnet
werden, da D im Kern von 1xg und jyg liegt. Es bleibt dann nur noch das Produkt
1a; @ ra; zu bestimmen. In unserem Fall reicht es aus, wie wir weiter unten sehen werden,
diese Produkte fiir die Moduln mit Kompositionsldnge 1 und p — 1 zu kennen.

1.6.5 Lemma
Fiir die Tensorprodukte der unzerlegbaren kN-Moduln im Hauptblock a der Lénge 1 und
p — 1 gilt:

(1) 1a; ® 1a; = 10(15).
(i) 10 ® (p-1)8j = (p-1)G(i+j)-
(i) (p-1)0i ® (p-1)85 = 10(ij-1)-

Dabei bedeutet '=" Gleichheit bis auf projektive Moduln.
Beweis: [BBB, Lemma 4.3.2., S. 45]. O

1.7 Der Charaktertyp x/o

Wir wollen in diesem Abschnitt eine modultheoretische Interpretation des Konzepts des
Charaktertyps x /o geben, da wir dies fiir die Anwendung der Green-Korrespondenz be-
notigen. Es sei § € {K, R, k}. Die Bezeichnungen seien wie in den vorhergehenden Ab-
schnitten.

1.7.1 Definition

Sei M ein §G-Modul. Es seien Py die projektive Hiille von M und mwas : Pyy — M der
natiirliche Epimorphismus von Py; auf M.

Dann bezeichnen wir den Kern von 7y mit Q(M) und nennen ihn den Heller-Modul von

M.

1.7.2 Bemerkung
Die Abbildung

Q: Indp,y(G) — Ind,,(0G)
M — QM)

ist eine Bijektion der Menge der nichtprojektiven unzerlegbaren G-Moduln auf sich selbst.
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Beweis: Dies folgt im Fall # = k aus [Alp, Theorem 5, S. 146], sonst vgl. [BBB, Definition
4.1.8., S. 32]. O
Fiir die Knoten von I'g, d.h. die Charaktere in Irrg(B) haben wir das folgende Lemma.

1.7.3 Lemma

Seien x € Irrg(B) und L ein RG-Gitter in B mit Charakter x, dessen Reduktion mo-
dulo p uniseriell ist. Dann tritt fiir den Green-Korrespondenten f(L), der im Brauer-
Korrespondenten von B, dem Block b von N, liegt, einer der beiden folgenden Fille ein:

(i) Der Modul K ® f(L) ist irreduzibel.

(ii)) Der Modul K @ Q(f(L)) ist irreduzibel.
Beweis: [Fei, Lemma 5.8, S. 292]. O

1.7.4 Lemma
Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 1.7.3. Weiter sei xo € Irr(b), so dass D enthalten
ist im Kern von xq. Seien z ein Erzeuger von D und y € Cg(x) ein p'-Element. Dann gilt:

(i) Ist K ® f(L) irreduzibel, so ist
x(zy) = xo(y)-
(ii) Ist K ® Q(f(L)) irreduzibel, so ist
x(zy) = —=xo(y)-
Beweis: [BBB, Lemma 4.4.6., S. 48]. O

1.7.5 Definition

Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.7.3 definieren wir den Charaktertyp von x. Wir
sagen, x ist vom Typ X, falls der erste Fall in Lemma 1.7.3 eintritt. Im zweiten Fall sagen
wir, x ist vom Typ o.

1.7.6 Bemerkung

Welcher der beiden Félle in Lemma 1.7.3 eintritt, hingt nach Lemma 1.7.4 nicht vom
Gitter L, sondern nur vom Charakter y ab.

Setzen wir in Lemma 1.7.4 das Element y = 1, so sehen wir, dass der Wert eines Charakters
vom Typ x auf einem Erzeuger von D eine positive ganze Zahl ist, bei einem Charakter
vom Typ o eine negative ganze Zahl. Dies erklart den Kommentar nach Definition 1.1.5.

Die folgenden Lemmas sagen in diesem Zusammenhang etwas zur Eindeutigkeit des Gitters
L und zur Vertauschbarkeit von Green-Korrespondenz und Reduktion modulo p.

1.7.7 Lemma
Mit den Voraussetzungen von Lemma 1.7.3 gilt: Das Gitter L ist durch f(L), die Reduktion
modulo p des Green-Korrespondenten von L, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: [BBB, Lemma 4.4.4., S. 48]. O
1.7.8 Lemma
Sei L ein RG-Gitter, so dass L unzerlegbar ist. Dann gilt:

F(L) = f(L).

Beweis: [Fei, Lemma 5.8, S. 119]. O
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1.8 Die Green-Korrespondenten der einfachen £G-Moduln

Wiederholen wir noch einmal kurz die bisherigen Ergebnisse und formulieren damit die
Voraussetzungen dieses Abschnitts. Die p-Sylowgruppe unserer endlichen Gruppe G habe
die Ordnung p. Es seien B ein Block von G mit Defektgruppe D und b der Brauer-
Korrespondent von B im Normalisator N von D. Den Block b von N haben wir im
Abschnitt 1.5 beschrieben. Es gibt in b genau e einfache kN-Moduln, wobei e = |T'() : C|
der Index des Zentralisators C' von D in der Tragheitsgruppe eines Blocks § von C' ist,
der von b iiberdeckt wird. In Abschnitt 1.6 haben wir gesehen, dass alle unzerlegbaren
kN-Moduln uniseriell sind, und wir haben dort Tensorprodukte zwischen solchen Moduln
betrachtet. Wir wollen in diesem Abschnitt nun die Liicke zwischen Moduln im Block B
und solchen im korrespondierenden Block b mithilfe der Green-Korrespondenz schlieflen.
Wir werden sehen, wie wir Aussagen iiber den Brauer-Baum von B aus der Kenntnis des
Brauer-Baums von N ableiten konnen. Dazu wollen wir uns die Green-Korrespondenten
der einfachen kG-Moduln ansehen, welche, wie wir bereits wissen, im Block b liegen und
uniseriell sind.

1.8.1 Lemma
Im Block B gibt es genau e einfache kG-Moduln.

Beweis: [Fei, Theorem 2.1, S. 275]. O
Die Anzahl der einfachen kG-Moduln in B ist also gleich der Anzahl der einfachen kN-
Moduln in seinem Brauer-Korrespondenten b. Beginnen wir mit der Beschreibung der
Green-Korrespondenten.

1.8.2 Satz
(i) Zu jedem einfachen kN-Modul V in b existiert ein einfacher kG-Modul S in B, so
dass V isomorph zum Sockel des Green-Korrespondenten von S ist: V = soc(f(95)).

(ii) Zu jedem einfachen kN-Modul W in b existiert ein einfacher kG-Modul T' in B, so
dass W isomorph zum Kopf des Green-Korrespondenten von T ist:

W = f(T)/rad(f(T)).

Beweis: [Alp, Theorem 1, S. 150]. O
Insbesondere  sind die  Sockel der Green-Korrespondenten der einfachen
kG-Moduln in B alle verschieden und jeder einfache kN-Modul in b kommt genau einmal
als ein solcher Sockel vor. Gleiches gilt fiir die Kopfe dieser Green-Korrespondenten. Wir
kommen nun zuriick zum Brauer-Baum I'p von B. Das folgende Lemma zeigt, wie wir
ausgehend vom eingebetteten Brauer-Baum F(,f) die Sockel der Green-Korrespondenten
bestimmen koénnen, wenn wir einen von ihnen kennen.

1.8.3 Lemma

Sei ¢ € IBr(B) eine Kante des Brauer-Baums FS). Der Sockel des Green-Korrespondenten
von ¢ sei ¢; € IBr(b). Ist ¢’ der Nachfolger von ¢ am Knoten x vom Typ x und ¢" dessen
Nachfolger am Knoten X' vom Typ o, so hat der Green-Korrespondent des Moduls mit
Charakter ¢" den Sockel ¢p;11 = ¢; ® a.

Beweis: [BBB, Lemma 4.4.14., S. 52]. O
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Der Veranschaulichung dient die folgende Darstellung eines Teils von I'g. Dabei kénnen
z.B. die Kanten ¢’ und ¢” gleich sein. Von den Knoten x und x’ kénnen nach unten noch
weitere Kanten ausgehen.

Mithilfe von Lemma 1.8.3 geben wir nun einen Algorithmus an, der wie oben beschrieben
die Sockel der Green-Korrespondenten der einfachen kG-Moduln, also der Kanten des
Brauer-Baums, bestimmt. Da die gesuchten Sockel einfache k/N-Moduln, also irreduzible
Brauer-Charaktere in b sind, reicht es, wenn wir jeder Kante von I'g die Nummer ¢ des zu
ihr gehérenden Sockels ¢; zuordnen.

1.8.4 Bemerkung (Walk around the Brauer tree)

Sei ¢; der Sockel des Green-Korrespondenten der Kante ¢ € IBr(B) von I'g. Wir num-
merieren die Kante ¢ im eingebetteten Brauer-Baum mit ¢. Die nachfolgende Kante am
mit ¢ verbundenen Knoten vom Typ x lassen wir aus und nummerieren die dieser Kante
nachfolgende Kante am Knoten vom Typ o mit ¢+ 1. Wir fahren fort, bis wir wieder bei der
Ausgangskante angekommen sind. Die Nummern sind dabei modulo e zu interpretieren.
Wir bezeichnen die Nummern auch als Labels.

Zu diesem Algorithmus vergleiche man [BBB, Remark 4.4.15., S. 52]. Als Beispiel diene
der folgende eingebettete Brauer-Baum. Der bekannte Sockel sei ¢g und gehore zur Kante
. Hier ist e = 5.

Wir benétigen in diesem Fall 10 Schritte, um alle Kanten zu nummerieren.

Nun formulieren wir ein Lemma, das bei der Bestimmung des Brauer-Baums von B ein
wichtiges Werkzeug ist.
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1.8.5 Lemma

Seien x € Irrg(B) ein Knoten von I'p und ¢ € IBr(B) eine davon ausgehende Kante.
Der Sockel des Green-Korrespondenten von ¢ sei ¢;. Sei V; der zu ¢; gehérende einfache
kN-Modul.

Dann existiert genau ein RG-Gitter L mit Charakter y, dessen Reduktion modulo p uni-
seriell ist, so dass

soc(f(L)) = V;
ist, d.h. der Sockel des Green-Korrespondenten der Reduktion modulo p von L ist isomorph
zu V;. B B
Ist x vom Typ x, so gilt f(L) = V;, ist x vom Typ o, so ist f(L) = Q(V;).

Beweis: [BBB, Lemma 4.4.16., S. 53]. B O
Also sind die Green-Korrespondenten von L uniserielle Moduln der Lange 1 oder p — 1,
was die Beschrankung in Lemma 1.6.5 auf solche Moduln rechtfertigt.

1.9 Tensorprodukte

In diesem letzten theoretischen Kapitel werden wir mithilfe von Tensorprodukten gewisser
Charaktere von G, die als Knoten der Brauer-Baume von G vorkommen und durchaus
in verschiedenen Blocken liegen koénnen, Zusammenhénge zwischen den Nummern von
Kanten (nach Bemerkung 1.8.4) bekommen, die mit den verwendeten Charakteren ver-
bunden sind. Wir kénnen so iiberpriifen, ob ein Brauer-Baum konsistent ist und eventuell
Moglichkeiten ausschlieffen, oder aber iiberhaupt erst auf mogliche Kanten zwischen ge-
wissen Knoten schliefen. Wir wollen dies kurz erldutern.

Es seien B und B’ Blocke von G mit Defektgruppe D (die natiirlich immer noch die
Ordnung p habe) und b und b deren Brauer-Korrespondenten im Normalisator N =
Ng(D). Der Hauptblock von N sei a. Nun seien weiter x € Irrg(B) und x’' € Irrg(B’)
Knoten der Brauer-Baume I'p bzw. I'g: sowie ¢ € IBr(B) eine Kante von I'g, die von
x ausgeht und ¢’ € IBr(B’) eine Kante von I'g/, die von x’ ausgeht. Fiir die Sockel der
Green-Korrespondenten von ¢ und ¢’ gelte

soc(£(¢2)) = ¢; und soc(f(¢) = ¢

Das bedeutet, die Kanten ¢ und ¢’ haben die Nummern 4 und #’.

Es seien L und L’ die nach Lemma 1.8.5 existierenden eindeutig bestimmten RG-Gitter zu
x und ¢ bzw. ¥’ und ¢’. Wir wollen das Tensorprodukt xy ®x’ verwenden und interessieren
uns deswegen fiir L ® L'. Mithilfe der Green-Korrespondenz kénnen wir dieses Problem
auf die Ebene des Normalisators IV iibertragen und betrachten das Produkt

fF(L)® f(L).

Nach Lemma 1.8.5 wissen wir, dass f(L) = ;b; und f(L’) = ;b}, (mit den Bezeichnungen
aus Definition 1.6.3) gilt, wobei [,I’ € {1,p — 1} sind, je nach Typ der Charaktere x und
X'. Also berechnen wir (siche Lemma 1.6.4)

1bi @ by = (1bo @ 1b() ® (1a; @ pag).

Das Tensorprodukt 169 ® 1b6 berechnen wir aus der gewohnlichen Charaktertafel von N/D
iiber die zugehorigen Charaktere und erhalten als Ergebnis eine Summe von irreduziblen



24 1 BRAUER-BAUME

Charakteren. Da |N/D| nicht von p geteilt wird, sind alle k(N/D)-Moduln halbeinfach

und wir erhalten .

1bo ® 1by = @ 1(bm);,,
m=1
Dabei ist by, ein Block von N und i,, € {0,1,...,e, — 1} fiir 1 <m < s. Die Zahl e,, ist
die Anzahl der irreduziblen Brauer-Charaktere im Block b,,. Die Moduln in der Summe
haben alle Lange 1, da es die zu den irreduziblen Charakteren im obigen Tensorprodukt
gehorenden einfachen Moduln sind.
Das Produkt ;a; ®a; lasst sich mit Lemma 1.6.5 berechnen, und wir erhalten als Ergebnis

10; ® pay = gaj,

wobei wieder k € {1,p — 1} ist.
Setzen wir dies zusammen, so erhalten wir

i@ ety = (1o @ 1bh) ® (4 @ pay)

= @ 1(bm);,, ® ka;
m=—1

= @(1(bm)o ®10i,,) @ ka;
m=1

= @(1(%)0 ® k(i)
m=1

= @ Im (bm)]m’
m=1

mit I, € {1,p — 1}. Bis auf projektive Moduln ergibt unser Tensorprodukt eine direk-
te Summe von unzerlegbaren kN-Moduln der Lingen 1 oder p — 1. Dies sind Green-
Korrespondenten von Reduktionen modulo p von RG-Gittern wie in Lemma 1.8.5.

Es sei B,, der Brauer-Korrespondent von b,, in G. Zu jedem Summanden in der obigen
Summe gibt es eine Kante mit Label j;,,, des Brauer-Baums I'p, , d.h. einen irreduziblen
Brauer-Charakter ¢, € IBr(B,,), und einen mit dieser Kante verbundenen Knoten y,, €
Irro(Bm), so dass nach Lemma 1.8.5 ein RG-Gitter Ly, mit f(L,) =, binj,, existiert. Es
gilt also

FI) @ f(T) =1k @ by = D 1, (b = EP F(Lim).
m=1 m=1

Wegen Lemma 1.7.8 und der Eindeutigkeit in Lemma 1.7.7, folgt mit Lemma 1.3.2 (i),
dass die RG-Gitter L,, in L ® L' vorkommen. Also miissen die x;, als Summanden im
Tensorprodukt y ® x’ vorkommen. Kommt der Knoten ,, nicht im Tensorprodukt y ® x’
vor, so kann einer der betrachteten Brauer-Baume nicht richtig sein. Kommt der Knoten
vor, so konnen wir Aussagen iiber die Labels der von ihm ausgehenden Kanten treffen.
Indem wir das Tensorprodukt y®x’ mit der gewshnlichen Charaktertafel berechnen und in
seine irreduziblen Konstituenten zerlegen, erhalten wir mit diesen Methoden Informationen
iiber die eingebetteten Brauer-Bdume von G.



Kapitel 2

Das Monster in Charakteristik 29

Betrachten wir nun die Gruppe M (Monster) in Charakteristik p = 29. Die Ordnung von
M ist

M| = 808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368 - 10°
246,320 .59 . 76.112.13%.17.19-23.29-31-41-47-59-71.

Also sind die p-Sylowgruppen von M zyklisch der Ordnung p. Die Voraussetzungen in
Kapitel 1, die wir zur Anwendung der dort beschriebenen Methoden bendtigen, sind also
erfiillt.

2.1 Vorbemerkungen

Zur Berechnung der in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse wurde als Werkzeug das
Computeralgebrasystem GAP verwendet. Die projektiven Charaktere, die in den folgenden
Abschnitten Verwendung finden, sind in GAP berechnete und dann in ihre irreduziblen
Konstituenten zerlegte Tensorprodukte von Charakteren aus der gewohnlichen Charakter-
tafel von M. Die verwendeten Produkte sind ,,von Hand* so ausgewéhlt, dass man durch
Hinsehen leicht Schliisse aus ihnen ziehen kann. Das bedeutet, die gewéhlten projektiven
Charaktere enthalten moglichst wenige irreduzible Konstituenten mit moglichst kleiner
Vielfachheit (wie z.B. die Charaktere in Tabelle 2.2).

Ahnliches gilt fiir die Tensorprodukte, die im Abschnitt iiber die Anwendung der Green-
Korrespondenz gebraucht werden. Hier wurden Tensorprodukte von solchen Charakteren
ausprobiert, iiber deren Kanten wir Aussagen treffen wollen. Auch hier wurden die Ten-
sorprodukte mit GAP berechnet und in ihre irreduziblen Konstituenten zerlegt.

Mit diesen Methoden kann natiirlich nicht ausgeschlossen werden, dass projektive Charak-
tere oder Tensorprodukte iibersehen wurden, die zu weitergehenden Erkenntnissen fiihren
konnten.

Ebenfalls aus Berechnungen mit GAP ergibt sich, dass M in Charakteristik 29 zwei Blocke
vom Defekt d = 1 hat, den Hauptblock, der mit A bezeichnet sei, und einen zweiten Block
B. Diese beiden Blocke haben als Defektgruppen p-Sylowgruppen und sind damit von
zyklischem Defekt. Der Hauptblock A enthélt 29 gewohnliche irreduzible Charaktere, der
Block B dagegen 16.

25
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2.2 Der reelle Stamm des Hauptblocks A

Die Anzahl der irreduziblen Brauer-Charaktere in A ist e4 = 28, was bedeutet, dass
pe;Al = 1 ist. Es gibt also keine exzeptionellen Charaktere. Tabelle 2.1 stellt die gewdhnli-
chen irreduziblen Charaktere im Hauptblock A dar. Dabei entspricht die Bezeichnung in
der ersten Spalte der Nummerierung in [Atl] und in der zweiten der laufenden Nummer
im Block. In der dritten Spalte (x /o) ldsst sich der Typ eines jeden Charakters ablesen,
wihrend die vierte Spalte (cc) ein r enthélt, falls der Charakter reellwertig ist. Sonst gibt
diese Spalte in der Zeile eines Charakters die Nummer des zu diesem komplex konjugierten
Charakters wieder.

’ Atlas-Nr. H Block-Nr. ‘ X /o ‘ cc ‘

X1 14 X r
X3 24 X r
X8 34 o r
X15 44 X r
X16 dA o 64
X17 64 o dA
X21 A o r
X 28 84 o r
X29 94 X r
X39 104 o | 114
X40 114 o | 104
X52 124 X r
X59 134 X | 144
X60 144 X | 134
X65 154 o r
X67 16 4 o r
X78 174 X r
X85 184 o | 194
X86 194 o | 184
X102 204 o | 214
X103 214 o | 204
X111 224 X r
X133 234 o r
X140 244 o r
X143 254 X r
X155 264 o r
X161 274 X r
X173 284 X r
X181 294 o r

Tabelle 2.1: Der Block A
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Zur Bestimmung des reellen Stamms des Brauer-Baums von A verwenden wir ausschlief3-
lich projektive Charaktere und deren eindeutige Zerlegung in projektive Charaktere der
jeweiligen Blocke. Die hier verwendeten projektiven Charaktere sind Tensorprodukte von
gewOhnlichen irreduziblen Charakteren von M mit Defekt-0-Charakteren.

In Tabelle 2.2 steht in der Zeile zu ®; und in der Spalte zu j4 das Skalarprodukt von ®;
mit j4. Die Zeile zu ®; enthilt also die Vielfachheiten der irreduziblen Konstituenten des
im Block A liegenden Anteils von ®;. Dabei sind die leeren Eintrége als 0 zu interpretieren.
Die ersten drei Zeilen enthalten der Ubersicht halber noch einmal die letzten drei Spalten
aus Tabelle 2.1. Die Bezeichnung der in den Referenzen verwendeten Charaktere entspricht
der Nummerierung in [Atl].

Die projektiven Charaktere ®; und ®- ergeben sofort, dass 24 mit 34 und 34 mit 44
verbunden sind. Genauso schliefen wir fiir 274, 284 und 294 mittels ®4 und ®5. Der
Charakter @3 liefert eine gemeinsame Kante von 44 und 84. Aus ®g ergibt sich nun mit
der bereits gewonnenen Information, dass 74 und 94 verbunden sind. Mithilfe von &7
erhalten wir dies fiir 14 und 74, und mit ®g fiir 84 und 124. Damit erhalten wir die
folgenden Teilgraphen des reellen Stamms von I'4.

a4 74 94 274 294 284 124 84 44 34 24

 ——»o——o = & ———o o o —0—0o—0o

Nun verwenden wir ®g und sehen, dass 164 und 174 auf dem reellen Stamm benachbart
sind. Gleiches folgt mit @1 fiir 154 und 22 4 sowie fiir 94 und 154 mit ®17. Jetzt hilft uns
®15 um zu sehen, dass 124 mit 164 verbunden ist. Weiterhin sind 174 und 23 4 benachbart,
was sich aus ®13 ergibt. Mit ®14 erkennen wir noch, dass 254 und 264 eine gemeinsame
Kante besitzen. Damit erhalten wir die folgenden Teilstdmme.

1a T4 94 154 224 274 294 284 264 254

r—e—e—e e o —no = o—

24 34 44 8a 124 164 174 234

r———0— 00— 00— 00— 00— 0

Aus dem projektiven Charakter ®15 folgt, dass 254 zusétzlich entweder mit 234 oder mit
24 4 verbunden ist. Nehmen wir an, 254 habe mit 24 4 eine gemeinsame Kante. Dann liefert
aber ®q¢, dass 224 mit 234 verbunden ist. Zusétzlich liefert ®15 eine gemeinsame Kante
zwischen 234 und 274. Damit hitte 234 drei Kanten, die im reellen Stamm liegen. Dies
ist ein Widerspruch, und deswegen folgt, dass 254 und 234 verbunden sind und sowohl
22 4 mit 244 als auch 24 4 mit 27 4. SchlieSlich verwenden wir noch ®17, um zu sehen, dass
264 und 28 4 eine gemeinsame Kante besitzen. Damit erhalten wir fiir den Hauptblock A
den folgenden reellen Stamm.

14 7a 94 154 224 244 274 294 284 264 254 234 174 164 124 84 44 34 24
*—— 06— 00— 00— 00— 0 —0 0 — 0 90— — 06— 0 o o o o

Abbildung 2.1: Der reelle Stamm S4 von A
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Nr.
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N[N~

D1 = x2 ® X4,

D6 = x2 ® X14,
D11 = X3 ® X145
D16 = X3 @ X35,

Dy = x2 @ X5,
D7 = x4 ® X4,

@15 = X2 ® X50,
D17 = x3 @ xur

D3 = x2 ® Xx13,
Pg = x2 ® X20,
D13 = x4 ® X20,

Dy = x3 ® X41,
D9 = X2 ® X32,
D14 = X2 ® Xa9,

Tabelle 2.2: Projektive im Block A

D5 = x2 ® Xe9,
D19 = X2 @ X34,
D15 = X2 ® X70,
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2.3 Der reelle Stamm des zweiten Blocks B

Die Anzahl der irreduziblen Brauer-Charaktere in B ist eg = 14, d.h. % = 2. Die
gewOhnlichen irreduziblen Charaktere 7p und 8p sind die exzeptionellen Charaktere.

’ Atlas-Nr. H Block-Nr. ‘ X /o ‘ cc ‘
X2 1p X r
X9 2p o r
X19 3B X r
X43 4p o r
X55 5p o | 6p
X56 6p o | 5p
X71 B X | 8p
X72 8B X | Tp
X80 9p X r
X388 10p o r
X119 11p X r
X120 12p o r
X138 13p ° r
X168 14p X r
X183 15p X r
X193 16 ° r

Tabelle 2.3: Der Block B

Wie im vorhergehenden Abschnitt erhalten wir aus den projektiven Charakteren ®; bis
®g in Tabelle 2.4 den folgenden Teilgraphen des reellen Stamms von B.

1p 2 3 4 9 125 14p 16p 15p
o o e o o o o

Es folgt weiter aus ®g, dass 135 und 155 verbunden sind, und aus ®1¢ folgt dies fiir 113
und 13p. Mit dem projektiven Charakter ®1; schliefen wir auf eine gemeinsame Kante
von 10p und 115. Da der exzeptionelle Charakter 7p 4+ 85 vom Typ X ist, kann dieser
nicht mit 15 verbunden sein. So erhalten wir den reellen Stamm des Blocks B.

1z 2 3p 4 9p 12 14p 16 15 13p 1lp 10 7p+8p

Abbildung 2.2: Der reelle Stamm Sp von B
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Nr.|| 15 | 2 | 35 | 4 | 5B | 6B | TB | 88 | 98 | 105 | 11 | 12p | 135 | 14p | 155 | 16p
cc T r r 6 | DB | 88 | 7B r r r T T r T T

X /o] x o X o o X X X o X o o X X o

[0} 1 1

[0 1 1

(o2 1 1

Dy 1 2 1

[oF3 1 1

(o 1 2

[o28 1 1 1

[0 1 1 2

Dg 1 1 2

(o231 1 1 6 14 20
(o251 1 1 1 3 7 2 7

Q1 =x20x4, Poa=x2®@x7, P3=x2®x26, Psa=X2®x20, P5=x2® X302,
Ds = x2 @ x49, Pr=Xx3® X35, Ps=Xx3@x41, Po=Xx2®X69, P10=X6® Xor,
D11 = x3 @ Xx51

Tabelle 2.4: Projektive im Block B

2.4 Die moglichen Brauer-Baume fiir B

Nachdem nun die reellen Stimme der beiden Blocke bestimmt wurden, geht es darum, die
Positionen der iibrigen Charaktere auf dem Brauer-Baum zu finden. Im Block B haben
wir die beiden nichtreellwertigen, zueinander komplex konjugierten Charaktere 55 und 65,
und alle anderen Charaktere in B liegen auf dem reellen Stamm. Da komplexe Konjugation
eine Spiegelung des Baumes am reellen Stamm bewirkt, miissen wir nur den Knoten auf
dem Stamm bestimmen, mit dem 55 verbunden ist. Dann ist klar, dass der Knoten 65
gegeniiber auf der anderen Seite des Stamms liegt und mit dem gleichen Knoten verbunden
ist. Wir kénnen die Moglichkeiten fiir I'g auf diejenigen in Abbildung 2.3 einschrinken.

Um dies zu zeigen, verwenden wir wieder projektive Charaktere in B und das Konzept
des Charaktertyps x /o. Betrachten wir den folgenden projektiven Charakter:

Pro=x2®x128 ~poSp+7-11p+12p+21-135+ 132 -14p + 327 - 15p + 443 - 16p.

Da die Charaktere 5p, 12, 13 und 165 vom Typ o sind und 11p, 14p und 155 vom
Typ X, muss also 5p mit einem der Charaktere 11, 14 oder 15 eine gemeinsame
Kante besitzen. Daher ergeben sich die drei moglichen Brauer-Biume fiir den Block B in
Abbildung 2.3. Wir werden versuchen im Verlauf des Kapitels den richtigen Brauer-Baum
zu bestimmen. Dies wird in Abschnitt 2.7 geschehen.

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass dies jeweils der in die
Ebene eingebettete Brauer-Baum ist, da wir hierfiir lediglich die Wahl getroffen haben,
dass der Knoten 5p in dieser Anordnung oberhalb des Stamms liegt. Die Bemerkung 2.7.1
weiter unten geht auf diese Thematik noch niher ein.
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5B
1 2 3 4 9 12 14p 16y 15 13 |1l 10 7p+8p

5B
1p 2B 3 4p 9p 12 14p 16y |15 13 1l 10 7+ 8p
(2)
5B
1 2 3 4 9 125 |14 16 15 13 1llp 10 7+ 8p
(3)

Abbildung 2.3: Die drei moglichen Brauer-Béume fiir I'p

2.5 Die moglichen Brauer-Biume fiir A

Mit den gleichen Methoden wie im letzten Abschnitt versuchen wir nun, die Moglichkei-
ten fiir den Brauer-Baum des Hauptblocks A einzuschrinken. Dazu dienen die projektiven
Charaktere in Tabelle 2.5. Die Eintrdge ... stehen fiir von 0 verschiedene Zahlen, deren
Kenntnis in unserer Argumentation nicht nétig ist und die aus Griinden der Ubersicht-

lichkeit weggelassen wurden.

Nr.|{| 1a 24 3A 44 54 64 Ta 84 94 104 114 124 134 14 4 154
x/o| X X o X o o o o X o o X X X

P,

®,

2 1

Dy 1 1

P55 1 50 50 36
Nr.f| 164 | 174 | 184 | 194 | 204 | 214 | 224 | 234 | 244 | 254 | 264 | 274 | 284 | 294
X /o o X o o o o X o o X o X X

D, 1 1 3 8

Dy 1 1 7 12 22 60 80 169 190
P 1 1 4 7 11 10 17 18
Dy 1 1 1 1 2 16 24 33 84 116 243 268
Ps 74

D1 =x2®x83 Po=x7®Xx26 P3=X2®Xxa0 Ps=x2®Xx126 P5=x4® X128

Tabelle 2.5: Projektive im Block A
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Den Eintrédgen in der Zeile zum Charakter ®; entnehmen wir mithilfe des Konzepts von
x /o, dass 184 eine gemeinsame Kante mit 274 oder 284 hat. Die Position von 194 auf
dem Baum folgt dann mit der Spiegelsymmetrie des Brauer-Baums. Genauso schliefen wir
fiir 204 bzw. 214 mit ®o auf eine gemeinsame Kante mit 254, 274 oder 28 4. @3 ergibt,
dass 104 mit einem der Knoten 224, 254, 274 oder 28 4 verbunden ist. Aus ®4 liest man
die Knoten ab, mit denen 134 verbunden sein kann: 184, 194, 204, 214, 234, 244, 264
oder 29,4. &5 liefert die moglichen Knoten, mit denen 54 verbunden ist: 134, 144, 174,
224, 254, 274, 28 4.

2.6 Der Normalisator der 29-Sylowgruppe

Wir méchten im Folgenden die Bestimmung der Brauer-Baume der beiden Blécke A und B
mithilfe der Green-Korrespondenz - wie in Kapitel 1 erldutert - fortsetzen. Dazu betrachten
wir den Normalisator einer 29-Sylowgruppe von M. Es bezeichne D < M eine solche 29-
Sylowgruppe, fiir die Ordnung von D gilt also |D| = 29. Seien weiter N := Ny (D) der
Normalisator und C' := Cj/(D) der Zentralisator von D in M. Dann gilt: D JC I N. Aus
der Charaktertafel von M in [Atl] kénnen wir ablesen, dass C' die Ordnung |C| = 87 = 3-29
hat. Nach dem Satz von Sylow gibt es in C' genau eine 29-Sylowgruppe und genau eine
3-Sylowgruppe, was bedeutet, dass C' das direkte Produkt von D mit der Gruppe @ ist.
Diese ist isomorph zur zyklischen Gruppe C3 der Ordnung 3. Also gilt

C:DXQ7 Qgc?)

(vgl. den Anfang von Abschnitt 1.5). Ebenfalls aus [Atl] entnehmen wir, dass es genau eine
Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 29 gibt. Ist x € M ein Erzeuger von D,
so existieren Elemente 1 = g1,¢2,...,¢928 € N mit gixgi_l = 2 fiir alle 7 € {1,2,...,28}.
Sei g; der durch Konjugation von g; auf D bewirkte Automorphismus, d.h.

0i:D—D, xzw gzg; .

Dann gilt: o; # oj fiir © # j. Wir erhalten 28 verschiedene Automorphismen von D. Da D
eine zyklische Gruppe der Ordnung 29 ist, gilt Aut(D) = Cag, was bedeutet, dass

Aut(D) = {o; |1 < i < 28}

ist. Die Faktorgruppe N/C' ist isomorph zu einer Untergruppe von Aut(D) und besitzt
mindestens 28 Elemente, ndmlich die Nebenklassen ¢;C mit den g; wie oben. Also hat
auch die Gruppe N/C die Ordnung 28 und es gilt somit

N/C = Aut(D) = ng.

Der Normalisator von D in M ist also eine Erweiterung von C' mit einer zyklischen Gruppe
der Ordnung 28 und hat deswegen die Ordnung |[N| =29-3-28 = 2436. Um uns iiber die
Operation von N/C auf C klar zu werden, verwenden wir, dass es nach Bemerkung 1.5.6
eine Bijektion zwischen den Blocken von M mit Defektgruppe D und den Bahnen von N
auf den gewohnlichen irreduziblen Charakteren von @ gibt. Die Gruppe N operiert dabei
durch Konjugation. Da M zwei Blocke vom Defekt 1 hat, gibt es zwei solcher Bahnen, was
bedeutet, die Operation von N/C' auf @ kann nicht trivial sein, da es dann drei Bahnen
gébe.
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Nun konstruieren wir eine Permutationsgruppe, die zu N isomorph ist. Um den Zentrali-
sator C' zu erhalten, setzen wir

o:=(1,2,3,...,29),

p = (30,31,32).

Die Gruppe C ist isomorph zu der von ¢ und p erzeugten Untergruppe der symmetrischen
Gruppe Ss32 auf 32 Punkten. Betrachten wir die Untergruppe von Sss, die von o, p und
dem Element 7 := 77/ mit

T =(2,3,5,9,17,4,7,13,25,20, 10,19, 8, 15, 29, 28, 26, 22, 14, 27, 24, 18, 6, 11,21, 12, 23, 16),

7 = (31,32)

erzeugt wird. Es gilt monr™! = 02, mpr~! = p? und 72® = 1. Daher ist diese Untergruppe
isomorph zu N. Wir kénnen also die Charaktertafel von N mithilfe der zu N isomorphen
Permutationsgruppe berechnen. Die mit GAP berechnete Charaktertafel ist in Tabelle 2.6
dargestellt.
Der Normalisator NV hat in Charakteristik 29 zwei Blocke, ndmlich die Brauer-Korrespon-
denten der Blocke A und B. Der Hauptblock, welcher nach Satz 1.4.3 der Brauer-Korres-
pondent des Hauptblocks A von M ist, sei mit a bezeichnet, der zu B korrespondierende
Block mit b. Der Block a enthélt die Charaktere A; bis Aog sowie \43 (mit den Bezeich-
nungen aus Tabelle 2.6), der Block b die iibrigen Charaktere Agg bis Ago sowie Agq und Ags.
Dabei sind Ag4 und A\45 die exzeptionellen Charaktere. Wir wissen aus Lemma 1.4.4, dass
der Green-Korrespondent eines Moduls in einem Block von M im Brauer-Korrespondenten
dieses Blocks liegt. In Satz 1.5.8 haben wir gesehen, dass die Brauer-Biaume der Blocke
a und b Sterne sind. In unserem speziellen Fall haben sie die folgende Gestalt. Dabei ist
« der lineare Charakter von N wie vor Satz 1.5.7. Wir konnen fiir o den Charakter Ag
wéhlen. Als (p in b (vgl. Satz 1.5.8) wihlen wir den Charakter Asp.

)\1 ® 0(16 )\1 ® a26

Ao ® a® A30 @ a3
A ® ol A ® o2
)\2 = )\1 & a14 A A29 = A30 & 057 A
o M ° o 30
A ®ald A QO
Ao ® ab A0 @
A ® al? A ® o?

Abbildung 2.4: Die Brauer-Béume der Blécke a und b von N
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7b 21b 7c¢ 2lc 7d 21d T7e 2le 7f 21f 14a 42a 14b 42b 2a 6a

2la

29a 3a 87a 87b 7a

la

A1

A2

Az

Agq

A6

A7

Ag

Ag

D -B -B -D —-D -1 -1

D

Ao
A1

D -B -B -D —-D -1 -1

D

A12

A13

- -C -B —-B -1 -1

B

Ala
A1s

-6 -C -B -B -1 -1

B

A6

A7

A1s

Alg

A20

A21

A2z

A23

A24

A2s

¢ -bD -D -—-C -—-C - -1

C

A26

A27

-1

¢ -b -D -—-C -C

C

A2s

A29

-1

-1

-1

A30

A3l

—D

—-B F

'q
|

-C G

E

A32

-C G

—-D E

F

As3

-D E -C G

F

A34

-C G

-D E

A3s

-C G

—-D E

A36

-D E -C G

—-B F

A37

-D E -C G

-B F

A3s

—F

-D E -—-C

—-B F

Azg

-D E -C

—-B F

A0

Q

-C G

-D E

A4l

Q
|

-C G

-D E

Ag2

28 - 28 - -

A3

-14

28

Aaa

28 - -14

A45

Tabelle 2.6: Die Charaktertafel des Normalisators N
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l4e 42e 14f 42f 28a 28b 28c 28d 28e  28f 4a  28g 4b 28h  28i 28 28k 28l

14d  42d

42c

l4c

-H -H —-H —-H —-H —-H -—-H

H

-H -H —-H —-H —-H —-H -—-H

-1

—-K -—-H —I

H

-B -D -D -B -B -C -C

-B

- -B -C -D

-1

¢ -p -¢ -D -B

C

—H

—-K

-B -D -D -B —-B -C —-C -—I

-B

—J

—H

-C -B -B -C

-C

-D -C -D

-1

-B -D -B -C

-D

- -B -B -¢c -¢c -D -D -J -K

-C

-J —-H -K

H

-b -¢c -C -D -D

-D

-B -D —-B -C

-1

-C —-B -C -D

-B

—H

—J

-c -Cc -D -D —-B -B -K -I

-D

—I

—-K

—J

- -C -C -D -D -B -B

—D

—B

1

B -6 -B

B

-p -6 -C -D -Db -B -B

—D

-¢c -B -B -C -C -D -D

—-C

-1 -b -C -D -B -

-D -—-B

D

-K

—J

-c -B -B -C -C -D -D

-C

—I

—-K

—B

—B

¢ -B -C

-1

-D —-C -D

-C

—B

—B

K := —E(28)3,

=2.E(7)%  I:=-E(28)'%,

G:

E:=2-E(7)?,

C :=E(7)?,

_ 1—-4v/87
2

A= —bRT:

J:=—E(28)%

F:=2.E(7)3,

E(7)%,

D =
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2.7 Anwendung der Green-Korrespondenz

Wir wollen nun mithilfe der Green-Korrespondenz auf die Kanten zwischen den nicht-
reellwertigen Knoten und den Knoten auf dem reellen Stamm schlieflen. Dazu verwenden
wir Tensorprodukte von den zu betrachtenden Charakteren mit anderen Charakteren,
die fiir unsere Berechnungen niitzlich sind. Inwieweit ein bestimmter Charakter zu einem
niitzlichen Tensorprodukt fithrt, werden wir in den folgenden Schlussweisen sehen. Fiir
die unzerlegbaren kN-Moduln verwenden wir die Schreibweise aus Definition 1.6.3. Ein
solcher Modul wird mit ;x,, bezeichnet. Dabei ist x € {a,b} der Block von N, in dem ;x,,
liegt, [ ist die Lénge seiner Kompositionsreihe und m die Nummer seines Sockels im Sinne
von Abschnitt 1.8. Wir verwenden im Folgenden die Zeichen = und = x fiir einen Block
X von M oder N, welche bedeuten:

Gleichheit bis auf projektive Charaktere oder Moduln,
x : Gleichheit bis auf Charaktere oder Moduln in anderen Blocken als X.

&

Wir nehmen in den folgenden Abschnitten jeweils eine der drei Moglichkeiten fiir I'p aus
Abschnitt 2.4 als richtig an und schlieen dann weiter auf den Brauer-Baum I'"4 von A.

Zunichst machen wir einige Beobachtungen, die in allen drei Fillen zutreffen. Betrachten
wir dazu den Charakter 1g am Ende des reellen Stamms von I'g. Den Sockel des Green-
Korrespondenten des kM-Moduls zum irreduziblen Brauer-Charakter 1/; bezeichnen wir
mit 1bg, d.h. die von 15 ausgehende Kante habe das Label 0. Als Sockel eines unzerlegharen
kN-Moduls hat 1by die Lange 1, weswegen die Bezeichnung berechtigt ist. Das nach Lem-
ma 1.8.5 zum Knoten 1p und der zugehorigen Kante IE existierende RM-Gitter nennen

wir Bél). Der Modul E(()l), die Reduktion modulo p von B(()l) , hat den Charakter 1/]5 und

ist daher selbstdual. Nach Lemma 1.3.2 ist auch der Green-Korrespondent f (E(()l)) selbst-
dual, welcher wiederum nach Lemma 1.8.5 gleich 15y ist, da 15 vom Typ X ist, denn der
Charakterwert von 1p auf der Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 29 ist eine
positive ganze Zahl (siehe auch Tabelle 2.3). Der Charakter zu 1by ist die Einschrinkung
auf die p’-Klassen eines gewodhnlichen irreduziblen Charakters von N, der ein Blatt des
Brauer-Baums des Blocks b ist. Dies bedeutet, 169 hat entweder den Charakter A9 oder
A3, weil dies die einzigen beiden reellwertigen irreduziblen Brauer-Charaktere in b sind.
Wir wollen zeigen, dass X;;) der richtige ist. Dazu berechnen wir folgendes Tensorprodukt
(sieche Tabellen 2.8, 2.9 und 2.7):

Ip®@1p=1a+24+13B.

Alle hier vorkommenden Charaktere sind Blitter der Brauer-Baume I'y bzw. I'g, da sie
jeweils am Ende der reellen Stdmme liegen und keiner der noch fehlenden Knoten mit
einem von ihnen verbunden sein kann. Deswegen sind deren Einschrinkungen auf die p/'-
Klassen irreduzible Brauer-Charaktere. Es folgt

lp@lp=14424+1p

und mit Lemma 1.3.2 daraus
1bo ® 1bo ~p 1bo.

Andererseits gilt:
A29 ® Aag = A30 ® Azp = A1 + Ao + A3p.
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Da 109 im Tensorprodukt mit sich selbst vorkommt, und Agg dies nicht erfiillt, folgt sofort,
dass A3p dem Charakter des Green-Korrespondenten ;bg entspricht.

Der Charakter zum trivialen Modul jag ist natiirlich A;. Wenden wir den Algorithmus aus
Bemerkung 1.8.4 auf den Brauer-Baum von a an, so hat die Kante zum Knoten Ao, der
ja mit den Knoten A\43 und A; den reellen Stamm S, des Brauer-Baums von a bildet, die
Nummer 14. Also hat der Modul ja14 den Charakter 5\;

Aus diesen Uberlegungen erhalten wir erneut mit Lemma 1.3.2

1bo ® 1bp = 100 D 1a14 D 1bo.

Aufgrund der Spiegelsymmetrie des Brauer-Baums und des Algorithmus aus Bemerkung
1.8.4 folgt weiterhin, dass Kanten oberhalb des reellen Stamms von I'4 nur Labels haben
konnen, die grofler als 0, aber kleiner als 14 sind. Die Labels der Kanten unterhalb des
reellen Stamms sind daher grofler als 14 und kleiner als 28. Wir kénnen die moglichen
Labels hier jedoch noch weiter einschrinken, denn in Abschnitt 2.5 haben wir gesehen,
dass die nichtreellwertigen Knoten nur mit den Knoten zwischen 224 und 17 4 einschliellich
eine gemeinsame Kante haben koénnen. Die in der folgenden Abbildung eingezeichneten
Labels sind also bereits festgelegt.

la Ta 94 154 224 244 274 204 284 2064 254 284 174164 124 84 44 34 24

° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° 14 °
0 27 17 16 15

Die Labels der noch fehlenden Kanten miissen also in der Menge {3,4,5,6,7,8,9,10,11}
fiir Kanten oberhalb des reellen Stamms und in der Menge {18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26}
fir Kanten unterhalb des reellen Stamms liegen. Aus Platzgriinden werden wir in den
folgenden Abbildungen die Knoten links von 154 und rechts von 16 4 weglassen, da diese
Teilgraphen bereits bekannt sind.

2.7.1 Bemerkung
Wir teilen die nichtreellwertigen Charaktere, die zusétzlich nichtexzeptionell sind, in die
folgenden Mengen auf:

01 :={54,64,184,194,55,65},

Og := {104,114},
O3 = {134,144},
Oy4 = {204,214}

Die Charaktere in O haben Irrationalitéiten, die im Korper Q(v/—23) liegen. Diejenigen in
O3 haben solche in Q(y/—71) und die in O3 haben Irrationalitéiten in Q(v/—5). SchlieSlich
liegen diejenigen der Charaktere in Oy in Q(v/—59) (vgl. die Charaktertafel von M in
[Atl]).

Je zwei Charaktere, die in verschiedenen der obigen Mengen liegen, haben also unabhéngi-
ge Irrationalititen, da sich die zugehorigen Erweiterungskorper von QQ in Q schneiden. Man
vergleiche dazu Seite 60 in [BBB|. Wir kénnen deshalb im Folgenden aus jeder der obigen
Mengen einen Charakter auswéhlen, der auf dem Brauer-Baum als erster vorkommt, wenn
man im Uhrzeigersinn den Baum umléuft. Eine andere Wahl wiirde lediglich einer Ande-
rung des p-modularen Zerfiallungssystems (K, R, k) entsprechen. Da wir uns diesbeziiglich
nicht festgelegt haben, diirfen wir die Wahl treffen.
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2.7.1 Die erste Moglichkeit fiir ['p

Nehmen wir also an, die Moglichkeit (1) aus Abschnitt 2.4 sei der korrekte Baum fiir
I'p. In der folgenden Abbildung sind die Kanten bereits nach den Sockeln der Green-
Korrespondenten der zugehorigen irreduziblen Brauer-Charaktere nummeriert.

5B

6
11B 1037 7B + 8B
0 13 12 11 10

Beginnen wir in diesem Fall mit der Auswertung einiger unserer Tensorprodukte. Die
verwendeten Produkte wurden mit GAP berechnet und sind in den Tabellen 2.8, 2.9
und 2.7 in Abschnitt 2.9 gesammelt dargestellt. Wir tragen zunéchst Informationen iiber
die Labels einiger Kanten von beteiligten Charakteren zusammen, die wir mithilfe der
Methoden aus Abschnitt 1.9 am Ende von Kapitel 1 erhalten.

2.7.2 Bemerkung
(i) Betrachten wir das folgende Tensorprodukt. Es gilt:

1B ®5A ~B 5B.

Wir nehmen eine beliebige Kante, die von 54 ausgeht, welche das Label x habe. Fiir die
Green-Korrespondenten 1by und sga, der Reduktionen modulo p der nach Lemma 1.8.5
zu 1p und der einzigen von dort ausgehenden Kante bzw. zu 54 und der Kante mit Label
x existierenden RM-Gitter gilt mit Lemma 1.6.4

1bo ® 28y = 28by.

Dies bedeutet, in unserem Tensorprodukt kommt ein Charakter aus der Menge Irrg(B)
vom Typ o vor, dessen Label kongruent x modulo 14 ist. Man beachte, dass in b Labels
modulo 14 interpretiert werden. Da 5p der einzige in obigem Tensorprodukt vorkommende
Charakter (vom Typ o) in B ist und die einzige von ihm ausgehende Kante die Nummer
6 hat, muss also x € {6,20} gelten. Haben wir also eine Kante, die 54 mit einem anderen
Knoten verbindet, so hat diese Label 6 oder 20. Hiermit ist auch gezeigt, dass vom Knoten
54 genau eine Kante ausgeht. Denn nach unseren Betrachtungen vor Bemerkung 2.7.1
muss eine Kante mit Label 6 oberhalb und eine Kante mit Label 20 unterhalb des reellen
Stamms liegen. Es konnen also nicht zwei Kanten von 54 ausgehen, da diese die Nummern
6 und 20 hitten und beide oberhalb oder unterhalb des reellen Stamms liegen wiirden .

(ii) Unter Verwendung von
Ip®64 ~p6p

zeigen wir genauso, dass eine Kante, die von 64 ausgeht, Label 9 oder 23 hat und dass
es genau eine Kante gibt, die von 64 ausgeht. Die Knoten 54 und 64 liegen auf dem
Brauer-Baum gegeniiber. Hat 54 eine Kante mit Label 6, so muss die dazu gespiegelte
Kante Label 23 haben. Entsprechendes gilt, falls die Kante zu 54 Label 20 hat. Dann ist
die Kante zu 6 4 mit 9 nummeriert.
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(iii) Die Nummerierung der Kanten am Knoten 105 gibt Aufschluss iiber diejenige der
Kanten am Knoten 104. Mit dem Tensorprodukt

1 ® 104 =~p 10p

und der Beziehung
1bo ® 28, = 280,

erhalten wir wie oben in (i) und (ii), dass fiir eine beliebige Kante, die von 104 ausgeht
und das Label x hat, z € {7,8,21,22} gelten muss, da die Kanten, die vom Knoten 10p
ausgehen, Labels 7 und 8 haben. Die gleiche Bedingung erhalten wir mit dem Tensorpro-
dukt

1 ®114 =5 10

fiir eine beliebige Kante, die von 114 ausgeht. Da nach Abschnitt 2.5 keiner der nichtre-
ellwertigen Knoten mit 104 oder 114 verbunden ist, folgt auch hier, dass die Kanten, die
104 und 114 mit dem reellen Stamm verbinden jeweils die einzigen Kanten sind, die von
104 und 114 ausgehen.

(iv) Wir schauen uns nun das Tensorprodukt
l1p®184 =g bp+13g+ 145 +11-15g + 11 - 1635

an. Der Knoten 5p ist mit keinem der Knoten 133, 145, 155 oder 165 verbunden und der
Charakter 135 + 145 4+ 11 - 155 + 11 - 16 ist projektiv. Mithilfe von

1bo ® 28a; = 280,

folgt daraus, wenn x die Nummer einer fest gew#hlten beliebigen von 184 ausgehenden
Kante ist, dass der Green-Korrespondent der Reduktion modulo p des nach Lemma 1.8.5
zu 5p und der einzigen davon ausgehenden Kante mit Label 6 existierenden RM-Gitters
der Modul 9gb, ist. Also kénnen wir wieder wie in (i) schlieBen, dass eine beliebige von
18 4 ausgehende Kante das Label 6 oder 20 haben muss.

Da 54 und 184 beide vom Typ o sind, also nicht verbunden sein kénnen, und die einzige
von 54 ausgehende Kante nach (i) ebenfalls Label 6 oder 20 hat, kénnen auch von 184
nicht mehrere Kanten ausgehen.

Das Tensorprodukt
1p®194 =g 6p +13p +14p +11-155 + 11 - 165
liefert die gleichen Ergebnisse fiir den Knoten 194, allerdings mit Labels 9 bzw. 23.

(v) Wir betrachten nun eine beliebige Kante, die vom Knoten 134 ausgeht. Sie habe das
Label z. Wir folgern mit dem Tensorprodukt

1p®134 =~p 155,

dass x € {4,10, 18,24} ist, denn 155 hat in I'g genau zwei Kanten, die Labels 4 und 10
haben. Die Rechnung
1bo ® 102 = 10z
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zeigt uns also, dass £ = 4 mod 14 oder x = 10 mod 14 ist. Wir verwenden das Tensorpro-
dukt
lp®144 =p 155,

um die gleiche Bedingung fiir das Label einer beliebigen Kante, die von 144 ausgeht, zu
erhalten.

(vi) Nun erdrtern wir einen Zusammenhang zwischen den Kanten am Knoten 104 und
denen an 264. Es gilt
240104 =4 264.

Sei  die Nummer einer Kante am Knoten 104. Wegen

1014 @ 280z = 280 (z+14)

gibt es eine Kante, die von 264 ausgeht und Label (x 4+ 14) mod 28 hat. Das gleiche
Ergebnis erhalten wir mit dem Tensorprodukt

24114 x4 264
fiir den Knoten 114.

(vii) Wir kénnen die Labels derjenigen Kanten, die von 204 ausgehen, einschréinken, wenn
wir das Tensorprodukt

1p®204 =~ 2-13g+14-14 + 25- 155 + 38 - 16

verwenden. Wir nehmen wieder eine beliebige Kante, die vom Knoten 204 ausgehe und
das Label z habe. Wir verwenden

1bo ® 28y = 28by,

um zu sehen, dass im obigen Tensorprodukt ein Charakter vom Typ o vorkommt, von dem
eine Kante ausgeht, deren Label kongruent x modulo 14 ist. Dies kann nur einer der beiden
Charaktere 135 und 16p sein. Es ergibt sich, dass + = y mod 14 mit y € {4,5,10,11}
ist, da die Kanten, die von 135 und 16 ausgehen, diese Nummern haben. Also hat die
gewéhlte Kante das Label x € {4,5,10,11, 18,19, 24, 25}. Die gleichen Labels erhalten wir
fiir eine Kante, die vom Knoten 214 ausgeht, wenn wir das Tensorprodukt 15 ® 21 4 (siehe
Tabellen in Abschnitt 2.9) betrachten.

Nun konnen wir auf die Gestalt des Baums I'4 schlieSen. Nach Abschnitt 2.5 kann der
Knoten zu 18 4 nur mit 27 4 oder 28 4 verbunden sein. Wir zeigen, dass 18 4 eine gemeinsame
Kante mit 28 4 hat.

Dazu nehmen wir zunéichst einmal an, 18 4 sei mit 274 verbunden. In Bemerkung 2.7.2 (iv)
haben wir gesehen, dass vom Knoten 184 genau eine Kante ausgeht, die das Label 6 oder
20 hat. Wir zeigen nun, dass 184 oberhalb des reellen Stamms liegt und dass deswegen
die Kante, die 184 und 274 verbindet, das Label 6 hat. Angenommen, der Knoten 184
liege unterhalb des reellen Stamms. Dann miisste die Kante, die von 184 ausgeht, das
Label 20 haben, was jedoch unméglich ist, selbst wenn rechts von 274 am reellen Stamm
keine zusétzlichen Kanten mehr abgehen. Dies kann man der Nummerierung der Kanten
am folgenden Teilbaum fiir I'4 entnehmen. Es ist zu beachten, dass die Labels 12, 13, 14,
15, 16 und 17 sowie 27, 0, 1 und 2 bereits festgelegt sind (siehe die Erlduterungen vor
Bemerkung 2.7.1).
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194
274 294 284 264 254 234 174 164
9 10 11

20 19 18 17

154 224 244
. 2
184

Wir kénnen also schlieflen, dass der Knoten 18 4 oberhalb des reellen Stamms liegt und die
von ihm ausgehende Kante das Label 6 hat. Damit muss die Kante zu 19 4 nach Bemerkung
2.7.2 (iv) das Label 23 haben. Der folgende Teilbaum steht also mit den eingetragenen
Labels bereits fest.

184
154 224 244 |- L 204 284 264 254 234 174 164
. 2 .« e

17

23

194

Um fiir 184 das Label 6 zu erhalten, miissen am Baum links von 274 bzw. an 274 selber
noch genau zwei zusétzliche Kanten nach oben abgehen. Da die Kanten zu den Knoten 10 4
und 114 nach Bemerkung 2.7.2 nur Labels in der Menge {7, 8, 21,22} haben, liegen diese
rechts von 184 und 194. Dies bedeutet, die Paare 134 und 144 bzw. 204 und 214 haben
Kanten mit Nummern in der Menge {3,4,5,24,25,26}. Aus Abschnitt 2.5 kénnen wir
ersehen, dass 204 und 214 mit dem Knoten 274 eine gemeinsame Kante haben miissen.
Wir wahlen nach Bemerkung 2.7.1 204 als den zuerst vorkommenden Knoten. Fiir die
beiden Knoten 134 und 144 bleiben dann als mogliche Partner nur noch die Knoten 20 4
und 214 oder der Knoten 24 4. Letzterer kommt nicht in Frage, da dann 134 eine Kante
mit Label 3 oder 25 hitte, was ein Widerspruch zu Bemerkung 2.7.2 (v) ist. Dann bleibt
nur noch der folgende Teilbaum als Moglichkeit, wobei wir 134 als den Knoten oberhalb
des Stamms wéhlen.

184
27475 204 284 264 254 234 174 164

11

17

194

Die Labels 11 und 18 kénnen wir schon eintragen, da von den Knoten 174 und 234 keine
Kanten ausgehen kénnen. Die einzigen Knoten, die mit 234 verbunden sein koénnen sind
nach Abschnitt 2.5 ndmlich 134 und 144. Am Knoten 174 kénnen nur die Charaktere 54
und 64 sitzen, die aber in unserem Fall nach Bemerkung 2.7.2 (i) und (ii) Kanten mit
Labels 20 und 9 haben, was bei einer Verbindung mit 174 nicht méglich ist.
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Der obige Teilbaum ist jedoch nicht mit dem folgenden Tensorprodukt konsistent.
2134 ~a 144 +234+2444+5-264+9-274 +22-28,4 +24-294.

Wir erhalten aus

1014 ® 104 = 1018,
dass der Charakter vom Typ x an der Kante mit Label 18 im obigen Tensorprodukt
vorkommen muss. Dies ist der Charakter 254, welcher aber nicht vorkommt. Wir haben
also einen Widerspruch.
Es ist nun bewiesen, dass der Knoten 184 mit 284 verbunden ist. Wiederum muss die
Kante von 184 zu 284 die Nummer 6 haben, denn andernfalls hdtten wir den folgenden
Teilbaum von I'4, wobei aufgrund der schon feststehenden Labels rechts von 194 keine
weitere Kante mehr abgehen darf, denn die Kante zwischen 194 und 284 muss ja die
Nummer 9 haben (siche Bemerkung 2.7.2). Das heifit, die eingezeichneten Labels sind
schon bekannt.

194
154 224 244 274 294 ) 264 254 234 174 164
X 2 A 10 11 e

18 17

20

184

Nach 2.7.2 (iii) hat entweder 104 oder 114 eine Kante mit Label 7 oder 8. Dann folgt aber
mit 2.7.2 (vi), dass 264 eine Kante mit Label 21 oder 22 hat. Dies ist ein Widerspruch.
Also hat 184 Label 6 und liegt in unserer Einbettung oberhalb des Stamms. Die Kante
zum Knoten 194 hat die Nummer 23, die zu 54 Nummer 20 und die zu 64 Nummer 9,
was wir aus Bemerkung 2.7.2 (i), (ii) und (iv) entnehmen.

184
154 224 244 274 294 ’ N 264 254 234 174 164
. 2 ..

17

23

194

Dies bedeutet, 64 liegt rechts von 18 4, hat also eine gemeinsame Kante mit den Knoten
17 4, 25 4 oder 28 4. Der Knoten 17 4 scheidet wie oben aus, da das Label der Kante zwischen
174 und 64 dann nicht 9 sondern 11 wére. Wir zeigen nun, dass 64 mit 254 verbunden
ist. Dazu nehmen wir an, es gebe eine gemeinsame Kante zwischen 284 und 64. Nach den
Ergebnissen aus Bemerkung 2.7.2 kann zwischen 184 und 6 4 nur noch 104 bzw. 114 mit
dem Knoten 284 verbunden sein. Dies bedeutet, dass die Kante von 64 zu 28,4 Label 8
und nicht Label 9 hat, was nicht sein kann. Wir haben also bisher den folgenden Teilbaum
von I'4.

184

6

64
9
23 17 16
4 234 4 164

17

154 224 244 274 294
. 2

23

SA
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Nun bestimmen wir die Positionen von 104 und 114. Nach Bemerkung 2.7.1 liege ohne
Finschriankung 104 oberhalb des Stamms. Dieser Knoten hat nach Bemerkung 2.7.2 eine
Kante mit Label 7 oder 8 und ist deswegen entweder mit 254 oder 28 4 verbunden. Auch
hier ist 254 der richtige Knoten. Héitten 104 und 114 mit 28 4 eine gemeinsame Kante, so
héatte die Kante zu 11 4 Label 22. Wir verwenden, dass das Tensorprodukt 54 ® 11 4 nicht
den Charakter 44 enthélt, d.h. (54 ® 114,44) = 0. Dies steht im Widerspruch zu

28020 & 28A22 = 1013,

denn der Knoten vom Typ X an der Kante mit Label 13 ist 44, und der miisste vorkommen.
Folgende Kanten und Knoten sind fiir unseren ersten Fall bereits bekannt. Das Label 11
an der Kante zwischen 234 und 174 steht fest, da von 174 keine Kante mehr ausgehen
kann, denn diese miisste 174 mit 54 oder 64 verbinden.

154 224 244 274 294 174 164
. 2 DY

23

194 ¢ 114 LY

Aufgrund der Labels kénnen wir erkennen, dass entweder am Knoten 254 oder 234 noch
genau eine Kante nach oben abgehen muss. Nehmen wir an, der Knoten 20 4 liege oberhalb
des reellen Stamms und sei mit 254 verbunden. Dann erhalten wir den folgenden Teilbaum.

184 @104 ¢ 64 o 204
154 224 244 274 294 A 10234 174 164
. 2 11

23

194%114°%54 *214

Damit ist ebenfalls klar, dass 134 und 14 4 nicht mit 204 und 214 verbunden sein kénnen.
Fiir diese bleibt nur noch eine gemeinsame Kante mit den Knoten 24,4 oder 29,4. Eine
gemeinsame Kante von 134 und 244 hétte Label 3, was ein Widerspruch zu Bemerkung
2.7.2 (v) ist. Aber auch eine gemeinsame Kante mit 29,4 ist nicht moglich. Diese hétte
die Nummer 4. Da der Charakter vom Typ x an der Kante mit Label 18 wieder 254 ist,
verwenden wir wie oben das Tensorprodukt 24 ® 134, um hier zu einem Widerspruch zu
gelangen.

Also kann der Knoten 204 nicht rechts von 64 liegen, da er dort nur mit 254 verbunden
sein kann, was gerade ausgeschlossen wurde. Das bedeutet, die Knoten 134 und 14 4 sind
mit einem Knoten rechts von 254 verbunden. Hier ist die einzige Moglichkeit der Knoten
23 4, was den folgenden Teilgraphen von I"4 liefert.

154 224 244 274 294 174 164
. 2

23
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Die beiden Charaktere 204 und 214 sind nach Abschnitt 2.5 entweder mit 274 oder mit
28 4 verbunden, was die beiden moglichen Brauer-Bédume fiir 'y in Abbildung 2.5 ergibt.

204 184 104 64 134

164 124 84 44 34 24

214 190 114 54 144

204 184 104 64 134

T4 94 164 124 84 44

3a 24

214 194 114 54 144

Abbildung 2.5: Die verbleibenden Moglichkeiten fiir I' 4 im ersten Fall von I'p

2.7.2 Die zweite Moglichkeit fiir '

Nun nehmen wir fiir I'p die Moglichkeit (2) aus Abschnitt 2.4 als richtig an.

5B

5
1p 2p 1 36 4p ., 9B 1233 14p 1634 1531336 11p 1OB77B+8B

0 13 12 11

Wie im vorhergehenden Fall beginnen wir mit Vorbetrachtungen.

2.7.3 Bemerkung
(i) Das Tensorprodukt

lp®54~p 5B
liefert uns fiir eine beliebige Kante, die von 54 ausgeht und Label x hat, unter Verwendung
von
1bo ® 28az = 28bs
und des Labels 5 der Kante an 55, dass x € {5,19} ist. Dabei gehen wir wie in Bemerkung
2.7.2 (i) vor. Wie dort kénnen wir auch hier schliefien, dass von 54 genau eine Kante

ausgeht, da zwei von diesem Knoten ausgehende Kanten Labels 5 und 19 haben miissten,
was nicht moglich ist.

Fiir eine Kante an 64 erhalten wir genauso mit

1p®64 ~pB 6B
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das Label 10 oder 24. Und auch hier geht von 6 4 genau eine Kante aus. Hat also die Kante
zu 54 Label 5, so hat die dazu gespiegelte Kante, die zu 64 gehort, das Label 24. Hat die
Kante zu 54 allerdings Label 19, so muss die zugehorige Kante an 6,4 Label 10 haben.

(ii) Wir wollen nun das Tensorprodukt
1 ®55 ~4 54+ 18,

verwenden. Deshalb interessiert uns das Produkt 16y ® 28b5, welches wir mit Lemma 1.6.5
und dem Ergebnis zu Beginn des Abschnitts 2.7 berechnen.

1bo ®28bs = 1bo ® (1bo ® 2805)
= (1bo ® 1bo) ® 2805
= (100 @ 1014 ® 1bo) ® 2805
= 28as5 D 28a19 © 28bs5
Na 2805 D 28019
Dies bedeutet, dass es eine Kante gibt, die vom Knoten 18 4 ausgeht und das Label 5 oder
19 hat. Da 54 und 184 nicht verbunden sein kénnen, gilt Folgendes: Ist die einzige Kante

zu 54 mit 5 nummeriert, so besitzt 18, eine Kante mit Label 19. Hat die Kante zu 54
jedoch das Label 19, so gibt es eine Kante, die von 184 ausgeht und das Label 5 hat.

Das Tensorprodukt 13 ® 65 ~4 64 + 194 fithrt zum gleichen Ergebnis fiir die Knoten 6 4
und 194, allerdings haben die betrachteten Kanten dann Labels 10 bzw. 24.

(iii) Der Punkt (iii) in Bemerkung 2.7.2 gilt hier genauso, d.h. die Kanten die von 104
und 114 ausgehen, haben Labels in der Menge {7, 8, 21, 22}.

(iv) Wir verwenden die Tensorprodukte
1 ®134 ~15g und 1 ® 144 ~p 153

sowie die Beziehung
1bo ® 103 = 1bs

und erhalten mit Argumenten wie in Bemerkung 2.7.2 (v) fiir eine beliebige Kante mit
Label z, die von 134 bzw. 144 ausgeht, die Bedingung z € {4,5,9,10, 18,19, 23,24}.

(v) Mit dem Tensorprodukt
1p®204~p2-13p+14-145 +25-155 + 38 - 16p

schrinken wir die Labels der Kanten zum Knoten 204 ein. Wie in 2.7.2 (vii) erhalten
wir dann fiir solche Kanten die moglichen Labels {4,6,9,11,18,20,23,25}. Die gleiche
Bedingung gilt auch fiir den Knoten 21 4.

Wie bei der ersten Moglichkeit fiir I'p betrachten wir auch hier nach Abschnitt 2.5 zwei
Fille. Entweder ist 18 4 mit 274 oder mit 284 verbunden. Nehmen wir zunéchst an, 18 4
habe eine gemeinsame Kante mit 28 4.

Aus 2.7.3 (ii) folgt, dass es eine Kante gibt, die mit 184 verbunden ist und das Label 5
oder 19 hat. Liegt also 18 4 unterhalb des reellen Stamms, so ist dies eine Kante mit Label
19. Der folgende Baum zeigt jedoch, dass das nicht moglich ist, da 184 zu weit links am
Baum liegt. Man beachte, dass die Kante mit Label 17 bereits festgelegt ist.
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194

154 224 244 274 294 264 254 234 174 164
] 3 10 11

18 17

28 4

19

184

Damit ist klar, dass 184 oberhalb von S4 liegt und eine Kante mit Label 5 hat. Damit
dies moglich ist, darf links von 18 4 keine weitere Kante mehr abgehen, was an der folgen-
den Abbildung deutlich wird. Es ist noch mdoglich, dass 134 und 144 mit 184 und 194
verbunden sind.

184

154 224 244 274 294
. 2 3 4

26 25

264 254 234 174 164

17

28 4

194

Nach Bemerkung 2.7.3 (ii) ist die Kante zu 54 also mit 19 und die zu 64 mit 10 nummeriert,
was bedeutet, dass diese beiden Knoten nicht mit 174 verbunden sein kénnen. Der Knoten
28 4 scheidet ebenfalls aus, da er zu weit links liegt. Nehmen wir an 54 und 64 seien mit
254 verbunden. Dann kann rechts von 64 keine Kante mehr abgehen und die folgenden
Labels stehen fest.

184 64

Y93, 174 164
A 11

17

154 224 244 274 294
. 2 3 4

26 25

Kiimmern wir uns um die Positionen von 134 und 14 4. Es sei 13 4 der Knoten, der oberhalb
des reellen Stamms liegt. Nach 2.7.3 (iv) bleiben fiir eine Kante, die von 134 ausgeht, nur
noch die Nummern 5 und 9. Die moglichen Knoten, mit denen 134 verbunden sein kann,
sind nach Abschnitt 2.5 184, 194, 204, 214 und 264. Am Knoten 264 kann das Label
weder 5 noch 9 sein, d.h. dieser scheidet aus. Nehmen wir an, 134 habe eine gemeinsame
Kante mit 18 4.

134

154 224 244 274 294
. 2 3 4

26 25

N 23/141 174 16A

17
24
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Nun koénnen wir diesen Teilbaum mit dem Tensorprodukt
2/ Q134 ~4 144 +234+244+5-264+9-274+22-284+24-294

ausschliesen, denn nach
10414 ® 1a5 = 1019

miisste der Knoten vom Typ X an der Kante mit Nummer 19 vorkommen. Da dies der
Knoten 254 ist, erhalten wir einen Widerspruch. Damit folgt, dass 134 und 144 mit 204
und 21 4 verbunden sind. Fiir den Knoten 20 4 bleiben nur die moéglichen Partner 254 und
28 4. In beiden Fillen hat die Kante zu 13 4 jedoch nicht Label 9, was nach 2.7.3 (iv) erfiillt
sein miisste.

Die gemeinsame Kante von 54 und 254 kann also nicht richtig sein. Um die verlangten
Labels zu erhalten, haben wir fiir 54 nur noch die folgende Méglichkeit.

64

10

134
15, 224 244 274 294 |- 193, 174 164
. 2 3 4 A 11

26 25

24

Der Knoten 204 kann nach 2.7.3 (v) nur noch eine Kante mit Label 6 haben und muss
deswegen mit dem Knoten 28 4 verbunden sein.

64

10

134

Das verbleibende Paar 104 und 114 kann nun entweder mit 254 oder mit 284 verbunden
sein. So erhalten wir die beiden ersten Moglichkeiten in Abbildung 2.6.

Nehmen wir nun an, dass 184 mit 274 verbunden ist. Wir wissen aus Bemerkung 2.7.3
(ii), dass von 184 eine Kante abgeht, welche das Label 5 oder 19 hat. Wenn wir annehmen,
18 4 liege unterhalb des reellen Stamms, dann muss es also eine Kante mit Label 19 sein.
Betrachten wir den folgenden Teilbaum, so sehen wir, dass dies nicht moéglich ist, da die
Kante mit Label 17 schon feststeht.
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194

154 224 244 294 284 264 254 234 174 164
] 3 10 11

19 18 17

274

184

Also folgt, dass 184 oberhalb des reellen Stamms liegt und eine Kante besitzt, die das
Label 5 hat. Damit wissen wir nach 2.7.3 (i), dass die einzige von 54 ausgehende Kante
Label 19 und die von 64 ausgehende Label 10 hat. Deswegen kénnen 54 und 64 nicht
mit dem Knoten 174 verbunden sein, da die Labels dann 11 und 18 wéren. Wir nehmen
wieder an, 54 sei mit 254 verbunden. Dann kann wie oben bereits erlautert rechts von 54
keine Kante mehr abgehen und wir haben den folgenden Teilgraphen.

184 64

10

254

154 224 244 294 284 264
. 2

234 174 164
11 .« e

17

27 A

Wiederum sehen wir uns die moglichen Knoten an, mit denen 134 verbunden sein kann.
Dies sind die Charaktere 184, 204, 244, 294 und 26 4, wenn wir bereits annehmen, dass
134 und 204 oberhalb des reellen Stamms liegen. Wir zeigen nun, dass jedoch keiner
dieser Knoten in Frage kommt und wir deswegen eine gemeinsame Kante von 54 und 25 4
ausschlieflen miissen.

Betrachten wir den Knoten 26 4. Ware 134 mit diesem verbunden, so konnte die verbinden-
de Kante nicht das Label 4, 5 oder 9 haben. Nach 2.7.3 (iv) konnen wir 26 4 ausschliefen.
Am Knoten 244 hétte die Kante zu 134 das Label 3, da die Knoten 104 bzw. 204 nach
Abschnitt 2.5 und 2.7.3 (iii) nicht mit 224 verbunden sind. Dies ist ein Widerspruch zu
2.7.3 (iv), womit auch 244 wegfillt. Nehmen wir nun an, 134 sei mit 294 verbunden. Das
Label der Kante zwischen den beiden Knoten kann auch hier nicht 4, 5 oder 9 sein. Also
geht auch dies nicht. Es bleiben noch die moglichen Partner 18 4 und 20 4 fiir 13 4. Nehmen
wir zunédchst 18 4. Nach 2.7.3 (iv) muss das Label der Kante zwischen 134 und 184 4 sein,
d.h. 204 ist nicht links von 18 4 mit 274 verbunden.

134

184

64

5 10
.15142 224 241% 274 294 284 264 %54

26

234 174 164
11 DY

17
25

94

Das Label 4 schlieflen wir jedoch mit dem Tensorprodukt 24 ® 134 und der Rechnung
1a14 ® 104 = 1018, Wie oben bereits verwendet, aus, denn auch hier ist der Knoten vom
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Typ x an der Kante mit Label 18 der Knoten 254, der im verwendeten Produkt nicht
vorkommt. Schlielich bleibt noch der Fall einer gemeinsamen Kante von 134 und 20 4.
Mit dieser Konstellation und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass der Knoten 104
rechts von 184 sitzt, sehen wir, dass es unmoglich ist, fiir 18 4 eine Kante mit Label 5 zu
erhalten. Damit ist fiir die Knoten 54 und 64 nur noch die folgende Anordnung méglich.

64

10

134

Y193, 174 164
11 - e

284 264 254

154 224 244
. 2 3

26

Die Labels 3 und 26 sind eingetragen, da mit den Knoten 224 und 24 4 kein anderer Knoten
mehr verbunden sein kann. Damit nun 184 eine Kante mit Label 5 erhélt, miissen 204
und 214 auch mit 274 verbunden sein und zwar wie folgt.

2,4 254

164

Nun fehlt nur noch das Paar 104 und 114, dessen Labels in 2.7.3 (iii) angegeben sind.
Diese beiden Knoten kénnen also nur noch mit 254 oder 28 4 verbunden sein. Wir erhalten
die letzten beiden Moglichkeiten in Abbildung 2.6.
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64

134

154 224 244 274 294 2564|234 174 164 124 84 24

54

64

134

234 174 164 124 84 44 34 24

54

6.4

134

154 224 245 254 | 234 174 164 124 84 44 34 24

54
6.4
134
284 264 254 174 164

124 84 24

54

Abbildung 2.6: Die verbleibenden Moglichkeiten fiir I'4 im zweiten Fall fiir I'p
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2.7.3 Die dritte Moglichkeit fiir I'p

Kommen wir zum letzten der drei Fille fiir den Brauer-Baum I'g von B, der Moglichkeit
(3) aus Abschnitt 2.4.

SB

In der anschliefenden Bemerkung sammeln wir wieder einige Bedingungen fiir die Labels
gewisser Kanten.

2.7.4 Bemerkung
(i) Mithilfe der Tensorprodukte

1p®54~pbpund 1R 64 ~B 6p
sowie unter Verwendung von

1bo ® 28, = 280,

erhalten wir das folgende Ergebnis. Da die Kante zum Knoten 55 im Brauer-Baum I'p
Label 4 hat, ist das Label einer Kante, die von 54 ausgeht, entweder 4 oder 18. Die
dazu gespiegelte Kante an 64 hat dann Label 25 bzw. 11. Wie in den entsprechenden
Unterpunkten von Bemerkung 2.7.2 und 2.7.3 gehen auch hier von 54 und 64 je genau
eine Kante aus.

(ii) Wie in Bemerkung 2.7.3 (ii) liefern uns die Produkte
1 ®5p~454+184 und 1 ® 65 ~4 64 + 194,

dass von 184 eine Kante ausgeht, die Label 4 oder 18 hat. Der Knoten 194 besitzt eine
Kante mit Label 11 oder 25.

(iii) Auch in diesem Fall gilt Bemerkung 2.7.2 (iii) bzw. 2.7.3 (iii) genauso. Wir erhalten
fiir eine beliebige Kante, die vom Knoten 104 oder 11 4 ausgeht und das Label x hat, die
Bedingung z € {7, 8,21, 22}.

(iv) Da von 155 in diesem Fall wieder nur zwei Kanten mit Labels 5 und 9 ausgehen,
schrinken wir die Labels fiir Kanten zu 134 und 144 mit

1 ®134 ~p 15 und 13 ® 145 =~p 153

auf die Menge {5,9,19,23} ein (vergleiche 2.7.2 (v) und 2.7.3 (iv)).

(v) In Bezug auf den Zusammenhang der Labels der Kanten am Knoten 104 bzw. 114
und der Labels am Knoten 264 gilt Bemerkung 2.7.2 (vi) in diesem Fall genauso.
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(vi) Auch in Bezug auf die Kanten zu den Knoten 204 und 214 gehen wir wie in Bemer-
kung 2.7.2 (vii) und 2.7.3 (v) vor und schrinken die Labels auf die Menge {5,6,9,10,19,20,
23,24} ein.

Wieder unterscheiden wir die méglichen Knoten, mit denen 184 verbunden ist. Dies sind
27 4 oder 28 4. Angenommen, 18 4 sei mit dem Knoten 28 4 verbunden. Dann kann es keine
Kante geben, die von 184 ausgeht und das Label 4 oder 18 hat, wie in der folgenden
Abbildung angedeutet ist.

184/194
264 254 234 174 164

18 17

.15‘;% 224 2443 274 29,4}1 284

194/184

Damit ist klar, dass 184 mit 274 verbunden ist. Ausserdem muss 184 oberhalb des re-
ellen Stamms liegen, da der Knoten sonst fiir eine Kante mit Label 18 zu weit links am
Stamm liegt. Wir haben also die folgende Situation, wobei die eingezeichneten Labels
schon festliegen, denn andernfalls kénnte von 184 keine Kante vom Label 4 ausgehen.

184
154 224 244 N 204 284 264 254 234 174 164
. 2 3

17

25

194

Nach Bemerkung 2.7.4 (i) und (ii) ergibt sich fiir die Kante zu 54 das Label 18 und fiir
die zum Knoten 64 das Label 11. Dies bedeutet, 54 und 64 sind mit dem Knoten 174
verbunden, da andernfalls diese Labels nicht erreicht werden, denn die einzigen Knoten,
die mit 174 verbunden sein kénnen, sind ja 54 und 6 4.

184 64

11

174

17

204 284 264 254 234

1 22 24
154 2240 244 log,

26

164

25

54

Wenden wir uns den Knoten 134 und 144 zu. Wir nehmen nach Bemerkung 2.7.1 an,
dass der Knoten 13 4 oberhalb des reellen Stamms liegt, und dass eine von diesem Knoten
ausgehende Kante nach Bemerkung 2.7.4 (iv) das Label 5 oder 9 hat. Da dies bei einer
gemeinsamen Kante mit 26 4 nicht moglich ist, bleiben fiir 13 4 die moglichen Partner 18 4,
204, 234 und 29 4. Nehmen wir zunéchst an, 134 habe eine gemeinsame Kante mit 294.
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184 ¢ 134
N 284 264 254 234

64

11

174

154 224 244
. 2 3

26

164

Es bleiben nur noch die beiden Knoten 284 und 254, mit denen die Paare 104/114 und
204/21 4 verbunden sein kénnen. Nach Bemerkung 2.7.4 (vi) bleibt fiir eine Kante zu 204,
wenn wir annehmen, dass dieser Knoten oberhalb des Stamms liegt, nur noch das Label
9, was bedeutet, dass 204 mit 254 verbunden ist und 104 nicht rechts von 204 liegt.

184 ¢ 134 204 64

154 224 244
. 2 3

26

Mithilfe des folgenden Tensorprodukts kénnen wir diese Moglichkeit jedoch ausschlieflen.
Es gilt

20134 ~4 144 +234+244+5-264+9-274+22-284+24-294.
Da die Kante am Knoten 134 Label 5 hat, folgt mit
1014 ® 105 = 1019,

dass der Knoten 254 im obigen Tensorprodukt vorkommen muss, da dieser der Knoten
vom Typ x an der Kante mit Label 19 ist, was einen Widerspruch ergibt.

Nehmen wir nun an, 13 4 habe eine gemeinsame Kante mit 18 4. Dies wiirde den folgenden
Teilbaum ergeben.

134

184 64

11

174

154 224 244
. 2 3

26

294 284 264 254 234

274 104

25

Die Nummer 24 an der Kante zwischen 144 und 194 ist jedoch ein Widerspruch zu 2.7.4
(iv). Also scheidet auch diese Moglichkeit aus.

Betrachten wir nun den Knoten 204 als moglichen Partner von 13 4. Dieser wiederum kann
verbunden sein mit 274, 28 4 oder 254. Alle drei Knoten kommen jedoch nicht in Frage,
wie wir jetzt sehen werden. Die erste Moglichkeit ist eine gemeinsame Kante mit 27 4. Die
Kanten, die von 204 ausgehen, haben dann Labels 5 und 6 nach 2.7.4 (vi).
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134

144

Wenn wir den Knoten 104 oberhalb des reellen Stamms wéhlen, so haben die Kanten zu
diesem nach 2.7.4 (iii) Label 7 oder 8, was bedeutet, dass dieser Knoten nicht mit 254
verbunden sein kann. Es bleiben nur noch die Knoten 274 und 28 4 als mogliche Partner,
wodurch die Labels der Kanten am Knoten 26 4 festgelegt sind.

134

64
154 224 244
. 2 3

26

274,56 29,4 284 264 254 234
9 10

20 19

164

54
144

Dies ergibt einen Widerspruch zu 2.7.4 (v), denn die Kanten am Knoten 26 4 sollten Labels
haben, die in der Menge {7, 8,21, 22} liegen.

Eine Verbindung von 204 und 284 fiihrt dazu, dass die Kanten zu 204 Labels haben, die
nicht in der Menge aus Bemerkung 2.7.4 (vi) liegen. Diese Anordnung scheidet also auch
aus. Bleibt noch die Mdoglichkeit einer gemeinsamen Kante von 204 und 254. Hier muss
104 links von 204 liegen. Wieder kommen nicht zuléssige Labels bei den Kanten von 20 4
VOr.

Also steht fest, dass die Knoten 134 und 144 mit dem Knoten 234 verbunden sind. Die
Situation stellt sich folgendermafien dar.

184 134 ¢ 624
204 284 264 25A9

154 224 244
. 2 3

26

4
274

25

Da die Kante zu 104 nach 2.7.4 (iii) Label 7 oder 8 hat, kann 104 nur mit den Knoten 254
oder 284 verbunden sein. Im ersten Fall bleiben dann die ersten beiden Brauer-Baume
in Abbildung 2.7 fiir "4, da fiir Kanten am Knoten 204 nur noch die Labels 5 oder 6 in
Frage kommen.
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Ist jedoch 104 mit 28 4 verbunden, so bleiben fiir eine Kante mit 20 4 aufgrund der Numme-
rierung wieder nur die Knoten 274 und 28 4. Das ergibt die anderen beiden Brauer-Bdume
in Abbildung 2.7.

184 204 104 134 64

24

1la 74 94 154 224 244

194 214 114 144 54

184 204 104 134 64

Ta 154 224 244 24

1a 94

194 214 114 144 54

184 204 104 134 64

1a T4 94 154 224 244 24

194 214 11, 144 54

184 204 104 134 64

14 Ta 94 154 224 244 24

194 214 114 144 54

Abbildung 2.7: Die verbleibenden Moglichkeiten fiir I' 4 im dritten Fall fiir I'p
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2.8 Bewertung

Es bleiben insgesamt zehn Moglichkeiten, wie die Brauer-Bidume von M in Charakteristik
29 aussehen konnen. Dies sind zwei mogliche Biume fiir I'4, falls der Brauer-Baum I'pg
von B die Gestalt (1) hat, vier mogliche Brauer-Baume, falls I'g die Gestalt (2) hat und
vier mogliche Béume, falls I'p von der Form (3) ist. Diese Fiille noch weiter zu reduzieren,
ist mir leider nicht gelungen.

Die Suche nach weiteren projektiven Charakteren, aus denen sich direkte Informationen
iiber mogliche Kanten des Brauer-Baums gewinnen lassen, war nicht von Erfolg gekront.
Es wurden Defekt-0-Charaktere von den Untergruppen 3.Fig4 und B (Babymonster) nach
M induziert. Doch die induzierten Charaktere enthalten meist sehr viele Konstituenten
mit grofler Vielfachheit, so dass eine Auswertung ,,von Hand* fast unméglich ist. Natiirlich
gibt es keine Garantie, dass nicht doch Charaktere iibersehen wurden, die zu einer weiteren
Einschréankung der moglichen Brauer-Baume gefiihrt hatten. Um dies génzlich auszuschlie-
Ben, miisste man die Auswahl der niitzlichen Charaktere mit einem geeigneten Programm
durchfiihren.

Auch bei der Anwendung der Green-Korrespondenz war die Suche nach weiteren brauch-
baren Tensorprodukten nicht erfolgreich. Wiederum waren zu viele Konstituenten mit zu
grofler Vielfachheit enthalten. Bei den hier verwendeten Tensorprodukten mit den Charak-
teren 204 und 214 ldsst sich dieses Problem erahnen. Mit solchen Produkten lassen sich
auf Basis der Green-Korrespondenz mit den hier vorgestellten Methoden keine Aussagen
treffen. Wie bei der Auswahl der projektiven Charaktere ist es durchaus méglich, dass
Tensorprodukte iibersehen wurden, die zu weiteren Ergebnissen gefiihrt héatten.
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2.9 Tensorprodukte

Die hier abgedruckten Tabellen enthalten die Tensorprodukte, die bei der Anwendung
der Green-Korrespondenz verwendet werden. Es kommen aber auch Produkte vor, die
anfianglich betrachtet worden sind, allerdings keine neuen Informationen mehr ergeben und
deshalb bei der Berechnung der Brauer-Bdume nicht gebraucht werden. Sie sind trotzdem
aufgefiihrt, da sie die erhaltenen Ergebnisse noch zusétzlich stiitzen.

15| 2 |38 |4 | 5B |68 | 7B | 88 | 98 | 10 | 115 | 125 | 13p | 14 | 15 | 16B

cc r T r T 6 | 5B | 88 | 7B r T r r T T r r

x /o X o X o o o X X X o X o o X X o
15 ®1pB 1
1 ®5a 1
15 ®64a 1
1p ® 104 1
15 ®114 1
1 ®5B 1
1 ® 6B 1
1 ®134 1
1p ® 144 1
15 ® 184 1 1 1 11 11
1 ® 194 1 1 1 11 11
15 ®204 2 14 25 38
1 ®214 2 14 25 38
24 Q24 1 1
24 @54
24 ®64
24 ® 104 1 1
24 ® 114 1 1
24 ® 5B 1 1 1 11 11
24 ®6B 1 1 1 11 11
24 ® 134 2 5 25 28
24 ® 144 2 5 25 28
24 ® 184 1 18 9 53 395 866 | 1216
24 ®194 1 18 9 53 395 866 | 1216
24 ®204 1 1 1 4 67 65 165 | 1474 | 2689 | 3998
24 ®214 1 1 1 4 67 65 165 | 1474 | 2689 | 3998

Tabelle 2.7: Tensorprodukte zerlegt in B
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1a 24 3a 44 54 64 N 8a 94 104 114 124 134 144 154

cc r r T T 64 5a T r r 114 104 r 14 4 134 r

X/O X X [¢) X o} o o o X e} e} X X X o

1B ® 1B 1

1 ®54

1 ®64a

1p ® 104

1B ® 114

1 ® 55 1

15 ® 6B 1

1p ® 134

1p ® 144

1p ® 184

1 ® 194

1B ® 204

1 ® 214

24 @24 1 1 1

24®5a

24064

24 ® 104

24®114

24 ®5B

24 ® 65

24 ®134 1

24 ® 144 1

24 ® 184 1

24 ®194 1

24 ®204

24 ® 214

Tabelle 2.8: Tensorprodukte zerlegt in A
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164 | 174 | 184 | 194 | 204 | 214 | 224 | 234 | 244 | 254 | 264 274 284 294
cc r r 194 | 184 | 214 | 204 r r T r T T r T
X /o o X o o o o X o o X o X X o
1p® 1B
1 ®54a
1p®64a
1 ® 104
1p®114
1 ® 58 1
1 ® 65 1
1p ® 134 1 1
1p ® 144 1 1
1 ® 184 1 1 3 9 10
1 ® 194 1 1 3 9 10
15 ® 204 1 1 2 3 7 10 19 20
1 ® 214 1 1 2 3 7 10 19 20
24 ® 24
24®54 1
24®64a 1
24 ® 104 1
24 ® 114 1
24 ®5B 1 1 3 9 10
24 ®6p 1 1 3 9 10
24 ® 134 1 1 5 9 22 24
24 ® 144 1 1 5 9 22 24
24 ® 184 4 3 2 2 1 31 53 92 238 | 324 682 766
24 ®194 3 4 2 2 1 31 53 92 238 | 324 682 766
24 ® 204 1 2 2 12 12 22 149 | 240 | 398 | 835 | 1064 | 2059 | 2293
24 ®214 1 2 2 12 12 22 149 | 240 | 398 | 835 | 1064 | 2059 | 2293

Tabelle 2.9: Tensorprodukte zerlegt in A
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