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Indexformgleichungen

Indizes

Gegeben ist eine kubische Erweiterung E = F(«), fiir deren
Diskriminante de die Gleichung A = dg/? gilt. In den ganzen
Zahlen og von E sind dann alle Elemente vom Index / zu
berechnen. Wa3hlt man « geeignet, besitzt o eine R-basis
(Ganzheitsbasis) von der Gestalt

w1, W2 = «, (,U3:(042+U04+V)/d.



Indexformgleichungen

Indizes

Gegeben ist eine kubische Erweiterung E = F(«), fiir deren
Diskriminante de die Gleichung A = dg/? gilt. In den ganzen
Zahlen og von E sind dann alle Elemente vom Index / zu
berechnen. Wa3hlt man « geeignet, besitzt o eine R-basis
(Ganzheitsbasis) von der Gestalt

wi, wy = o, w3 = (& + va +v)/d .

Entsprechend miissen wir dann alle Elemente 3 € og berechnen,
die die Bedingung

del?(R*)* = dgig(R™)?

erfiillen, da fiir sie die Diskriminante ihres Minimalpolynoms mit A
ibereinstimmt. / heiBt dann Index von £.
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Indizes

Essei f(T)= T3~ UT?+ VT — W € R[T] das Minimalpolynom
von «. Zwecks Vereinfachung der Darstellung nehmen wir im
folgenden noch w3 = 2 an.

Wir suchen folglich x,y € R, so dass ¥ = xa + ya? den Index [
besitzt. Wie friiher bezeichnen ¥U) = xal) 4 yal)? (j = 1,2,3)
die Konjugierten von 4. Dann ist die folgende
Indexformgleichung zu [5sen:

I—I(ﬁ)—\/iTE H (0 —9l)y = H (x+(aN+al)y), also

1<i<j<3 1<i<j<3

= H (x0—a®y) =t F(x0,y0) = mit xo=x+Uy, o=y .
1<k<3
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Indexformgleichungen

Es ist F(xo, y0) ein homogenes Polynom vom Grad 3. Falls F(xp, 1)
reduzibel ist, lassen sich die Losungen der vorangehenden
Gleichung einfach berechnen. Wir nehmen daher im folgenden an,
dass F(xp, 1) irreduzibel ist. Dann ist F(xp, yo) = I eine
sogenannte Thue Gleichung.

Mittels 8() = xg — a()y; fiihrt die Siegelsche Identitat
(a(l) _ 04(2))6(3) + (a(2) _ a(3))5(1) + (a(3) _ O[(1))5(2) -0
unmittelbar zu einer Einheitengleichung in E :

| _ (@@ —a®)0) (@) —a)s@d
T (@@ —a®)50 T (@ _amyp® ~ =TT
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Indexformgleichungen

Man berechnet eine Liste L1 aller nicht assoziierten Elemente

i € og mit Norm /. E = F(«) besitze die Grundeinheiten

gi (1 <i<r). Die Gruppe der Einheitswurzeln von og werde von
€o erzeugt und besitze die Ordnung w. Fiir alle € Ly ist dann zu
testen, ob

ar

p = M580 &
eine Losung der Indexformgleichung ist. Der Einfachheit halber
ersetzen wir im folgenden pe? durch pu.
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Indexformgleichungen: Zahlkorper

Aus der Siegelschen Identitat
(a(l) _ O[(2))5(3) + (a(2) _ O4(3))5(1) + (a(3) _ a(l))ﬁ(2) -0

bekommenen wir nun Abschatzungen fiir die Linearform in
Logarithmen

o) — o),
(@@ — a®) @

X0

K

5(3)
+ ap log 2 (2)

AN = |log + a1 log

Eine obere Schranke erhdlt man mit elementaren Methoden in der
Gestalt cg exp(—csA), wobei A := max{ay, ..., a,} ist.
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Indexformgleichungen: Zahlkorper

Falls A nicht verschwindet, liefert die Bakersche Methode eine
untere Abschatzung der Form exp(—ce log A). Beide Schranken
zusammen ergeben eine obere Abschatzung von A, die im
allgemeinen > 10'8 ist.

Diese Schranke l3sst sich mittels Approximationsmethoden in
mehreren Schritten drastisch verkleinern, im allgemeinen auf unter
100.
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Beispiel einer Indexformgleichung bei Zahlkorpern

Die Thue Gleichung

x34+

6112107974321507992849263 x2y+
12452621296588189269900266038037428582780346546733 * xy>+
84568628808980564343951899932328789454828
66014775992838556940143384916601 * y3

= 1053316120407662664893697

hat keine Losung.
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Funktionenkdrper: Beispiel

Wir betrachten die Mordellgleichung
Y2 = X3 4+ (2 +3t 1)

iber F = Fa5(t). Es sei ¢ ein Erzeuger der zyklischen
multiplikativen Gruppe F;.

Wir wollen alle normierten irreduziblen kubischen Polynome mit
einer Diskriminante —108 - (t2 + 3t — 1)? (beziehungsweise

(t2 + 3t — 1)?) berechnen.

Eine Nullstelle eines solchen Polynoms erzeugt eine zyklische
kubische Erweiterung E von F der Form E = F(¥/n).
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Funktionenkdrper: Beispiel

Als Faktorisierung von v/dg = t2 + 3t — 1 in Fas[t] erhalten wir
2 +3t—1=(t - ?)(t - 1),
es gibt also 4 mdogliche Kandidaten fiir u:

pp=t2+3t—1, pp="Cpr, pz=(t =, pa = Cus.

Wir zeigen, dass im Fall ;1 = p3 die betrachtete Mordellgleichung
unendlich viele Losungen besitzt.

Dazu bemerken wir, dass E = F(¥/jz) derselbe Kérper wie F(a)
ist, wobei « eine Nullstelle des Polynoms

fly)=y>—ty? — (t+3)y — List.
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Funktionenkdrper: Beispiel

In der Tat lassen sich die Nullstellen von
f(y) =y — ty? — (t + 3)y — 1 in der Ganzheitsbasis
f

von E = F(¥1) mit den Koordinaten

(2t7 _<107 _Cz)a (2ta _C27 _Clo)y (2ta 27 2)
darstellen.
Wir betrachten im folgenden daher E = F(a)) mit Ganzheitsbasis
1, o, &®. Die drei Nullstellen des Polynoms f sind dann

-1 -1

o=, 0= ———, 3 = .
’ 1+a;’ 1+an
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Funktionenkdrper: Beispiel

Wegen de = d(a) = (t? + 3t — 1)? erfordert die Bestimmung
ganzer Zahlen von E mit Diskriminante (2 + 3t — 1)? die
Berechnung von ganzen Zahlen mit Index 1 in E. Wir suchen
folglich x,y € Fas[t], so dass 9 = xa + ya? den Index 1 in E
besitzt. Wir setzen 9; = xa; + ya? (i = 1,2,3). Dann ist die
folgende Gleichung zu I6sen:

1:'(19):;75 [T Wi-0)= [[ G+(aitay), also
1<i<j<3

1<i<j<3

1= J] Go— ) mit o=x+ty, 0=y
1<k<3
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Funtionenkorper: Beispiel

Mittels 8; = xo — «jyp ergibt die Siegelsche Identitat
(a1 —a2)B3 + (a2 —a3)Br + (a3 —a1)B2 =0,
aus der wir unmittelbar eine Einheitengleichung in E erhalten:

(2 —a3)f1 | (a3 —a1)B

(a2 —a1)B3 (a2 —a1)B3

AuBer Losungen (e,n) € (IF‘;)2 erhalten wir die folgenden:

4 2 2
(e,m) = (4ar0,4ar), <7 ) , (40417 a2>

a1 a1G2

=eg+n.




Indexformgleichungen

Funktionenkdrper: Beispiel

Fiir alle Lésungen (g,7) gilt

P ax—a1 P2 az—oq
—_— = 5’ —_— =
B3 ax—az [z az—a

Mittels
351 B2

* B3 Bs

konnen wir daher (33 berechnen und anschlieBend 3 und (5.

Fiir jede Lésung (g,7) & (Fy)? erhalten wir eine unendliche
Familie von Losungen (€5, 7°"). Entsprechend finden wir
unendlich viele ganze Zahlen ¥ = xa + ya? vom Index 1 in E und
unendlich viele Losungen der urspriinglichen Mordellgleichung.

1 = B1B2B3 = B
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Funktionenkdrper: Beispiel

AbschlieBend bemerken wir, dass sich das erzeugende Polynom
f(y) =y — ty? — (t +3)y — 1 etwa durch

f(y) = y3 — h(t)y? — (h(t) + 3)y — 1 mit geeigneten quadratfreien
Polynomen h(t) € F[t] ersetzen lasst. Dann liefern dieselben
Uberlegungen wie zuvor unendliche Familien elliptischer Kurven,
die alle eine uneendliche Anzahl ganzer Punkte besitzen.



