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m Eigentliches Thema der Promotion: Frage nach Existenz eines
36-dimensionalen extremalen 3-modularen Gitters klaren. Die
extremale Modulform ist in diesem Fall:

1+ 646380g* + 24820992¢° + 5653670409° + O(q")

m Methode, um Nicht-Existenz zu zeigen: C.Bachoc, B.Venkov:
Modular forms, lattices and spherical designs, 2000

In diesem Vortrag:
m Vorstellen der Methode und der Umsetzung in MAGMA (ganz
grob).
m Anwendung auf bekannte Fille sowie den Fall n =24,/ =7.
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Grundlegendes, Bezeichnungen

m | gerades Gitter der Dimension n, aullerdem ¢-modular, d.h.
L= iL# =1,

m Fiir ein harmonisches Polynom P € R[Xi, ..., X;] vom Grad d
ist die Thetareihe mit spharischen Koeffizienten definiert als

(x,x)

9[_7p = ZP(X)C] 2

xelL

m 0, p ist Modulform vom Gewicht k = n/2 + d zur Gruppe
Fo(£) und dem Charakter x> mit

(2 ()
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Thetareihen mit spharischen Koeffizienten

Fiir die Fricke-Involution t, gilt mit xs(t) = i*

OLp Ik te = Xnj2(te) - O p
Daher gilt (wegen (L)' = L):

Spitzenformen

Die folgenden beiden Reihen sind Spitzenformen von Gewicht
k=n/2+d:
OLp + 01 .p € Sk(Tx(£), Xn/2)

Or.p — O01,p € Sk(T(€), Xn/242)

Wichtig fiir das folgende: Basen und somit auch die Dimensionen
d(d),d'(d) dieser Rdume sind bekannt.
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Unbekannte

Sei a« € L, s > 1. Gesucht: LGS mit den folgenden Unbestimmten
(min(L) <2t < min(L) +2(s — 1)):

Konfigurationsanzahlen

myi(a) == |{x € Lo | (x,0) = £i}|
n3ei(@) ==y € Ly | (v,0) = £V}

Zu gegebenem t gibt es nur endlich viele Werte ns; ; # 0, denn aus
der Cauchy-Scharz-Ungleichung folgt:

i=|(xa) < Vx| |o] = V2ta
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Gegenbauer-Polynome

Gesucht: Polynome, deren Funktionswert nur abhéngig von |x| und
(x, ).

P (x) := Fa((x, ), v/Ix]al)

mit homogenem Polynom F; vom Grad d in zwei Veradnderlichen, so
dass Pc(,a) harmonisch in der Variable x fiir alle & € R" ist. Lésung:

(a) d np-1, (X,@)
Py (x) = Fa((x, ), VIx[[a]) = VIx[[a] 65/ (===)
’ RRVARIEY
mit den bekannten Gegenbauer-Polynomen vom Grad d und
Parameter n/2 — 1. Z.B:

« 1
P () = (x,0) = S [x]lol .



Gleichungen

Fiir diese harmonischen Polynome Pg,a) gilt:

P(& ZP(Q) Z ZFd 2ta nzt,,-(oz) qt

xel t>0 i>0

Folglich sind die Koeffizienten der Reihen 6, p 4= 60,/ p linear in den
Variablen na; j(c), n3, ;(a). Man erhilt s — 6(d) bzw. s — §'(d)
Gleichungen. 7

AuRerdem erhilt man jeweils s Gleichungen durch

ant,i( ) = |L2¢| und Z”zt,j L]

i>0 >0
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MAGMA-Programm

m Gegeben also LGS m - x = b. MAGMA liefert ganzzahlige
Losungsmenge durch xp + A - x.

m Man kann die konkrete Losung xp und die Matrix A so
abdndern, dass xg + A - x nur genau die Lésungen mit geraden
Komponenten parametrisiert.

m Da die Lésungen auBerdem positiv sein miissen, d.h.
Xo + A-x >0, wird mithilfe des Befehls
HalfspaceToPolyhedron ein Polyeder (fast immer Polytop) P
erstellt, welches alle positiven (geraden) Ldsungen liefert.

m Der Befehl Points(P) gibt die ganzzahligen Punkte von P aus
und Volume(P) berechnet das Volumen von P.
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Beispiele

Mit entsprechend gewahlten Parametern erhalt man im Fall:

m n=12 ¢ =11: 0 Punkte = extremales Gitter existiert nicht
(bekannt: Nebe, Venkov)

n=36,¢ = 3: 60 Punkte
n=12,/ =7: 2 Punkte

n=18,¢/ =7: 2 Punkte

n =24 ¢ =T7: Volumen circa 1500

9/11



Positivitats-Kriterium

Fiir alle d € 2N gilt

ZP(O‘) ZZFd/ana, () >0

x,a€l, acl, i>0

Also notwendig mindestens fiir eine Losung

> Faliya)nai(a) >0

i>0

Folglich kann das Polytop P mit einem weiteren Halbraum
geschnitten werden, sodass bei jedem existierenden Gitter
mindestens eine der verbleibenden Losungen als Konfiguration

tatsachlich vorkommen muss.
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Ergebnisse

m n=12 ¢ =17: 0 Punkte = extremales Gitter existiert nicht
(bekannt: Scharlau, Hemkemeier)

m n=18,¢/ =7: 0 Punkte = extremales Gitter existiert nicht
(bekannt: Bachoc, Venkov)

m n=24¢=7:0 Punkte = extremales Gitter existiert nicht
m n =36,/ =3: 60 Punkte
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