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1 Warum eine RWTH-Kundennummer?

(1.1) Wie andere Organisationen, die viele Mitglieder, Angehérige oder Kun-
den zu verwalten haben, reicht es auch bei einer Hochschule von der Gréfle der
Rheinisch-Westfilischen Technischen Hochschule (RWTH) Aachen nicht, den
Namen einer Person zu wissen, um ein Zeugnis auszustellen, ein Buch auszulei-
hen, eine Einstellung oder eine Klausuranmeldung vorzunehmen. Bei mehreren
zehntausend Studierenden, Alumni und Mitarbeitern ist die Gefahr zu grof3, dem
falschen ‘Thomas Lehmann’ oder der falschen ‘Julia Schréder’ eine Mahnung fiir
ausgeliehene Biicher zu schicken, oder sie mit einem vorzeitigen Diplomzeugnis
fiir das falsche Fach zu begliicken.

Eine Losung wére, den Namen nicht alleine zu verwenden, sondern immer nur
in Kombination etwa mit der Anschrift, dem Geburtsort und dem Geburtsda-
tum. Allerdings soll nicht bei jedem Verwaltungsvorgang all diese Information
offengelegt werden miissen. Daher verwenden Organisationen in der Regel Kun-
dennummern oder Mitgliedsnummern, um eine Person identifizieren zu kénnen.
Leider nutzen praktisch alle Organisationen verschiedene Methoden, um die
Nummern zuzuweisen und deren Eindeutigkeit sicherzustellen. Das gilt nicht nur
fiir die Vielzahl von Verwaltungen, wie etwa den Rentenversicherungen, Melde-
behorden, Krankenversicherungen, Finanzimtern oder Automobilclubs, sondern
bereits innerhalb einzelner Organisationen, wie etwa der RWTH:

Das Studierendensekretariat vergibt Matrikelnummern; die Personalstelle ver-
gibt Personalnummern; die RWTH-Bibliothek vergibt Nummern auf Leseaus-
weisen; und das Rechen- und Kommunikationszentrum vergibt Benutzerkennun-
gen. Wie zu erwarten sind diese Nummern unabhéngig voneinander, und héufig
hat eine Person jede dieser vier Nummern: Viele Studierende stehen in einem
Angestelltenverhéltnis mit der RWTH, und nutzen sowohl die Bibliothek als
auch die Dienste des Rechen- und Kommunikationszentrums.

(1.2) Daher erscheinen die nachfolgenden Anforderungen an eine einheitliche
RWTH-Kundennummer, eine ‘RWTH-ID’; wie sie im folgenden genannt werden
soll, sinnvoll:

i) Fiir die néchsten Jahrzehnte sollen ausreichend viele Kundennummern zur
Verfiigung stehen, ohne alte Nummern erneut verwenden zu miissen.

ii) In die Bildung der Kundennummern sollen keine personenbezogenen In-
formationen einflielen, oder daraus ablesbar sein.

iii) Die Kundennummern sollen so dargestellt sein, daf sie sich leicht merken
lassen und leicht als RWTH-ID erkannt werden.



iv) Einfache Ubermittlungs- oder Tippfehler sollen erkannt werden.

Die erste Forderung 14t sich recht leicht konkretisieren: Bei durchschnittlichen
Studierendenzahlen von 30000 und einer Verweildauer von etwa 5 Jahren sind
jedes Jahr etwa 6 000 neue Kundennummern fiir die Studierenden zu vergeben.
Die Zahl der Mitarbeiter, Gastwissenschaftler und Projektpartner wird diese
Zahl wohl nicht erreichen. Geht man in der Summe von 10000 neuen pro Jahr
zu vergebenen Kundennummern aus, so 148t sich direkt erkennen, dafl eine Zahl
von 1000000 verschiedenen Kundennummern fiir eine lingere Zukunft vollig
ausreichend sein wird.

Bislang ist es hdufig iiblich, Kundennummern fortlaufend zu vergeben. Etwa
bei Matrikelnummern wird so verfahren, aber in diesem Fall 148t sich das Ein-
trittsdatum erkennen, was man vielleicht Dritten gegeniiber nicht offenlegen
mochte. Im Falle der Verwendung von Informationen aus dem Namen tritt bei
Namensédnderung regelméfig der Wunsch auf, auch die Kundennummer mége
sich &ndern. Um der zweiten Forderung also weitestgehend nachzukommen, ist
es daher naheliegend, die Kundennummer zufillig zu bilden.

Bei der Darstellung der Kundennummern gibt es natiirlich eine Vielzahl von
Moglichkeiten. Zunéchst ist zu entscheiden, aus welchem Symbolen die RWTH-
ID gebildet werden soll: Will man sich lediglich auf die zehn Dezimalziffern
beschrianken, so benétigt man sechs Ziffern um 1000 000 verschiedene Kunden-
nummern zur Verfiigung zu haben. Um der vierten Forderung Geniige zu tun,
sollten zu diesen Ziffern dann noch eine oder zwei Priifziffern kommen. Damit
erhélt man eine Kundennummer aus sieben oder acht Ziffern, die man sich wohl
nur schwer merken kann.

Bildet man die Kundennummer jedoch aus den 26 Buchstaben des Alphabets
unter Einbeziehung von Grofi- und Kleinschreibung und der zehn Ziffern, so
hat man 62 Symbole zur Verfiigung. Damit kann man schon mit vier Symbolen
26* = 14776336, also fast 15 Millionen, Kundennummern bilden. Allerdings
hat auch dieser Zeichenvorrat Nachteile: Beim Buchstabieren mufli man immer
hinzufiigen, ob es sich um einen kleinen oder groflen Buchstaben handelt, und
beim Lesen ist oft nur schwer zu unterscheiden, ob man den Buchstaben O oder
die Ziffer 0 vor sich hat.

Es gibt also gute Griinde, sich auf einen kleineren Symbolvorrat zu beschrénken.
Fiir die RWTH-ID wurde entschieden, unter Einbeziehung von Ziffern und Grof3-
buchstaben 32 verschiedene alphanumerische Symbole zu verwenden; Kleinbuch-
staben und Symbole, die leicht verwechselt werden, finden keine Verwendung.
In (1.3) wird deutlich werden, warum gerade 32 verschiedene Symbole giinstig
sind. Damit kann man mit vier Symbolen 32* = 1048576 Kundennummern
bilden, mit fiinf Symbolen bereits 32° = 33554432, eine komfortable Anzahl.
Kommt noch ein Priifsymbol dazu, so erhéilt man eine RWTH-ID, die aus sechs
dieser Symbole besteht.

Eine weitere Frage betrifft die Benutzerfreundlichkeit: Zwar ist die Verwendung
von Kiirzeln und Nummern an sich keine benutzerfreundliche Mafinahme, aber
dennoch kann man die Verwendung erleichtern, indem man fiir einen guten



Wiedererkennungswert sorgt. Dabei helfen eine einheitliche Schreibweise, die
immer verwendet wird, wenn eine RWTH-ID auf Bescheinigungen, Antrigen,
Ausweiskarten oder Internetseiten ausgegeben wird, und eine konstante Linge
und die Gruppierung der einzelnen Symbole. Man kennt solche Verfahren etwa
von Kreditkarten, auf denen die Kontonummer in Vierergruppen dargestellt
wird. Im Fall der RWTH-ID werden immer genau sechs Symbole verwendet,
wobei zwei Gruppen von je drei Zeichen durch einen Bindestrich voneinander
getrennt werden: etwa SL8-BRX.

(1.3) Ein weiterer Aspekt beim Design der RWTH-ID ist die Fehlererkennung:
Die bei weitem h#ufigsten Tippfehler bei Tastatureingaben sind einzelne falsche
Symbole oder das Vertauschen zweier benachbarter verschiedener Symbole; eine
Statistik dazu findet man etwa in [3, Ch.1.2]. Die Priifsymbole sollen daher so
gewihlt werden, dafl diese Fehler erkannt werden. Der Kunde kann in solch
einem Fall dann aufgefordert werden, seine RWTH-ID neu einzugeben.

Zur Fehlererkennung wird bei der RWTH-ID folgender Weg beschritten: Zu-
nichst werden die verwendeten Symbole in Folgen von fiinf Bin#rziffern, also 0
oder 1, iibersetzt. Da es gerade 2° = 32 solcher Binsrfolgen gibt, erklirt dies
auch die Anzahl der ausgewéhlten Symbole. Da sich die Symbole | und J nur
wenig von 1, das Symbol O nur wenig von 0, und das Symbol V nur wenig
von U unterscheiden, sollen | und J sowie O und V wegen besserer Lesbarkeit
nicht verwendet werden. Die zugelassen Symbole und ihre Ubersetzungen in
Binérfolgen der Linge 5 sind in Abbildung 1 aufgelistet.

Mit dieser Ubersetzung besteht eine RWTH-ID intern also aus einer Biniirfolge
der Léange 30, die alphanumerischen Symbole werden nur zur Eingabe und zur
Ausgabe benutzt. Fiir SL8-BRX erhélt man etwa

[11001 | 10011 | 01000 | 01011 | 11000 | 11101],

wobei wir hier zur besseren Lesbarkeit Trennstriche eingefiigt haben. Auf diese
Binérfolgen kann man nun Methoden der mathematischen Codierungstheorie
anwenden, die den Weg weisen werden, wie man Priifsymbole geschickt wéhlt,
um die oben beschriebenen Tippfehler erkennen zu kénnen. Auflerdem werden
wir Wert darauf legen, dafl die Ergebnisse theoretischen Aanalyse sich in ef-
fiziente und sehr kurze Programme umsetzen lassen, die nur maschinennahe
Bitoperationen verwenden.

2 Polynome

Im folgenden beschreiben wir kurz den abstrakten mathematischen Hintergrund,
den wir brauchen, um mit Binérfolgen rechnen zu kénnen. Wir beschranken uns
auf die Begriffe und Aussagen, die in Abschnitt 3 benutzt werden, um konkret zu
beschreiben, wie die RWTH-ID gebildet wird. Mehr iiber die zugrundeliegende
Algebra und Computeralgebra findet man etwa in [4, Ch.4] und [2, Sect.I.2, 1.3].



Abbildung 1: Ubersetzung alphanumerischer Symbole in Binrfolgen.

0 | 00000 8 | 01000 G | 10000 R | 11000
1| 00001 9 | 01001 H | 10001 S | 11001
2 | 00010 A | 01010 K | 10010 T | 11010
3 | 00011 B | 01011 L | 10011 U | 11011
4 | 00100 C | 01100 M | 10100 W | 11100
5 | 00101 D | 01101 N | 10101 X | 11101
6 | 00110 E | 01110 P | 10110 Y | 11110
7 | 00111 F | 01111 Q | 10111 Z | 11111

(2.1) Bin#irzahlen. Zunéchst kann man so mit den Zahlen 0 und 1 rechnen,
sie also addieren oder multiplizieren, daf} jeweils wieder eine der Zahlen 0 oder
1 herauskommt: Man rechnet herkémmlich wie mit ganzen Zahlen, dividiert
das Ergebnis dann aber durch 2, und nimmt den Rest dieser Division als Er-
gebnis. Am einfachsten stellt man dies durch die zugehorigen Additions- und
Multiplikationstabellen dar:

[0 1]

00 0 0
111 1 1

o O

Dann gelten die iiblichen Rechenregeln, wie etwa Kommutativitit a +b=b+a
und a-b = b-a, oder das Distributivgesetz (a+b)-c = (a-c)+ (b-c), weiter. Fafit
man diese Verkniipfungen iibrigens als Bitoperationen auf, so sind die Addition
gerade eine exor-Operation und die Multiplikation eine and-Operation.

(2.2) Polynome. Um nun mit auch Binérfolgen [ag, a1, az,...,aq] der Linge
d + 1 zu rechnen, interpretiert man sie als Summen der Form

f::ao-X0+a1~X1+a2-X2+---+ad~Xd,

die wir auch f = Z?:o a; X? schreiben. Ausdriicke dieser Form werden als Poly-
nome in der Unbestimmten X bezeichnet. Dies ist eine rein formale Uberset-
zung, die uns aber in (2.3) nahelegen wird, wie man mit diesen Objekten sinnvoll
rechnen, sie also addieren oder multiplizieren kann. Da es bei allen Rechnungen
dabei nur auf die Eintrage der zugrundeliegenden Binérfolgen ankommen wird,
kénnen diese wieder als Bitoperationen interpretiert und implementiert werden.

Zur Vereinfachung schreiben wir X fiir 1- X*, und X fiir X'. Wie sich in (2.3)
zeigen wird, kénnen X mit 1, und 0-X? mit 0 identifiziert werden. Daher kénnen
Summanden der Form 0 - X? beliebig weggelassen oder hinzugefiigt werden.
Wié&hlt man in der Darstellung f = Z?:o a;X* eines Polynoms f # 0 die obere
Summationsgrenze d so klein wie moglich, was also ag = 1 impliziert, so heifit
die nicht-negative ganze Zahl d der Grad von f; wir schreiben Grad(f) = d.
Dem Nullpolynom ordnen wir Grad(0) := —oco zu.



(2.3) Addition und Multiplikation. Es seien f = Z?:o a; X" und g =
E?:o b; X* Polynome, wobei man nétigenfalls durch Hinzufiigen von Summan-
den der Form 0 - X* annehmen kann, dafl f und g die gleiche Anzahl von Sum-
manden haben. Dann definiert man die Addition durch
d d d
f+g= (Z aiXi> + <Z biXi> = Z(ai +b;) X,

i=0 i=0 i=0

wobei die Additionen a; 4+ b; gemiB (2.1) erfolgen.

Aus dieser Formel folgt insbesondere, dafl f + g = g+ f gilt. Fiir die Grade der
beteiligten Polynome hat man Grad(f + ¢g) < max{Grad(f), Grad(g)}, wobei
im Falle Grad(f) # Grad(g) sogar Grad(f + ¢g) = max{Grad(f), Grad(g)} gilt.

Die Summenschreibweise von Polynomen deutet schon an, daf§ fiir die Multipli-
kation die Rechenregel X% X7 = X7 sowie das Distributivgesetz gelten sollen.
Daher definiert man die Multiplikation durch

d d o 2d min{i,d} ‘
fg = ZZGJHXFH :Z Z ajbl-_j X*.
=0 j=0 1=0 \ j=max{0,i—d}

wobei die Additionen und Multiplikationen der a; und b; wieder gemé&f (2.1)
erfolgen. Ausgeschrieben ist also

f'g = (aobo)'X0+(a0b1+a1b0>-X1+(a0b2 +a1b1+a2bo)-X2+~ . ~+(adbd)~X2d.

Aus dieser Formel folgt insbesondere, daBB 1 - f = f und f-g = g - f gelten,
und daf fiir ein Produkt genau dann f - g # 0 ist, wenn fiir beide Faktoren
fyg # 0 gilt. Fiir die Grade der beteiligten Polynome hat man Grad(f - ¢g) =
Grad(f) + Grad(g).

(2.4) Division. Die fiir uns wichtigste Eigenschaft von Polynomen ist, dafl
sie analog zu den ganzen Zahlen eine Division mit Rest erlauben: Sind f
und g # 0 Polynome, so gibt es Polynome ¢,r mit Grad(r) < Grad(g) und
f =q-g-+r. Dabei heiflen ¢ der Quotient und r der Rest der Division.

Quotient und Rest sind eindeutig in folgendem Sinne: Sind ¢’,r’ auch Polyno-
me mit Grad(r’) < Grad(g) und f = ¢ - g+, s0 gilt ¢ = ¢ und r = r':
Angenommen, es ist 7’ # r. Dann ist (¢ — ¢') - g = " —r # 0, was wegen
Grad((¢ — ¢') - g) > Grad(g) und Grad(r’ — r) < Grad(g) ein Widerspruch ist.
Also ist 7 =7/, und wegen (¢ —¢')-g =1 —r = 0 und g # 0 folgt auch ¢ = ¢'. §
Zur von Division mit Rest gibt es den in Abbildung 2 angegebenen einfachen
Algorithmus. Es ist zu zeigen, dafl dieser Algorithmus terminiert und den Quo-
tienten und den Rest der Division zuriickgibt: Bei einem Aufruf von (3) seien
dazur =37 ja; X" und g = Z:'l:o b; X, wobei e = Grad(r) und d = Grad(g).
Dann hat

r—i—Xe_d-g

S gai Xt S b x e i
= Y aX Y, g(ai + baei) X7,



Abbildung 2: Polynomdivision in der Theorie.

(0) Man setzt ¢ := 0 und r := f.

(1) Man unterscheidet zwei Fille:

(2) Ist Grad(r) < Grad(g), so terminiert man und gibt ¢ und r zuriick.
(3) Ist Grad(r) > Grad(g), so ersetzt man

q <« q+XGrad(r)—Grad(g)
r o o— r4+ XGrad(r)fGrad(g) g

und geht zu (1).

den e-ten Koeffizienten a, + by = 1 + 1 = 0. Also wird bei jedem Aufruf von
(3) der Grad von r verkleinert, daher tritt schlieflich der Fall (2) ein, und der
Algorithmus terminiert mit Grad(r) < Grad(g). Auerdem gilt die Gleichung
f=g¢q-g+rin (0), und daher auch nach jeder Ausfithrung von (3). i

(2.5) Beispiel. Esseien f =1+ X2+ X4+ X6+ X8 und g = 1+ X2+ X5, also
ist Grad(g) = 5. Dann erhélt man bei vier Aufrufen von (3) der Reihe nach:

i ] @ [ i [ ei |
110 14+ X2+ X4+ X6 4 X8 8
21 X3 1+ X2+ X34+ X*+X°+X6 |6
3 X +X3 1+ X+ X2+ X4+ X5 5
4| 1+X+X3 | X+ X4 4

Ubersetzt man dies zuriick in Binérfolgen, der Linge 10 etwa, so erhilt man
f «—[1010101010] wund g «— [1010010000].

Die Binirfolge zu einem Produkt X* - ¢ entsteht aus derjenigen zu ¢ durch
eine Verschiebung um k Stellen nach rechts. Die Addition zweier Polynome
wird durch komponentenweise Addition der zugehorigen Binéirfolgen ausgefiihrt.

0100100000

Daher erhalten wir die folgenden Binérfolgen fiir rq,...,ry:
ry «— [1010101010]
+X3%.g «— [0001010010]
rg «— [1011111000]
+X .9 «— [0101001000]
rg «— [1110110000]
+g +«— [1010010000]
[ ]

Ty

(2.6) Teilbarkeit. Division mit Rest motiviert unmittelbar die folgenden De-
finitionen: Es seien f,g # 0 Polynome. Hat f bei Division durch g den Rest



0, so heiit g ein Teiler von f; wir schreiben g | f. Es gilt also genau dann
g | f, wenn es ein Polynom ¢ mit f = ¢ - g gibt. Ist das Polynom 1 der einzige
gemeinsame Teiler von f und g ist, so heiflen f und g teilerfremd.

In Abschnitt 3 werden wir benutzen, dafl f = Z;:i:o a; X" genau dann teilerfremd
zu X7 ist, wobei j > 0, wenn a¢ # 0 gilt. Daraus folgt sofort, dal f genau dann
teilerfremd zu X7 ist, wenn f teilerfremd zu X ist. Die erste Aussage kann wie
folgt eingesehen werden:

Ist ag # 0, so gilt X | f und X | X7. Weiter zeigt die Multiplikationsformel in
(2.3), daB X7 genau von den Polynomen X, wobei 0 < i < j ist, geteilt wird.
Unter diesen ist im Falle ag = 0 nur X° = 1 ein Teiler von f. i

(2.7) Teilerfremdheit. Aulerdem werden wir In Abschnitt 3 folgende allge-
meine Charakterisierung von Teilerfremdheit benétigen: Polynome f, g # 0 sind
genau dann teilerfremd, wenn es Polynome s,t gibt mit s- f +¢-¢g = 1. Zum
Beweis argumentieren wir wie folgt:

Es seien zunéchst s,¢ Polynome mit s- f +¢-g = 1. Angenommen, es gibt ein
Polynom A mit Grad(h) > 0 und Polynome f’, ¢’ mit f =h-f ' und g=h-g'.
Dann gilt h-(s- f'+t-¢’) = 1, was wegen Grad(h-(s- f'+t-g')) > Grad(h) > 0
ein Widerspruch ist. Also sind f, g teilerfremd.

Nun seien umgekehrt f,g teilerfremd. Dann setzt man rg := f und r; := g,
sowie fiir ¢ > 2 mittels Division mit Rest der Reihe nach r;_o = ¢;_1 - rj_1 + 7,
wobei Grad(r;) < Grad(r;—1). Dies kann man so lange wiederholen, bis wegen
der Gradbedingung schliellich ;41 = 0 wird, fiir ein geeignetes [ > 1. Dann ist
r; ein Teiler von r;_1, und der Reihe nach folgert man, dafl r; auch ein Teiler

von Ty_o,T;_3,...,71,To ist, also ist 7, = 1. AuBerdem gilt 1o = 1-f4+0-g
und 71 = 0- f +1- g, und der Reihe nach folgert man, dafl fiir ¢ > 2 auch
r; = 8; - f +t; - g ist, fiir geeignete Polynome s, t;. #

Damit hat man iibrigens auch einen Algorithmus, auch Euklidischer Algo-
rithmus genannt, um festzustellen, ob Polynome f,g teilerfremd sind oder
nicht: Man iteriert Division mit Rest wie oben beschrieben, und iiberpriift, ob
r; =1 oder r; # 1 ist.

3 Codierung

Nun kénnen wir genau beschreiben, wie die RWTH-ID gebildet wird. Mit der
Ubersetzung in (1.3), bei der jedem alphanumerischen Symbol eine Biniirfolge
der Lange m = 5 zugeordnet wird, betrachten wir also Bin&rfolgen der Linge
n = 30, die wiederum nach (2.2) als Polynome f mit Grad(f) < n aufgefafit wer-
den konnen. Da wir Priifinformation einflieffen lassen wollen, gibt es zuléssige
und unzulissige Polynome mit Grad(f) < n, also solche, die zu einer giiltigen
RWTH-ID gehéren, und solche, die dies nicht tun. Unsere Aufgabe ist es somit,
anhand der Diskussion in Abschnitt 1 geeignet festzulegen, welche Polynome
zuliissig sein sollen. In (3.5) erldutern wir die nachfolgenden Betrachtungen an-
hand des konkreten Beispiels SL8-BRX aus (1.3).



(3.1) Zulissige Polynome. Man wihlt ein geeignetes Erzeugerpolynom g
mit Grad(g) = k, wobei 0 < k < n ist, und 148t genau diejenigen Polynome f
mit Grad(f) < n zu, die bei Division durch g den Rest 0 haben. Weiter unter
werden wir £k = 5 wihlen und noch weitere Bedingungen an das Polynom g
stellen. Doch zunéchst gehen wir den Fragen nach, wieviele zuldssige Polynome
es gibt, und wie man sie bestimmen kann:

n—1

Es seien zunéchst f = > a; X" ein beliebiges Polynom mit Grad(f) < n, und
nach Division mit Rest sei f = ¢- g+ r mit Grad(r) < k; also ist genau dann f
zuliissig, wenn r = 0 ist. Nun seien [/ := Zf;ol a; X und f" := Z?;Okfl apri X,
alsoist f = f/+ X% f”. Damit ist X*- f” = q-g+ (r+ ') mit Grad(r+ f') < k,
also hat X* - f” bei Division durch g den Rest r + f’. Also ist f genau dann
zuldissig, wenn X* - " bei Division durch g den Rest f’ hat.

Somit erhilt man jedes zuldssige Polynom f mit Grad(f) < n genau einmal,
wenn man ein beliebiges Polynom f” = E?:_Ok_l ap X' mit Grad(f”) <n—k
wihlt, den Rest f/ = Zi:ol a; X" der Division von X* - f" durch g = Zf:o b X*
berechnet, und f := f'4 X*. f” = 5"~ 4, X setzt. Daher gibt es genau so viele
zuldssige Polynome f mit Grad(f) < n, wie es Polynome f” mit Grad(f"”) <
n — k gibt. Von denen gibt es wiederum genau so viele, wie es Binérfolgen der
Linge n — k gibt, und deren Anzahl schlieflich ist 2"7%.

In der Praxis fithren wir bei der Erzeugung von f aus f” die Multiplikation
XF . f" die ja lediglich eine Verschiebung der Binirfolge zu f” um k Stel-
len nach rechts bedeutet, und die Verschiebungen der Binérfolge zu g, wie in
(2.5) beschrieben, nicht explizit durch, sondern verwenden eine effiziente Im-
plementation, die wie in Abbildung 3 angedeutet mit moglichst wenigen Bi-
toperationen auskommt: Wir erhalten die Binérfolge zu f’ als Ergebnis von
poldiv([ak, - ..,an—1],n — k,[bo, ..., bp_1], k).

(3.2) Verifikation. Um nun umgekehrt von einem Polynom f mit Grad(f) <n
festzustellen, ob es zuléssig ist oder nicht, mufl man nach (3.1) den Rest r von
f bei Division durch g berechnen, und priifen ob » = 0 oder r # 0 ist. Um dazu
wiederum das Programm in Abbildung 3 zu benutzen, das ja bei Eingabe von
f den Rest der Division von X* - f durch g berechnet, geht man wie folgt vor:

Nach Division mit Rest sei f = ¢ - g + 7 mit Grad(r) < k, dann ist X* . f =
(X*.q)- g+ (X* 7). Weiter sei nach Division mit Rest X* -7 =¢'- g+ 7' mit
Grad(r') < k, also ist insbesondere Grad(q') = Grad(X* - r) — Grad(g) < k.
AuBerdem ist X¥ . f = (X*.q+¢')- g+, somit hat X* - f bei Division durch
g den Rest r’. Daher kann ' wie oben beschrieben berechnet werden.

Unter der zusétzlichen Voraussetzung, daf} g teilerfremd zu X sei, zeigen wir
nun, daf genau dann 7 = 0 gilt, wenn ' = 0 ist: Ist r = 0, so ist auch X*.r =0
und somit ' = 0. Nun sei umgekehrt 7/ = 0 und angenommen, es ist r # 0. Es
seien s, t Polynome mit s-g+t-X* = 1. Dann ist t-(¢/-g) = t-(X*-r) = (14+s-9)-r,
also (t-¢'+s-r)-g=1r#0, was wegen Grad((¢t- ¢ +s-r)-g) > Grad(g) = k
ein Widerspruch ist.



Abbildung 3: Polynomdivision in der Praxis.

/* binseq: Bindrfolge der Linge n */
/* genseq: Binarfolge der Lange k */

poldiv(binseq,d,genseq,k) {
local rem = (genseq and 0); /x Binarfolge der Lange k x/
for (i =0; ¢ <m; i++) {
if (rem[k—1] exor binseq[n—1]) {
rem >>=1;
rem = (rem exor genseq);

} else {

rem >>=1;
¥

binseq >>=1;

}

return rem;

(3.3) Fehlererkennung. Wie bereits in (1.3) bemerkt, sind die bei weitem
hiufigsten Tippfehler bei Tastatureingaben i) einzelne falsche Symbole oder ii)
das Vertauschen zweier benachbarter verschiedener Symbole. Wir zeigen nun,
daf} bei geeigneter Wahl von g beide Fehlertypen erkannt werden, also zu un-
zuléssigen Polynomen fiihren. Wir nehmen an, dafl die Symbole in Binérfolgen
der Linge m < k iibersetzt werden, also ist insbesondere m ein Teiler von n;
gemiifl der Ubersetzung in (1.3) werden wir unten m = 5 wihlen. Wir nehmen
gemdf (3.2) weiter an, daf g teilerfremd zu X ist.

Bei einem Tippfehler liegt also statt eines zuldssigen Polynoms f ein Polynom
f # f vor. Der Tippfehler wird genau dann erkannt, wenn f bei Division durch g
einen Rest 7 # 0 hat. Nun hat aber das zuléssige Polynom f bei Division durch
g den Rest 0, also hat das Fehlerpolynom f := f + f # 0 bei Division durch
g ebenfalls den Rest . Wir bestimmen die Fehlerpolynome obiger Tippfehler:

i) Ist das j-te Symbol falsch, wobei 1 < j < I, so ist die dem richtigen Symbol
zugeordnete Binérfolge durch eine falsche ersetzt. Also gibt es ein Polynom
h=Y"a X! #0, 50 daB

Z ymG-D+ _ ymG-1)
=0

Angenommen, es ist r = 0, dann ist f: q- g fiir ein q geeignet. Da g teilerfremd
zu X ist, gibt es Polynome s,¢ mit s- g+t - X™U~1 = 1. Damit ist ¢ - (¢- g) =
t- (XU . h) = (14s-g)-h,also (t-q+s-h)-g=h # 0, was wegen
Grad((t-q+s-h)-g) > Grad(g) = k > m > Grad(h) ein Widerspruch ist.

ii) Sind das j-te und das (j+1)-te Symbol verschieden und werden sie vertauscht,



10

wobei 1 < j < -, so gibt es ein Polynom h = Z:';Ol a; X" # 0, so daB

m—1 m—1
J?: (Z aiXm(j—1)+i> + (Z aiij-H) — xmG-1) . (1 —‘er) - h.
i=0 1=0

Angenommen, es ist r = 0, dann ist f: q- g fiir ein g geeignet. Da g teilerfremd
zu X ist, gibt es Polynome s, ¢t mit s-g+t- X"~ = 1. Setzt man ¢’ := t-q+s-h,
so erhiilt man ¢’ - g = (1 + X™) - h analog zu (i).

Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl g teilerfremd zu 1 + X™ sei, gibt
es Polynome §',¢' mit s’ - g+ ¢ - (1 + X™) = 1, und man erhilt ¢ - (¢’ - g) =
- (I+X™)-h)=(1+s8"-g) -hyalso (t'-¢ +5 -h)-g=h#0, was wegen
Grad((t' - ¢' + & - h)-g) > Grad(g) = k > m > Grad(h) ein Widerspruch ist. f

Wir schlieflen also: Wenn man fiir g neben der Teilerfremdheit zu X noch Tei-
lerfremdheit zu 1 + X™ voraussetzt, so werden die obigen Tippfehler erkannt.

(3.4) Wahl des Erzeugerpolynoms. Fiir die RWTH-ID haben wir gemif
(1.3) n = 30 und m = 5. Da wir 32° = 2?° Kundennummern zur Verfiigung
stellen wollen, wihlen wir gem&fi (3.1) £ = 5. Dann bestimmt man alle Er-
zeugerpolynome g = Z?:o b; X!, die die in (3.3) gemachten Voraussetzungen
erfiillen, wie folgt:

Wegen Grad(g) = 5 ist b5 = 1, und da g teilerfremd zu X ist, ist by = 1.
Also hat man insgesamt 24 = 16 Moglichkeiten, by, ..., bs zu wihlen. Mit dem
in (2.7) beschriebenen Euklidischen Algorithmus kann man dann aus diesen
Kandidaten diejenigen herausfinden, die tatséchlich teilerfremd zu 1 4+ X° sind.
Diese Rechnungen kann man leicht mit dem Computeralgebra-System GAP [1]
durchfithren, und man erhélt die in Abbildung 4 genannten Moglichkeiten fiir
g. Die zweite Spalte gibt iibrigens eine Zerlegung des jeweiligen Polynoms als
Produkt von Polynomen vom Grad > 0 an, sofern es eine gibt; auch dies kann
man leicht mit GAP berechnen. Fiir die RWTH-ID wéihlen wir aus diesen, im
obigen Sinne gleich guten Polynomen das folgende Erzeugerpolynom:

lg=1+X%+X°

(3.5) Beispiel. Fiir das Beispiel SL8-BRX aus Abschnitt 1 geht man also wie
folgt vor: Man wéhlt zunéchst zuféllig eine Folge von fiinf Symbolen, also etwa
L8BRX. Mit der Ubersetzung in (1.3) erhalten wir

(10011 | 01000 | 01011 | 11000 | 11101],
und mit (2.2) daraus das Polynom
f// — 1+X3+X4+X6+X11+X13+X14+X15+X16+X20+X21 +X22+X24.

Division durch g = 1+ X2+ X® ergibt X°- f” = ¢q-g+(1+ X +X*), wobei wir den
Quotienten g hier nicht explizit benttigen. Nun setzt man f’ := 1+X + X* und
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Abbildung 4: Erzeugerpolynome vom Grad 5.

|g |Fakt0risierung |
1+X+X° 1+X+X%) - 1+X2+X7)
1+ X4+ X° 1I+X+X%) - 1+X+X3)

1+ X2+ X°

1+ X3+ X°

1+ X+ X2+ X34+ X°
1+ X+ X2+ X4+ X5
14+ X+ X34+ X4+ X5
14+ X2+ X34+ X4+ X5

f = f'+X5 f". Zum Polynom f’ gehort die Binirfolge [11001], zuriickiibersetzt
erhilt man in der Tat das Symbol S. Zum Polynom f gehort die Verkettung der
Binirfolgen zu f’ und zu f”, also genau die Binérfolge aus (1.3).

Zur Verifikation von SL8-BRX nach (3.2) betrachtet man formal die Verkettung
von [00000] mit der Binérfolge zu f, also

X®. f «—[00000 | 11001 | 10011 | 01000 | 01011 | 11000 | 11101];

das zugehorige Polynom X° - f hat in der Tat bei Division durch g den Rest 0.
Wir betrachten nun Auswirkungen der in (3.3) betrachteten Tippfehler:

i) Wird in SL8-BRX statt des vierten Symbols B ein N getippt, so erhélt man
SL8-NRX mit zugehoriger Binérfolge

. [11001 | 10011 | 01000 | 10101 | 11000 | 11101].
Das Fehlerpolynom f: f—l— f gehort damit zu folgender Binérfolge:

f «— [11001 | 10011 | 01000 | 10101 | 11000 | 11101]
+f «—— [11001 | 10011 | 01000 | 01011 | 11000 | 11101]

F «— [00000 | 00000 | 00000 | 11110 | 00000 | 00000]

Alsoist f = X' (14 X + X2+ X3) und in der Tat
f:(X2+X7+X9+X11+X12+X13+)-g+(X2+X4).
ii) Werden in SL8-BRX das vierte Symbol B und das fiinfte Symbol R vertauscht,
so erhélt man SL8-RBX mit zugehdriger Binérfolge
fe— [11001 | 10011 | 01000 | 11000 | 01011 | 11101].
Das Fehlerpolynom f: f+ f gehort damit zu folgender Binérfolge:

f «— [11001 | 10011 | 01000 | 11000 | 01011 | 11101]
+f «— [11001 | 10011 | 01000 | 01011 | 11000 | 11101]

f «— [00000 | 00000 | 00000 | 10011 | 10011 | 00000]
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Also ist f= X' (14 X% (14 X3+ X*) und in der Tat
F=0+X+X3+ X0+ X1 4 X1 4 X104 X184 X19. g4 (1+ X + X?).

(3.6) Mathematischer Kontext. Abschlieflend kommentieren wir noch kurz
den Kontext aus der mathematischen Codierungstheorie, auf dem die Realisie-
rung der RWTH-ID beruht:

Die in (3.1) und (3.2) beschriebene Erzeugung und Verifikation von Binarfolgen
wird auch als CRC-Codierung bezeichnet. Sie zeichnet sich durch einfache
Codier- und Decodieralgorithmen aus, die sich sehr effizient implementieren las-
sen. Mehr dazu findet man etwa in [3, Ch.2] und [5, Ch.7].

Die Erkennung von Fehlerbiindeln der Lange 5 und gewisser Fehlerbiindel der
Lange 10 in (3.3) beruht auf der Tatsache, dal CRC-Codes nahe verwandt mit
zyklischen Codes sind. Da das hier gewihlte Erzeugerpolynom g = 1+X2+X°
irreduzibel, also ein Teiler von X3! 4 1 ist, bilden die zulissigen Binsrfolgen
einen nicht-zyklischen binéren [30, 25]-Code, der durch einfaches Verkiirzen
aus dem von g erzeugten zyklischen binéren [31, 26]-Reed-Solomon-Code ent-
steht. Mehr dazu findet man etwa in [3, Ch.3.4] und [5, Ch.10.2].
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