Lineare Algebra I — Klausur am 19.9.2007
Gruppe A

1. (4+4+4+4 Pkt) Es sei K ein Korper und n € N. Beweisen oder widerlegen Sie folgende
Aussagen:

(a) Wenn A € R3*3 das charakteristische Polynom x4 = 23 — 32% + 2z hat, so ist A
diagonalisierbar und es gilt Rang(A) = 2.

Losung: Wahr. Da ya = 23 — 32% + 22 = x(x — 1)(x — 2), gibt es 3 verschiedene Eigenwer-
te, also ist A laut Satz 6.6 diagonalisierbar. Daher ist A zu der Diagonalmatrix
diag(0, 1,2) dhnlich und hat deswegen denselben Rang, d.h., 2. Alternativ: Laut
Satz 3.19 ist Rang(A) = 3 — dim(Ke(f)), wobei f : R?* — R3 x — Az. Ke(f) ist
aber nichts anderes als der Eigenraum zum Eigenwert 0, welcher Dimension 1 hat.
Dabher ist Rang(A) =3 -1 =2.

(b) Es gibt eine Matrix A € K™ mit y42 = (xa)>.
Losung: Falsch. Fiir eine n x n Matrix A hat y4 Grad n. Da A? ebenso eine n x n Matrix
ist, gilt Grad(x 42) = n, aber Grad(x%) = 2n > n.
(c) Ist A € K373 so0, dass x4 = 2° + asx?® + a1z + ap mit ay, a1, a9 € K und ag # 0, so
folgt: A ist invertierbar und

A_l = —é(/ﬁ + CLQA + a1]3).
Losung: Wahr. Da det(A) = x4(0) = ag # 0, ist A invertierbar. Laut Cayley—Hamilton

gilt 0 = ya(A) = A% + a9y A% + a1 A + agl3, woraus man obige Formel ableitet.

(d) Ist A € R ein Eigenwert von A € R™" 50 ist A + 9\ + 7 ein Eigenwert von
A% +9A +71,.

Losung: Wahr. Aus Az = Az folgt (A% + 9A + 71)x = (A\* + 9\ + T)z. Alternativ:
Wenn det(A — AI,) = 0, dann gilt det(A? + 94 + T, — A\2I,, — 9\, — 71,) =

det(A? — N21, + 9(A — AI,,)) = det(A — AI,,) det(A + (A +9)1,,) = 0.

2. (6+10 Pkt) Es sei U der Unterraum von R*, der von
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erzeugt wird. (a) Zeigen Sie, dass x1, za, x3 eine Basis von U sind. (b) Bestimmen Sie

mithilfe des Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens eine Orthonormalbasis
von U beziiglich des Standardskalarproduktes.

Losung: (a) Da xy,x9,x3 ein EZS von U sind, ist zu zeigen, dass 1, z, x3 linear unabhéngig

sind. Seien ai,as,a3 € R so, dass ayx; + aszs + agxrs = 0 gilt. Dann gilt u.a.
as + baz = 0,as + Taz = 0, was ag = ao = 0 impliziert. Da 3a; + ay = 0, ist auch
ay = 0.

Antwort: (b)
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3. (6+10 Pkt) (a) Bestimmen Sie a € R so, dass f : R* — R3 z +— Ax, wobei

1 2
A=1|1 3 € R33,
1 -1

Q ot

nicht bijektiv ist. (b) Schreiben Sie fiir diesen speziellen Wert von a den Spaltenraum
von A als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems.

Losung : (a) det(A) = a+7, also ist die Determinante genau dann gleich Null, wenn a = —7. (b)
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und der Spaltenraum wird von den ersten zwei Spalten erzeugt. Wir losen jetzt das
LGS z; + 9 + 73 = 0,271 + 3v9 — 13 = 0, was den von [—4,3,1]" erzeugten VR als
Losungsmenge hat. Schliellich setzen wir B = [—4,3,1] und {z € R?® | Bx = 0} ist die
Antwort.

4. (4+12 Pkt) (a) Seien K ein Korper, n € N und A, A € K™, Zeigen Sie: Gilt A=
T~LAT fiir ein invertierbares T € K™, so folgt A¥ = TA*T~ fiir alle k € N.

(b) Diagonalisieren Sie
A= [ 8 _3} € R¥*2
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(d.h., bestimmen Sie T' so, dass T~' AT eine Diagonalmatrix ist) und benutzen Sie (a),
um A5 zu berechnen.

Hinweis: Bei richtiger Rechnung ergibt sich (A®');, = 3 - 2% + 2. In dhnlicher Form
sollten auch die anderen Eintrige von A% angegeben werden.

Losung : (a) Induktion iiber k. Fiir k = 1 gilt die Aussage per Annahme. Wenn A" = T Ak
wahr ist, dann folgt A¥*! = A . TAFT ! = TAT 1T AFT—1 = TARHIT-L,

(b) A=TDT !, wobei T = [; Zl))] und D = {(2) _(1] ], also
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Bei folgenden Aufgaben zdhlt nur das Ergebnis, nicht der Rechenweg (aufler, wenn explizit
nach einer Begriindung gefragt wird). Tragen Sie Thr Ergebnis unten ein.
Wichtig: Geben Sie trotzdem unbedingt die Blitter mit Ihren Berechnungen ab!

5. (10+53+3 Pkt) Berechnen Sie (a) die Determinante, (b) den Rang, (c) die Spur von
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Antwort: Det: | -40 Rang: 4 Spur: 9

6. (4+4+4+4+4 Pkt) Sei a € R\ {0}. Bestimmen Sie (a) die Eigenwerte, (b) den Rang,
(c) die Eigenrdaume, (d) die Dimensionen der Eigenrdume von

A= e R3*3,
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(e) Fiir welche Werte von a € R\ {0} ist A diagonalisierbar? (Begriindung auf Rechen-
blatt) (f) Bonus: Diskutieren Sie den Fall a = 0.

Antwort: EW: {a,—a}  Rang: 3 Diag.bar fiir alle ¢ mit: | @ € R\ {0}
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Losung Fiir a # 0 haben wir zwei verschiedene Eigenwerte, deren Eigenrdume die
Dimensionen 2 und 1 haben. Da 2+ 1 = 3, ist A fiir alle a € R\ {0} diagonalisierbar.

Betrachten wir a = 0, dann ist A die Nullmatrix. Diese hat klarerweise nur einen
Eigenwert, nimlich 0. Der Eigenraum dazu ist R3, also von der Dimension 3. Die
Nullmatrix ist also diagonalisierbar (klar, da sie ja selbst schon eine Diagonalmatrix
ist).



