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Aufgabe 1

(a) Ja. (Das charakteristische Polynom von A hat als reelles Polynom ungeraden Grades auch eine reelle Nullstelle.)
(b) Ja. (Av = Av, Bv = pv = (AB)v = Auwv.)
(¢) Ja. (Av=Av,Bv=pv = (A+ B)v=(A+ p)v.)

Aufgabe 2

(a) Nein.
(b) Nein. (¢(0) mufl Null sein.)
(c) Ja.

Aufgabe 3

(@) xa=.=2t+23-322 —a+2=(r—-1)(@*+222 —2—-2) = (z - D)% (z + 1)(z + 2).

(b) Eigenwerte sind : 1, —1, —2 mit den Vielfachheiten 2,1, 1.

1 0 1 1
(c) Basis von V(1,A4) : (1) , (1) , Basis von V(—1, A) : 1| Basis von V(—2, A) : é
0 0 1 1
Aufgabe 4
-3 0 0
Gegeben ist A := 2a b a | € R**?. Mit Sarrus berechnet man (im Kopf) x4 = (z + 3)(z — b)(z — 2).
10 0 2
Wenn b # 2, —3 ist, dann besitzt A drei paarweise verschiedene Eigenwerte und ist daher diagonalisierbar. In den
beiden Féllen b = 2 und b = —3 bleibt noch, die geometrische Vielfachheit von b zu bestimmen, und zu priifen,

wann (d.h. fiir welche a) diese mit der algebraischen Vielfacheit von b (also 2) {ibereinstimmt. Die Matrix ist genau
dann diagonalisierbar, wenn A — bE den Rang 1 besitzt (denn genau dann ist die geometrische Vielfachheit von b
gleich 2).

-5 0 0 -5 0 0
1.Fall: b = 2: Die Matrix A—2E = | 2a b—2 a ]| = 2a 0 a| hat, wie man sofort an den Spalten erkennt,
10 0 0 10 0 0

genau dann den Rang 1, wenn a = 0 ist (sonst Rang 2).

0 0 0 0 00
2.Fall: b = —3: Die Matrix A+3FE = (2a b+3 a| =|2a 0 a| hat (da die unteren beiden Zeilen linear
10 0 5 10 0 5

abhingig sind) stets den Rang 1.

Also ist A genau dann diagonalisierbar, wenn b # 2 V @ = 0. Die Diagonaleintrige der Diagonalform von A lauten
in diesem Fall —3, b, 2.
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Aufgabe 5

1 0 2
Gegeben sind U = (v, v2) mit v; = 1 und vy = 1 sowie v = | 4

1 2 0

(a) Die Orthogonalprojektion 7y auf U hat offensichtlich das Bild Im 7y = U. Wegen (v1, v2) linear unabhiingig
ist dimU = 2, also Rgnmy = 2. Folglich Defnry =3 -2 = 1.

(b) Nach Gram-Schmidt bilden

1 (va, w1) 0 1 -1
wy =V = 1 und wg::vg—iz’ ! wy = 1 _3/3 1 = 0
1 wy, wi) 2 1 1
eine Orthogonalbasis von U.
(¢) Mit der Orthognalbasis aus b) lafit sich die Formel
<U7 ’LU1> <Ua ’LU2>
my(v) = wy + w 1
() = 7 (1)
3
aufstellen. Also 7wy (v) := 6/3wy —2/2wy = | 2
1

(d) Jede Basis (v, vq,v3) mit v1,v9 € U und 7y (v3) = 0 fiihrt zu der gewiinschten Abbildungsmatrix. Wir wéhlen
also zunéchst vy, v wie oben angegeben (als Basis von U), und suchen dann ein vz € U mit 7y (vs3) = 0. Dazu
kénnen wir ein beliebiges v € V mit v € U nehmen, die Zerlegung v = my(v) + vy bilden, und vs := v, setzen.
Mit dem v aus c) ergibt sich z.B.

2 3 -1
vsi=v—mylv)=[ 4 |- 2 | = 2
0 1 -1

(e) Die j-te Spalte von MZ,  enthélt 7y (e;). Eingesetzt in die Formel (1) erhalten wir

5/6
7TU(€1):1/3’U.)171/2U)2: 1/3 y
-1/6
1/3
my(e2) = 1/3w; +0/2we, = | 1/3 |,
1/3
-1/6
my(es) = 1/3wy + 1/2we = 1/3
5/6
Als Abbildungsmatrix also
5 2 -1
ME =1/61 2 2 2
-1 2 5

(f) Es gibt unendlich viele. Neben U selbst ist jede Ebene, die senkrecht auf U steht, my-invariant.
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Aufgabe 6

Sei K = 5. Gegeben ist

@: K¥? 5 K23 X XA, wobeiAz(j1 ; g)

(a) Eine Basis von K2*? ist z.B. (((1) (1)> , <0 1) , (O 0> , <8 ?) ). Die Bilder dieser vier Basisvektoren lauten:
1 2 3 4 2 0 0 0 O 0 0 0
0 0o0/’\VO O0OO/)’\1 2 3/)’\4 2 0)"
Diese sind offensichtlich linear unabhéingig, bilden also eine Basis von Im . Insbesondere ist Rg ¢ = 4. Folglich
ist Defp = dim K2*2 — Rgyp =4 — 4 = 0, also Ker ¢ = {0}.

3 2
(b) Zu bestimmen ist eine Rechtsinverse von A. Eine Losung der Gleichung A-B = Ey ist zB. B=| —1 -1
0 0

(mittels GauB3-Verfahren).

(c) Als j-te Spalte von B kann eine beliebige Losung von Az = e;, z € K3, gewihlt werden. Wegen Rg A = 2 gibt
es also |K|>72? = 5! = 5 Losungen fiir jede Spalte, und damit 25 Matrizen B.

(d) Nein. Weil ¢ nicht surjektiv ist, kann es keine solche lineare Abbildung ¢’ geben mit ¢ o ¢’ = id.

Aufgabe 7
Sei A =SS fiir ein S € GL,(R).

(i) Es gilt A' = (S'S)t = S*(S")! = S'S = A, d.h. A symmetrisch.
(ii) Fiir jedes 0 # 2 € R™ ist auch Sx # 0 (sonst wére S nicht invertierbar). Folglich:

o' Ar = 2'(S'S)x = (2'S")(Sz) = (Sx)'(Sz) = ||Sz| > 0.

Bonus-Aufgabe

Es reicht zu zeigen, da V' eine Basis der Form (v, ¢(v)) besitzt, denn wegen ¢(p(v)) = ¢?(v) = 0 hat ¢ bzgl. jeder
Basis dieser Form die Abbildungsmatrix
0 0
= (] o)

Zunichst ist nach Voraussetzung Ker ¢ # V' (sonst wire ¢ = 0). Es gibt also einen Vektor v € V mit v ¢ Ker ¢,
dh. o(v) # 0. Wegen ?(v) = 0 ist allerdings ¢(v) € Kergp. Folglich auch (p(v)) C Ker¢p, denn Ker ¢ ist
ein Unterraum. Insgesamt haben wir v ¢ (p(v)) gezeigt, was bedeutet, dal (v, p(v)) linear unabhéngig ist. Da
dim V' = 2 vorausgesetzt war, handelt es sich hierbei sogar um eine Basis von V. Damit ist alles gezeigt.
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