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er doch jederzeiẗuber den aktuellen Stand der Dinge Bescheid.
Auch Meinolf Geck stand immer bei gelegentlichen Treffen oder per Email als Ratgeber bereit.
Ich danke ihm außerdem dafür, dass er meinen dreimonatigen Gastaufenthalt am Institut Girard
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Einleitung

Gebiet der Arbeit

Die Darstellungstheorie befasst sich mit dem Problem, abstrakt gegebene algebraische Strukturen wie
Gruppen und Algebren

”
konkret abzubilden“. Dabei bedeutet

”
konkret abbilden“, eine Abbildung

in eine Matrixalgebra anzugeben, die mit der algebraischen Struktur verträglich ist. So ist eine Ma-
trixdarstellung einer (endlichen) GruppeG beispielsweise eine Abbildung vonG in die Gruppe der
invertierbaren Matrizen einer gewissen Größeüber einem Ring, so dass das Bild des Produktes von je
zwei beliebigen Gruppenelementen gleich dem Matrixprodukt der beiden Bilder ist. Die Kenntnis der
Darstellungen eines mathematischen Objekts ist nicht nur an sich interessant, sondern erlaubt auch
Rückschl̈usseüber das Objekt selbst.

Ein Grundproblem der Darstellungstheorie ist die Klassifikation aller Darstellungen einer gegebenen
algebraischen Struktur. Diese erfolgt in der Regel in zwei Schritten: Zunächst kommt die Klassifikati-
on der einfachen Darstellungen — sozusagen der Atome. Dabei ist eine Darstellung einfach, wenn sie
in einem gewissen Sinne keine

”
kleineren“ Darstellungen enthält. Als zweiter Schritt wird analysiert,

wie die nicht-einfachen Darstellungen aus den einfachen zusammengesetzt sind.

Je nachdem, aus welchem Ring die Einträge der darstellenden Matrizen stammen, sind diese beiden
Schritte unterschiedlich schwierig. Zum Beispiel sind alle einfachen Darstellungen der symmetrischen
GruppeSn auf n Punktenüber dem K̈orperC der komplexen Zahlen, der sogenannte

”
gewöhnliche“

Fall, vollsẗandig bekannt. Außerdem sind alle endlich-dimensionalenC-Darstellungen einer endlichen
Gruppe halbeinfach, was bedeutet, dass sie direkte Summen von einfachen sind. Der Isomorphietyp
einer beliebigenC-Darstellung vonSn hängt also nur von den Vielfachheiten der einfachen Summan-
den ab — die Klassifikation ist abgeschlossen.

Ganz anders ist die Situation, wenn man sich für die Matrixdarstellungen der symmetrischen Grup-
pe Sn über dem endlichen K̈orper F` mit ` Elementen interessiert, wobei` eine Primzahl ist, die
die Gruppenordnungn! teilt. Hier ist nur eine Parametrisierung der einfachen Darstellungen bekannt,
noch nicht einmal die Größe der Matrizen in den einfachen Darstellungen lässt sich (außer in klei-
nen Beispielen) bestimmen! Zusätzlich sind die Darstellungen nicht alle halbeinfach, sondern es gibt
Darstellungen, die sich nicht mehr weiter in direkte Summen kleinerer Darstellungen zerlegen lassen,
aber selbst nicht einfach sind. Dieser

”
modulare“ Fall f̈ur die symmetrischen Gruppen ist eines der

großen, offenen Probleme der Darstellungstheorie.

Ganzähnlich sieht es f̈ur die Darstellungen der GL(n,q) aus, der Gruppe der invertierbarenn × n-
Matrizen mit Eintr̈agen im endlichen K̈orper mitq Elementen. Ẅahrend die geẅohnliche Darstel-
lungstheoriëuberC wieder gut verstanden ist, sind wir weit von einer Klassifikation der modularen
Darstellungen entfernt. Die modulare Darstellungstheorie von GL(n,q) ist ein weiteres, großes, offe-
nes Problem.

Beim Studium dieser beiden Probleme ist man auf Iwahori-Hecke-Algebren gestoßen. Diese traten
zun̈achst als Endomorphismenringe gewisser Moduln auf, wurden aber später (1964 von Iwahori,
siehe [Iwa64]) auch abstrakt als assoziative Algebrenüber Erzeuger und Relationen definiert:

Es seiS := {(1,2), (2,3), . . . , (n − 1,n)} die Menge der Nachbartranspositionen inSn. Dann l̈asst
sich jedes Element vonSn als Produkt von Elementen vonS schreiben. Die Iwahori-Hecke-Algebra
HA(u) zur symmetrischen GruppeSn (das heißt

”
Typ An−1“) über einem RingA mit Parameteru ∈ A

5



6 Einleitung

ist dann die assoziativeA-Algebra mit Erzeugern{Ts | s ∈ S}, für die die Relationen

T2
s = u · 1H + (u− 1) · Ts für s ∈ S und

TsTt = Tt Ts für s, t ∈ Smit st = ts und
TsTt Ts = Tt TsTt für s, t ∈ Smit st 6= ts

gelten. So gibt es also für jeden kommutativen RingA und jeden Parameteru ∈ A eine Iwahori-
Hecke-Algebra zuSn. Die kombinatorischen Daten zur Konstruktion sind jeweils gleich.
Diese Tatsache führt dazu, dass jeder Ringhomomorphismusθ : A→ A′ einen Ringhomomorphis-
mus zwischen den Iwahori-Hecke-AlgebrenHA(u) undHA′(θ(u)) induziert. Eine solche Abbildung
θ wird

”
Spezialisierung“ genannt. Ein wichtiger Spezialfall ist, dassA ein lokaler Ring ist,A′ sein

Restklassenk̈orper undθ die kanonische Abbildung.
Ist u = 1, so istHA(u) isomorph zur Gruppenalgebra vonSn über dem RingA. Die Gruppenalgebra
kann man sich als die Algebra derA-wertigen Funktionen aufSn mit Konvolutionsprodukt vorstellen,
sie hat dieselben Darstellungenüber dem RingA wie die Gruppe selbst. Man nennt die Iwahori-
Hecke-Algebra f̈ur einen Parameteru 6= 1 eine

”
Deformation“ der Gruppenalgebra.

Könnte man alle Darstellungen vonHK (u) für beliebige K̈orperK und beliebige Parameteru ∈ K
bestimmen, so enthielte dies also alle modularen Darstellungen der symmetrischen Gruppe. Ande-
rerseits zeigt ein schönes Ergebnis von Karin Erdmann (siehe [Erd97]), dass die Kenntnis aller ein-
fachen Darstellungen aller symmetrischen Gruppen auch die Kenntnis aller einfachen Darstellungen
der Gruppen GL(n,q) über Körpern der Charakteristik̀mit ` | q implizieren ẅurde.
So gibt es also viele Verbindungen der Iwahori-Hecke-Algebren mit anderen, interessanten Fragestel-
lungen.

James’ Vermutung

Beim Studium der modularen Darstellungstheorie der Gruppen GL(n,q) haben Richard Dipper und
Gordon James sogenannte

”
q-Schur-Algebren“ betrachtet. Diese treten — wie die Iwahori-Hecke-

Algebren der symmetrischen Gruppe — als Endomorphismenringe gewisser Moduln auf. So gibt es
auch f̈ur jedesn ∈ N, jeden kommutativen RingA und jeden Parameteru ∈ A eineq-Schur-Algebra.
Dasq im Namen

”
q-Schur-Algebra“ kommt genau von diesem Parameter, der in der Literatur meist

mit q bezeichnet wird, hier aberu heißt zur besseren Unterscheidung vomq der GL(n,q).
Vor 1990 untersuchten Richard Dipper und Gordon James die Darstellungen dieser Algebren für
n 6 10 und endliche K̈orperF` (` eine Primzahl) mit 06= u ∈ F`. Dabei beobachtete Gordon Ja-
mes, dass die Darstellungstheorie in diesem Fall nicht wirklich von` undu abḧangt, sondern dass es
(wenn` groß genug ist) nur auf den Parametere ankommt, der so definiert ist:e ∈ N ist die kleinste
Zahl, für die 1+ u + u2

+ · · · + ue−1
= 0 ist. F̈ur u = 1 ist e = `, und f̈ur u 6= 1 ist e gleich der

multiplikativen Ordnung vonu in F`.
Er vermutete also im Jahre 1990 in [Jam90], dass die Darstellungstheorie derq-Schur-Algebräuber
F` mit Parameter 06= u ∈ F` nur vone und nicht von` und u abḧangt, solange nure · ` > n ist.
Zwei q-Schur-Algebren̈uberF` bzw. F`′ mit Parameteru ∈ F` bzw. u′ ∈ F`′ verhalten sich also in
Bezug auf ihre Darstellungen̈uber dem K̈orperF` bzw.F`′ ”im Wesentlichen gleich“, wenn nur beide
dasselbee haben unde · ` > n ist.

”
Sich im Wesentlichen gleich verhalten“ bedeutet hier zunächst, dass es eine Bijektion zwischen den

Mengen der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der beiden Algebren gibt, so dass die Größen
der vorkommenden Matrizen von dieser Bijektion respektiert werden. Zusätzlich wird aber noch eine
Verträglichkeit mit den geẅohnlichen Darstellungen̈uber dem Funktionenk̈orperC(v) in einer Unbe-
stimmtenv vermutet, die mit sogenannten

”
Zerlegungsabbildungen“ formuliert werden kann (siehe

weiter unten bzw. in KapitelV). Dazu wird die Spezialisierungθ : Z[v] → F`, v 7→ u betrachtet, die
die kanonische AbbildungZ→ F` fortsetzt.
In [Gec98] formuliert Meinolf Geck 1998 eine Variante dieser Vermutung für Iwahori-Hecke-Algeb-
ren. Dabei dehnt er sie auf andere Typen als Typ A aus und beschreibt gleichzeitig die vermutete
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Klassifikation der einfachen Darstellungen konkreter. Dafür ist die Voraussetzunge · ` > n zu ` > n
verscḧarft, was n̈amlich beim Typ A genau bedeutet, dass` kein Teiler der Gruppenordnungn! der
symmetrischen Gruppe ist.
Obgleich schon in [Gec98] gezeigt wird, dass die Aussage der Vermutung für gen̈ugend großè
stimmt, ist bis heute keine explizite untere Schranke für ` bekannt, oberhalb der sie richtig ist.
In der vorliegenden Arbeit werden andere, aber zu James’ Vermutungäquivalente Aussagen vorge-
stellt mit der Idee, auf diese Weise neue Ansätze f̈ur einen Beweis zu finden. So stellt diese Arbeit
eher den Anfang eines Forschungsprojekts dar als den Abschluss.

Inhalt der Arbeit

Im Folgenden wird der Inhalt der Arbeit nicht in der Reihenfolge des logischen Aufbaus, sondern in
der Reihenfolge der gegenseitigen Motivation beschrieben. Diese Reihenfolge entspricht auch etwa
der, in der die Ideen entstanden sind.
Die James-Geck-Vermutung ist in [Gec98] mit Hilfe von Zerlegungsabbildungen beschrieben. Da-
bei wird die

”
generische“ Iwahori-Hecke-AlgebraHQ(v)(v) vom Typ A über dem Funktionenk̈orper

Q(v) in einer Unbestimmtenv mit den
”
spezialisierten“ Iwahori-Hecke-AlgebrenHQ(ζe)(ζe) über

dem Kreisteilungsk̈orperQ(ζe) undHF`(u) über dem endlichen K̈orperF` verglichen, insbesondere
in Bezug auf die Frage, wie die jeweiligen DarstellungenüberQ(v), Q(ζe) bzw.F` zusammenḧangen.
Dabei dient die AlgebräuberQ(ζe) als Prototyp f̈ur all diejenigen Algebren̈uberF`, derene(u) gleich
e ist.
Ist A ein Integriẗatsbereich, dann wird eine Zerlegungsabbildung im Wesentlichen definiert, indem
man eine Darstellung einerA-AlgebraH über dem QuotientenkörperK von A durch Basiswechsel

”
ganzzahlig“ macht und dann auf die Einträge in den Darstellungsmatrizen einen Ringhomomor-

phismus in einen K̈orperk anwendet, so dass man eine Darstellung einer
”
spezialisierten“ Algebra

kH := k ⊗
A
H überk erḧalt. Ist KH := K ⊗

A
H die Konstantenerweiterung, dann kann man so einem

einfachenKH -Modul einenkH -Modul zuordnen. Einfache Darstellungen werden bei diesem Pro-
zess im Allgemeinen reduzibel, und die Zerlegungsabbildung kodiert dann für jeden Isomorphietyp
einfacherKH -Moduln, wie oft die einfachenkH -Moduln als Konstituenten in der oben beschrie-
benen

”
Spezialisierung“ vorkommen. Diese Konstruktion ergibt eine wohldefinierte Abbildung zwi-

schen den Grothendieck-GruppenR0(KH) und R0(kH). Kennt man die Darstellungen vonKH ,
dann ist die Kenntnis der Zerlegungsabbildungäquivalent zur Kenntnis der einfachen Darstellungen
vonkH .
Für die Formulierung der James-Geck-Vermutung in [Gec98] definiert man drei Zerlegungsabbildun-
gen zwischen den Grothendieck-Gruppen der oben beschriebenen Algebren, die ein kommutatives
Dreieck bilden:

R0(Q(v)H)
d` //

dζe ((PPPPPPPPPPPP
	

R0(F`H)

R0(Q(ζe)H)
dζe`

77ooooooooooo

Die James-Geck-Vermutung besagt dann, dass für ` > n die Zerlegungsabbildungdζe` trivial ist, also
ein Isomorphismus ist, der die Klassen der einfachen Moduln auf ebensolche abbildet. Dies bedeutet,
dass eben die Zerlegungsabbildungdζe den

”
generischen“ Zerlegungsfall darstellt, der für alle ` ab

einer gewissen Schranke auch bei allen Zerlegungsabbildungend` eintritt. Diese Formulierung der
James-Geck-Vermutung ist der Ausgangspunkt dieser Arbeit.
In Kapitel V wird zun̈achst auf die Definition von Zerlegungsabbildungen eingegangen, und es wird
gekl̈art, welche Voraussetzungenüber die vorkommenden Ringe, Körper und Algebren zu machen
sind. Danach wird ein zur Zerlegungsabbildung duales und in vielen Fällen äquivalentes Konzept
eingef̈uhrt, n̈amlich das der

”
Klebeabbildung“. Dabei betrachtet man die projektiven Grothendieck-

GruppenK0(KH) und K0(kH). An die Stelle von einfachen Moduln treten projektiv unzerlegbare,
und die Klebeabbildung wird zwischen den projektiven Grothendieck-Gruppen in der umgekehrten
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Richtung definiert, also vonK0(kH) nachK0(KH): Man wählt zun̈achst einen geeigneten lokalen
Ring O mit Restklassenk̈orperk, für denA ⊆ O ⊆ K gilt. Dann beginnt man mit einem beliebigen
primitiven Idempotentf in kH , hebt dieses zu einem Idempotentf ∈ OH := O ⊗

A
H und ordnet

dem projektiv unzerlegbarenkH -Modul f kH den projektivenKH -Modul f KH zu. Dies liefert
eine wohldefinierte AbbildungK0(kH)→ K0(KH).
Es stellt sich heraus, dass unter geeigneten Voraussetzungen an den RingO die Klebeabbildung die
duale Abbildung der Zerlegungsabbildung ist.1 Diese Tatsache wird

”
Brauer-Reziproziẗat“ genannt

und ist in der modularen Darstellungstheorie von endlichen Gruppen ein Standardwerkzeug. Die
Ausführungen in KapitelV zu diesem Thema basieren auf einer Arbeit von Meinolf Geck und Ra-
phäel Rouquier (siehe [GR97]). Wirklich neu ist an KapitelV nur der Name

”
Klebeabbildung“ und

eine sorgf̈altige Klärung der ben̈otigten Voraussetzungen.
Es kommt n̈amlich heraus, dass die wesentliche Voraussetzung an den lokalen RingO ist, dass die
O-AlgebraOH semiperfekt ist. Das bedeutet, dassOH/ rad(OH) ein halbeinfacher, artinscher Ring
ist und zu jedem Idempotentf ∈ OH/ rad(OH) ein Idempotentf ∈ OH existiert, das unter der
kanonischen AbbildungOH � OH/ rad(OH) auf f abgebildet wird.2 Diese Existenzaussage wird

”
Heben von Idempotenten“ genannt. Ein semiperfekter Ring ist also einer, bei dem das Heben von

Idempotenten vom Radikalfaktor m̈oglich ist.
In Kapitel II werden Bedingungen an lokale RingeO und AlgebrenH gesucht, die dafür ausreichen,
dass die AlgebraOH semiperfekt ist. Klassisch (insbesondere in der modularen Darstellungstheo-
rie endlicher Gruppen) wird hierfür ein vollsẗandiger, diskreter BewertungsringO benutzt. Da dies
aber im Zusammenhang mit der James-Geck-Vermutung zu weit reichende Voraussetzungen sind,
wird in Kapitel II einerseits gezeigt, dass man in der Regel auf die Vervollständigung verzichten kann
(Stichwort

”
Verbesserung von Idempotenten“, sieheII.(6.1)), zum Anderen werden nicht-diskrete Be-

wertungsringe betrachtet. Dies wird später ben̈otigt, um Ketten von ineinander enthaltenen Bewer-
tungsringen zu erhalten (siehe unten).
Die Abschẅachung der Voraussetzungen anO macht eine genaue Analyse des Vervollständigungspro-
zesses, der dabei vorkommenden Topologien und der verfügbaren Verfahren zum Heben von Idempo-
tenten notwendig. Insbesondere wird in KapitelII eine Topologie auf AlgebrenOH auf verschiedene
Weisen definiert, um in verschiedenen Situationen unterschiedliche Beweistechniken zur Verfügung
zu haben. Die dabei vorgestellten Techniken sind nach Kenntnis des Autors neu.
In Kapitel III wird der RingZ[v, v−1

] und sein Quotientenk̈orperQ(v) betrachtet. Neben einer Klassi-
fikation der Primideale vonZ[v, v−1

]werden dort nicht-diskrete Bewertungen mit WertegruppeZ×Z
konstruiert, die an Primidealketten 0( q ( p G Z[v, v−1

] angepasst sind. Dadurch erhält man inein-
ander enthaltene BewertungsringeO undO′ mit Z[v, v−1

] ( O ( O′ ( Q(v), wobeiO′ diskret und
O nicht-diskret ist. Diese Bewertungsringe erfüllen die Voraussetzungen aus KapitelII , so dass man
semiperfekte AlgebrenOH undO′H erḧalt, die ebenfalls ineinander enthalten sind. Nach Kenntnis
des Autors sind diese Konstruktionen neu.
Die bisher aufgez̈ahlten Resultate erlauben nun in KapitelVII zwei Umformulierungen der James-
Geck-Vermutung mit Hilfe von Idempotenten. Dabei werden Bewertungsringe und die Semiperfekt-
heit der Iwahori-Hecke-Algebren darüber benutzt, um Klebeabbildungen zu definieren, die wie oben
die Zerlegungsabbildungen ein kommutatives Dreieck bilden:

K0(Q(v)H) oo
è

hh

eζe PPPPPPPPPPPP
	

K0(F`H)

K0(Q(ζe)H)
ww eζe`

ooooooooooo

Die erste Umformulierung verwendet, dass wegen der Dualität zu den entsprechenden Zerlegungsab-
bildungen die James-Geck-Vermutungäquivalent dazu ist, dass die Klebeabbildungeζe` ein Isomor-

1
”
Dual“ ist bez̈uglich der Paarung vonR0(KH) undK0(KH) gemeint, die von der Tatsache kommt, dass die projektiv

unzerlegbarenKH -Moduln genau die projektiven Ḧullen der einfachenKH -Moduln sind.
2 Mit rad(OH) ist das Jacobson-Radikal vonOH bezeichnet.
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phismus ist, der die Klassen der projektiv unzerlegbaren Moduln auf ebensolche abbildet. Die zweite
Umformulierung vergleicht die beiden Klebeabbildungeneζe und è durch Betrachten von Idempo-
tenten in den Iwahori-Hecke-Algebrenüber den zwei BewertungsringenO undO′.
Außerdem entḧalt KapitelVII eine weitere Umformulierung mittels Gram-Matrizen. Für diese Um-
formulierung ẅahlt man eine bestimmteZ-Linearkombinationψ̃ irreduzibler Charaktere vonH , die
die Eigenschaft hat, dass sie nach Spezialisierung eine nicht-ausgeartete Spurform auf der Algebra
Q(ζe)H/ rad(Q(ζe)H) induziert. Betrachtet man nun die Gram-MatrixM von ψ̃ bez̈uglich einer be-
liebigenZ[v, v−1

]-Basis vonH , so ist die James-Geck-Vermutungäquivalent zu der Aussage, dass
für ` > n der Rang vonM nach Spezialisierung zuQ(ζe) und zuF` gleich ist.
Nach Kenntnis des Autors sind alle drei Umformulierungen neu.

Im Hinblick auf einen m̈oglichen Beweis von James’ Vermutung sehen Formulierungen, die Idempo-
tente in nicht-halbeinfachen Algebren involvieren, nicht gerade erfolgversprechend aus. Während es
nämlich für halbeinfache Algebren mit Hilfe der Frobenius-Schur-Relationen eine gut bekannte Me-
thode gibt, aus einfachen Matrixdarstellungen primitive Idempotente zu gewinnen (siehe z.B. [GP00,
7.2.7]), ist es im Allgemeinen für nicht-halbeinfache Algebren schwierig, explizite Formeln für pri-
mitive Idempotente anzugeben.
In Kapitel IV werden die Ergebnisse in [GP00, 7.2.7] auf den Fall symmetrischer Algebren, die nicht
halbeinfach sind, verallgemeinert. Statt mit einem einfachen Modul startet man mit einem projek-
tiv unzerlegbaren Modul mit einer besonderen Basis. Diese Basis muss nämlich an die Radikalreihe
des Moduls angepasst sein. Man erhält eine Verallgemeinerung der Frobenius-Schur-Relationen, die
eine explizite Konstruktion von primitiven Idempotenten ermöglichen, bei der die Nenner der Ko-
ordinaten der Idempotente in einer bestimmten Basis der Algebra kontrolliert werden können. Nach
Kenntnis des Autors ist dies die erste explizite Konstruktion von primitiven Idempotenten für nicht-
halbeinfache, symmetrischen Algebren.
Im Hinblick auf die Umformulierungen der James-Geck-Vermutung in KapitelVII bedeuten diese
Ergebnisse, dass ein möglicher Beweisansatz die Konstruktion ganzzahliger Formen projektiv un-
zerlegbarer Moduln mit einer an die Radikalreihe angepassten Basis wäre. Auch dies ist aber im
Allgemeinen nicht explizit m̈oglich.
Iwahori-Hecke-Algebren haben aber eine besondere Basis. Im Jahr 1979 konstruierten nämlich Da-
vid Kazhdan und George Lusztig in [KL79] die nach ihnen benannte Kazhdan-Lusztig-Basis. Diese
Basis hat einige phantastische Eigenschaften. Insbesondere erlaubt sie die Definition von aufsteigen-
den Ketten von Idealen inH , und die daraus resultierenden Quotienten liefern ganzzahlige Formen
einfacher Moduln f̈ur die generische AlgebraHQ(v1/2)(v) über dem Funktionenk̈orperQ(v1/2) in ei-
ner Unbestimmtenv1/2 (für diese Konstruktionen werden die Quadratwurzeln des Parametersv der
Algebra ben̈otigt). Diese Moduln heißen

”
Zellmoduln“, da bei ihrer Konstruktion die symmetrische

Gruppe in sogenannte
”
Zellen“ partitioniert wird. Weil diese Moduln ganzzahlig, also bereitsüber

dem RingZ[v1/2, v−1/2
] definiert sind, kann man sie spezialisieren und Moduln für die spezialisierten

AlgebrenHQ(ζ2e)(ζe) undHF`(u1/2)(u) erhalten.
Im ersten Teil von KapitelVI sind neben den grundlegenden Definitionen von Iwahori-Hecke-Al-
gebren diese Resultate aus der Kazhdan-Lusztig-Theorie dargestellt. Ganz am Ende des Kapitels ist
eine Beobachtung beschrieben, nämlich, dass sich unter den spezialisierten Zellmoduln tatsächlich
projektive Moduln finden lassen. Obwohl nicht alle Isomorphietypen projektiv unzerlegbarer Moduln
auftauchen, sieht es so aus, als ob sich unter den Zellmoduln genügend

”
kleine“ projektive Moduln

finden lassen, um die für die Formeln in KapitelIV ben̈otigten Moduln zu liefern. Die angepasste
Basis ist in Form der Kazhdan-Lusztig-Basis der Zellmoduln bereits vorhanden.
Leider ist es im Rahmen dieser Arbeit nicht gelungen, die beobachteten projektiven Moduln hinrei-
chend zu erkl̈aren bzw. zu beweisen, dass genügend viele projektive Moduln auftreten. In Abschnitt
VI.6 ist zwar der Satz bewiesen, dass der induzierte Modul eines Zellmoduls einer parabolischen
Unteralgebra wieder ein Zellmodul ist, dies erklärt die beobachteten projektiven aber nur zum Teil.
Kapitel VI entḧalt noch ein anderes interessantes Resultat, das womöglich einen Ansatz zum Beweis
von James’ Vermutung liefern könnte. In AbschnittVI.4 wird nämlich bewiesen, dass man aus der
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Kazhdan-Lusztig-Basis und ihrer dualen explizit eine Wedderburn-Zerlegung vonHQ(v1/2)(v) kon-
struieren kann. Da die Kenntnis der Wedderburn-Zerlegung einer halbeinfachen Algebraäquivalent
mit der Konstruktion aller einfachen Moduln ist und deswegen im Allgemeinen eben nicht ohne Mühe
explizit erhalten werden kann, unterstreicht dieses Ergebnis die Besonderheit der Kazhdan-Lusztig-
Basis einmal mehr. In den Beweis dieser Konstruktion gehen extrem tiefliegende Positivitätsresultate
über die ber̈uhmten Kazhdan-Lusztig-Polynome ein. Außerdem wird mehrfach verwendet, dass die
zugrunde liegende Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A ist.
Schließlich wird in AbschnittVI.5 noch eine Verbindung zu Lusztig’s asymptotischer AlgebraJ
und dem Lusztig-Homomorphismusφ : H → J hergestellt. Diese wurden von George Lusztig in
einer Reihe von Arbeiten in den Jahren 1985 bis 1987 konstruiert (siehe [Lus85], [Lus87a], [Lus87b]
und [Lus87c]) und sp̈ater mehrfach mit großem Erfolg benutzt. Die asymptotische AlgebraJ hat
eine ausgezeichnete Basis und in AbschnittVI.5 werden explizit Urbilder dieser Basiselemente unter
dem Lusztig-Homomorphismus angegeben. Diese Urbilder sind bis auf eine Ringinvolution genau
die Basiselemente, die in der inVI.4 konstruierten Wedderburn-Zerlegung vorkommen. Dadurch lässt
sich der Lusztig-Homomorphismus als Einbettung der AlgebraH in dasZ[v1/2, v−1/2

]-Erzeugnis der
in VI.4 konstruierten Wedderburn-Basis interpretieren. Nach Kenntnis des Autors sind die Resultate
über die Wedderburn-Zerlegung und die Induktion von Zellmoduln neu.
In Kapitel I sind elementare Bezeichnungen und einige bekannte Ergebnisse zur Verwendung in den
hinteren Kapiteln zusammengefasst.
Im Anhang sind Erg̈anzungen zum Haupttext gesammelt. Dies sind zum Einen Ergebnisse, die zwar
als solche interessant, aber für den weiteren Verlauf der Arbeit nicht relevant sind. Zum Anderen sind
hier der Vollsẗandigkeit halber auch Beweise aufgenommen worden, die aus irgendeinem Grund im
Haupttext entbehrlich sind.

Der Autor hegt die Hoffnung, dass diese Arbeit einen Beitrag leistet, Ansätze f̈ur einen Beweis von
James’ Vermutung zu finden.

Bemerkungen zum Text

Kapitel I ist von grundlegender Natur und enthält keine neuen Ergebnisse. Die KapitelII bis VI sind
weitgehend unabḧangig und bereiten KapitelVII vor.
Der Text aller Kapitel außer KapitelVII ist so geschrieben, dass es möglich ist, an einer beliebigen
Stelle anzufangen zu lesen. Dies wird dadurch erreicht, dass in jedem Unterabschnitt alle vorkom-
menden Symbole erklärt sind oder zumindest Informationen angegeben sind, die den Leser zu den
entsprechenden Definitionen führen.
Dies ist in KapitelVII anders. Dieses Kapitel ist so aufgebaut, dass alle einmal eingeführten Bezeich-
nungen ihre G̈ultigkeit ohne weiteren Kommentar behalten.
Auf den Seiten136bis139ist der Bezeichnungsindex zu finden, in dem alle vorkommenden Symbole
zusammen mit Referenzen zu ihrer Definition aufgeführt ist. Ganz am Ende dieser Arbeit befindet
sich der Index. Darin sind für die meisten Worte nicht alle Stellen verzeichnet, an denen ein Wort
vorkommt. Vielmehr wurde versucht, nur auf die entscheidende Stelle zu verweisen, in den meisten
Fällen ist dies die Definition.
Nach jedem Eintrag im Literaturverzeichnis folgt eine Liste der Abschnitte, in denen auf den Eintrag
verwiesen wurde.
In der PDF-Version (Portable Document Format) dieser Arbeit sind alle Verweise Hyperlinks, so dass
man ihnen durch Mausklick folgen kann. Die endgültige Version dieses Dokuments kannüber das
folgende URL heruntergeladen werden:

http://www.math.rwth-aachen.de/ ˜Max.Neunhoeffer/phd/

Dort sind auch Korrekturen zu finden, wenn diese notwendig werden.

http://www.math.rwth-aachen.de/~Max.Neunhoeffer/phd/


Kapitel I

Bezeichnungen und Grundlagen

Dieses Kapitel dient zwei Zwecken: Zum Einen werden die in dieser Arbeit verwendeten Bezeich-
nungen und Konventionen eingeführt. Zum Anderen werden aber auch einige Hilfsergebnisse vorge-
stellt, auf die dann im Rest der Arbeit verwiesen werden kann.

I.1 Moduln und Bimoduln

(1.1) Konventionen f̈ur Ringe, Moduln und Homomorphismen

Alle vorkommenden Moduln sind — wenn nicht explizit anders erwähnt — Rechts-Moduln. Alle
Ringe haben eine 1, sollte doch einmal ein Ring ohne 1 vorkommen, wird er

”
Rng“ genannt.

Moduln über kommutativen Ringen werden wie Bimoduln behandelt mit derselben Operation von
links und von rechts.
Ist H ein Ring, so bezeichnet mod-H die Kategorie der endlich erzeugten (Rechts-)H -Moduln und
proj-H die volle Unterkategorie von mod-H der endlich erzeugten, projektiven (Rechts-)H -Moduln.
Die Menge der Homomorphismen zwischen zwei ModulnM, N ∈ mod-H wird mit HomH (M, N)
bezeichnet. Homomorphismen werden von links geschrieben und mit◦ verkettet.
Ist M ein H -Modul, dann bezeichnen wir mit radM das Jacobson-Radikal vonM , also den Durch-
schnitt aller maximalen Untermoduln (wennM keine maximalen Untermoduln hat, ist radM = M).
Der

”
Kopf“ von M ist der RadikalfaktorM/ radM .

Mit
”
Integriẗatsbereich“ meinen wir einen kommutativen, nullteilerfreien Ring (mit Eins und 06= 1).

(1.2) Lemma (Fünfer-Lemma, vgl. [Lan75, I.3.3])
Es sei H ein Ring und

A
f

//

α

��

B
g

//

β

��

C
h //

γ

��

D
j

//

δ

��

E

ε

��

A′
f ′

// B′
g′

// C′
h′ // D′

j ′
// E′

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen in der Kategorie der H -Moduln. Dann gilt:

(i) Sind β und δ injektiv und ist α surjektiv, dann ist γ injektiv.

(ii) Sind β und δ surjektiv und ist ε injektiv, dann ist γ surjektiv.

(iii) Sind α, β, δ und ε bijektiv, so ist auch γ bijektiv.

Beweis:Wir veranstalten eine Diagrammjagd (und lassen◦ für Verkettung in diesem Beweis weg):
Es seienβ und δ injektiv undα surjektiv. Seic ∈ C mit γ c = 0. Dann isth′γ c = δhc = 0, also
auchhc = 0. Deswegen gibt es einb ∈ B mit c = gb. Also ist 0= γgb = g′βb und es gibt ein
a ∈ A mit f ′αa = β f a = βb. Dann ist aberf a = b, da beide unterβ auf βb gehen. Also ist
c = gb= g f a= 0.

11
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Es seienβ undδ surjektiv undε injektiv. Seic′ ∈ C′ beliebig. Dann gibt es eind ∈ D mit δd = h′c′.
Da 0 = j ′h′c′ = j ′δd = ε jd und damit jd = 0 ist, gibt es einc ∈ C mit hc = d. Nun ist
h′(c′ − γ c) = δd − δhc = 0, also gibt es einb ∈ B mit g′βb = c′ − γ c. Dann ist aberc+ gb ein
Urbild vonc′ unterγ , dennγ (c+ gb) = γ c+ g′βb = c′.
Behauptung (iii) folgt aus (i) und (ii). �

(1.3) Lemma (Freiheit von Tensorprodukten)
Es seien A und B Ringe. Weiter sei MA ein A-Modul und ANB ein A-B-Bimodul. Ist MA frei als
A-Modul und ANB frei als B-Modul, dann ist MA ⊗A ANB ein freier B-Modul.

Beweis: Ist MA ein freier A-Modul, so istMA isomorph zu einer direkten Summe von Kopien des
rechts-regul̈aren Moduls:MA

∼=
∐

i∈I AA mit einer IndexmengeI . Da das Tensorprodukt von Moduln
mit direkten Summen vertauscht (siehe z.B. [CR81, (2.17)]), ist

MA ⊗A ANB
∼=

(∐
i∈I

AA

)
⊗
A ANB

∼=

∐
i∈I

(
AA ⊗A ANB

)
∼=

∐
i∈I

ANB als B-Moduln.

Letztere Isomorphie kommt vom natürlichen Isomorphismus von Links-A-Moduln A AA ⊗A AN ∼= AN.
Ist aberANB frei als B-Modul, dann istANB

∼=
∐

j∈J BB als B-Moduln mit einer IndexmengeJ.
Dann ist aber

MA ⊗A ANB
∼=

∐
i∈I

∐
j∈J

BB

als B-Moduln, was die Behauptung beweist. �

(1.4) Lemma (Projektivität von Tensorprodukten)
Es seien A und B Ringe. Weiter sei MA ein A-Modul und ANB ein A-B-Bimodul. Ist MA projektiv
als A-Modul und ANB projektiv als B-Modul, dann ist MA ⊗A ANB ein projektiver B-Modul.

Beweis:Da ANB als B-Modul projektiv ist, gibt es einenB-Modul N ′B, so dassANB ⊕ N ′B als B-
Modul frei ist. Weil MA ein projektiverA-Modul ist, gibt es einenA-Modul M ′A, so dassMA ⊕ M ′A
frei ist. Es ist (

MA ⊗A ANB

)
⊕

(
M ′A ⊗A ANB

)
∼=
(
MA ⊕ M ′A

)
⊗
A ANB.

Wie im Beweis von LemmaI.(1.3) folgt, dass dieser Modul eine direkte Summe von Kopien vonANB

ist. Addiert man f̈ur jeden Summanden eine Kopie vonN ′B, so erḧalt man einen freienB-Modul. Also
ist MA ⊗A ANB als B-Modul direkter Summand eines freien Moduls und damit projektiv. �

(1.5) Definition (Endlich präsentierter Modul)
Es seiA ein Ring undM ein A-Modul. Eine exakte Sequenz

F1 −→ F0 −→ M −→ 0

von A-Moduln heißtPräsentationvon M , wenn F0 und F1 freie A-Moduln sind. BesitztM eine
Pr̈asentation mit freien ModulnF0 und F1 von endlichem Rang, dann heißtM endlich präsentiert.

Bemerkung: Jeder Modul besitzt eine Präsentation, da jeder Modul Quotient eines freien ist.

I.2 Algebren

Der Begriff der Algebra ist grundlegend für den Rest der Arbeit.

(2.1) Definition (O-Algebra, vgl. [CR81, (1.1)])
Es seiO ein kommutativer Ring. EineO-Algebra H ist ein Ring zusammen mit einem Ringhomo-
morphismusψ : O→ Z(H) vonO ins Zentrum vonH .
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(2.2) Definition (Idempotent)
Es seiH ein Ring. EinIdempotent in H ist ein Element 06= e∈ H , für dase2

= e gilt. Wir nennen
zwei Idempotentee1,e2 ∈ H orthogonal, wenne1 ·e2 = 0= e2 ·e1 gilt. Ein Idempotente∈ H heißt
primitiv , wenn es inH nicht als Summe zweier orthogonaler Idempotente geschrieben werden kann.

(2.3) Bemerkung (Modulstruktur über dem Grundring)
Ist O ein kommutativer Ring undH eineO-Algebra, dann ist jederH -Modul automatisch auch ein
O-Modul. Ist n̈amlichψ : O→ Z(H) der Ringhomomorphismus, derH zurO-Algebra macht, dann
operiert ein Elemento ∈ O durchh · o := h · ψ(o) auf h ∈ H .

(2.4) Definition (O-Ordnung, vgl. [CR81, (23.1)])
Es seiO ein kommutativer Ring. EineO-Ordnung ist eineO-Algebra, die alsO-Modul endlich
erzeugt und frei ist.

(2.5) Definition (O-Gitter, vgl. [ CR81, §10D])
Es seiO ein kommutativer Ring. EinO-Gitter ist ein endlich erzeugter,O-freierO-Modul.

(2.6) Definition (H -Gitter, vgl. [ CR81, (23.2)])
Es seiO ein kommutativer Ring undH eineO-Ordnung. EinH -Gitter ist ein H -Modul, der als
O-Modul endlich erzeugt und frei ist.

(2.7) Lemma (Homomorphismen aus projektiven Moduln heraus)
Es sei O ein kommutativer Ring, H eine O-Algebra, e ∈ H ein Idempotent und M ein H -Modul.
Dann ist HomH (eH ,M) ∼= Me als O-Moduln. Ist M = eH , dann ist EndH (eH) ∼= eHe als O-
Algebren.

Beweis:Ein Homomorphismusϕ ∈ HomH (eH ,M) ist durch den Wert, den er aufe annimmt, be-
stimmt:

ϕ(eh) = ϕ(e)h für alleh ∈ H .

Für jeden solchen Wertϕ(e) gilt aber:

ϕ(e) = ϕ(e2) = ϕ(e)e∈ Me.

Umgekehrt definiert aber jedes beliebige Elementm ∈ Me wegenm = meeinen Homomorphismus
ϕm ∈ HomH (eH ,M) durch:

ϕm(eh) := mh für alleh ∈ H .

Dies ist wohldefiniert, da f̈ur eh = eh′ auchmh = meh= meh′ = mh′ gilt. Außerdem istϕm ein
H -Homomorphismus:

ϕm(ehh′) = mhh′ = ϕm(eh)h′ für alleh, h′ ∈ H .

Die Zuordnungϕ 7→ ϕ(e) ist offensichtlichO-linear, damit ist die erste Behauptung bewiesen.
Ist M = eH , dann ist der obige Isomorphismus sogar mit der Multiplikation verträglich:

(ψ ◦ ϕ)(e) = ψ(eϕ(e)) = ψ(e) · ϕ(e).

�
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I.3 Wechsel des Grundrings

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie man den Grundring einer Algebra und ihrer Moduln
ver̈andern kann. Dies kann eine Ringerweiterung (oder Körpererweiterung) sein, aber auch eine Rest-
klassenbildung oder allgemeiner ein beliebiger Homomorphismus zwischen Ringen. Im so genannten

”
Change of Rings“-Lemma geht es um die Folgen für Homomorphismenmengen bei Veränderung des

Grundrings.

(3.1) Definition/Proposition (Wechsel des Grundrings)
Es seien O und O′ kommutative Ringe, H eine O-Algebra und H ′ gleichzeitig eine O-Algebra und ei-
ne O′-Algebra (siehe I.(2.1)). Dann ist auch H ′ ⊗

O
H gleichzeitig eine O′-Algebra und eine O-Algebra

mit der Multiplikation, die durch (h′⊗ h) · (k′⊗ k) := h′k′⊗ hk und lineare Fortsetzung gegeben ist.

Beweis:Wir könnenH ′ alsO′-O-Bimodul auffassen undH als Links-O-Modul. Dann ist das Ten-
sorprodukt ein Links-O′-Modul. Die Linksmultiplikation mit einem beliebigen Elementh ∈ H ist
ein O-Endomorphismus vonH . Die Linksmultiplikation mit einem beliebigen Elementh′ ∈ H ′ ist
ein Endomorphismus vonH ′, sowohl alsO-Modul als auch als Links-O′-Modul aufgefasst. Des-
wegen gibt es f̈ur jedes Paar(h′, h) ∈ H ′ × H einenO′-Endomorphismus vonH ′ ⊗

O
H , der durch

(g′⊗ g) 7→ (h′g′⊗ hg) für g ∈ H und g′ ∈ H ′ gegeben ist. Durch lineare Fortsetzung ist damit
eine Multiplikation definiert. Wir m̈ussen noch zeigen, dass für diese die Ringaxiome erfüllt sind:
Die Assoziativiẗat vererbt sich sofort vonH ′ undH , das Element 1H ′ ⊗1H ist das neutrale Element.
Die Distributivgesetze folgen ebenfalls direkt aus der Definition bzw. aus den entsprechenden inH ′

undH . Das Tensorprodukt ist eineO′-Algebra (bzw.O-Algebra), da man den Homomorphismus von
O′ (bzw.O) ins Zentrum vonH ′, derH ′ zur O′-Algebra (bzw.O-Algebra) macht, einfach mit dem
Ringhomomorphismus vonH ′ nachH ′ ⊗

O
H , derh′ auf h′⊗1H abbildet, verketten kann. �

(3.2) Bemerkung (Konstantenreduktion und Konstantenerweiterung)
PropositionI.(3.1) lässt sich insbesondere in der folgenden Situationen anwenden: Es seiH eine
Algebraüber einem RingO undϕ : O→ O′ ein Ringhomomorphismus. Dann istO′ vermögeϕ eine
O-Algebra undO′ ⊗

O
H eine Algebräuber dem RingO′. Wir nennen diesKonstantenreduktion und

schreiben kurzO′H für O′ ⊗
O
H .

Häufig ist zum BeispielO ein lokaler Ring mit maximalem Idealm undϕ : O → k die kanonische
Projektion auf den Restklassenkörperk := O/m.
Ist ϕ injektiv, dann nennen wirO′H auchKonstantenerweiterung.

(3.3) Definition/Proposition (Wechsel des Grundrings für Moduln)
Es seien O und O′ wie in I.(3.1) kommutative Ringe, H eine O-Algebra und H ′ gleichzeitig eine
O-Algebra und eine O′-Algebra. Weiter sei M ein H -Modul. Dann ist H ′ ⊗

O
M ein H ′ ⊗

O
H -Modul

durch die Operation (h′⊗m) · (g′⊗ g) := h′g′⊗mg für h′ ∈ H ′, m ∈ M , g′ ∈ H ′ und g ∈ H .

Beweis:Da M ein H -Modul und damit auch einO-Modul ist undO kommutativ ist, k̈onnen wir
M als Links-O-Modul auffassen und das TensorproduktH ′ ⊗

O
M bilden. DieH -Operation aufM

kann durch einen Antihomomorphismus von Ringenϕ : H → EndO(M) beschrieben werden (man
beachte, dassM ein Rechts-H -Modul ist und wir Endomorphismen von links schreiben).
Die Abbildungr : H ′ → EndO(H

′), die einem Elementg′ ∈ H ′ die Rechtsmultiplikationr (g′) mit
g′ zuordnet, ist ein Antihomomorphismus vonH ′ nach EndO(H ′).
Verkettet manr ⊗ϕ : H ′ ⊗

O
H → EndO(H

′) ⊗
O

EndO(M) mit dem kanonischen Homomorphismus
EndO(H

′) ⊗
O

EndO(M)→ EndO(H
′
⊗
O

M), erḧalt man eine Rechtsoperation vonH ′ ⊗
O
H aufH ′ ⊗

O
M .

Diese ist genau durch die Formel aus der Proposition gegeben. �

(3.4) Bemerkung (Konstantenreduktion und Konstantenerweiterung f̈ur Moduln)
Wie in BemerkungI.(3.2) lässt sich PropositionI.(3.3) auch in der folgenden Situation anwenden:
Ist H eine Algebraüber einem kommutativen RingO undϕ : O → O′ ein Ringhomomorphismus,
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dann ist f̈ur einenH -Modul M die Konstantenreduktion O′ ⊗
O

M ein O′H = O′ ⊗
O
H -Modul. Wir

schreiben auch kurzO′M für O′ ⊗
O

M .
Wieder wird sehr ḧaufigO ein lokaler Ring mit maximalem Idealm sein undϕ : O → k die kanoni-
sche Projektion auf den Restklassenkörperk := O/m.
Ist ϕ injektiv , dann nennen wirO′M auchKonstantenerweiterung.

(3.5) Lemma (Wechsel des Grundrings bei freien und projektiven Moduln)
Es seien O und O′ kommutative Ringe, H eine O-Algebra und H ′ sowohl eine O- als auch eine O′-
Algebra. Ist F ein freier H -Modul, dann ist H ′ ⊗

O
F ein freier H ′ ⊗

O
H -Modul. Ist P ein projektiver

H -Modul, dann ist auch H ′ ⊗
O

P als H ′ ⊗
O
H -Modul projektiv.

Beweis:Ist F frei, dann istF alsH -Modul isomorph zur direkten Summe
∐

i∈I HH mit einer Index-
mengeI . Dann ist aberH ′ ⊗

O
F ∼=

∐
i∈I (H

′
⊗
O
H), also ein freierH ′ ⊗

O
H -Modul. Ist P projektiv, dann

gibt es einenH -Modul P′, so dassP⊕P′ frei ist. Dann ist aber(H ′ ⊗
O

P)⊕(H ′ ⊗
O

P′) ∼= H ′ ⊗
O
(P⊕P′)

ein freierH ′ ⊗
O
H -Modul, also istH ′ ⊗

O
P projektiv. �

(3.6) Lemma (Change of Rings, vgl. [CR81, (2.38)])
Es seien O ein kommutativer Ring, H und H ′ Algebren über O und M und N Rechts-H -Moduln.
Dann ist die folgende Abbildung ein Homomorphismus von O-Moduln:

α : H ′ ⊗
O

HomH (M, N) −→ HomH ′⊗
O

H (H
′
⊗
O

M,H ′ ⊗
O

N),

h′ ⊗ f 7−→ l (h′)⊗ f

wobei l (h′) die Linksmultiplikation mit h′ auf H ′ ist. Beide Seiten haben eine H ′-H ′-Bimodul-
struktur, die von derjenigen von H ′ kommt. Die Abbildung α respektiert diese, ist also ein H ′-H ′-
Bimodulhomomorphismus.
Ist H ′ als O-Modul flach, dann gilt:

(i) Ist M als H -Modul endlich erzeugt, dann ist α injektiv.

(ii) Ist M als H -Modul endlich präsentiert, dann ist α bijektiv.

(iii) Ist M als H -Modul endlich erzeugt und ist H ′ als O-Modul frei, dann ist α bijektiv.

Beweis:Alle Tensorprodukte seien̈uber dem RingO. Zun̈achst ist zu pr̈ufen, ob f̈ur beliebigeh′ ∈ H ′

und f ∈ HomH (M, N) die Abbildungl (h′)⊗ f von H ′⊗M nachH ′⊗ N ein Homomorphismus
vonH ′⊗H -Moduln ist: Es ist aber(

(l (h′)⊗ f )(g′⊗m)
)
· (x′⊗ x) = h′g′x′⊗ f (m)x = (l (h′)⊗ f )

(
(g′⊗m) · (x′⊗ x)

)
für alleh′ ∈ H ′, g′ ∈ H ′, x′ ∈ H ′, m ∈ M , x ∈ H und f ∈ HomH (M, N). Da (h′, f ) 7→ l (h′)⊗ f
bilinear ist, istα mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes wohldefiniert, zunächst
als Homomorphismus zwischenO-Moduln.
Die MengeH ′⊗HomH (M, N) wird durch h′ · (g′⊗ f ) · h′′ := h′g′h′′⊗ f für g′, h′, h′′ ∈ H ′

und f ∈ HomH (M, N) zu einemH ′-H ′-Bimodul. Außerdem ist HomH ′⊗H (H
′
⊗M,H ′⊗ N) ein

H ′-H ′-Bimodul — die Linksoperation kommt von der Links-H ′-Operation im Bildbereich und die
Rechtsoperation von der Links-H ′-Operation im Urbildbereich. Man rechnet leicht nach, dassα sogar
ein Homomorphismus vonH ′-H ′-Bimoduln ist.
Von nun an seiH ′ alsO-Modul flach. Wir betrachten eine Präsentation (vgl.I.(1.5)) von M :

F1
µ
−→ F0

π
−→M −→ 0.

Dann sind

0−→ HomH (M, N)
π∗

−→HomH (F0, N)
µ∗

−→HomH (F1, N)
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und damit

0−→ H ′⊗HomH (M, N)
1⊗π∗
−→ H ′⊗HomH (F0, N)

1⊗µ∗
−→ H ′⊗HomH (F1, N)

exakte Sequenzen vonO-Moduln, daH ′ flach ist.
Andererseits ist

H ′⊗ F1
1⊗µ
−→H ′⊗ F0

1⊗π
−→H ′⊗M −→ 0

wegen der Flachheit vonH ′ exakt. Also ist auch

0−→ Hom(H ′⊗M,H ′⊗ N)
(1⊗π)∗
−→ Hom(H ′⊗ F0,H

′
⊗ N)

(1⊗µ)∗
−→ Hom(H ′⊗ F1,H

′
⊗ N)

eine exakte Sequenz vonO-Moduln (Homomorphismenmengen jeweilsüberH ′⊗H ).
Man kann nun nachrechnen, dass man ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen erhält:

0 // H ′⊗HomH (M, N)
1⊗π∗ //

α

��

	

H ′⊗HomH (F0, N)
1⊗µ∗

//

α′

��

	

H ′⊗HomH (F1, N)

α′′

��

0 // Hom(H ′⊗M,H ′⊗ N)
(1⊗π)∗

// Hom(H ′⊗ F0,H
′
⊗ N)

(1⊗µ)∗
// Hom(H ′⊗ F1,H

′
⊗ N).

Man erḧalt die Abbildungenα′ und α′′ analog zuα, indem manM durch F0 bzw. F1 ersetzt. Die
Kommutativiẗat des Diagramms kommt daher, dassα naẗurlich in M ist.
Ist nunM endlich erzeugt, dann k̈onnen wirF0 =

∐
i∈I HH mit I endlich annehmen. Es ist aber

HomH

(∐
i∈I

HH , N

)
∼=

∏
i∈I

HomH (HH , N) ∼=
∏
i∈I

N (I.1)

alsO-Moduln (siehe Definition des Koprodukts [Jac89, Definition 1.5]) und damit

H ′⊗HomH

(∐
i∈I

HH , N

)
∼=

∏
i∈I

(H ′⊗ N) ∼= HomH ′⊗H

(∐
i∈I

(H ′⊗H)H ′⊗H ,H
′
⊗ N

)
∼= HomH ′⊗H (H

′
⊗ F0,H

′
⊗ N),

weil für endliche Indexmengen direkte Summe und direktes Produkt isomorph sind und weil das Ten-
sorprodukt mit direkten Summen vertauscht (siehe z.B. [CR81, (2.17)]). Hier haben wir die Rechnung
in GleichungI.1 nochmal in umgekehrter RichtungüberH ′⊗H benutzt. Die Abbildungα′ vermittelt
genau diesen Isomorphismus. Also folgt mit dem Fünfer-Lemma (sieheI.(1.2)), dassα injektiv ist.
Damit ist (i) bewiesen.
Ist M endlich präsentiert, dann kann man zusätzlich annehmen, dassF1 =

∐
j∈J HH mit einem

endlichenJ ist und erḧalt ebenso, dassα′′ ein Isomorphismus ist. Also folgt wieder mit dem Fünfer-
Lemma, dassα bijektiv ist. Damit ist (ii) bewiesen.
(Ist M nicht endlich pr̈asentiert, dann istF1 =

∐
j∈J HH mit einer unendlichen IndexmengeJ. Nun ist

aberH ′⊗
∏

j∈J N nicht mehr isomorph zu
∏

j∈J(H
′
⊗ N), weil das Tensorprodukt im Allgemeinen

nicht mit direkten Produkten vertauscht.)

Ist H ′ alsO-Modul frei , dann ist die kanonische AbbildungH ′ ⊗
O

(∏
j∈J N

)
→
∏

j∈J(H
′
⊗
O

N) nach

[Bou70, II.3.7, Corollary 3]injektiv . Damit kann man wie oben das Fünfer-LemmaI.(1.2)anwenden
und erḧalt, dassα bijektiv ist, was (iii) beweist. �

(3.7) Lemma (Wechsel des Grundrings und Idempotente)
Es seien O ein kommutativer Ring, H und H ′ Algebren über O und e ∈ H ein Idempotent. Weiter
sei M ein beliebiger H -Modul. Dann gelten:

(i) 1H ′ ⊗
O

e∈ H ′ ⊗
O
H ist ein Idempotent oder gleich 0.
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(ii) (1H ′ ⊗
O

e)(H ′ ⊗
O
H) = H ′ ⊗

O
eH .

(iii) (H ′ ⊗
O

M)(1H ′ ⊗
O

e) = H ′ ⊗
O

Me.

Beweis:Alle Tensorprodukte seien̈uberO. Die Aussage (i) ergibt sich direkt aus der Definition der
AlgebraH ′⊗H . Da 1H ′ ⊗e in H ′⊗eH liegt, ist

”
⊆“ in (ii) klar. Andererseits ist

∑n
i=1 h′i ⊗ehi =

(1H ′ ⊗e) ·
∑n

i=1 h′i ⊗ hi für ein beliebiges Element
∑n

i=1 h′i ⊗ehi ∈ H ′⊗eH , woraus
”
⊇“ und damit

(ii) folgt. Die analoge Rechnung
(∑n

i=1 h′i ⊗mi
)
(1H ′ ⊗e) =

∑n
i=1 h′i ⊗mi e beweist (iii). �

(3.8) Lemma (Wechsel des Grundrings bei projektiven Moduln)
Es seien O ein kommutativer Ring, H und H ′ Algebren über O und M ein Rechts-H -Modul. Weiter
sei e∈ H ein Idempotent. Dann gilt:

HomH ′⊗
O

H (H
′
⊗
O

eH ,H ′ ⊗
O

M) ∼= H ′ ⊗
O

HomH (eH ,M)

als H ′-O-Bimoduln.

Beweis:Alle Tensorprodukte seien̈uberO.
Mit Hilfe von LemmaI.(3.7) folgt, dassH ′⊗eH = (1H ′ ⊗e)(H ′⊗H) ist. Daraus folgt mit Lemma
I.(2.7), dass die linke Seite alsO-Modul isomorph zu(H ′⊗M)(1H ′ ⊗e) und die rechte Seite als
O-Modul isomorph zuH ′⊗Me ist. Diese beiden sind aber wieder nach LemmaI.(3.7)gleich.
Man rechnet leicht nach, dass alle Isomorphismen auch mit der Links-H ′-Modulstruktur vertr̈aglich
sind. �

(3.9) Definition (absolut einfacher Modul, vgl. [CR81, (3.42)])
Es seiF ein Körper,H eineF-Algebra undV ein einfacherH -Modul. Dann heißtV absolut einfach,
wenn f̈ur jeden Erweiterungsk̈orperF ′ ⊃ F die KonstantenerweiterungF ′V als F ′H -Modul einfach
ist.

(3.10) Theorem (Kriterium für ”absolut einfach“, vgl. [CR81, (3.43)])
Es sei F ein Körper, H eine F-Algebra und V ein einfacher H -Modul. Dann ist V genau dann absolut
einfach, wenn EndH (V) = F · 1V ist.

Beweis:Siehe [CR81, (3.43)]. �

(3.11) Definition (Zerfällungskörper, vgl. [CR81, (7.12)])
Es seiF ein Körper,H eine F-Algebra undE ein Erweiterungsk̈orper vonF . Dann heißtE Zer-
fällungskörper für H , wenn jeder einfacheEH -Modul absolut einfach ist.



Kapitel II

Vollständigkeit und Heben von
Idempotenten

In diesem Kapitel f̈uhren wir zun̈achst lineare Topologien ein. Dies sind Topologien auf Ringen
bzw. Moduln, die mit der linearen Struktur zusammenpassen. Spezialfälle hiervon sind Topologien,
die von Idealen herkommen und Topologien, die von Bewertungen kommen. Es wird gezeigt, wie sich
diese Ideen auf nicht-kommutative Algebren, die freiüber ihrem Grundring sind,̈ubertragen lassen.
Danach wird erkl̈art, wie Moduln bzw. Ringe, die mit einer linearen Topologie versehen sind, ver-
vollständigt werden k̈onnen. Hierbei geht entscheidend ein, dass eine lineare Topologie automatisch
eine uniforme Struktur definiert.
Der n̈achste Abschnitt beschäftigt sich mit dem Heben von Idempotenten, es werden Voraussetzungen
angegeben, unter denen dies geht. Danach wird der Begriff der Semiperfektheit eingeführt und erkl̈art,
was dieser mit dem Heben von Idempotenten zu tun hat.
Der letzte Abschnitt beschäftigt sich mit der Frage, unter welchen Voraussetzungen man auf die
Vervollsẗandigung verzichten kann. Es zeigt sich, dass dies geht, wenn der Grundring ein geeigne-
ter Bewertungsring ist, da man die durch einen Grenzübergang in der Vervollständigung erhaltenen
Idempotente nachträglich durch eine Approximation wieder

”
verbessern“ kann, so dass man die Ver-

vollständigung wieder los wird.
Der Begriff der Vollsẗandigkeit wird wie in [Mat86, Kapitel 8] eingef̈uhrt, also insbesondere nicht
durch die Standardkonstruktion mit Cauchy-Folgen und Nullfolgen. Dadurch ist es leichter möglich,
die Topologie auf verschiedene Arten zu definieren und so verschiedene Konstruktionen

”
der“ Ver-

vollständigung zu erhalten, die aber als topologische Moduln bzw. Ringe isomorph sind.
Letzteres wird wichtig, da die einschlägigen Ergebnisse zum Heben von Idempotenten immer von
Topologien ausgehen, die durch ein zweiseitiges Ideal gegeben sind, während die Ergebnisse zum

”
Verbessern von Idempotenten“ besser mit einer anderen Konstruktion der Vervollständigung formu-

liert werden k̈onnen.

II.1 Lineare Topologien und additive Bewertungen

In diesem Abschnitt werden lineare Topologien auf Moduln bzw. Ringen eingeführt. Die Ausf̈uhr-
ungen lehnen sich eng an [Mat86, Kapitel 8] an, wobei dort alle Ringe als kommutativ vorausgesetzt
sind. Der Vollsẗandigkeit halber sind in AnhangA ausf̈uhrliche Beweise f̈ur alle Resultate aufgeführt,
wenn diese in [Mat86] nur für kommutative Ringe stehen oder ganz fehlen.

(1.1) Definition (Lineare Topologie, vgl. [Mat86, Kapitel 8] bzw. A.(1.1))
Es seiH ein Ring,M ein H -Modul,3 eine gerichtete Menge und{Mλ | λ ∈ 3} ein System von
Untermoduln vonM mit Mλ ⊇ Mµ, wennλ 6 µ ist. Die lineare Topologieauf M bez̈uglich {Mλ}

ist dadurch definiert, dass die Mengenx + Mλ für x ∈ M undλ ∈ 3 eine Umgebungsbasis bilden.

18
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Das bedeutet: Eine TeilmengeX ⊆ M ist genau dann offen, wenn zu jedem Punktx ∈ X einλ ∈ 3
existiert mitx + Mλ ⊆ X.
Der Spezialfall, dassM = H selbst ist und dieMλ Ideale sind, wird sp̈ater eine Rolle spielen.

Bemerkung: Diese Definition steht in [Mat86, Kapitel 8] nur f̈ur kommutative RingeH . Sie funk-
tioniert aber exakt genau so auch für nicht-kommutative Ringe. Der Vollständigkeit halber ist in Ab-
schnittA.(1.1) im Anhang ein Beweis aufgeführt, dass die Mengenx+ Mλ für x ∈ M undλ ∈ 3 die
Axiome einer Umgebungsbasis einer Topologie erfüllen. �

(1.2) Proposition (Eigenschaften von linearen Topologien, vgl. [Mat86, Kapitel 8] bzw. A.(1.2))
Es seien H , M , 3 und {Mλ} wie in II.(1.1). Dann sind die Addition in M , das Bilden von Negativen
und die Operation jedes Elementes von H auf M bezüglich der linearen Topologie stetig. Ist M = H
und sind die Mλ zweiseitige Ideale in H , so ist auch die Multiplikation als Abbildung H ×H → H
stetig (Produkttopologie auf H ×H ).
Die lineare Topologie ist genau dann hausdorffsch, wenn

⋂
λ∈3 Mλ = {0} ist.

Jede der Mengen x + Mλ ist offen und abgeschlossen, so dass die Quotiententopologie auf jedem
M/Mλ diskret ist.
Ist N ⊆ M ein Teilmodul, dann ist die Teilraumtopologie gleich der linearen Topologie auf N, die
durch das System {N ∩ Mλ | λ ∈ 3} gegeben ist. Die Quotiententopologie auf M/N ist gleich der
linearen Topologie, die durch das System {(Mλ + N)/N | λ ∈ 3} gegeben ist. Sie ist genau dann
hausdorffsch, wenn N in M abgeschlossen ist.

Bemerkungen zum Beweis:In [Mat86] sind alle Ringe als kommutativ vorausgesetzt. Dies wird aber
für die Beweise der Behauptungen in dieser Proposition nicht benötigt. Die vorletzte Behauptung̈uber
die Teilraumtopologie ist in [Mat86] ohne Beweis erẅahnt. Der entscheidende Trick hier ist, dass der
AbschlussU einer MengeU ⊆ M gleich

⋂
λ∈3(U + Mλ) ist, dax ∈ u+ Mλ genau dann gilt, wenn

u ∈ x + Mλ ist.
Der Vollsẗandigkeit halber ist in AbschnittA.(1.2) im Anhang ein kompletter Beweis für die obige
Proposition aufgef̈uhrt. �

(1.3) Korollar (Lineare Topologien und direkte Summen)
Es seien H ein Ring und L und N zwei H -Moduln, die jeweils mit einer linearen Topologie bezüglich
eines Systems von Untermoduln {Lλ | λ ∈ 3} bzw. {Nλ | λ ∈ 3} mit derselben gerichteten Index-
menge 3 versehen sind. Dann kann man die direkte Summe M := L ⊕ N durch Mλ := Lλ ⊕ Nλ

für λ ∈ 3 ebenfalls mit einer linearen Topologie versehen. Diese Topologie auf M hat die folgende
Eigenschaft: Fasst man L bzw. N als Teilmoduln auf, dann entspricht die Teilraumtopologie jeweils
der auf L bzw. N gegebenen linearen Topologie und fasst man L bzw. N als Faktormoduln M/N
bzw. M/L auf, dann entspricht die Quotiententopologie jeweils der gegebenen, linearen Topologie.
Insbesondere sind die kanonischen Inklusionen und Projektionen in den beiden kurzen exakten Se-
quenzen 0→ L → M → N → 0 und 0→ N → M → L → 0 alle stetig.

Beweis:Fasst manL über die InklusionL ↪→ L⊕N als Teilmodul vonM auf, dann istLλ = L∩Mλ,
also hatL mit PropositionII.(1.2) die Teilraumtopologie. Fasst manL über die ProjektionL⊕N � L
als FaktormodulM/N von M auf, so istLλ = (Mλ + N)/Mλ, also hatL ebenfalls mit Proposition
II.(1.2) die Quotiententopologie. Das Analoge gilt für N. �

In dieser Arbeit kommen zwei Spezialfälle von linearen Topologien vor, dieI -adische Topologie, die
durch ein IdealI gegeben ist, und dieν-adische Topologie, die durch eine Bewertungν gegeben ist.
Im Folgenden wird dies vorbereitet und erklärt.

(1.4) Definition/Proposition ( I -adische Topologien als lineare Topologien)
Es sei H ein Ring, M ein H -Modul und I ein echtes, zweiseitiges Ideal in H . Dann ist durch3 := N
(natürliche Zahlen ohne 0) und Mn := M I n eine lineare Topologie auf M und mit Nn := I n eine auf
H definiert. Sie heißt I -adische Topologie.
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Ist H = O ein noetherscher Integritätsbereich, so ist wegen dem Krullschen Durchschnittssatz (sie-
he [Mat86, 8.10]) jede I -adische Topologie auf O hausdorffsch, da

⋂
n∈N I n

= {0} ist. Ist M ein
endlich erzeugter O-Modul und gilt zusätzlich I ⊆ radO, dann ist die I -adische Topologie auf M
hausdorffsch.

Beweis:Siehe [Mat86, 8.10]. �

Wir betrachten nun Bewertungen:

(1.5) Definition (Additive Bewertung, vgl. [Jac89, (9.4′)])
Es seiA ein kommutativer Ring undG eine total geordnete, abelsche Gruppe (wir schreibenG addi-
tiv). Dann heißt eine Abbildungν : A→ G ∪ {∞} eineadditive Bewertung von A, wenn gilt:

(i) ν(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0.

(ii) ν(xy) = ν(x)+ ν(y) für allex, y ∈ A.

(iii) ν(x + y) > min{ν(x), ν(y)} für allex, y ∈ A.

Das Erzeugnis des Bildes vonν in G wird Wertegruppe genannt; wenn es als total geordnete Gruppe
isomorph zuZ ist, dann nennen wirν diskret.
Da die Wertegruppe eine Untergruppe vonG ist, können wir bei Bedarf ohne Beschränkung der
Allgemeinheit annehmen, dass sie gleichG ist.
Die MengeBg(x) :=

{
x′ ∈ A

∣∣ ν(x − x′) > g
}

heißtdie Kugel um x mit Radius g.

Bemerkung:
Wenn wir im Folgenden von

”
Bewertung“ reden, meinen wir immer

”
additive Bewertung“.

(1.6) Lemma (Eigenschaften von additiven Bewertungen)
Es seien A ein kommutativer Ring, G eine total geordnete, abelsche Gruppe und ν : A→ G ∪ {∞}
eine additive Bewertung. Dann gelten:

(i) ν(1) = ν(−1) = 0 ∈ G.

(ii) ν(x) = ν(−x) für alle x ∈ A.

(iii) Ist ν(x) < ν(y) für x, y ∈ A, dann ist ν(x + y) = ν(x).

(iv) A ist ein Integritätsbereich.

(v) ν lässt sich durch ν(x/y) := ν(x)− ν(y) für x, y ∈ A und y 6= 0 eindeutig zu einer additiven
Bewertung des Quotientenkörpers K := Quot(A) fortsetzen.

Beweis:Es istν(1) = ν(1 · 1) = ν(1) + ν(1) und es folgtν(1) = 0 durch Addition von−ν(1) auf
beiden Seiten. Damit ist 0= ν(1) = ν((−1) · (−1)) = ν(−1)+ ν(−1), also hatν(−1) in G Ordnung
1 oder 2. Da aberG total geordnet ist, ẅurde ausν(−1) > 0 (analog:ν(−1) < 0) der Widerspruch
0 = ν(1) = ν(−1) + ν(−1) > ν(−1) > 0 folgen. Also ist auchν(−1) = 0 und wir haben (i)
bewiesen. Daraus folgt (ii) wegenν(−x) = ν(−1 · x) = 0+ ν(x) sofort.
Sindx, y ∈ A mit ν(x) < ν(y), dann ist einerseitsν(x+ y) > min{ν(x), ν(y)} = ν(x). Andererseits
gilt ν(x) = ν(x+ y− y) > min{ν(x+ y), ν(y)}. Da aberν(x) < ν(y) ist, folgt ν(x) > ν(x+ y) und
damit (iii).
Aus x 6= 0 undy 6= 0 folgt ν(xy) 6= ∞ und damitxy 6= 0, womit (iv) bewiesen ist.
Ist x/y = x′/y′ ∈ K mit x, x′, y, y′ ∈ A, dann istxy′ = x′y ∈ A, alsoν(xy′) = ν(x′y), was
die Wohldefiniertheit vonν auf K zeigt. Die Eigenschaften einer additiven Bewertung aufK folgen
dann direkt aus denen vonν auf A. Ist 0 6= y ∈ A, so istν(1/y) + ν(y) = ν(1) = 0, also ist
ν(1/y) = −ν(y), was die Eindeutigkeit beweist. �
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(1.7) Definition/Proposition (Bewertungsring)
Es sei A ein kommutativer Ring, ν : A→ G∪{∞} eine additive Bewertung mit einer total geordneten,
abelschen Gruppe G und K der Quotientenkörper von A (existiert wegen Lemma II.(1.6).(iv)). Dann
ist O := {x ∈ K | ν(x) > 0} ein Teilring von K . Er heißt Bewertungsring zur Bewertung ν im
Körper K und ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m := {x ∈ K | ν(x) > 0}. Der Ring O heißt
genau dann diskreter Bewertungsring, wenn die Bewertung ν diskret ist.
Ist K ein beliebiger Körper und O ⊆ K ein Teilring mit der Eigenschaft, dass für jedes x ∈ K \ {0}
mindestens eines der Elemente x und x−1 in O liegt, dann gibt es eine Bewertung ν : K → G ∪ {∞}
mit einer total geordneten, abelschen Gruppe G, so dass O der Bewertungsring von ν ist.

Beweis:Siehe [Mat86, §10]. �

Die folgende Schreibweise wird im Folgenden sehr häufig in Voraussetzungen gebraucht.

(1.8) Bezeichnungen (Bewertungssystem)
Ein Bewertungssystemist ein F̈unftupel (A, K ,G, ν,O), bei demA ein Integriẗatsbereich ist,K
sein Quotientenk̈orper,G eine total-geordnete, abelsche Gruppe,ν : K → G ∪ {∞} eine surjektive,
additive Bewertung undO ⊆ K der Bewertungsring zuν in K . Zus̈atzlich sollA in O enthalten sein,
so dass alsoν(x) > 0 ∈ G ist für allex ∈ A.

Bemerkung: Mitunter schreiben wir(O, K ,G, ν,O), wenn kein anderer Ring außer dem Bewer-
tungsring vorkommt. Man beachte, dass durch die Surjektivität vonν vorausgesetzt ist, dass die Wer-
tegruppe gleichG ist.

Diskrete Bewertungsringe kann man durch Lokalisieren erhalten:

(1.9) Lemma (Lokalisierung ist diskreter Bewertungsring)
Es sei (A, K ,Z, ν,O) ein Bewertungssystem. Dann ist q :=

{
a ∈ A

∣∣ ν(a) > 0
}

ein Primideal in A.
Ist q ein Hauptideal in A, dann ist die Lokalisierung Aq von A bei q gleich dem diskreten Bewer-
tungsring O zur Bewertung ν im Quotientenkörper K von A.

Beweis:Dassq ein Primideal ist, folgt sofort aus den Eigenschaften der Bewertungν, weil alle Ele-
mente inA einen Wert gr̈oßer oder gleich 0 haben. Im Quotientenkörper K ist Aq die Menge der
Elemente, die sich als Quotientena/b schreiben lassen mita,b ∈ A und ν(b) = 0. Die Inklusion
Aq ⊆ O ist klar, da nur durch Elemente mit Wert 0 dividiert wird.
Für die InklusionAq ⊇ O benutzen wir, dassq = πA ist für ein Elementπ ∈ q. Dann istν(π) = 1 (da
ν nach Voraussetzung surjektiv ist). Es seia/b ∈ O, alsoa,b ∈ A mit b 6= 0. Dann istν(a) > ν(b)
wegenν(a/b) > 0. Sollteν(b) > 0 sein, dann istb ∈ q, also von der Formπb′ mit einemb′ ∈ A.
Dasselbe gilt f̈ur a, so dass wir mitπ kürzen k̈onnen. Dies l̈asst sich wiederholen, bisν(b) = 0 ist
und wir damit gezeigt haben, dassa/b ∈ Aq ist. �

Bemerkung: Ist ν eine nicht-diskrete Bewertung, dann ist die Lokalisierung vonA bei dem Ideal{
a ∈ A

∣∣ ν(a) > 0
}

im Allgemeinennicht gleich dem Bewertungsring vonν im Quotientenk̈orper
von A, was man schon daran sieht, dass nicht-diskrete Bewertungsringe laut [Mat86, 11.1] nicht
noethersch sind, ẅahrend Lokalisierungen von noetherschen Ringen wieder noethersch sind (siehe
[Mat86, Corollary to 4.1]). Andererseits gibt es auch Fälle, in denenq kein Hauptideal ist, aber trotz-
demAq gleich dem diskreten Bewertungsring zuν in K ist (vergleiche dazu LemmaIII.(2.1)).

Versieht man einen Integritätsbereich mit einer Topologie, die von einer additiven Bewertung kommt,
dann lassen sich einige Aussagenüber die Beziehungen zum Quotientenkörper, dessen Topologie und
dem zur Bewertung gehörenden Bewertungsring darin machen:

(1.10) Definition/Proposition (Lineare Topologien, die von additiven Bewertungen kommen)
Es sei (A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem. Dann ist durch3 := G und Mλ := {x ∈ A | ν(x) > λ}

eine lineare Topologie auf A definiert. Sie heißt ν-adische Topologie und ist hausdorffsch.
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Durch 3 := G und Nλ := {x ∈ O | ν(x) > λ} ist auf O eine lineare Topologie definiert. Durch
Lλ := {x ∈ K | ν(x) > λ} ist auch auf dem O-Modul K eine lineare Topologie gegeben. Wir nennen
diese beiden Topologien jeweils ν-adische Topologie, sie sind hausdorffsch.
Die ν-adische Topologie auf A ist die Teilraumtopologie der ν-adischen Topologie auf O und die
wiederum die Teilraumtopologie der ν-adischen Topologie auf K . Dementsprechend sind die Ein-
bettungsabbildungen A ↪→ O ↪→ K stetig. Außerdem sind Addition, Bildung von Negativen und
Multiplikation in K stetig bezüglich der ν-adischen Topologie. Die Inversenbildung in K \ {0} ist
auch stetig.
Versieht man G mit der diskreten Topologie, dann ist ν : K \ {0} → G (und damit jeweils auch die
Einschränkung auf A bzw. O) stetig.

Bemerkung: Die Konstruktion der Topologien aufA bzw. O ist völlig analog zu der in einem me-
trischen Raum, indem man einfach dieüblichen Absẗande inR+ durch die WertegruppeG ∪ {∞}
ersetzt und die Anordnung herumdreht (∞ hier entspricht der 0∈ R+). Die Beweise orientieren sich
an dieser Analogie und die Verträglichkeit der Topologien aufA, der aufO und der aufK kommt
genau daher.

Beweis:Die Mλ sind Ideale inA und dieNλ sind Ideale inO, da alle Elemente inA bzw. O Werte
größer oder gleich 0 haben. Dieν-adische Topologie ist hausdorffsch, da jedes Element 06= x ∈ K
einen endlichen Wert hat.
Addition, Bildung von Negativen und Multiplikation inA undO sind bereits nach BemerkungII.(1.2)
stetig. DaMλ = A ∩ Nλ für alleλ ∈ G gilt, ist die ν-adische Topologie aufA genau die Teilraum-
topologie derν-adischen Topologie aufO (vergleiche die Ausf̈uhrungen zur Teilraumtopologie in
PropositionII.(1.2)). Genau so argumentiert man für O ⊆ K . Also sind auch die Einbettungsabbil-
dungenA ↪→ O ↪→ K stetig.
Die Multiplikation in K ist stetig, da ausν(a − a′) > g1 undν(b− b′) > g2 sofortν(ab− a′b′) =
ν(ab− a′b+ a′b− a′b′) > min{ν((a− a′)b), ν(a′(b− b′))} > min{g1+ ν(b), ν(a′)+ g2} folgt und
ν(a′) = ν(a− (a− a′)) > min{ν(a), g1} gilt. Also kann man f̈ur jedesg ∈ G ein g′ finden, so dass
ausν(a− a′) > g′ undν(b− b′) > g′ folgt, dassν(ab− a′b′) > g ist.
Bei Inversenbildung wird derν-Wert offenbar negiert:ν(y/x) = −ν(x/y).
Mit y−1

−x−1
=

x−y
xy für x, y ∈ K \{0} zeigt man die Stetigkeit der Inversenbildung: Ist nämlichy

”
so

nah“ beix, dassν(x− y) > ν(x) gilt, dann muss wegenν(x) = ν(x− y+ y) > min{ν(x− y), ν(y)}
die Abscḧatzungν(x) > ν(y) gelten. Also istν

(
y−1
− x−1

)
= ν(x− y)− ν(x)− ν(y)

”
groß“, wenn

ν(x− y)
”
groß“ ist. Deswegen gibt es zu jeder KugelB umx−1 eine Kugel umx, die beim Invertieren

ganz nachB abgebildet wird.
Das Urbild der Menge{λ} ⊆ G unterν : K \ {0} → G ist die MengeX := {x ∈ K | ν(x) = λ}. Ist
aberx ∈ X undµ > λ beliebig, dann folgt mit LemmaII.(1.6).(iii), dassx + Mµ ⊆ X ist. Also istX
offen in derν-adischen Topologie undν damit stetig aufK \ {0}. �

In Bewertungsringen ist es vergleichbar einfach, sich einenÜberblick über alle IdealeI zu ver-
schaffen. Außerdem ist es möglich, ein Kriterium anzugeben, wann dieI -adische Topologie mit der
Bewertungs-Topologiëubereinstimmt. Dies zeigen die folgenden Resultate. Es sind zunächst zwei
Definitionen notwendig:

(1.11) Definition (nach oben abgeschlossene Teilmenge, vgl. [Bou64, VI.§3.5])
Es seiG eine total-geordnete, abelsche Gruppe. Wir nennen eine TeilmengeT ⊆ G∪{∞} nach oben
abgeschlossen, wenn f̈ur alle t ∈ T und t ′ ∈ G ∪ {∞} mit t ′ > t aucht ′ ∈ T ist. Ist S⊆ G ∪ {∞}
eine beliebige Teilmenge, dann bezeichnen wir mitS :=

{
g ∈ G

∣∣es gibt eins ∈ Smit g > s
}

ihren
Abschluss nach oben; dieser ist per definitionem nach oben abgeschlossen.

(1.12) Definition (Ideale zu einer Bewertung)
Es sei(A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem (sieheII.(1.8)). Ist T ⊆ G ∪ {∞} eine nach oben
abgeschlossene Teilmenge, dann istI A

T :=
{
x ∈ A

∣∣ ν(x) ∈ T
}

ein Ideal inA.
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(1.13) Lemma (Ideale in Bewertungsringen, siehe [Bou64, VI.§3.5])
Es sei (O, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem und G+ die Menge der positiven Elemente in G.
Dann ist die Abbildung T 7→ I O

T =
{
x ∈ O

∣∣ ν(x) ∈ T
}

eine Bijektion von der Menge der nach oben
abgeschlossenen Mengen T ⊆ G+ ∪ {∞} auf die Menge der echten Ideale des Bewertungsrings O.

Beweis:Siehe [Bou64, VI.§3.5, Corollaire]. �

(1.14) Definition (archimedische Teilmenge)
Es seiG eine total-geordnete, abelsche Gruppe undT ⊆ G ∪ {∞} eine Teilmenge. Dann bezeichnen
wir mit Tn für n ∈ N den Abschluss nach oben der Menge dern-fachen Summen, also

Tn
:=


n∑

j=1

tj

∣∣∣ tj ∈ T für 1 6 j 6 n


=

t ∈ G ∪ {∞}
∣∣∣es gibttj ∈ T für 1 6 j 6 n, so dasst >

n∑
j=1

tj

 .
Wir nennen eine nach oben abgeschlossene TeilmengeT ⊆ G ∪ {∞} archimedisch, wenn f̈ur jedes
g ∈ G einn ∈ N existiert mitt > g für allet ∈ Tn.

Bemerkung: Offensichtlich sind alle Elemente einer archimedischen Teilmenge positiv.

(1.15) Proposition (Die ν-adische Topologie als Topologie, die von einem Ideal stammt)
Es sei (O, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem und G+ die Menge der positiven Elemente in G. Weiter
sei T ⊆ G+∪{∞} eine archimedische Teilmenge und I := I O

T =
{
x ∈ O

∣∣ ν(x) ∈ T
}

das zugehörige
Ideal (vergleiche Definition II.(1.12)).
Dann stimmen die ν-adische Topologie und die I -adische Topologie auf O überein.

Beweis:Beide Topologien sind lineare. Es reicht also zu zeigen, dass in jeder Nullumgebung der einen
Topologie eine Nullumgebung der anderen enthalten ist und umgekehrt.
Die Nullumgebungen in derI -adischen Topologie sind die Potenzen vonI . Es gilt I n

= I O
Tn : Die

Inklusion
”
⊆“ folgt direkt aus den Eigenschaften der Bewertungν und der Definition vonTn in

II.(1.14). Für die Inklusion
”
⊇“ sei 0 6= x ∈ I O

Tn . Für t := ν(x) gibt es alsotj ∈ T für 1 6 j 6 n
mit t >

∑n
i=1 ti . Daν surjektiv ist undO der Bewertungsring zuν in K , gibt es inI Elementei j mit

ν(i j ) = tj für 1 6 j 6 n, so dass mity :=
∏n

j=1 i j ∈ I n gilt, dassν(y) =
∑n

j=1 tj 6 t ist. Also ist
x/y ∈ O und damitx ∈ I n.
Die Eigenschaft vonT , archimedisch zu sein, bedeutet nun gerade, dass zu jedemg ∈ G ein n ∈ N
existiert mit I n

= I O
Tn ⊆ Bg(0), wobei Bg(0) für die Kugel um die Null mit Radiusg steht (siehe

Definition II.(1.5)).
Umgekehrt ist f̈ur einn ∈ N wegenI n

= I O
Tn für jedest ∈ Tn die KugelBt(0) in I n enthalten. �

(1.16) Bemerkung (Beispiel f̈ur archimedische Mengen)
Es seiK ein Körper,G eine total-geordnete, abelsche Gruppe undZ × G lexikographisch geordnet.
Es gilt also genau dann(a,a′) > (b,b′), wenn entwedera > b ist odera = b unda′ > b′ ist.
Dann ist die MengeT :=

{
(a,a′) ∈ Z× G

∣∣a > 0
}
∪ {∞} archimedisch.

Im Fall von regul̈aren, lokalen Ringen sind die beiden Konzepte
”
m-adische Topologie für das maxi-

male Idealm“ und
”
Topologie zu einer Bewertung“ sogaräquivalent. Dies wird im n̈achsten Theorem

gezeigt, direkt nach der Wiederholung der Definition von
”
regul̈arem, lokalem Ring“.

Dieses Resultat wird im Rest der Arbeit nicht mehr verwendet.

(1.17) Definition (Regul̈arer, lokaler Ring, vgl. [Kun85, VI.1.6])
Ein regulärer, lokaler Ring ist ein kommutativer, noetherscher, lokaler RingA, dessen maximales
Ideal vond Elementen erzeugt wird, wobeid die Dimension vonA ist.
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Bemerkung: Ist A ein lokaler Ring mit maximalem Idealm und istk := A/m sein Restklassenkörper,
dann ist

emb dimA := dimk m/m2

die so genannteEinbettungsdimensionvon A. Für jeden lokalen RingA gilt

emb dimA > dim A

und Gleichheit gilt genau dann, wennm durch dimA Elemente erzeugt werden kann (vgl. Krulls
Hauptidealsatz [Mat86, 13.5]). Ein regul̈arer, lokaler Ring ist immer ein Integritätsbereich (siehe
[Mat86, 14.3]).

(1.18) Theorem (Die m-adische Topologie bei regulären, lokalen Ringen)
Es seien A ein regulärer, lokaler Ring mit maximalem Ideal m und K := Quot(A) sein Quotien-
tenkörper. Dann gibt es eine (additive) Bewertung νm : K → Z ∪ {∞}, die auf A die m-adische
Topologie induziert. Eine Möglichkeit für νm wird im Beweis explizit angegeben.

Bemerkung: Man beachte, dassA im Allgemeinen kein Bewertungsring ist! Reguläre, lokale Rin-
ge liefern also Beispiele für Topologien, die sich sowohl alsm-adische als auch als solche, die von
Bewertungen kommen, auffassen lassen!

Beweis:Wir definierenνm zun̈achst aufA, was wegen LemmaII.(1.6).(v) ausreicht, um eine Bewer-
tung aufK zu definieren. DaA als regul̈arer, lokaler Ring per definitionem noethersch und wegen
[Mat86, 14.3] nullteilerfrei ist, ist

⋂
n∈N mn

= {0} (siehe Krullscher Durchschnittssatz [Mat86, 8.10])
und zu jedem 06= x ∈ A gibt es genau eint ∈ N ∪ {0} mit x ∈ mt

\ mt+1 (hier istm0
= A). Es sei

nun

νm(x) :=

{
∞ für x = 0
t für x ∈ mt

\mt+1

Dann ist offenbarνm(x) = ∞ genau dann, wennx = 0 ist. Außerdem folgt ausνm(x) = t und
νm(y) = s, dassx + y ∈ mmin{s,t} ist. Wenns 6= t gilt, dann istx + y /∈ mmin{s,t}+1, also ist in diesem
Fall sogarνm(x + y) = min{νm(x), νm(y)}. Ist s= t , dann ist jedenfalls noch

νm(x + y) > νm(x) = νm(y) = min{νm(x), νm(y)}.

Für νm(xy) = νm(x) + νm(y) brauchen wir nun die Regularität von A. Aus [Mat86, 14.4] folgt
nämlich, dass der graduierte Ring

grm(A) =
⊕

n∈N∪{0}
mn/mn+1

isomorph zu einem Polynomring̈uber einem K̈orper ist, also insbesondere nullteilerfrei ist. Das be-
deutet, dass das Produktx · y ∈ mt+s/mt+s+1 zweier homogener Elemente 06= x ∈ mt/mt+1

und 0 6= y ∈ ms/ms+1 ungleich 0 ist. Also ist das Produkt zweier Elementex ∈ mt
\ mt+1 und

y ∈ ms
\ms+1 zwar inms+t , nicht jedoch inms+t+1. Daraus folgt, dassνm(xy) = νm(x)+ νm(y) ist.

Diese Bewertungνm wird nun wie inII.(1.6).(v) auf K fortgesetzt:νm(x/y) := νm(x) − νm(y) für
x, y ∈ A mit y 6= 0.
Die Mengenx + mn (mit x ∈ A undn ∈ N) der oben definierten Umgebungsbasis derm-adischen
Topologie sind gerade die

”
Kugeln“

{
y ∈ A

∣∣ νm(x − y) > n
}
. Also induziertνm diem-adische Topo-

logie auf A. Außerdem wird so aufK eine Topologie induziert, so dass diem-adische Topologie auf
A die TeilraumtopologieA ⊆ K ist. �

Bemerkung: Dieses Resultat zeigt die Existenz eines diskreten BewertungsringsO mit A ⊆ O ⊆ K
und radO ∩ A = m für den Fall, dassA ein regul̈arer, lokaler Ring ist.
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II.2 Lineare Topologien auf Ordnungen

Dieser Abschnitt zeigt, wie lineare Topologien auf Ordnungen definiert werden können. Die Ergeb-
nisse werden sp̈ater zum Heben von Idempotenten benutzt.

Bei Vektorr̈aumen lassen sich aus Absolutbeträgen auf dem Grundkörper mit Hilfe von Normen To-
pologien definieren. F̈ur freie Modulnüber kommutativen Ringen geht dies analog mit Bewertungen.
Dazu f̈uhren wir den folgenden Begriff ein:

(2.1) Definition (Additive Norm)
Es seiA ein kommutativer Ring undν : A → G ∪ {∞} eine additiven Bewertung mit einer total
geordneten, abelschen GruppeG. Weiter seiM ein A-Modul.
Dann heißt eine Abbildung

∥∥− ∥∥ : M → G ∪ {∞} additive Norm, wenn gilt:

(i)
∥∥m
∥∥ = ∞ ⇐⇒ m= 0.

(ii)
∥∥mx

∥∥ = ∥∥m
∥∥+ ν(x) für allem ∈ M undx ∈ A.

(iii)
∥∥m+m′

∥∥ > min
{∥∥m

∥∥, ∥∥m′
∥∥} für allem,m′ ∈ M .

Die MengeBg(m) :=
{
m′ ∈ M

∣∣ ∥∥m−m′
∥∥ > g

}
heißtdie Kugel um m mit Radius g.

Bemerkung: Aus (ii) folgt sofort, dassM keineA-Torsion hat.

(2.2) Definition/Proposition (Lineare Topologien, die von additiven Normen kommen)
Es sei (A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem. Weiter sei M ein A-Modul mit einer additiven Norm∥∥ − ∥∥ : M → G ∪ {∞}. Dann ist durch 3 := G und Mλ :=

{
m ∈ M

∣∣ ∥∥m
∥∥ > λ

}
eine lineare

Topologie auf M definiert. Sie heißt Normtopologie und ist hausdorffsch, da jedes Element außer der
Null eine endliche Norm hat.
Die Norm

∥∥− ∥∥ lässt sich durch
∥∥m

x

∥∥ := ∥∥m
∥∥− ν(x) für m ∈ M und x ∈ A \ {0} eindeutig zu einer

Norm auf K M := K ⊗
A

M fortsetzen. Ist OM := O ⊗
A

M , dann ist durch 3 := G und

Nλ :=
{
m ∈ OM

∣∣ ∥∥m
∥∥ > λ

}
eine lineare Topologie auf OM (als O-Modul) definiert. Durch

Lλ :=
{
m ∈ K M |

∥∥m
∥∥ > λ

}
ist auch auf dem O-Modul K M eine lineare Topologie definiert. Wir nennen diese beiden Topologien
jeweils Normtopologie, sie sind hausdorffsch, da jedes Element außer dem Nullvektor eine endliche
Norm hat. Die Operation von K auf K M ist stetig, wenn K mit der ν-adischen Topologie versehen
wird wie in II.(1.10) beschrieben.
Die Normtopologie auf M ist gleich der Teilraumtopologie der Normtopologie auf OM und diese
gleich der Teilraumtopologie der Normtopologie auf K M . Dementsprechend sind die Einbettungsab-
bildungen M ↪→ OM ↪→ K M stetig bezüglich der Normtopologien.

Beweis:Wegenν ist A ein Integriẗatsbereich und wegen
∥∥ − ∥∥ ist M torsionsfrei alsA-Modul. Des-

wegen ist die KonstantenerweiterungK M isomorph zur Lokalisierung des ModulsM bei der mul-
tiplikativ abgeschlossenen MengeA \ {0} (siehe [Mat86, Theorem 4.4]), so dass wir uns Elemente
von K M als Br̈uche vorstellen k̈onnen. Es folgt ausm/x = m′/x′ ∈ K M sofort mx′ = m′x ∈ M
und damit

∥∥m
∥∥ − ν(x) = ∥∥m′

∥∥ − ν(x′). Damit ist durch
∥∥m/x

∥∥ := ∥∥m
∥∥ − ν(x) eine Abbildung

wohldefiniert. Die Eigenschaften (i) und (ii) einer additiven Norm sind klarerweise erfüllt, wobei hier
K M als O-Modul aufzufassen ist. Bei (ii) gilt sogar

∥∥my
∥∥ = ∥∥m

∥∥ + ν(y) für alle m ∈ K M und
y ∈ K .
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Eigenschaft (iii) ist erf̈ullt, da∥∥∥∥m

x
+

m′

x′

∥∥∥∥ = ∥∥∥∥mx′ +m′x

xx′

∥∥∥∥ = ∥∥mx′ +m′x
∥∥− ν(xx′)

> min
{∥∥m

∥∥+ ν(x′), ∥∥m′
∥∥+ ν(x)}− ν(x)− ν(x′)

= min
{∥∥m

∥∥− ν(x), ∥∥m′
∥∥− ν(x′)}

gilt. Analog zuII.(1.10)sind dieNλ Untermoduln desO-ModulsOM , also ist eine lineare Topologie
auf OM definiert. DaMλ = M ∩ Nλ gilt, ist die Normtopologie aufM genau die Teilraumtopologie
der Normtopologie aufOM (vergleiche die Ausf̈uhrungen zur Teilraumtopologie inII.(1.2)). Genau
so argumentiert man für OM ⊆ K M . Also sind die EinbettungsabbildungenM ↪→ OM ↪→ K M
stetig.
Die Operation vonK auf K M ist bez̈uglich der Normtopologie aufK M (und derν-adischen aufK )
stetig: Die AbbildungK M × K → K M, (m, y) 7→ my (hier ist K M × K mit der Produkttopologie
versehen) ist n̈amlich stetig, da aus

∥∥m−m′
∥∥ > g1 undν(y−y′) > g2 für m,m′ ∈ K M undy, y′ ∈ K

undg1, g2 ∈ G sofort∥∥my−m′y′
∥∥ = ∥∥my−my′ +my′ −m′y′

∥∥ > min
{∥∥m

∥∥+ ν(y− y′),
∥∥m−m′

∥∥+ ν(y′)}
> min

{∥∥m
∥∥+ g2, g1+ ν(y

′)
}

folgt und ausν(y′) = ν(y − (y − y′)) > min{ν(y), ν(y − y′)} folgt, dassν(y′) > ν(y) ist für
g2 > ν(y). Deswegen kann man zu jedem Punkt(m, y) ∈ K M × K und jedemg ∈ G Elemente
g1, g2 ∈ G so ẅahlen, dass die Menge

{
(m′, y′) ∈ K M × K

∣∣ ∥∥m−m′
∥∥ > g1 undν(y− y′) > g2

}
ganz in die Kugel mit Radiusg ummy∈ K M abgebildet wird. �

Nachdem bislang in diesem Abschnitt nur von Modulnüber kommutativen Ringen die Rede war,
kommen nun Algebren ins Spiel. Wir brauchen hierfür einige Vorbereitungen, insbesondere für die
Konstruktion von zweiseitigen Idealen darin.

Für A-Ordnungen k̈onnen wir aus einer Bewertung aufA eine additive Norm konstruieren:

(2.3) Theorem (Normtopologie bei einem Gitter über einem bewerteten Ring)
Es sei A ein kommutativer Ring mit einer additiven Bewertung ν : A→ G∪{∞} und M ein A-Gitter
(vgl. I.(2.5)). Weiter sei (b1, . . . ,bd) eine beliebige A-Basis von M . Dann definiert

∥∥m
∥∥ := min

{
ν(mi )

∣∣ i = 1, . . . ,d
}

falls m=
d∑

i=1

bi mi ist mit mi ∈ A

eine additive Norm auf M .
Gilt ν(a) > 0 für alle a ∈ A, dann ist die Definition von

∥∥ − ∥∥ sogar unabhängig von der gewählten
Basis. Die Kugel Bg(0) ⊆ M entspricht dann nämlich bezüglich jedes Isomorphismus M ∼=

⊕d
i=1 A

dem Teilmodul
⊕d

i=1 I , wobei I gleich dem Ideal
{
a ∈ A

∣∣ ν(a) > g
}

in A ist.

Beweis:Bez̈uglich einer festen Basis(b1, . . . ,bd) ist die Wohldefiniertheit klar.
Die Eigenschaften einer additiven Norm werden genau so von den Eigenschaften der additiven Bewer-
tungν vererbt wie bei der Definition der Maximumnorm mit einem Absolutbetrag: Nur der Nullvektor
hat Norm unendlich. Istm=

∑d
i=1 bi mi , dann ist∥∥mx

∥∥ = min
{
ν(mi x)

}
= min

{
ν(mi )+ ν(x)

}
= min

{
ν(mi )

}
+ ν(x) =

∥∥m
∥∥+ ν(x).

Außerdem gilt mitm′ =
∑d

i=1 bi m′i :∥∥m+m′
∥∥ = min

{
ν(mi +m′i )

}
> min

{
min(ν(mi ), ν(m

′

i ))
}
=

= min
(

min{ν(mi )},min{ν(m′i )}
)
= min

{∥∥m
∥∥, ∥∥m′

∥∥} .
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Damit ist gezeigt, dass
∥∥− ∥∥ eine additive Norm aufM ist.

Gilt ν(a) > 0 für allea ∈ A, dann ist f̈ur jedesg ∈ G die Menge
{
m ∈ M

∣∣ ∥∥m
∥∥ > g

}
(definiertüber

eine beliebige Basis wie oben) gleich der MengeM I (unabḧangig von der Basis!), wobeiI gleich
dem Ideal

{
a ∈ A

∣∣ ν(a) > g
}

in A ist: Die Inklusion
”
⊆“ folgt, da Summen

∑d
i=1 bi mi ∈ M I liegen

für mi ∈ I . Für die Inklusion
”
⊇“ verwendet man, dass nach Definition der Norm

∥∥m
∥∥ > 0 ist für

allem ∈ M , weil ν(mi ) > 0 ist für allemi ∈ A. �

(2.4) Lemma (Multiplikation in normierten A-Ordnungen)
Es sei (A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem, H eine A-Ordnung und

∥∥− ∥∥ eine additive Norm auf
H wie in Theorem II.(2.3). Dann gilt für alle h, h′ ∈ H , dass

∥∥h · h′
∥∥ >

∥∥h
∥∥+ ∥∥h′

∥∥ ist.

Beweis:Es seien(b1, . . . ,bd) die Basis vonH , die zur Definition der Norm wie in TheoremII.(2.3)
benutzt wurde, undhi jk ∈ A die Strukturkonstanten vonH bez̈uglich dieser Basis, es gelte also
bi · bj =

∑d
k=1 bkhi jk für 1 6 i, j 6 d.

Sindh =
∑d

i=1 bi ai ∈ H mit ai ∈ A undh′ =
∑d

j=1 bj a′j ∈ H mit a′j ∈ A zwei Elemente inH , dann

sind nach Definition
∥∥h
∥∥ = min

{
ν(ai )

∣∣1 6 i 6 d
}

und
∥∥h′
∥∥ = min

{
ν(a′j )

∣∣1 6 j 6 d
}
. Also ist

∥∥h · h′
∥∥ = ∥∥∥∥∥∑

i, j,k

bkhi jk ai a
′

j

∥∥∥∥∥ > min
i, j,k

{∥∥bkhi jk ai a
′

j

∥∥}
= min

i, j,k

{∥∥bk

∥∥+ ν(hi jk )+ ν(ai )+ ν(a
′

j )
}

>
∥∥h
∥∥+ ∥∥h′

∥∥,
was zu beweisen war. �

Bemerkung: Daraus folgt sofort, dass die Kugeln um die Null, die inH durch die Norm
∥∥ − ∥∥

gegeben sind, zweiseitige Ideale inH sind. Das folgende Lemma gibt genauere Auskunftüber diese
Ideale.

(2.5) Lemma (Konstruktion zweiseitiger Ideale in Algebren)
Es sei A ein kommutativer Ring, I G A ein Ideal in A und H eine A-Algebra (siehe Definition I.(2.1)).
Dann ist

I H =


n∑

j=1

i j hj

∣∣n ∈ N, i j ∈ I und hj ∈ H für 1 6 j 6 n


ein zweiseitiges Ideal in H und es gilt (I H)k = I k

·H .

Beweisidee:Nachrechnen. F̈ur die letzte Behauptung benutzt man, dassH eine 1 entḧalt und deswe-
geni1 · i2 · · · · · ik · h = (i1 · 1H ) · (i2 · 1H ) · · · · · (ik · h) ist für i j ∈ I undh ∈ H . �

(2.6) Definition/Proposition (Ideale in A-Ordnungen, die durch eine Norm beschrieben sind)
Es sei (A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem, H eine A-Ordnung und

∥∥− ∥∥ eine additive Norm auf
H wie in II.(2.3). Ist ∅ 6= T ⊆ G ∪ {∞} eine nach oben abgeschlossene Menge (siehe Definition
II.(1.11)), dann ist I H

T :=
{
h ∈ H

∣∣ ∥∥h
∥∥ ∈ T

}
ein zweiseitiges Ideal in H und es gilt I H

T = I A
T H für

das Ideal I A
T =

{
a ∈ A

∣∣ ν(a) ∈ T
}

von A (vergleiche Definition II.(1.12)).

Beweis:DassI A
T ein Ideal inA ist folgt direkt aus der Tatsache, dassν(x) > 0 ist für allex ∈ A und

der Eigenschaft der MengeT , nach oben abgeschlossen zu sein (vergleicheII.(1.12)). Dann folgt aus
LemmaII.(2.5), dassI A

T H ein zweiseitiges Ideal inH ist. Die GleichheitI H
T = I A

T H wird bewiesen
wie die letzte Aussage von TheoremII.(2.3). �

Analog zu PropositionII.(1.15) können wir auch die Normtopologie auf einer Ordnungüber einem
Bewertungsring als Topologie, die von einem Ideal stammt, deuten:
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(2.7) Korollar (Normtopologie als Topologie, die von einem Ideal stammt)
Es sei (A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem und G+ die Menge der positiven Elemente in G. Es sei
T ⊆ G+ ∪ {∞} eine archimedische Teilmenge und I := I O

T =
{
x ∈ O

∣∣ ν(x) ∈ T
}

das zugehörige
Ideal (vergleiche Definition II.(1.12)). Weiter sei H eine O-Ordnung und

∥∥ − ∥∥ eine Norm auf H
wie in II.(2.3). Dann stimmen die Normtopologie auf H , die I H

T -adische Topologie und die I -adische
Topologie auf H (im letzteren Fall als O-Modul) überein.

Beweis:Das zweiseitige IdealI H
T (vergleicheII.(2.6)) ist gleich I O

T H = I H und(I H
T )

n
= I nH für

n ∈ N (siehe LemmaII.(2.5)). Also sind dieI H
T -adische Topologie der AlgebraH und dieI -adische

Topologie desO-ModulsH identisch.
Dieselbe Argumentation wie im Beweis zu PropositionII.(1.15)zeigt aber nun, dass in jeder Nullum-
gebungI nH der I H

T -adischen Topologie eine Nullumgebung der Normtopologie liegt und umgekehrt.
Also sind alle drei linearen Topologien gleich. �

Das folgende Lemma wird sich an mehreren Stellen als nützlich erweisen:

(2.8) Lemma (Invertierbarkeit in A-Ordnungen)
Es sei A ein Integritätsbereich und H eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Dann ist ein
Element h ∈ H genau dann invertierbar in H , wenn seine Determinante in der regulären Darstellung
eine Einheit in A ist.

Beweis:Es seiB := (bi )16i6n eine beliebige Basis vonH und D die rechts-reguläre Matrixdarstel-
lung vonH bez̈uglich der BasisB. Ist h ∈ H invertierbar, dann istD(h) · D(h−1) = En (n-reihige
Einheitsmatrix). Also ist detD(h) wegen dem Determinanten-Multiplikationssatz eine Einheit inA.
Sei umgekehrt detD(h) eine Einheit inA. Dann ist die MatrixD(h) invertierbar undD(h)−1 ist ein
Polynom inD(h)mit Koeffizienten ausA, liegt also inD(H). Damit isth invertierbar inH , denn die
regul̈are Darstellung ist treu. �

(2.9) Proposition (Eigenschaften von Normtopologien)
Es sei (A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem, H eine A-Ordnung und

∥∥− ∥∥ eine additive Norm auf
H wie in Theorem II.(2.3). Mit KH sei die Konstantenerweiterung K ⊗

A
H bezeichnet und die Norm∥∥− ∥∥ wie in II.(2.2) auf KH fortgesetzt.

Dann sind Addition und Multiplikation in H bzw. KH bezüglich der durch
∥∥−∥∥ definierten Topologie

stetig. Ist u ∈ KH invertierbar, dann gibt es ein g ∈ G, so dass für alle v ∈ KH mit
∥∥u−v

∥∥ > g auch
v in KH invertierbar ist, die Menge der invertierbaren Elemente in KH ist also offen. Inversenbildung
auf dieser Menge ist ebenfalls stetig.
Außerdem gilt: Es seien e′ ∈ OH := O ⊗

A
H und e∈ KH beliebig mit

∥∥e−e′
∥∥ > 0. Dann liegt auch

e in OH .

Beweis:Es seiB := (b1, . . . ,bd) die A-Basis vonH , bez̈uglich der die Norm
∥∥ − ∥∥ in Theorem

II.(2.3) definiert ist. Wir stellen uns alle Elemente inKH in Koordinaten bez̈uglich der BasisB
geschrieben vor.
Laut PropositionII.(1.10) sind Addition und Multiplikation inK stetig bez̈uglich derν-adischen To-
pologie.
Die Addition in KH erfolgt komponentenweise, so dass sich die Stetigkeit der Addition inK direkt
aufH und KH fortsetzt

(
ist
∥∥a− a′

∥∥ > g und
∥∥b− b′

∥∥ > g, dann ist
∥∥(a+ b)− (a′ + b′)

∥∥ > g
)
.

Dies folgt auch aus der Tatsache, dass die Topologie aufKH eine lineare ist.
Die Multiplikation in H bzw. KH lässt sich mit den Strukturkonstanten bezüglich der BasisB be-
schreiben:

bi · bj =

d∑
k=1

bkhi jk mit hi jk ∈ A für 1 6 i, j, k 6 d.
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Daraus ergibt sich eine Multiplikationsformel für beliebige Elementex ∈ H und y ∈ H , die in jeder
Komponente des Ergebnisses einen bilinearen Ausdruck in den Koordinaten vonx und y hat:(

d∑
i=1

bi xi

)
·

 d∑
j=1

bj yj

 = d∑
k=1

bk ·
∑
i, j

xi yj hi jk

 .
Also existiert f̈ur jedesg ∈ G ein g′ ∈ G, so dass aus

∥∥x − x′
∥∥ > g′ und

∥∥y − y′
∥∥ > g′ folgt, dass∥∥xy− x′y′

∥∥ > g ist. Deswegen ist die Multiplikation inH stetig.
Für die Inversenbildung kann man die (rechts-)reguläre Darstellung betrachten:
Ein Elementu ∈ KH ist nach LemmaII.(2.8) genau dann invertierbar inKH , wenn die Matrix von
u in der regul̈aren Darstellung bezüglich einer beliebigen Basis Determinante ungleich 0 hat.
Die Abbildung, die einem Elementu ∈ KH die Determinante seiner Abbildungsmatrix in der rechts-
regul̈aren Darstellung bezüglich B zuordnet, ist aber eine stetige Funktion undK ist hausdorffsch,
deswegen folgt: Wennu in KH invertierbar ist, dann gibt es eing ∈ G, so dass allev ∈ KH mit∥∥u − v

∥∥ > g ebenfalls invertierbar inKH sind. Also ist die Menge der invertierbaren Elemente in
KH offen.
Die Inversenbildung inK \ {0} ist laut PropositionII.(1.10) stetig. Das Inverse eines invertierbaren
Elements inKH errechnet sich komponentenweise als Lösung eines linearen Gleichungssystems
(regul̈are Darstellung!). Nach der Cramerschen Regel hängt das Inverse vonu also stetig vonu ab.
Die Elementee in KH mit

∥∥e
∥∥ > 0 sind genau diejenigen, deren sämtliche Koordinaten bezüglich

B im BewertungsringO liegen, also die Elemente vonOH . Deswegen folgt ause′ ∈ OH und∥∥e− e′
∥∥ > 0, dass

∥∥e
∥∥ = ∥∥e− e′ + e′

∥∥ > min
{∥∥e− e′

∥∥, ∥∥e′
∥∥} > 0 ist, dass alsoe∈ OH liegt. �

II.3 Vervollst ändigung

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass die hier angegebene Konstruktion von Vervollständigungen
nicht dieübliche Konstruktion mit Cauchy-Folgen und Nullfolgen ist. In AnhangA wird aber gezeigt,
dass zumindest der hier definierte Begriff der Vollständigkeitäquivalent zum̈ublichen ist.

(3.1) Definition/Proposition (Vervollständigung, vgl. [Mat86, Kapitel 8])
Es sei H ein Ring, M ein H -Modul, 3 eine gerichtete Menge und {Mλ | λ ∈ 3} ein System von
Untermoduln mit Mλ ⊇ Mµ, wenn λ 6 µ ist. Die Vervollständigung M̂ von M ist der inverse
Limes lim

←−
M/Mλ des Systems {M/Mλ | λ ∈ 3} mit der folgenden Topologie: Jedes M/Mλ wird mit

der diskreten Topologie versehen, das direkte Produkt
∏
λ∈3 M/Mλ mit der Produkttopologie und M̂

mit der Teilraumtopologie in diesem Produkt. Diese Topologie ist eine lineare Topologie auf M̂ , die
durch das System der Kerne ker pµ der Projektionen pµ : lim

←−
M/Mλ→ M/Mµ auf die Komponenten

des direkten Produkts gegeben ist. Die Vervollständigung von M̂ bezüglich dieser Topologie ist als
topologischer Modul isomorph zu M̂ .
Die kanonische, lineare Abbildung i : M → M̂ , m 7→ (m+Mλ)λ∈3 ist stetig und das Bild i (M) liegt
dicht in M̂ . Der Kern keri von i ist gleich

⋂
λ∈3 Mλ, die Abbildung i ist also genau dann injektiv,

wenn die lineare Topologie auf M hausdorffsch ist.
Ein Modul M heißt vollständig in der linearen Topologie bezüglich {Mλ | λ ∈ 3}, wenn die
Abbildung i ein Isomorphismus der topologischen Moduln M (lineare Topologie, siehe Definition
II.(1.1)) und M̂ ist. Also ist M̂ selbst vollständig.
Ist M = H und sind die Mλ zweiseitige Ideale, dann ist die Vervollständigung Ĥ ein Ring, da dann
alle M/Mλ Ringe sind und M̂ der inverse Limes von Ringen ist.

Beweis:Alle Behauptungen sind in [Mat86, Kapitel 8] bewiesen, wobei dort aber unnötigerweise der
Ring H als kommutativ vorausgesetzt ist. Der Vollständigkeit halber sind in AbschnittA.(1.3) im
Anhang komplette Beweise zu finden. �
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Bemerkungen:

• Der Begriff
”
vollständig“ hier entspricht

”
vollständig und separiert“ in Bourbaki-Terminologie.

• Im Allgemeinen braucht man für den Begriff der Vollsẗandigkeit nicht nur eine Topologie, son-
dern eine uniforme Struktur. Eine lineare Topologie liefert aber automatisch eine solche, da die
Umgebungen eines beliebigen Punktes einfach die verschobenen Nullumgebungen sind.

(3.2) Proposition (Vervollständigung und Teilmoduln, vgl. [Mat86, Kapitel 8])
Die Bezeichnungen seien wie in Definition II.(3.1). Ist N ⊆ M ein Teilmodul, dann sind die Teil-
raumtopologie von N in M und die Quotiententopologie auf M/N lineare Topologien, gegeben durch
die Systeme {N ∩ Mλ | λ ∈ 3} bzw. {(Mλ + N)/N | λ ∈ 3}. Die folgenden Vervollständigungen
sind jeweils mit diesen Topologien zu verstehen.
Die kurze, exakte Sequenz 0 → N → M → M/N → 0 induziert im inversen Limes die exakte
Sequenz 0→ N̂ → M̂ → ̂(M/N), wobei die letzte Abbildung surjektiv ist, wenn die Topologie eine
I -adische ist (I ein zweiseitiges Ideal in H ). Wir können also N̂ als Untermodul von M̂ auffassen.
Es ist N̂ genau der topologische Abschluss von i (N) in M̂ .
Außerdem ist Vervollständigen ein Funktor: Sind M und M ′ mit linearen Topologien versehen, dann
gibt es zu jedem stetigen Homomorphismus f : M → M ′ genau einen stetigen Homomorphismus
f̂ : M̂ → M̂ ′, der mit den kanonischen Abbildungen M → M̂ und M ′ → M̂ ′ insofern verträglich
ist, als das Diagramm

M
f

//

i
��

M ′

i
��

M̂
f̂

// M̂ ′

kommutativ ist. Sind M und M ′ Ringe (und die Nullumgebungen für die lineare Topologie zweiseitige
Ideale, so dass M̂ und M̂ ′ ebenfalls Ringe sind) und ist f ein stetiger Ringhomomorphismus, dann ist
auch f̂ ein stetiger Ringhomomorphismus.

Beweis:Siehe [Mat86, Kapitel 8]. Obwohl in [Mat86] alle Ringe kommutativ sind, wird dies in den
Beweisen zu dieser Proposition in Kapitel 8 nicht benötigt. Der Vollsẗandigkeit halber ist in Abschnitt
A.(1.4)ein kompletter Beweis zu finden. �

(3.3) Korollar (Vervollständigung und direkte Summen)
Es seien H ein Ring und L und N zwei H -Moduln, die jeweils mit einer linearen Topologie bezüglich
eines Systems von Untermoduln {Lλ | λ ∈ 3} bzw. {Nλ | λ ∈ 3} mit derselben gerichteten Index-
menge 3 versehen sind. Versieht man dann wie in Korollar II.(1.3) die direkte Summe M := L ⊕ N
durch Mλ := Lλ⊕Nλ für λ ∈ 3 ebenfalls mit einer linearen Topologie, dann ist die Vervollständigung
M̂ von M bezüglich dieser Topologie als topologischer H -Modul isomorph zur direkten Summe der
Vervollständigungen L̂ und N̂.

Beweis:Wir betrachten die aufspaltende kurze exakte Sequenz

0 // L
j

// M
p

))
N

r
ii

((
0ii ,

in der alle Abbildungen laut KorollarII.(1.3) stetige Homomorphismen sind. Nach PropositionII.(3.2)
erhalten wir daraus die folgenden stetigen Homomorpismen zwischen den Vervollständigungen

0̂ // L̂
ĵ

// M̂

p̂
))
N̂

r̂

ii 0̂ii ,

wobei, wenn wir alle Inklusionen von Moduln in ihre Vervollständigung miti bezeichnen,i ◦ j = ĵ ◦i ,
i ◦ p = p̂◦ i undi ◦ r = r̂ ◦ i gelten. Wegenp◦ r = idN ist alsoi = i ◦ p◦ r = p̂◦ i ◦ r = p̂◦ r̂ ◦ i und
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damit p̂ ◦ r̂ = idN̂ als eindeutiger, stetiger Homomorphismus vonN̂ nachN̂, der auf dem Bildi (N)
der TeilmengeN ⊆ M gleich der Identiẗat ist (siehe wieder PropositionII.(3.2)). Also ist insbesondere
p̂ surjektiv und wir haben eine zerfallende, kurze exakte Sequenz 0→ L̂ → M̂ → N̂ → 0. �

(3.4) Proposition (Universelle Eigenschaft der Topologie von M̂ )
Die Bezeichnungen seien wie in Definition II.(3.1). Zusätzlich sei

j : M̂ = lim
←−

M/Mλ→

∏
λ∈3

M/Mλ

die Inklusion in das direkte Produkt und pµ :
∏
λ∈3 M/Mλ → M/Mµ jeweils die kanonische

Projektion auf die µ-Komponente. Dann hat die Topologie von M̂ die folgende universelle Eigen-
schaft: Ein H -Modul-Homomorphismus ϕ : X → M̂ ist genau dann stetig, wenn die Abbildung
pµ ◦ j ◦ ϕ : X → M/Mµ für jedes µ ∈ 3 stetig ist, wobei M/Mµ mit der diskreten Topologie
versehen ist.

Beweis:Wir setzen die universellen Eigenschaften der Teilraumtopologie und der Produkttopologie
zusammen: DaM̂ die Teilraumtopologie im direkten Produkt

∏
λ∈3 M/Mλ hat, istϕ genau dann

stetig, wennj ◦ ϕ stetig ist. Aus der universellen Eigenschaft der Produkttopologie folgt dann die
Behauptung. �

(3.5) Proposition (Vervollständigung hängt nur von der Topologie ab)
Die Bezeichnungen seien wie in Definition II.(3.1). Dann hängt die Vervollständigung M̂ nur von der
Topologie ab und nicht von der speziellen Wahl der Umgebungsbasis.
Genauer: Ist M mit einer zweiten linearen Topologie versehen, die von einem anderen System von
Nullumgebungen {Nγ | γ ∈ 0} mit einer gerichteten Menge 0 herkommt (wir bezeichnen diese
Kopie von M mit M ′), so dass aber die Identität in beiden Richtungen stetig ist, dann induziert die
Identität einen Isomorphismus M̂ ∼= M̂ ′, insbesondere ist M genau dann vollständig bezüglich der
linearen Topologie, die durch {Mλ | λ ∈ 3} gegeben ist, wenn M vollständig ist bezüglich der
linearen Topologie, die durch {Nγ | γ ∈ 0} gegeben ist.

Beweis:Wir bezeichnen den ModulM mit der zweiten linearen Topologie mitM ′. Nach Voraus-
setzung ist die Identität in beiden Richtungen stetig, so dass es also nach PropositionII.(3.2) stetige
Abbildungen f undg gibt, die das Diagramm

M
id //

��

M ′
id //

��

M

��

id // M ′

��

M̂
f

// M̂ ′
g

// M̂
f

// M̂ ′

kommutativ machen. Wegen der Eindeutigkeit in PropositionII.(3.2) ist g◦ f bzw. f ◦g jeweils gleich
der identischen Abbildung auf̂M bzw. M̂ ′. �

(3.6) Bemerkung (Vervollsẗandigung mit Netzen)
Üblicherweise wird die Vervollständigung mit Cauchy-Folgen und Nullfolgen definiert. Eine Ver-
allgemeinerung davon benutzt den Begriff des

”
Netzes“. Im Anhang in den AbschnittenA.(1.5) bis

A.(1.8) findet sich diese Definition, eine andere Konstruktion der Vervollständigung und der Beweis,
dass diesëaquivalent zur obigen Definition ist. Gleichzeitig wird so der Zusammenhang mit derübli-
chen Definition der Vervollständigung mittels Cauchy-Folgen klar.

Insbesondere lässt sich ein Integritätsbereich bez̈uglich einer Bewertung vervollständigen. Dieser Fall
wird sich sp̈ater als besonders wichtig erweisen. Zusätzlich l̈asst sich in diesem Fall Einigesüber die
auftretenden Quotientenkörper und Restklassenkörper sagen:
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(3.7) Proposition (Vervollständigung bezüglich einer Bewertung und Quotientenkörper)
Es sei (A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem. Dann ist wie in Proposition II.(1.10) durch das Sys-
tem {Mλ | λ ∈ G} von Idealen von A mit Mλ := {x ∈ A | ν(x) > λ} bzw. durch das System
{Nλ | λ ∈ G} von Idealen von O mit Nλ := {x ∈ O | ν(x) > λ} bzw. durch das System {Lλ | λ ∈ G}
von O-Untermoduln von K mit Lλ := {x ∈ K | ν(x) > λ} sowohl auf A als auch auf O und
K jeweils eine lineare Topologie definiert. Wir bezeichnen mit Â die Vervollständigung von A und
mit Ô die Vervollständigung von O. Dann ist Ô ein Integritätsbereich. Wir bezeichnen mit K̂ den
Quotientenkörper von Ô, also nicht die Vervollständigung von K bezüglich obiger Topologie!
Die stetigen Einbettungen A ↪→ O ↪→ K zusammen mit den kanonischen Einbettungen A ↪→ Â
und O ↪→ Ô und Ô ↪→ K̂ und der aus der Funktorialität der Vervollständigung (siehe Theorem
II.(3.2)) kommenden Abbildungen Â ↪→ Ô bilden ein kommutatives Diagramm stetiger, injektiver
Ringhomomorphismen:

A //

��
	

O //

��

K

Â // Ô // K̂ .

(II.1)

Die Bewertung ν : A → G ∪ {∞} lässt sich zu einer Bewertung auf Ô fortsetzen und liefert damit
automatisch eine Fortsetzung von ν : A→ G∪ {∞} auf Â. Es gilt ν(x) > 0 für alle x ∈ Ô. Die Fort-
setzung ν ist dadurch eindeutig bestimmt, dass die Abbildung ν : Ô \ {0} → G stetig ist, wenn man
G mit der diskreten Topologie versieht. Die Topologien auf Â und Ô (aus dem Vervollständigungs-
prozess) sind gleich der ν-adischen Topologie (bezüglich der fortgesetzten Bewertung). Wir setzen ν
von Ô auf den Quotientenkörper K̂ fort und versehen K̂ mit der ν-adischen Topologie.
Dann gibt es genau einen stetigen, injektiven Körperhomomorphismus j : K ↪→ K̂ , der mit den
Inklusionen O ↪→ K und O ↪→ Ô ↪→ K̂ verträglich ist, also das kommutative Diagramm II.1 rechts
komplettiert. Das Bild von j liegt dicht in K̂ .
Ist m := {x ∈ A | ν(x) > 0} und m̂ die Vervollständigung des A-Untermoduls m von A, dann ist
m̂ = {x ∈ Â | ν(x) > 0} und es gilt Â = A+ m̂, so dass also A/m ∼= Â/m̂ als Ringe ist.
Die Vervollständigung Ô ist gleich dem Bewertungsring von ν in K̂ und K̂ ist die Lokalisierung von
Ô bei der multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge A \ {0}.
Der Schnitt K ∩ Â (betrachtet als Teilmengen von K̂ ) ist im Bewertungsring O enthalten.

Beweis:Das kommutative DiagrammII.1 ergibt sich direkt aus den Eigenschaften der Vervollständi-
gung in TheoremII.(3.2). WegenMλ = A∩ Nλ und Nλ = O ∩ Lλ für alleλ ∈ 3 ist A nämlich nach
PropositionII.(1.2) mit der Teilraumtopologie der linearen Topologie aufO, undO mit der Teilraum-
topologie der linearen Topologie aufK versehen. Es ist klar, dass alle vorkommenden Topologien
hausdorffsch sind, da sie von Bewertungen kommen. Man beachte, dass wir zunächst noch keine Ab-
bildungK → K̂ haben, daK̂ nicht als Vervollsẗandigung vonK bez̈uglich derν-adischen Topologie,
sondern als Quotientenkörper vonÔ definiert wurde.
Die Fortsetzung vonν aufÔ lässt sich explizit angeben: Ist 06= x̂ = (xλ+Nλ)λ∈G ∈ Ô ein Element im
inversen Limes lim

←−
O/Nλ = Ô, dann gibt es einµ ∈ G mit xµ /∈ Nµ. Wir setzen dannν(x̂) := ν(xµ).

Dies ḧangt nicht von der Wahl vonµ ab: Sei n̈amlichµ′ ∈ G gegeben mitxµ′ /∈ Nµ′ und (ohne
Beschr̈ankung der Allgemeinheit)µ′ > µ, dann istxµ′ − xµ ∈ Nµ (da x̂ im inversen Limes ist), also
ν(xµ′ − xµ) > µ. Weil aberxµ /∈ Nµ ist, istν(xµ) < µ. Also gilt ν(xµ′) = ν(xµ + xµ′ − xµ) = ν(xµ)
wegen LemmaII.(1.6).(iii).
Diese Festlegung ist also wohldefiniert, liefert eine Fortsetzung (x ∈ O ist als (x + Nλ)λ∈G ∈ Ô
eingebettet) und erfüllt die Eigenschaften einer additiven Bewertung (per direkter Vererbung der Ei-
genschaften vonν, wenn man

”
weit genug hinten schaut“). Sie schränkt auf analoge Weise auf den

inversen LimesÂ ein und offensichtlich istν(x̂) > 0 für alle x̂ ∈ Ô. Der Beweis der Eindeutigkeit
folgt weiter unten.
Aus der Existenz vonν folgt mit LemmaII.(1.6).(iv), dassÔ ein Integriẗatsbereich ist.
Wir zeigen zun̈achst, dass die Topologie aufÔ aus der Konstruktion der Vervollständigung gleich der
ν-adischen Topologie mit dieser Fortsetzung ist: LautII.(3.1) ist die Topologie aufÔ eine lineare To-



II.3. Vervollsẗandigung 33

pologie, die durch das System der Kerne kerpµ der Projektionenpµ : lim
←−

O/Nλ → O/Nµ definiert
ist.
Ist nun(x + Nλ)λ∈3 = x̂ ∈ ker pµ, alsoxµ ∈ Nµ, dann ist nach obiger Festsetzungν(x̂) = ν(xµ′)
für ein beliebigesµ′ mit xµ′ /∈ Nµ′ . Daraus folgtµ′ > µ, alsoxµ′ − xµ ∈ Nµ und damitν(xµ′) > µ.
Ist andererseitsν(x̂) > µ, dann ist entsprechendxµ′ ∈ Nµ für jedesµ′ mit xµ′ /∈ Nµ′ , alsoxµ ∈ Nµ.
Demnach sind die Kerne der Projektionenpµ sogar genau die Kugeln um die Null bezüglich der
fortgesetzten Bewertungν. Genau so argumentiert man für Â.
Dann ist aber genau wie inII.(1.10) die Abbildungν : Ô \ {0} → G stetig, wenn manG mit der
diskreten Topologie versieht. Daraus folgt die Eindeutigkeit der Fortsetzung, daO dicht in Ô liegt
und es deswegen höchstens eine stetige Fortsetzung der stetigen Abbildungν : O \ {0} → G gibt.
Wir konstruieren nun einen injektiven, stetigen Körperhomomorphismusj : K → K̂ . Da K der Quo-
tientenk̈orper vonO ist, hat er folgende (universelle) Eigenschaft: Isti : O ↪→ K die Inklusion,R ein
kommutativer Ring undϕ : O → R ein Ringhomomorphismus, so dass die Bilder der Elemente von
O \ {0} invertierbar sind, dann gibt es genau einen Ringhomomorphismusj : K → R mit ϕ = j ◦ i .
Dies wenden wir aufR := K̂ undϕ : O ↪→ K̂ an und erhalten zunächst einen Ringhomomorphis-
mus j : K → K̂ , der DiagrammII.1 kommutativ macht. DaK ein Körper ist, ist j injektiv und ein
Körperhomomorphismus. Wir fassenK von nun an als Teilmenge von̂K auf.
Die Abbildung j ist dadurch gegeben, dass man für ein Elementa/b ∈ K mit a,b ∈ A jeweils a
und b einzeln abbildet (mitϕ) und dann inK̂ dividiert. Deswegen ist die Bewertungν auf K̂ eine
Fortsetzung vonν auf K . Dementsprechend ist die Inklusion stetig, da sowohlK als auchK̂ mit der
ν-adischen Topologie versehen sind. Da Inversenbildung inK̂ \{0} und Multiplikation inK̂ stetig sind,
können wir ein Elementa/b ∈ K̂ mit a,b ∈ Ô beliebig genau durch ein Element inK approximieren,
indem wira undb jeweils durch Elemente ina′,b′ ∈ O so genau approximieren, dassν(a/b− a′/b′)
groß genug ist. Also liegtK dicht in K̂ .
Die GleichungÂ = A+ m̂ folgt so: Sindµ > 0 und 0 6= x̂ = (xλ + Mλ)λ∈G ∈ Â beliebig, dann ist
ν(x̂ − xµ) > µ > 0, da ausxλ − xµ /∈ Nλ folgt, dassλ > µ ist. Also ist x̂ − xµ ∈ m̂. Deswegen ist
A/m ∼= Â/m̂. Genau so kann man für O argumentieren.
Offensichtlich gilt f̈ur alle Elementêy ∈ m̂, dassν(ŷ) > 0 ist. Sei nun umgekehrtx̂ ∈ Â mit ν(x̂) > 0.
WegenÂ = A+ m̂ ist x̂ von der Formx̂ = a + ŷ für eina ∈ A und einŷ ∈ m̂. Ausν(x̂) > 0 und
ν(ŷ) > 0 folgt nun, dassν(a) > 0 ist und damita ∈ m, also aucha ∈ m̂. Damit ist gezeigt, dass
m̂ = {x̂ ∈ Â | ν(x̂) > 0} ist.
Wir zeigen als n̈achstes, dasŝO der Bewertungsring vonν in K̂ ist. Bereits oben wurde gezeigt, dass
ν(x̂) > 0 ist für alle x̂ ∈ Ô.
Dazu brauchen wir zun̈achst eine Hilfsaussage: Istx̂ = (xλ + Nλ)λ∈3 ∈ Ô mit ν(x̂) = µ > 0
und y ∈ O mit ν(y) 6 µ, dann gibt es ein̂z ∈ Ô mit ẑ · y = x̂, es ist alsox̂/y ∈ Ô ⊆ K̂ . Das
Elementẑ = (zλ + Nλ)λ∈3 lässt sich explizit angeben: Wir setzen nämlichzλ−µ := 0 für alleλ 6 µ

und zλ−µ := xλ/y für alleλ > µ, in letzterem Fall ist n̈amlichν(xλ) = µ (sonst ẅareν(x̂) > µ),
also istzλ−µ ∈ O. Das so gebildete Elementẑ liegt im inversen Limes, denn für γ > λ > 0 folgt
ν(zγ − zλ) = ν(xγ+µ/y− xλ+µ/y) > λ und für λ 6 0 ist sowiesoNλ = O. Außerdem isty · ẑ= x̂,
denn f̈ur λ > 0 istν(y · zλ − xλ) = ν(y · xλ+µ/y− xλ) > λ.
Sei nunâ/b̂ ∈ K̂ mit â, b̂ ∈ Ô gegeben mitν(â/b̂) > 0, alsoν(â) > ν(b̂). Ist ν(b̂) > 0, dann k̈onnen
wir die Hilfsaussage benutzen und mit einem Element ausO kürzen, so dass wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheitν(b̂) = 0 annehmen k̈onnen. Wir zeigen nun, dassb̂ in Ô invertierbar ist, indem wir
explizit ein Inverseŝc = (cλ+Nλ)λ∈3 ∈ Ô angeben: Ist n̈amlichb̂ = (bλ+Nλ)λ∈3 mit ν(b̂) = 0, dann
gilt bλ /∈ Nλ für alleλ > 0 (sonst ẅareν(b̂) > 0) und wir k̈onnen ohne Einschränkung annehmen,
dassbλ = 1 ist für alleλ 6 0. Dann setzen wircλ := 1 für alleλ 6 0 undcλ := b−1

λ ∈ O fürλ > 0, da
in letzterem Fallν(bλ) = 0, alsobλ im BewertungsringO invertierbar ist. Das so gebildete Elementĉ
liegt im inversen Limes, da aus 0< λ < γ undν(bγ − bλ) > λ sofort

ν(b−1
λ − b−1

γ ) = ν

(
bγ − bλ
bλ · bγ

)
= ν(bγ − bλ) > λ
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folgt. Für λ 6 0 ist sowiesoNλ = O. Offensichtlich istĉ das Inverse von̂b und liegt inÔ. Damit ist
gezeigt, dass 1/b̂ und damit aucĥa/b̂ in Ô liegt.
Andererseits haben wir damit auch gleich gezeigt, dassK̂ die Lokalisierung vonÔ bei der multiplika-
tiv abgeschlossenen TeilmengeA \ {0} ist. Ist n̈amlich â/b̂ ∈ K̂ beliebig mitâ, b̂ ∈ Ô, dann k̈onnen
wir diesen Bruch so mit einem Elementc ∈ A erweitern, dasŝa/b̂ = â/c · c/b̂ ist mit ν(c/b̂) > 0, so
dass alsoc/b̂ im BewertungsringÔ liegt (man beachte, dass nach Voraussetzungν : K → G ∪ {∞}
surjektiv undK der Quotientenk̈orper vonA ist, so dass inA Elemente mit beliebig großenν-Werten
existieren).
Ist x ∈ K ∩ Â, dann istν(x) > 0, da Â im BewertungsringÔ von K̂ enthalten ist. Also liegtx im
BewertungsringO von K . �

Bemerkung: Im Allgemeinen ist der SchnittK ∩ Â echt gr̈oßer alsA, wie man schon daran sieht,
dass der Grenzwert−

∑
∞

i=0 4i in der VervollsẗandigungZ2 vonZ bez̈uglich der 2-adischen Bewertung
gleich 1/3 ist, wenn man ihn in der entsprechenden VervollständigungQ2 vonQ betrachtet.

Diese Resultatëuber kommutative, bewertete Ringe lassen sich auf Ordnungenüber solchen Ringen
verallgemeinern:

(3.8) Bemerkung (Vervollsẗandigung einer Ordnung bez̈uglich einer Norm)
Es sei(A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem,H eine A-Ordnung und

∥∥ − ∥∥ eine additive Norm
auf H wie in TheoremII.(2.3). Dann sind die NullumgebungenBg(0) zweiseitige Ideale inH , so
dass also die Vervollständigung vonH bez̈uglich der Normtopologie einêA-Algebra ist, wobeiÂ die
Vervollsẗandigung des GrundringsA bez̈uglich derν-adischen Topologie ist.

Beweis:Wegen LemmaII.(2.4) sind die NullumgebungenBg(0) zweiseitige Ideale, da nach Kon-
struktion der Norm

∥∥h
∥∥ > 0 ist für alleh ∈ H . Dadurch hat der inverse LimeŝH eine Multiplikation.

Der Ringhomomorphismusj : A → H , derH nach DefinitionI.(2.1) zu einer Algebra macht, ist
stetig, also gibt es laut PropositionII.(3.2) genau einen stetigen Ringhomomorphismusĵ : Â→ Ĥ ,
der mit den Inklusionen verträglich ist. Dieser machtĤ zu einer Â-Algebra. Dass das Bild von̂j
im Zentrum vonĤ liegt, folgt daraus, dassA dicht in Â undH dicht in Ĥ liegt und deswegen aus
Stetigkeitsgr̈unden ĵ (a)h = h ĵ (a) nicht nur f̈ur a ∈ A und h ∈ H , sondern auch für a ∈ Â und
h ∈ Ĥ gilt. �

Es folgen einige Hilfss̈atze f̈ur solche vervollsẗandigte Ordnungen, insbesondere um sie mit der Kon-
stantenerweiterung mit der Vervollständigung des Grundrings zu vergleichen.

(3.9) Proposition (Vervollständigung ist Tensorierung, vgl. [Mat86, 8.7])
Es sei A ein kommutativer, noetherscher Ring, I ein Ideal in A und M ein endlich erzeugter A-
Modul. Dann ist die I -adische Vervollständigung M̂ von M als topologischer Â-Modul isomorph
zur Konstantenerweiterung Â⊗

A
M , wobei Â die I -adische Vervollständigung von A ist. Ist also A

vollständig bezüglich der I -adischen Topologie, dann ist auch M vollständig bezüglich der I -adischen
Topologie.

Beweis:Siehe [Mat86, 8.7]. Am angegebenen Ort wird zwar eine Bijektion angegeben, aber nicht auf
die Topologien bzw. die Stetigkeit eingegangen.
Die VervollsẗandigungÂ hat nach der Konstruktion inII.(3.1) eine lineare Topologie, die durch die
Kerne der Projektionenpn : Â → A/I n gegeben ist. Durch das Mengensystem(ker pn ⊗A

M)n∈N
ist eine lineare Topologie auf der KonstantenerweiterungÂ⊗M definiert. Man kann nachrechnen,
dass die bijektiveA-lineare AbbildungÂ⊗

A
M → M̂, (an + I n)n∈N ⊗A m 7→ (anm+ I nM)n∈N genau

die Mengen der Umgebungsbasis vonÂ⊗
A

M auf die Mengen der Umgebungsbasis vonM̂ abbildet.
Deswegen ist diese Abbildung ein Isomorphismus topologischerÂ-Moduln. �
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(3.10) Proposition (Flachheit der Vervollständigung, vgl. [Mat86, 8.14])
Es sei A ein kommutativer, noetherscher Ring, I ein Ideal in A und A mit der I -adischen Topologie
versehen. Dann sind äquivalent:

(i) I ⊆ radA (ii) die I -adische Vervollständigung Â von A ist treu-flach über A.

Beweis:Siehe [Mat86, 8.14]. �

(3.11) Proposition (Vollständigkeit von A-Ordnungen, vgl. Bemerkung nach [CR81, (5.22)])
Es sei A ein kommutativer, lokaler Ring mit maximalem Ideal m und H eine A-Ordnung.
Wenn A vollständig bezüglich der m-adischen Topologie ist, dann ist auch H vollständig in der m-
adischen Topologie.
Ist A nicht vollständig und Â die Vervollständigung, dann gilt für die Vervollständigung Ĥ von H
bezüglich der m-adischen Topologie:

Ĥ ∼= Â⊗
A
H (als topologische Â-Moduln).

Beweis:Siehe [CR81, nach (5.22)]. �

Bemerkung: A ist nicht als noethersch vorausgesetzt, sonst könnte man PropositionII.(3.9) verwen-
den. Diese Proposition ist nur zum Vergleich aufgeführt und wird sp̈ater nicht verwendet. In [CR81]
wird nämlich eine andere Definition von Vollständigkeit benutzt (Cauchyfolgen). Diese ist zwaräqui-
valent, jedoch ist diese Tatsache nicht unmittelbar klar (siehe BemerkungII.(3.6)).

Dasselbe gilt analog für den Fall einer Ordnung̈uber einem RingA mit einer Bewertung, wenn die
Topologie durch die Bewertung bzw. durch eine Norm gegeben ist, auch wenn der Grundring nicht
noethersch ist, wie zum Beispiel bei nicht-diskreten Bewertungsringen.

(3.12) Proposition (Vollständigkeit von A-Ordnungen bezüglich einer Bewertung)
(vgl. Bemerkung nach [CR81, (5.22)])

Es sei (A, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem, H eine A-Ordnung und
∥∥− ∥∥ eine additive Norm auf

H wie in Theorem II.(2.3).
Ist A vollständig bezüglich der ν-adischen Topologie, dann ist auch H vollständig in der Normtopo-
logie. Ist A nicht vollständig und Â die Vervollständigung, dann gilt für die Vervollständigung Ĥ von
H bezüglich der Normtopologie:

Ĥ ∼= Â⊗
A
H (als topologische Â-Algebren).

Beweis:Es seiAg :=
{
a ∈ A

∣∣ ν(a) > g
}

undHg :=
{
h ∈ H

∣∣ ∥∥h
∥∥ > g

}
, jeweils f̈ur g ∈ G. Weiter

sei(b1, . . . ,bd) die A-Basis vonH , bez̈uglich der wie in TheoremII.(2.3) die Norm
∥∥−∥∥ definiert ist.

Die analoge Definition mit der̂A-Basis(1Â
⊗
A

b1, . . . ,1Â
⊗
A

bd) von Â⊗
A
H setzt die Norm fort. Damit

ist auchÂ⊗
A
H mit einer linearen Topologie versehen.

Wir definieren eineA-lineare Abbildungϕ : Â⊗
A
H → Ĥ durch die Vorschrift

(ag + Ag)g∈G ⊗A
h 7→ (agh+Hg)g∈G für ag ∈ A undh ∈ H .

Das Element auf der rechten Seite liegt tatsächlich inĤ , da
∥∥h
∥∥ > 0 ist für alleh ∈ H und deswegen∥∥agh − ag′h

∥∥ > g ist für alle g, g′ ∈ G mit g′ > g. Man kann nachrechnen, dassϕ sogar ein

Homomorphismus von̂A-Algebren ist.
Ist umgekehrt̂h = (hg +Hg)g∈G ein Element vonĤ , so k̈onnen wir jedeshg als Linearkombination
in der obigen Basis schreiben:hg =

∑d
i=1 αg,i bi für alle g ∈ G, wobeiαg,i ∈ A ist für g ∈ G und

1 6 i 6 d. Dabei folgt f̈ur g < g′ aus
∥∥hg− hg′

∥∥ > g sofortν(αg,i − αg′,i ) > g für 1 6 i 6 d wegen

der Definition der Norm. Also ist̂ai := (αg,i + Ag)g∈G für 1 6 i 6 d jeweils ein Element von̂A und
damit durchĥ 7→

∑d
i=1 âi ⊗A

bi die Umkehrabbildung vonϕ konstruiert. Deswegen istϕ bijektiv.
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Man überzeugt sich leicht, dass die Mengen der Umgebungsbasis vonÂ⊗
A
H vonϕ genau auf dieje-

nigen der Umgebungsbasis von̂H abgebildet werden, so dass alsoϕ ein Isomorphismus von topolo-
gischenÂ-Algebren ist. �

Bemerkung: Der Unterschied zu PropositionII.(3.11) ist nur die Art der Definition der Topologie:
Dort war die Topologie alsm-adische definiert, hier als von einer Bewertung bzw. Norm induzierte.

II.4 Heben von Idempotenten

Istϕ : A→ B ein Ringhomomorphismus, dann wird ein Idempotente∈ A unterϕ auf ein Idempotent
ϕ(e) oder auf 0 abgebildet. Unter dem Begriff

”
Heben von Idempotenten“ versteht man den Vorgang

in der anderen Richtung: Man finde zu einem Idempotentf ∈ B ein Idempotente∈ A mit ϕ(e) = f .
In diesem Abschnitt geht es um einige Aussagen zu diesem Thema.

Das folgende Lemma erweist sich als extrem nützlich:

(4.1) Lemma (Radikal einer Algebra über einem lokalen Ring, vgl. [CR81, (5.22)])
Es sei A ein kommutativer, lokaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassenkörper k und H eine
A-Algebra, die als A-Modul endlich erzeugt ist. Wir setzen H := H/mH , eine endlich-dimensionale
k-Algebra, und bezeichnen die kanonische Projektion mit ϕ : H → H . Dann gilt:

(i) radH = ϕ−1
(
radH

)
⊇ mH .

(ii) Die Abbildung ϕ induziert einen Isomorphismus von k-Algebren H/ radH ∼= H/ radH .

(iii) H/ radH ist ein halbeinfacher artinscher Ring.

(iv) Es gibt eine natürliche Zahl j mit (radH) j
⊆ mH .

(v) Es ist H/mH ∼= k ⊗
A
H als k-Algebren.

Beweis: Die Aussagen (i) bis (iv) sind ẅortlich aus [CR81, (5.22)] übernommen. Die Abbildung
h 7→ 1k ⊗A

h hat das IdealmH im Kern und induziert einen Isomorphismus vonk-Algebren, dessen
Inverses durchx ⊗

A
h 7→ x · (h+mH) gegeben ist, was (v) beweist. �

Da Ideale eines Rings, die von Idempotenten erzeugt werden, projektive Untermoduln des regulären
Moduls sind, wird folgende Proposition relevant:

(4.2) Proposition (Kopf bestimmt Isomorphietyp von projektiven Moduln, vgl. [CR81, (6.6)])
Es sei I ein zweiseitiges Ideal in einem Ring H mit I ⊆ radH und Q und Q′ zwei endlich erzeugte,
projektive H -Moduln. Dann ist Q ∼= Q′ genau dann, wenn Q/QI ∼= Q′/Q′ I als H/I -Moduln ist.

Beweis:Siehe [CR81, (6.6)]. �

Das folgende Theorem ist Standard. Der Beweis ist aber komplett angegeben, da er an unsere De-
finition der Vervollsẗandigung angepasst ist und wir später Ideen und Methoden daraus anderweitig
brauchen (in KapitelIV).

(4.3) Theorem (Heben von Idempotenten, vgl. [CR81, (6.7) und (6.8)])
Es sei H ein Ring und I ein zweiseitiges Ideal in H mit I ⊆ radH . Weiter sei H vollständig in der I -
adischen Topologie. Wir setzen H := H/I und bezeichnen die kanonische Projektion mit Querstrich:
h 7→ h := h+ I . Dann gilt:

(i) Zu jedem Idempotent f ∈ H existiert ein Idempotent e∈ H mit e= f .

(ii) Für beliebige Idempotente e1,e2 ∈ H sind die H -Rechtsmoduln e1H und e2H genau dann
isomorph, wenn e1H und e2H isomorph als H -Rechtsmoduln sind.
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(iii) Ein Idempotent e∈ H ist genau dann primitiv, wenn e primitiv in H ist.

(iv) Jede Zerlegung
H = e1H ⊕ · · · ⊕ enH mit e2

i = ei

in unzerlegbare Rechtsideale ei H von H ergibt eine Zerlegung

H = e1H ⊕ · · · ⊕ enH mit e2
i = ei

in unzerlegbare Rechtsideale ei H von H . Umgekehrt kommt jede solche Zerlegung von H von
einer von H , man kann also Idempotente simultan heben.

Beweis:Siehe auch [CR81, (6.7) und (6.8)].
Wir betrachten zun̈achst eine Folge von Polynomen inZ[X], die wir aus der Identität

1= (X + (1− X))2t
=

2t∑
s=0

(
2t

s

)
X2t−s(1− X)s für t ∈ N (II.2)

gewinnen, indem wir die Summe nur bist laufen lassen:

ft :=

t∑
s=0

(
2t

s

)
X2t−s(1− X)s, für t ∈ N.

Für diese Polynome gilt inZ[X] für t > 1:

(a) ft ∈ Z[X].
(b) ft ≡ 0 (mod Xt) und ft ≡ 1 (mod (1− X)t).

(c) ft ≡ f 2
t (mod Xt

· (1− X)t).

(d) ft ≡ ft+1 (mod Xt
· (1− X)t).

(e) ft ≡ X (mod X · (1− X)).

Die Aussage (a) ist klar, da Binomialkoeffizienten ganzzahlig sind. Aussage (b) gilt, da auss 6 t
folgt, dass 2t − s > t ist, und damit jeder Summand in der Definition vonft durch Xt teilbar ist.
Andererseits ist 1− ft durch(1− X)t teilbar, da 1− ft gleich der Summëuber die Summanden in
GleichungII.2 ist, für dies> t ist.
Nun ist aber (c) einfach:ft − f 2

t = ft · (1− ft) ist nämlich sowohl durchXt als auch durch(1− X)t

teilbar und letztere sind teilerfremd. Auch (d) folgt sofort aus (b), daft+1 erst recht durchXt und
ft+1− 1 durch(1− X)t teilbar ist. Damit istft − ft+1 = (1− ft+1)− (1− ft) sowohl durchXt als
auch durch(1− X)t teilbar, also auch durchXt

· (1− X)t . Aussage (e) folgt, da alle Summanden von
ft außer dem f̈ur s = 0 durchX · (1− X) teilbar sind undX2t

− X sowohl durchX als auch durch
(1− X) teilbar ist.
Ist nun f ∈ H ein Idempotent, so ẅahlen wir zun̈achst ein Elementh ∈ H mit h = f . Dann ist
h2− h = 0, alsoh2

− h ∈ I . Wir können nun explizit ein Element inH = Ĥ = lim
←−

H/I t angeben
durche := ( ft(h)+ I t)t∈N. Wegen (d) liegte im inversen Limes und damit wegen der Vollständigkeit
auch inH , wegen (c) ist es ein Idempotent und wegen (e) iste− h ∈ I und damite= f .
Aussage (ii) folgt sofort aus PropositionII.(4.2) und der Tatsache, dasse1H und e2H projektive
Moduln sind f̈ur zwei Idempotentee1,e2 ∈ H und dassei H = ei H alsH -Moduln sind.
Für Aussage (iii) seie ∈ H ein Idempotent, unde = f1 + f2 mit zwei orthogonalen Idempotenten
f1, f2 ∈ H . Zu zeigen ist, dass auche nicht primitiv ist. Dazu ẅahlen wir einh ∈ H mit h = f1 und
setzeng := ehe. Dann istg = e f1e= f1 undeg= g = ge. Ist nun wie obene1 gleich dem Element
( ft(g)+ I t)t∈N ∈ H , so gilt nicht nure2

1 = e1, sondern auchee1 = e1 = e1e unde1 = f1. Setzen wir
nune2 := e−e1, so folgte2

2 = e2 unde2 = f2. Außerdem iste1e2 = 0= e2e1 unde ist nicht primitiv.
Da die andere Richtung trivial ist, haben wir Aussage (iii) bewiesen.
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Aussage (iv) entḧalt die Aussagen aus Theorem [CR81, (6.8)], wo allerdings zus̈atzliche Voraus-
setzungen gemacht werden, die aber nur für die Vollsẗandigkeit gebraucht werden, die hier sowieso
vorausgesetzt ist: Zu zeigen ist also noch, dass eine Zerlegung der Eins 1= f1+· · ·+ fn in paarweise
orthogonale Idempotente inH simultan hochgehoben werden kann. Dies ist für n = 1 trivial und für
n = 2 kann man einfachf1 zue1 heben und erḧalt mit 1− e1 automatisch eine Hebung für f2.
Dann geht man per Induktion vor: Wenn die Aussage für n − 1 bewiesen ist, dann gruppiert man
f1 und f2 zu f := f1 + f2 zusammen und ẅahlt nach Induktionsannahme eine simultane Hebung
1= e+e3+· · ·+en zu paarweise orthogonalen Idempotenten, wobei jeweilsei über fi für 3 6 i 6 n
unde über f liegt. Für f1 geht man nun vor wie im Beweis zu Aussage (iii). Dies liefert eine1 mit
e1 = f1 undee1 = e1 = e1e. Dann iste1 · ei = (e1 · e) · ei = 0 = ei · (e · e1) = ei · e1 für alle i > 3
unde2 := e− e1 ein Idempotent inH , das orthogonal zue1 und allenei für 3 6 i 6 n ist und f̈ur das
e2 = f2 gilt. Damit ist Aussage (iv) bewiesen. �

Dieses Theorem̈uber das Heben von Idempotenten ist insbesondere in zwei Situationen anwendbar:

(4.4) Proposition (Algebra über einem noetherschen, vollständigen, lokalen Ring)
Es sei A ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring mit maximalem Ideal m, der in der m-adischen
Topologie vollständig ist. Weiter sei H eine als A-Modul endlich erzeugte A-Algebra und darin I :=
mH ⊆ radH (nach Lemma II.(4.1)). Dann ist I ein zweiseitiges Ideal in H und die I -adische
Topologie auf H stimmt mit der m-adischen (H als A-Modul aufgefasst) überein.
Die Algebra H ist vollständig in der I -adischen Topologie, so dass man mit Theorem II.(4.3) Idem-
potente von H/I nach H heben kann.

Beweis:Da alle unsere Algebren eine Eins haben (siehe DefinitionI.(2.1)), ist I k
= mkH für alle

k ∈ N (siehe LemmaII.(2.5)). Deswegen stimmt dieI -adische Topologie vonH mit derm-adischen
überein. Aus PropositionII.(3.9) folgt, dassH mit A vollständig in derm-adischen Topologie ist.
Dann ist aberH wegen PropositionII.(3.5) auch vollsẗandig in derI -adischen Topologie. �

(4.5) Proposition (Ordnung über einem vollständigen Bewertungsring)
Es sei (O, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem und G+ die Menge der positiven Elemente in G. Es
sei O vollständig bezüglich der ν-adischen Topologie, H eine O-Ordnung und

∥∥ − ∥∥ eine additive
Norm wie in Theorem II.(2.3). Es sei T ⊆ G+ ∪ {∞} eine archimedische Teilmenge und I das Ideal
I H
T =

{
h ∈ H

∣∣ ν(h) ∈ T
}

(vergleiche Definition II.(2.6)).
Dann ist H vollständig in der I H

T -adischen Topologie, so dass man mit Theorem II.(4.3) Idempotente
von H/I H

T nach H heben kann.

Beweis:Aus Korollar II.(2.7) folgt, dass dieI H
T -adische Topologie aufH mit der Normtopologie

übereinstimmt. Wegen der Vollständigkeit vonO in derν-adischen Topologie ist die AlgebraH nach
II.(3.12)bez̈uglich der Normtopologie vollständig. Die Vervollsẗandigung ḧangt aber nachII.(3.5) nur
von der Topologie ab, also istH auch vollsẗandig bez̈uglich derI H

T -adischen Topologie und man kann
TheoremII.(4.3) anwenden. �

Bemerkung: Der Unterschied zwischen den beiden letzten Propositionen ist, dass einmal der Grund-
ring als noethersch vorausgesetzt ist. Hat man dies nicht, braucht man dafür Projektiviẗat über dem
Grundring, außerdem muss das IdealI in H so geẅahlt sein, dass die Elemente in den Potenzen von
I in der Norm

”
immer gr̈oßere Werte“ bekommen (dies wird hier durch die Voraussetzung

”
archime-

disch“ für T erreicht). Die Voraussetzung
”
Bewertungsring“ wird hier wegen der Verwendung von

II.(3.12) gebraucht, damit dieI -adische Topologie wirklich dieselbe ist wie die Normtopologie (und
keine feinere).

II.5 Semilokale und semiperfekte Ringe

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Semiperfektheit eines Ringes eingeführt. Es wird gezeigt,
dass f̈ur semiperfekte Ringe der Satz von Krull und Schmidt für projektive Moduln gilt. Semiperfekte
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Ringe werden in KapitelV zur Definition der Klebeabbildung (sieheV.(3.1)) und für die Brauer-
Reziproziẗat (sieheV.(4.1)) verwendet und spielen deswegen eine wichtige Rolle bei den Umformu-
lierungen der James-Geck-Vermutung in KapitelVII .

(5.1) Definition (Semilokaler Ring, vgl. [CR81, (5.27)])
Ein RingH heißtsemilokal, wennH/ radH ein halbeinfacher, artinscher Ring ist.

(5.2) Proposition (Endlich erzeugte Algebra über lokalem Ring, vgl. [CR81, (5.28)(ii)])
Sei A ein kommutativer, lokaler Ring und H eine endlich erzeugte A-Algebra. Dann ist H semilokal.

Beweis:Siehe [CR81, (5.28)(ii)]. �

(5.3) Lemma (Radikalfaktor projektiver Moduln)
Es sei H ein semilokaler Ring und e ∈ H ein Idempotent. Weiter sei die kanonische Projektion
H → H/ radH mit π bezeichnet. Dann ist der Radikalfaktor eH/ rad(eH) des projektiven H -
Moduls eH isomorph zu π(e)(H/ radH).

Beweis:Wegen [CR81, (5.29)] ist rad(eH) = (eH) · radH = eradH , daH semilokal ist. Anderer-
seits isteradH = eH ∩ radH . Also ist die Einschr̈ankung vonπ auf eH gleich der Projektion auf
eH/ rad(eH). Das Bild voneH unterπ ist aber gleichπ(e)(H/ radH). �

Der folgende Begriff ist f̈ur diese Arbeit von grundlegender Bedeutung.

(5.4) Definition (Semiperfekter Ring, vgl. [CR81, (6.22)])
Ein Ring H heißt semiperfekt, wennH/ radH ein halbeinfacher, artinscher Ring ist (d.h.H ist
semilokal) und sich jedes Idempotent inH/ radH zu einem Idempotent inH heben l̈asst.

Die folgende Proposition ist genau so einfach zu beweisen wie nützlich, da alle endlich-dimensionalen
Algebrenüber Körpern artinsche Ringe sind:

(5.5) Proposition (Artinsche Ringe sind semiperfekt, vgl. [CR81, (5.19)])
Jeder artinsche Ring H ist semiperfekt.

Beweisidee:Mit [ CR81, (5.19)] istH/ radH halbeinfach und wegen [CR81, (6.5)] istH vollständig
(radH ist nilpotent), also kann man Idempotente nach TheoremII.(4.3) heben. �

(5.6) Theorem (Projektive Hüllen bei semiperfekten Ringen, vgl. [CR81, (6.23)])
Es seien H ein semiperfekter Ring und N := radH . Dann hat jeder endlich erzeugte H -Modul X eine
projektive Hülle. Genauer: Es gibt einen endlich erzeugten, projektiven H -Modul P mit P/P N ∼=
X/X N als H/N-Moduln und dieser Isomorphismus lässt sich zu einer surjektiven Abbildung P � X
heben, so dass P damit eine projektive Hülle von X ist.

Beweis:Siehe [CR81, (6.23)]. �

Bemerkung: Die Tatsache, dass jeder ModulX eine projektive Ḧulle hat, ist nach [CR81, (6.26)(i)]
sogaräquivalent damit, dassH semiperfekt ist. InII.(5.10) unten wird ein Spezialfall dieses Ergeb-
nisses bewiesen.

(5.7) Korollar (Projektive Moduln sind Summen von PIMs)
Es seien H ein semiperfekter Ring und Q ein endlich erzeugter, projektiver H -Modul. Dann ist
Q isomorph zu einer (endlichen) Summe von projektiv unzerlegbaren Moduln der Form ei H mit
primitiven Idempotenten ei ∈ H .

Beweis:Wir wenden TheoremII.(5.6) für X = Q an: Wie im Beweis dieses Resultats in [CR81,
(6.23)] findet manP, indem man die einfachen direkten Summanden des halbeinfachenH/ radH -
Moduls Q/ radQ ∼= Q/(Q radH) (siehe [CR81, (5.29)]) in der Formei (H/ radH) schreibt und
die primitiven Idempotenteei zu primitiven Idempotentenei ∈ H hebt. Wegen LemmaII.(5.3) ist der
Radikalfaktorei H/ rad(ei H) jeweils alsH -Modul isomorph zuei (H/ radH). Der projektive Modul
Q ist naẗurlich seine eigene projektive Ḧulle, welche eindeutig ist, also hatQ die behauptete Form.�
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(5.8) Lemma (Kopf der projektiven Hülle eines einfachen Moduls)
Es seien H ein Ring, V ein einfacher H -Modul und f : P � V eine projektive Hülle von V . Dann
ist ker f = radP, also hat P einen einfachen Kopf.

Beweis: AngenommenP hätte zwei verschiedene maximale UntermodulnM1 := ker f und M2.
Dann k̈onnte f |M2 nicht gleich der Nullabbildung sein (sonst wäre M2 ⊆ M1), wäre also surjektiv
(V ist einfach). Dann ẅare aberf nicht essentiell undP damit keine projektive Ḧulle. Also hatP
einen eindeutigen, maximalen Untermodul radP = ker f . �

Bemerkung: An diesem und dem vorigen Ergebnis sieht man, dass die endlich erzeugten, projek-
tiv unzerlegbaren Moduln semiperfekter Ringe genau die projektiven Hüllen der einfachen Moduln
sind. Es gibt also zu jedem Isomorphietyp einfacher Moduln genau einen Isomorphietyp projektiv
unzerlegbarer Moduln.

(5.9) Theorem (Krull-Schmidt für projektive Moduln über semiperfekten Ringen)
Es sei H ein semiperfekter Ring. Jeder endlich erzeugte, projektive H -Modul ist isomorph zu einer
endlichen direkten Summe projektiv unzerlegbarer H -Moduln, nämlich den projektiven Hüllen der
einfachen Konstituenten seines Kopfs. Sind zwei endliche direkte Summen projektiv unzerlegbarer
H -Moduln als Ganzes isomorph, gilt also

n⊕
i=1

Pi
∼=

m⊕
j=1

Qj (II.3)

dann ist n = m und es gibt eine Permutation π auf {1, . . . ,n}, so dass Pi
∼= Qπ(i ) für 1 6 i 6 n gilt.

Beweis:Nach KorollarII.(5.7) ist jeder endlich erzeugte, projektive Modul isomorph zu einer endli-
chen direkten Summe projektiv unzerlegbarer Moduln. Diese Zerlegung findet man, indem man die
projektiven Ḧullen der einfachen Konstituenten des Kopfs des Moduls nimmt und deren direkte Sum-
me bildet. Dies sind nur endlich viele, da der Kopf auch endlich erzeugt ist.
Da nachII.(5.7) undII.(5.8) die projektiv unzerlegbarenH -Moduln genau diejenigen Projektiven mit
einfachem Kopf sind, sind zwei projektiv unzerlegbare Moduln wegen PropositionII.(4.2) genau dann
isomorph, wenn ihre K̈opfe isomorph sind, dann sind sie nämlich jeweils die projektive Ḧulle ihres
einfachen Kopfes.
In GleichungII.3 folgt aus der Isomorphie der Moduln als Ganzes die Isomorphie der Köpfe auf
beiden Seiten. Das Radikal auf beiden Seiten ist aber jeweils die direkte Summe der Radikale der
projektiv unzerlegbaren Summanden (siehe [CR81, Exercise 5.11]). Also ḧangt der Isomorphietyp
und die Vielfachheit derPi bzw. derQj nur vom Isomorphietyp und der Vielfachheit der einfachen
Konstituenten im Kopf des Moduls ab. �

(5.10) Proposition (Semiperfektheit und Heben von Idempotenten)
Es sei H eine Algebra über dem kommutativen, lokalen Ring A, die als A-Modul endlich erzeugt
ist, und k sei der Restklassenkörper von A. Dann ist H genau dann semiperfekt, wenn zu jedem
Idempotent e∈ kH ein Idempotent e∈ H existiert mit 1k ⊗A

e= e.

Beweis:Die kanonische ProjektionH � H/ radH sei mitπ und das maximale Ideal vonA mit m

bezeichnet. Nach LemmaII.(4.1).(v) ist H/mH ∼= k ⊗
A
H = kH undmH ⊆ radH (Teil (i)). Wir

haben also die Restklassenvergröberungψ : H/mH → H/ radH . Wir bezeichnen die kanonische
ProjektionH → H/mH mit ϕ, es gilt alsoπ = ψ ◦ ϕ. Außerdem ist nach LemmaII.(4.1) das
Radikal vonH genau das Urbild des Radikals vonH/mH unterϕ. Deswegen hatψ als Kern das
Radikal vonH/mH undH/ radH ist isomorph zum Radikalfaktor vonH/mH .
Angenommen zu jedem Idempotente ∈ kH existiert ein Idempotente ∈ H mit 1k ⊗A

e = e. Nach
PropositionII.(5.2) istH semilokal. Es bleibt also zu zeigen, dass zu jedem Idempotentê∈ H/ radH
ein Idempotente existiert mitπ(e) = ê. Da aberkH ∼= H/mH als endlich-dimensionalek-Algebra
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semiperfekt ist, gibt es zu jedem Idempotentê∈ H/ radH ein Idempotente∈ H/mH mitψ(e) = ê.
Dazu gibt es aber nach Voraussetzung ein Idempotente∈ H mit ϕ(e) = 1k ⊗A

e= e.
Also ist (ψ ◦ ϕ)(e) = π(e) = ê und wir haben gezeigt, dassH semiperfekt ist.
Sei umgekehrtH semiperfekt. Iste∈ H/mH ein Idempotent, so ist̂e := ψ(e) ∈ H/ radH ebenfalls
eines, wir finden also nach Voraussetzung ein Idempotente ∈ H mit π(e) = ψ(ϕ(e)) = ê= ψ(e) ∈
H/ radH . Es kann nun aber sein, dasse′ := ϕ(e) 6= e ist, obgleich beide unterψ auf ê abgebildet
werden!
Nach LemmaII.(5.3) bedeutetψ(e′) = ψ(e) aber, dass die projektivenkH -Moduln ekH unde′kH
isomorph sind, da ihre Radikalfaktoren beide isomorph zuê · (H/ radH) sind (vgl. Proposition
II.(4.2)). Also gibt es eine Einheitu ∈ kH mit ue′u−1

= e. Ist nunu ein beliebiges Urbild vonu
unterϕ, dann istu in H invertierbar: InkH ist die Linksmultiplikation mitu surjektiv. Also gilt
in H , dassuH + mH = H ist, nach dem Nakayama-Lemma ist alsouH = H , also hatu ein
Rechtsinversesur . Analog hatu aber auch ein Linksinversesul . Dann gilt aberul = ul · u · ur = ur .
Also iste := ue′u−1 ein Idempotent inH mit ϕ(e) = e. �

II.6 Verbesserung von Idempotenten

Unter dem Stichwort
”
Verbesserung von Idempotenten“ verstehen wir den Vorgang, zu einem Idem-

potent, das nach einem Hebungsvorgang in einer Vervollständigung gefunden wurde, nachträglich
durch einen Approximationsvorgang ein

”
besseres“ zu finden, das auch eine Hebung ist, aber kei-

ne Vervollsẗandigung braucht. Dadurch kann an vielen Stellen auf die Vervollständigung verzichtet
werden.

(6.1) Theorem (Idempotente-Verbesserungssatz, vgl. [Mül95, 3.4.1] bzw. [CR81, Exercise 6.16])
Es sei (O, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem, H eine O-Ordnung und die Konstantenerweiterung
KH zerfalle über K . Die Vervollständigung von O bezüglich ν sei mit Ô bezeichnet, K̂ sei der
Quotientenkörper von Ô und ν sei auf Ô und K̂ fortgesetzt (vergleiche Proposition II.(3.7)). Wie in
Theorem II.(2.3) definieren wir mit ν durch Wahl einer Basis in H eine additive Norm

∥∥ − ∥∥ auf
H (und den Konstantenerweiterungen). Zusätzlich sei ê ∈ ÔH ein Idempotent und 0 6 g ∈ G ein
Element der Wertegruppe.
Dann gibt es ein Idempotent e∈ H mit

∥∥e− ê
∥∥ > g.

Beweis:Es gelten die Inklusionen̂O ⊆ K̂ und K ⊆ K̂ , so dass alsôK ein Erweiterungsk̈orper von
K ist (vergleiche PropositionII.(3.7)) und K in K̂ bez̈uglich derν-adischen Topologie dicht liegt.
Wir setzenĴ := rad(K̂H) und J := rad(KH). Weil K Zerfällungsk̈orper vonKH ist, folgt aus
[CR81, (7.9).(i)], dassĴ = K̂ ⊗

K
J und K̂H/ Ĵ ∼= K̂ ⊗

K
(KH/J) ist.

Wir zeigen zun̈achst die Existenz eines Idempotentse′ ∈ KH mit e′ K̂H ∼= êK̂H als K̂H -Rechts-
moduln.
Da KH endlich-dimensional ist, ist es als artinscher Ring semiperfekt und damit insbesondere semi-
lokal (d.h., dassKH/J halbeinfach und artinsch ist, sieheII.(5.5)), dasselbe gilt f̈ur K̂H . Deswegen
ist derK̂H/ Ĵ-Modul êK̂H/ rad(êK̂H)mit LemmaII.(5.3) isomorph zum Rechtsideal̂f · (K̂H/ Ĵ)
für ein Idempotentf̂ ∈ K̂H/ Ĵ.
Aber K ist Zerf̈allungsk̈orper f̈ur die AlgebraKH/J. Also gibt es ein Idempotentf ′ ∈ KH/J mit
f̂ · (K̂H/ Ĵ) ∼= f ′ · (K̂H/ Ĵ) (siehe [CR62, (29.21)]). DaKH semiperfekt ist, l̈asst sichf ′ zu einem
Idempotente′ ∈ KH heben. Nach PropositionII.(4.2) folgt, dassêK̂H ∼= e′ K̂H ist, und wir haben
e′ gefunden.
Dann ist aber auch(1−e′)K̂H ∼= (1− ê)K̂H , daK̂H endlich-dimensional ist (siehe Krull-Schmidt-
Azumaya [CR81, (6.12)] oder TheoremII.(5.9)). Daher gibt es nach [CR81, Exercise 6.14] eine Ein-
heitu ∈ K̂H mit ê= ue′u−1.
Wir approximieren nunu in K̂H so gut durch einv ∈ KH , dass erstensv auch (inKH !) invertierbar
ist und zweitensv · e′ · v−1

∈ KH immer noch so nah an̂e liegt, dass es nicht nur in̂OH und damit
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in KH ∩ ÔH ⊆ H liegt, sondern auch noch die Behauptung des Theorems erfüllt. Dazu benutzen
wir die Eigenschaften von Topologien, die durch additive Normen definiert sind (siehe Proposition
II.(2.9)):
Sei 06 g ∈ G aus den Voraussetzungen gegeben. Zunächst gibt es eing1 ∈ G, so dass jedesv ∈ K̂H
mit

∥∥v − u
∥∥ > g1 in K̂H invertierbar ist (siehe PropositionII.(2.9)). Weiter ist wegen der Stetigkeit

der Multiplikation und Inversion inK̂H die Abbildungv 7→ ve′v−1 stetig (siehe PropositionII.(2.9)).
Also gibt es eing2 ∈ G, so dass f̈ur

∥∥u− v
∥∥ > g2 auch

∥∥ê− ve′v−1
∥∥ = ∥∥ue′u−1

− ve′v−1
∥∥ > g ist.

Da KH in K̂H dicht liegt (sieheII.(3.12)undII.(3.7)), können wir nun einv ∈ KH wählen, f̈ur das∥∥u− v
∥∥ > max{g1, g2} ist. Dann istv genau wieu invertierbar, zun̈achst inK̂H , da aber daraus nach

LemmaII.(2.8) folgt, dass die Determinante vonv in der regul̈aren Darstellung auf̂KH ungleich
Null ist, gilt dasselbe auch inKH und es folgt, dassv auch inKH invertierbar ist. Außerdem ist∥∥ê− ve′v−1

∥∥ > g. Wir setzene := ve′v−1.
Da v unde′ in KH liegen, gilt dies auch f̈ur e. Da aberg größer oder gleich 0 ist, ist

∥∥ê− e
∥∥ > 0,

also liegt nach PropositionII.(2.9) auche in ÔH und damit inH . �

(6.2) Proposition (Semiperfekte Ordnungen über Bewertungsringen)
Es sei (O, K ,G, ν,O) ein Bewertungssystem, H eine O-Ordnung und die Konstantenerweiterung
KH zerfalle über K . Das maximale Ideal von O sei mit m =

{
x ∈ O

∣∣ ν(x) > 0
}

bezeichnet. Die
Vervollständigung von O bezüglich ν sei mit Ô bezeichnet.
Für die Vervollständigung Ĥ ∼= ÔH (vergleiche Proposition II.(3.12)) gelte, dass sich Idempotente
von ÔH/m̂ÔH nach ÔH heben lassen, wobei m̂ das maximale Ideal des Bewertungsrings Ô ist.
Dann ist H semiperfekt.

Bemerkung: Hier muss man explizit voraussetzen, dass sich Idempotente nach Vervollständigung
heben lassen, daν eine nicht-diskrete Bewertung sein kann. In diesem Fall kann man nämlich nicht
direkt TheoremII.(4.3) anwenden, da die Topologie in̂OH nicht durch ein Ideal inÔH definiert ist.

Beweis:Es sei wie in PropositionII.(3.7) mit K̂ der Quotientenk̈orper vonÔ bezeichnet undν auf Ô
und K̂ fortgesetzt. Dann ist̂O der Bewertungsring in̂K zur fortgesetzten Bewertungν (siehe wieder
PropositionII.(3.7)). Wie in TheoremII.(2.3) definieren wir mitν durch Wahl einer Basis inH eine
additive Norm

∥∥ − ∥∥ auf H (und den Konstantenerweiterungen). Es istmH =
{
h ∈ H

∣∣ ∥∥h
∥∥ > 0

}
undm̂ÔH =

{
h ∈ ÔH

∣∣ ∥∥h
∥∥ > 0

}
(siehe DefinitionII.(2.6) mit T := {g ∈ G | g > 0} ∪ {∞}).

Wegen PropositionII.(5.10)bleibt zu zeigen, dass sich Idempotente vonH/mH nachH heben lassen.
Sei also f ein Idempotent inH/mH . Wir betrachten ein beliebiges Elementf ∈ H , dasüber f
liegt. Es ist ein Idempotent

”
modulomH“:

∥∥ f 2
− f

∥∥ > 0. Fassen wirf als Element vonÔH auf, so

können wir nach Voraussetzung ein Idempotentê∈ Ĥ finden mit f − ê∈ m̂ÔH , also
∥∥ f − ê

∥∥ > 0.
Da K Zerfällungsk̈orper f̈ur KH ist, können wir nun den Idempotente-VerbesserungssatzII.(6.1)
verwenden, um ein Idempotente ∈ H mit

∥∥e− ê
∥∥ > g zu finden f̈ur irgendeing > 0. Dann ist aber

wegen
∥∥e− ê

∥∥ > 0 und
∥∥ê− f

∥∥ > 0 auch
∥∥e− f

∥∥ > 0, alsoe− f ∈ mH unde liegt über dem
urspr̈unglichen f . �

(6.3) Korollar (Ordnungen über diskreten Bewertungsringen sind semiperfekt)
Es sei (O, K ,Z, ν,O) ein Bewertungssystem, also ν eine diskrete Bewertung. Es sei H eine O-
Ordnung und K Zerfällungskörper für die Konstantenerweiterung KH . Dann ist H semiperfekt.

Beweis: Das maximale Ideal vonO sei mit m bezeichnet. Es seîO die Vervollsẗandigung vonO
bez̈uglich derν-adischen Topologie und̂m die vonm. Wir benutzen PropositionII.(6.2), es bleibt zu
zeigen, dass sich Idempotente vonÔH/m̂ÔH nachÔH heben lassen.
Die MengeT :=

{
t ∈ Z ∪ {∞}

∣∣ t > 0
}

ist archimedisch und̂mÔH = I ÔH
T wegen Proposition

II.(2.6), also folgt die Behauptung aus PropositionII.(4.5). �



Kapitel III

Der Polynomring über Z

Dieses Kapitel beginnt mit einem Abschnitt, in dem die Primideale im PolynomringüberZ und im
Ring der Laurent-PolynomëuberZ klassifiziert werden. Danach wird unter gewissen Voraussetzung-
en für eine Primidealkette in einem Ring eine additive Bewertung konstruiert, die insofern angepasst
ist, als im zugeḧorigen Bewertungsring ebenfalls eine Primidealkette existiert, dieüber der urspr̈ung-
lichen liegt. Dies erm̈oglicht, im Quotientenk̈orper eine entsprechende Kette von ineinander enthal-
tenen Bewertungsringen zu definieren. Als Letztes wird noch gezeigt, dass Ordnungenüber diesen
Bewertungsringen semiperfekt sind.
All diese Konstruktionen werden bei der Umformulierung der James-Vermutung in KapitelVII be-
nutzt.

III.1 Primideale von Z[v]

Im ganzen Abschnitt seiv eine Unbestimmte undZ[v] der Polynomring̈uber dem RingZ der ganzen
Zahlen. Zun̈achst wollen wir uns einen̈Uberblicküber das Spektrum vonZ[v] verschaffen.

(1.1) Definition (Inhalt von Polynomenüber Q, vgl. [Jac74, 2.16])
Der Inhalt eines Polynoms ausZ[v] ist der (positive) gr̈oßte gemeinsame Teiler der Koeffizienten und
Polynome mit Inhalt 1 heißenprimitiv . Wir definieren f̈ur ein Polynomp ∈ Q[v] seinenInhalt als
dasjenige positive Elementγ ∈ Q, für dasp/γ ein primitives Polynom inZ[v] ist (vgl. [Jac74, 2.16,
Lemma 1]). Der Inhalt ist eindeutig bestimmt.

(1.2) Proposition (Primideale von Z[v])
Der Polynomring Z[v] hat die folgenden Primideale:

(i) Das Nullideal {0}.

(ii) Die Ideale qZ[v], wobei q ein in Z[v] irreduzibles Polynom mit Inhalt 1 ist.

(iii) Die Ideale `Z[v], wobei ` ∈ N eine Primzahl ist.

(iv) Die Ideale `Z[v] + pZ[v], wobei ` ∈ N eine Primzahl und p ein normiertes, in Z[v] irredu-
zibles Polynom ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] → F`[v] irreduzibel
ist.

Die Krull-Dimension von Z[v] ist 2, alle Primidealketten maximaler Länge sind entweder von der
Form {0} ( `Z[v] ( `Z[v] + pZ[v] für eine Primzahl ` ∈ N und ein Polynom p wie in (iv) oder
von der Form {0} ( qZ[v] ( `Z[v] + pZ[v] für ein Primideal qZ[v] wie in (ii) und ein Primideal
`Z[v] + pZ[v] wie in (iv).

Beweis:Die Primideale lassen sich zunächst unterteilen nach der Charakteristik des Restklassenring-
es. Anders gesagt, man kann den Schnitt mit dem TeilringZ betrachten: Seip G Z[v] ein Primideal.

43
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Dann ist der Schnittp∩Z ein Primideal inZ, also entweder das Nullideal oder ein Ideal, das von einer
rationalen Primzahl̀ erzeugt wird.
Wir betrachten zun̈achst den Fall, dass der Restklassenring Charakteristik 0 hat, dass alsop∩Z = {0}
ist. Dann k̈onnen wir n̈amlich die Lokalisierung des RingesZ[v] an der multiplikativ abgeschlossenen
TeilmengeS := Z \ {0} betrachten, diese ist isomorph zuQ[v], dem Polynomring̈uber den rationalen
Zahlen. Wir k̈onnen nun alle Primideale vonZ[v], die S nicht schneiden, bestimmen, indem wir die
Primideale vonQ[v] bestimmen und

”
zurückschneiden“ (siehe z.B. [AM69, Proposition 3.11]).

Da aberQ[v] als Polynomring in einer Unbestimmtenüber einem K̈orper ein Hauptidealring ist, wird
jedes Primideal von einem irreduziblem Polynomq ∈ Q[v] erzeugt. Wir k̈onnen ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, dassq Koeffizienten inZ hat und Inhalt 1. F̈ur ein beliebiges Element
g ∈ Z[v] ∩ qQ[v], also beispielsweiseg = qh mit h ∈ Q[v], ist dann nach dem Gaußschen Lemma
(siehe z.B. [Jac74, 2.16, Lemma 2]) der Inhalt vong gleich dem Inhalt vonh, also isth auch inZ[v]
und der Schnitt vonp mit Z[v] ist das HauptidealqZ[v].
Ebenfalls mit dem Gaußschen Lemma folgt, dass jedes inZ[v] irreduzible Polynom auch inQ[v]
irreduzibel ist, also sind alle in (ii) aufgeführten Ideale Primideale vonZ[v]. Damit ist bewiesen, dass
in (i) und (ii) sämtliche Primideale vonZ[v] aufgef̈uhrt sind, deren Restklassenring Charakteristik 0
hat.
Wir betrachten nun den Fall, dass der Restklassenring Charakteristik` hat, wobeì ∈ N eine Primzahl
ist. Der kanonische Epimorphismusϕ : Z → F` lässt sich koeffizientenweise auf den Polynomring
fortsetzen:ϕ : Z[v] → F`[v]. Der Kern vonϕ besteht aus den Polynomen, deren sämtliche Koef-
fizienten durch̀ teilbar sind, ist also gleich dem Hauptideal, das von` erzeugt wird. Nach [AM69,
Kapitel I] stehen die Primideale vonZ[v], die `Z[v] enthalten, in 1-1-Korrespondenz zu denjenigen
vonF`[v].
Jedes Primideal außer dem Nullideal im HauptidealringF`[v] lässt sich von einem irreduziblen Po-
lynom p̄ erzeugen, das wir ohne Einschränkung normiert ẅahlen k̈onnen. Das Urbild eines solchen
Ideals p̄F`[v] unter dem kanonischen Epimorphismus besteht dann aus allen Polynomeng ∈ Z[v],
deren Reduktion modulògleich einem Vielfachen von̄p ist. Anders ausgedrückt bedeutet das, dass
ϕ−1( p̄F`[v]) = `Z[v] + pZ[v] ist, wobei p ein beliebigesUrbild von p̄ ist. Dieses Urbild k̈onnen
wir ohne Einschr̈ankung normiert und von gleichem Grad wiep̄ wählen. Ein normiertes Polynom
p ∈ Z[v], dessen Reduktion modulòirreduzibel ist, muss aber selbst irreduzibelüberZ sein.
Damit ist bewiesen, dass in (iii) und (iv) alle Primideale vonZ[v] aufgef̈uhrt sind, deren Restklassen-
ring positive Charakteristik hat.
Die Bemerkungen̈uber die Krull-Dimension und Primidealketten folgen sofort aus der Klassifikation
der Primideale. �

(1.3) Korollar (Primideale von Z[v, v−1])
Der Ring Z[v, v−1

] der Laurent-Polynome über den ganzen Zahlen hat die folgenden Primideale:

(i) Das Nullideal {0}.

(ii) Die Ideale qZ[v, v−1
], wobei q ein in Z[v] irreduzibles Polynom ungleich ±v mit Inhalt 1 ist.

(iii) Die Ideale `Z[v, v−1
], wobei ` ∈ N eine Primzahl ist.

(iv) Die Ideale `Z[v, v−1
] + pZ[v, v−1

], wobei ` ∈ N eine Primzahl und p ein normiertes, in
Z[v] irreduzibles Polynom ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] → F`[v]
in F`[v] irreduzibel und ungleich v ist.

Beweis:Der Laurent-PolynomringZ[v, v−1
] ist die Lokalisierung des PolynomringsZ[v] an der mul-

tiplikativ abgeschlossenen TeilmengeS :=
{
vk
∣∣ k ∈ N \ {0}

}
. Wir müssen also nur zeigen, dass die

einzigen Primideale vonZ[v], die nicht-leeren Schnitt mitShaben,vZ[v] und`Z[v]+vZ[v] für eine
beliebige Primzahl̀ ∈ N sind.
Ist qZ[v] ein Ideal aus (ii) in PropositionIII.(1.2), alsoq ein in Z[v] irreduzibles Polynom mit Inhalt
1, so ist nur dann eine Potenz vonvk in qZ[v], wennq selbst ein Teiler vonvk ist. Das kommt — da
q irreduzibel ist — nur in den F̈allenq = ±v vor, die explizit ausgeschlossen sind.
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Ist p := `Z[v] + pZ[v] ein Ideal aus (iv) in PropositionIII.(1.2), so ist p ein normiertes, inZ[v]
irreduzibles Polynom, dessen Bild unter der kanonischen Abbildungϕ : Z[v] → F`[v] irreduzibel in
F`[v] ist. Dieses Idealp entḧalt genau dann eine Potenz vonv, wenn sein Bildϕ(p) eine Potenz von
v entḧalt. Dies ist aber wie oben nur dann der Fall, wennϕ(p) selbst eine Potenz vonv ist. Weilϕ(p)
irreduzibel und normiert ist, trifft dies aber nur für den Fall zu, der explizit ausgeschlossen ist. �

III.2 Primidealketten und nicht-diskrete Bewertungen

Das folgende Lemma wird nur für den Beweis des darauffolgenden Theorems gebraucht.

(2.1) Lemma (Existenz diskreter Bewertungen)
Es sei R ein noetherscher Integritätsbereich, K = Quot(R) sein Quotientenkörper und p G R ein
Primideal der Höhe 1. Zusätzlich sei entweder vorausgesetzt, dass

(a) p = πR ein Hauptideal ist, oder, dass

(b) der Ring R ganz-abgeschlossen in K ist.

Dann ist die Lokalisierung Rp ein diskreter Bewertungsring und es gibt eine eindeutig bestimmte, ad-
ditive, diskrete Bewertung νp : K → Z∪{∞}mit Wertegruppe Z, so dass Rp =

{
x ∈ K

∣∣ νp(x) > 0
}

ist. Es gilt νp(x) > 0 für alle x ∈ R und p =
{
x ∈ R

∣∣ νp(x) > 0
}
.

Im Fall (a) ist νp(π) = 1 und es gilt für alle x ∈ R mit νp(x) = n > 0, dass x ∈ pn ist und
π−n
· x ∈ R \ p ist.

Beweis:Die LokalisierungRp ist wie R ein noetherscher Integritätsbereich (vgl. [Mat86, 4.1]) und
außerdem lokal. Dap in R die Höhe 1 hat, istRp eindimensional. Unter der Voraussetzung (a) ist das
maximale IdealpRp von Rp genau wiep vom Elementπ ∈ R erzeugt. Damit sind die Voraussetz-
ungen von [Mat86, 11.2.(3)] erf̈ullt. Unter der Voraussetzung (b) folgt mit [Mat86, §9, Example 3],
dassRp ebenfalls ganz-abgeschlossen inK ist, so dass die Voraussetzungen von [Mat86, 11.2.(4)]
erfüllt sind (man beachte, dass in diesem Fall die Definition von

”
normal“ bei Matsumura mit

”
ganz-

abgeschlossen“̈ubereinstimmt). In beiden Fällen folgt mit [Mat86, 11.2], dassRp ein diskreter Be-
wertungsring ist.
Wie in [Mat86, §10] erkl̈art, entspricht dem diskreten BewertungsringRp eine additive Bewertung
νp : K → Z ∪ {∞} mit WertegruppeZ (d.h.νp ist surjektiv). Unter allen̈aquivalenten Bewertungen
mit BewertungsringRp wird νp durch diese Voraussetzung eindeutig bestimmt.
WegenR ⊆ Rp folgt νp(x) > 0 für alle x ∈ R. Da Rp die Lokalisierung vonR bei p ist, gilt
p = R∩ pRp, so dass alsop =

{
x ∈ R

∣∣ νp(x) > 0
}

ist.
Im Fall (a) ist — wie oben erẅahnt — das maximale IdealpRp von Rp gleichπRp. Da ν surjektiv
ist, gibt es einx ∈ K mit ν(x) = 1 und diesesx ist nicht nur im BewertungsringRp, sondern auch in
dessen maximalem IdealpRp. Da dieses aber — wie oben erwähnt — vom Elementπ erzeugt wird,
folgt sofort, dass im Fall (a) das Elementπ den Wert 1 hat.
Es bleibt zu zeigen, dass für allex ∈ R mit νp(x) = n > 0 gilt, dassx ∈ pn liegt undπ−n

· x ∈ R \ p

ist.
Sei alsox ∈ R undνp(x) = n > 0 für einn ∈ N. Dann istx von der Formπn

· y mit einemy ∈ Rp.
Das Elementy ist von der Forma/b mit a ∈ R undb ∈ R\p. Also istx ·b = πna. Dap ein Primideal
von R ist, folgt, dassx ∈ p = πR ist. Also istπ−1

· x ∈ R und wir erhalten(π−1
· x) · b = πn−1

· a,
welches wieder eine Gleichung inR ist. Induktiv zeigt man so, dassx in R durchπn teilbar ist, also
im Idealπn R liegt. Wärex ∈ πn+1R= pn+1, dann ẅareνp(x) > n. Also istπ−n

· x /∈ πR. �
Bemerkung: Es gilt πn R =

{
x ∈ R

∣∣ νp(x) > n
}

für n ∈ N. Daraus folgt sofort, dass im Fall (a)
die Gleichungπn R = R∩ πn Rp gilt. Die Inklusion

”
⊆“ ist klar und die Inklusion

”
⊇“ wurde oben

gezeigt.
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(2.2) Theorem (Bewertung, die an eine Primidealkette angepasst ist)
Es sei A ein noetherscher Integritätsbereich, der ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkörper K
ist und 0 = p0 ( p1 ( p2 ( · · · ( pk ( A eine aufsteigende Kette von Primidealen von A, so dass
pi für 1 6 i 6 k von der Höhe i ist. Zusätzlich sei für 1 6 i < k das Höhe-1-Primideal pi /pi−1 in
A/pi−1 ein Hauptideal und A/pk−1 ganz-abgeschlossen in Quot(A/pk−1).
Dann gibt es eine additive Bewertung ν : A→ Zk

∪ {∞}, so dass für 1 6 i 6 k gilt:

pi =
{
x ∈ A

∣∣ ν(x) > 0 und eine der ersten i Komponenten von ν(x) ist ungleich 0
}
. (III.1)

Eine Möglichkeit für ν wird im Beweis explizit konstruiert.

Bemerkungen:

• Die abelsche Gruppe(Zk,+) sei lexikographisch geordnet, so dass also für a,b ∈ Zk genau
danna < b gilt, wenn die erste nicht-verschwindende Komponente vonb − a positiv ist.
Zus̈atzlich seia <∞ für allea ∈ Zk.

• Durch die ProjektionZk � Zi auf die ersteni Komponenten erḧalt man f̈ur 1 6 i 6 k − 1
jeweils eine additive Bewertungνi : A→ Zi

∪ {∞}, so dasspi =
{
x ∈ A

∣∣ νi (x) > 0
}

ist.

Beweis:Wir bezeichnen f̈ur 1 6 i 6 k den QuotientenA/pi−1 mit Ai und das Ḧohe-1-Primideal
pi /pi−1 in Ai mit qi . Es ist alsoAi+1

∼= Ai /qi für 1 6 i < k. Nach Voraussetzung sind dieqi für
1 6 i < k Hauptideale, sie seien jeweils vom Elementπi ∈ Ai erzeugt.
Natürlich setzen wirν(0) := ∞. Ansonsten erfolgt die Definition vonν induktiv, wobei wir in jedem
der Schritte 1 bisk einmal LemmaIII.(2.1) anwenden:
Es sei 06= x1 ∈ A = A1 gegeben (der Index 1 steht hier aus systematischen Gründen).
Für die erste Komponente vonν wenden wir das Lemma aufR := A = A1 und das Primideal
p := p1 = q1 an. Die Lokalisierung vonA1 beiq1 ist also ein diskreter Bewertungsring, die zugehörige
Bewertungνq1 aus dem Lemma ergibt die erste Komponente vonν. Wir setzen alsoν(x1)1 := νq1(x1).
Da wir im Fall (a) des Lemmas sind, folgt, dass wirπ1 abdividieren k̈onnen, es ist also

π
−νq1(x1)

1 · x1 ∈ A1 \ q1.

Wir betrachten dieses Element nun moduloq1, also inA2, und setzen

0 6= x2 := π
−νq1(x1)

1 · x1+ q1 ∈ A1/q1
∼= A2.

Für die i -te Komponente vonν (2 6 i < k) wenden wir das Lemma aufR := Ai und das Primideal
p := qi an. Die Lokalisierung vonAi bei qi ist also ein diskreter Bewertungsring, die zugehörige
Bewertungνqi aus dem Lemma ergibt diei -te Komponente vonν. Wir setzen alsoν(x1)i := νqi (xi ).
Da wir im Fall (a) des Lemmas sind, folgt, dass wirπi abdividieren k̈onnen, es ist also

π
−νqi (xi )

i · xi ∈ Ai \ qi .

Wir betrachten dieses Element nun moduloqi , also inAi+1, und setzen

0 6= xi+1 := π
−νqi (xi )

i · xi + qi ∈ Ai /qi
∼= Ai+1.

Für die k-te Komponente vonν wenden wir das Lemma aufR := Ak und das Primidealp := qk

an. Hier sind wir im Fall (b) des Lemmas. Die Lokalisierung vonAk bei qk ist also ein diskreter
Bewertungsring, die zugehörige Bewertungνqk aus dem Lemma ergibt diek-te Komponente vonν.
Wir setzen also

ν(x1)k := νqk(xk).

Da aber die Induktion hier endet, ist auch kein weiteres Abdividieren erforderlich.
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Die Wohldefiniertheit dieser Konstruktion ist klar. Sie hängt allerdings von der Wahl der Hauptideal-
erzeugerπi für 1 6 i < k ab. Als n̈achstes wird gezeigt, dassν eine additive Bewertung ist.
Nach Definition istν(x1) = ∞ genau dann, wennx1 = 0 ist, für x1 6= 0 ist in der Induktion geẅahr-
leistet, dass alle Zwischenergebnissexi ungleich 0 sind.
Die anderen Eigenschaften einer additiven Bewertung kommen aus der Konstruktion und den Eigen-
schaften der verwendeten diskreten Bewertungen. Es seien also 06= x1, y1 ∈ A gegeben, wir setzen
z1 := x1 · y1 und argumentieren wieder induktiv:
Für die erste Komponente vonν folgt ν(z1)1 = ν(x1)1 + ν(y1)1 direkt aus den Eigenschaften der
diskreten Bewertungνq1. Es wird nun f̈ur x2, y2 und z2 ausx1, y1 bzw. z1 die Zahlπ1 so oft wie
möglich abdividiert. Da aberν(z1)1 = ν(x1)1+ ν(y1)1 ist, gilt

z2 = π
−νq1(z1)

1 · z1+ q1 = (π
−νq1(x1)

1 · x1+ q1) · (π
−νq1(y1)

1 · y1+ q1) = x2 · y2 ∈ A1/q1
∼= A2.

Es sei nun bereitsν(z1)j = ν(x1)j + ν(y1)j für 1 6 j 6 i − 1 undzi = xi · yi bewiesen. F̈ur die i -te
Komponente vonν folgt nunν(z1)i = ν(x1)i + ν(y1)i direkt aus der entsprechenden Eigenschaft von
νqi , daν(z1)i = νqi (zi ) undν(x1)i = νqi (xi ) undν(y1)i = νqi (yi ) ist. Für i < k wird nun wieder aus
xi , yi undzi in Ai die Zahlπi so oft wie m̈oglich abdividiert, wieder gilt aber

zi+1 = π
−νqi (zi )

i · zi + qi = (π
−νqi (xi )

i · xi + qi ) · (π
−νqi (yi )

i · yi + qi ) = xi+1 · yi+1 ∈ Ai /qi
∼= Ai+1.

Damit istν(z1) = ν(x1 · y1) = ν(x1)+ ν(y1) für beliebige 06= x1, y1 ∈ A gezeigt.
Es sei nun f̈ur den Nachweis der Minimumsungleichungs1 := x1+y1. Wir können ohne Beschränkung
der Allgemeinheitν(x1) 6 ν(y1) annehmen und unterscheiden die beiden Fälle ν(x1) = ν(y1) und
ν(x1) < ν(y1).
Ist ν(x1) = ν(y1), so werden zur Konstruktion derxi undyi für 2 6 i 6 k jeweils dieselben Potenzen
vonπi abdividiert und es giltνqi (xi ) = νqi (yi ) für 1 6 i 6 k. Wir betrachten nun die Konstruktion
von ν(s1). In der ersten Komponente kann entwederν(s1)1 > ν(x1)1 sein, woraus wegen der lexi-
kographischen Ordnung sofortν(s1) > ν(x1) folgt, oder es kannν(s1)1 = ν(x1)1 sein. In diesem
Fall wird aber zur Konstruktion vons2 dieselbe Potenz vonπ1 von s1 abdividiert wie beix1 und y1.
Also ist s2 = x2+ y2. Betrachten wir nun die weiteren Komponenten, so folgt, dass jeweils entweder
ν(s1)i > ν(x1)i und damitν(s1) > ν(x1) gilt und weitere Komponenten uninteressant sind, oder dass
ν(s1)i = ν(x1)i ist und damit auchsi+1 = xi+1+ yi+1 ist.
Ist ν(x1) < ν(y1), so gibt es eine kleinste Komponentei , in derν(x1)i < ν(y1)i ist. Bis vor dieser
Komponente greift die Argumentation aus dem letzten Absatz. Ist für 1 6 j < i nochν(s1)j = ν(x1)j ,
dann folgt daraussi = xi + yi . Nun folgt aber ausν(x1)i < ν(y1)i und LemmaII.(1.6).(iii), dass
ν(s1)i = ν(x1)i ist. Dann ist aber (wenni < k ist)

si+1 = π
−νqi (si )

i · si + qi = (π
−νqi (xi )

i · xi + π
−νqi (xi )

i · yi )+ qi = xi+1 ∈ Ai /qi
∼= Ai+1,

weil π
−νqi (xi )

i · yi ∈ qi ist. Also istsi+1 = xi+1 und damit auchν(s1) = ν(x1).
Damit ist gezeigt, dassν eine Bewertung ist.
Es bleibt, den Zusammenhang vonν mit der Primidealkette in GleichungIII.1 zu zeigen. Nach Kon-
struktion liegt einx1 ∈ A genau dann inp1 = q1, wennν(x1)1 > 0 ist. Damit ist GleichungIII.1 für
i = 1 bewiesen, also

p1 =
{
x1 ∈ A

∣∣ ν(x1) > 0 und die erste Komponente vonν(x1) ist ungleich 0
}
.

Für i > 1 argumentieren wir wieder induktiv: Es sei 1< j 6 k und GleichungIII.1 bereits bis
1 6 i < j bewiesen. F̈ur x1 ∈ pj−1 ( pj ist dann bereits bewiesen, dassν(x1) > 0 ist und mindestens
eine der Komponenten vor derj -ten ungleich 0 ist. F̈ur x1 /∈ pj−1 ist dann aber ebenfalls bereits
bewiesen, dass die erstenj − 1 Komponenten alle gleich 0 sind. Also ist in der obigen Konstruktion
xj = x1 + pj−1 ∈ Aj = A/pj−1. Dann ist aber diej -te Komponente nach Definition genau dann
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größer als 0, wennxj ∈ qj = pj /pj−1 ist, wasäquivalent zux1 ∈ pj ist. Also ist GleichungIII.1 für
i = j und damit auch induktiv f̈ur alle i 6 k bewiesen. �

Es folgt nun ein Beispiel zur Anwendung dieses Theorems auf den PolynomringZ[v]:

(2.3) Korollar (Zweistufige Bewertungen auf Z[v, v−1])
Es sei ` ∈ N eine Primzahl und v eine Unbestimmte. Weiter sei p = `Z[v, v−1

] + pZ[v, v−1
]

das von p und ` erzeugte Höhe-2-Primideal von Z[v, v−1
], wobei p ein normiertes, irreduzibles

Polynom aus Z[v] ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] � F`[v] irreduzibel in
F`[v] und ungleich v ist. Außerdem sei q ∈ Z[v] ein irreduzibles Polynom ungleich ±v mit Inhalt
1, das in p enthalten ist. Wir bezeichnen das von q erzeugte Höhe-1-Primideal mit q, wir haben
also die Primidealkette 0 ( q ( p in Z[v, v−1

]. Es sei Z[v, v−1
]/q ganz-abgeschlossen in seinem

Quotientenkörper.
Dann gibt es eine nicht-diskrete Bewertung ν : Z[v, v−1

] → Z × Z ∪ {∞} (mit lexikographischer
Ordnung auf Z× Z), so dass

q =
{
h ∈ Z[v, v−1

]
∣∣ ν(h) > (1,0)

}
, p =

{
h ∈ Z[v, v−1

]
∣∣ ν(h) > (0,0)

}
und ν(q) = (1,0)

gelten und es ein x ∈ p mit ν(x) = (0,1) gibt. Ist ∞ 6= ν(h) = (ν(h)1, ν(h)2), dann lassen sich die
beiden Komponenten ν(h) zum Beispiel durch folgende Eigenschaften bestimmen:

h ∈ qν(h)1 \ qν(h)1+1
⊆ Z[v, v−1

] und ν(h)2 = νp/q
(
q−ν(h)1 · h+ q

)
, (III.2)

wobei νp/q die diskrete Bewertung zum diskreten Bewertungsring (Z[v, v−1
]/q)p/q mit Wertegruppe

Z ist.

Beweis:Wir wenden TheoremIII.(2.2) auf A := Z[v, v−1
] und die Primidealkette 0( q ( p an.

Die Höhen der Ideale stimmen, das erste Primidealq ist ein Hauptideal undZ[v, v−1
]/q ist nach

Voraussetzung ganz-abgeschlossen in Quot(Z[v, v−1
]/q).

Die Konstruktion im Theorem ist genau durch die in GleichungIII.2 angegebenen Eigenschaften be-
schrieben: F̈ur die erste Komponente vonν(h) wird gez̈ahlt, wie oftq in h aufgeht und f̈ur die zweite
Komponente vonν(h) wird — nach Abdividieren vonq — im QuotientenZ[v, v−1

]/q die Bewertung
zum diskreten Bewertungsring(Z[v, v−1

]/q)p/q genommen. Die in KorollarIII.(2.3) angegebene Ver-
bindung zuq bzw. zup ergibt sich aus dem Theorem, daν nach Konstruktion aufZ[v, v−1

] nur Werte
in (N ∪ {0})× (N ∪ {0}) annimmt.
Die Gleichungν(q) = (1,0) ergibt sich aus der Konstruktion (und natürlich der Wahl der diskreten
Bewertung im Lemma) und die Existenz eines Elementsx ∈ p mit ν(x) = (0,1) kommt von der Wahl
der diskreten Bewertung im QuotientenZ[v, v−1

]/q im Lemma. �

Insbesondere lässt sich vorstehendes Korollar auf den Fall anwenden, dass` eine rationale Primzahl
undq = ϕe dase-te Kreisteilungspolynom für eine> 1 ist:

(2.4) Korollar (Anwendung auf Kreisteilungspolynome)
Es sei ` ∈ N eine Primzahl, v eine Unbestimmte, 1< e∈ N und ϕe das e-te Kreisteilungspolynom im
Polynomring Z[v]. Weiter sei q := ϕeZ[v, v−1

] das von ϕe in Z[v, v−1
] erzeugte Höhe-1-Primideal.

Es sei ψ : Z[v] � F`[v] die kanonische Abbildung, p̄ ∈ F`[v] ein normierter, irreduzibler Faktor
von ψ(ϕe) in F`[v] und p ∈ Z[v] ein normiertes ψ-Urbild von p̄. Dann ist p̄ 6= v, da ϕe in Z[v] ein
Teiler von ve

− 1 ist und damit auch p̄ in F`[v] ein Teiler von ve
− 1 ist.

Das Primideal `Z[v, v−1
] + pZ[v, v−1

] sei mit p bezeichnet, es ist von der Höhe 2 enthält q. Wir
haben also die Primidealkette

0 ( q = ϕeZ[v, v−1
] ( p = `Z[v, v−1

] + pZ[v, v−1
].

Der Quotient Z[v, v−1
]/q ist isomorph zum Ganzheitsring Z[ζe] des Kreisteilungskörpers Q(ζe),

wobei ζe eine primitive e-te Einheitswurzel ist. Also ist Z[v, v−1
]/q ganz-abgeschlossen in seinem

Quotientenkörper.
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Damit ist Korollar III.(2.3) anwendbar. Es gelten die dortigen Ausführungen. Insbesondere lässt sich
die dort konstruierte Bewertung ν : Z[v, v−1

] → Z×Z∪{∞}wie folgt beschreiben: Für h ∈ Z[v, v−1
]

gibt ν(h)1 ∈ N∪{0} an, wie oft h durch ϕe teilbar ist. Die zweite Komponente ν(h)2 von ν(h) ist dann
der Wert von ϕ−ν(h)1e · h+ ϕeZ[v, v−1

] ∈ Z[v, v−1
]/ϕeZ[v, v−1

] ∼= Z[ζe] in der diskreten Bewertung
mit Wertegruppe Z, die zum Primideal p/q G Z[v, v−1

]/ϕeZ[v, v−1
] gehört.

Beweis:Siehe Beweis zuIII.(2.3). �

Der Restklassenk̈orper des Bewertungsrings zur so konstruierten Bewertung lässt sich bestimmen:

(2.5) Proposition (Isomorphie von Restklassenkörpern)
Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Korollar III.(2.4).
Dann sind der Restklassenkörper k1 des Bewertungsrings O zur Bewertung ν in Q(v), der Restklas-
senkörper k2 der Lokalisierung Z[v, v−1

]p beim Höhe-2-Primideal p und der Restklassenkörper k3 des
diskreten Bewertungsrings (Z[v, v−1

]/q)p/q isomorph.

Beweis:Es seiO der Bewertungsring zur Bewertungν, alsoO :=
{
x ∈ Q(v)

∣∣ ν(x) > (0,0)
}

und
m :=

{
x ∈ Q(v)

∣∣ ν(x) > (0,0)
}

sein maximales Ideal.
Da die erste Komponente vonν die (diskrete) Bewertung ist, die inZ[v, v−1

] Teilbarkeit durchϕe

misst (bzw. im Sinne von LemmaIII.(2.1) zum Primidealq geḧort), istO′ :=
{
x ∈ Q(v)

∣∣ ν(x)1 > 0
}

ein diskreter Bewertungsring, dessen maximales Ideal gleichm′ :=
{
x ∈ Q(v)

∣∣ ν(x)1 > 0
}

ist. Es
gilt m′ ( m ( O ( O′, alle Inklusionen sind echt.
Der RingO′ ist gleich der LokalisierungZ[v, v−1

]q von Z[v, v−1
] beim Primidealq = ϕeZ[v, v−1

]

(siehe LemmaIII.(2.1)). Also istm′ = qq und wegenZ[v, v−1
]/q ∼= Z[ζe] ist Q(ζe) = Quot(Z[ζe]) ∼=

Quot(Z[v, v−1
]/q) ∼= (Z[v, v−1

]q)/(qq) = O′/m′ (Lokalisierung vertauscht mit Quotientenbildung,
siehe [Mat86, 4.2]).
Nun können wir aber [Mat86, 10.1] anwenden. Danach istm′ ein Primideal vonO und O/m′ ein
Bewertungsring im K̈orperO′/m′ mit maximalem Idealm/m′. Da aberO′/m′ ∼= Q(ζe) ist, istO/m′

darin gerade der diskrete Bewertungsring, der durch die zweite Komponente vonν gegeben ist. Also
ist (O/m′)/(m/m′) ∼= O/m = k1 isomorph zuk3.
Andererseits istk2 = Z[v, v−1

]p/pp
∼= Z[v, v−1

]/p ∼= (Z[v, v−1
]/q)/(p/q) = k3, wieder mit [Mat86,

4.2]. Damit sind alle Behauptungen bewiesen. �

Für gewisse Werte voǹunde lässt sich noch mehrüber den Restklassenkörper des Bewertungsrings
zur Bewertungν sagen:

(2.6) Proposition (Restklassenkörper ist F`)
Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Korollar III.(2.4). Gilt zusätzlich, dass ` ≡ 1 mode oder
e = ` ist, dann ist der Restklassenkörper des Bewertungsrings O zur Bewertung ν aus Korollar
III.(2.4) isomorph zu F`.

Bemerkung: Diese Situation wird sp̈ater bei einer Umformulierung der James-Vermutung auftreten.

Beweis:Wir betrachten den GanzheitsringZ[ζe]
∼= Z[v, v−1

]/q des Kreisteilungsk̈orpersQ(ζe) ∼=

Z[v, v−1
]q/qq. Wegen PropositionIII.(2.5) können wir so den Isomorphietyp des Restklassenkörpers

des Bewertungsrings zur Bewertungν bestimmen.
Aus ` ≡ 1 mode folgt zun̈achst, dasse ein Teiler von` − 1 ist, dass also im endlichen Körper
F` primitive e-te Einheitswurzeln existieren. Zusätzlich bedeutet dies nach [CR81, (4.34)+Beweis],
dassϕe modulo` in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfällt, dass das Hauptideal`Z[ζe] ein
Produkt aus paarweise verschiedenen Primidealen ist und dass deren Restklassenkörper (daZ[ζe] ein
Dedekindring ist, sind alle Primideale maximal) isomorph zuF` sind. Insbesondere ist also dasp̄
ausIII.(2.4) gleich v − q für eine primitivee-te Einheitswurzelq ∈ F` ist und dasp ausIII.(2.4)
von der Formv − a, wobeia ∈ Z Urbild von q unter der kanonischen AbbildungZ � F` ist. Also
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wird das Idealp = `Z[v, v−1
] + (v − a)Z[v, v−1

] unter der kanonischen AbbildungZ[v, v−1
] �

Z[v, v−1
]/q ∼= Z[ζe] auf das Ideal̄p = `Z[ζe] + (ζe− a)Z[ζe] abgebildet.

Im anderen Fall folgt ause = ` mittels [CR81, (4.38)], dass die Reduktion vonϕe modulo` gleich
(v − 1̄)e−1

∈ F`[v] ist, dass dasp ausIII.(2.4) ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit gleichv − 1
ist, dass das Bild̄p von p unter der kanonischen AbbildungZ[v, v−1

] � Z[v, v−1
]/q ∼= Z[ζe] gleich

(ζe− 1)Z[ζe] ist und dass der zūp diskrete BewertungsringZ[ζe]p̄ von Z[ζe] den Restklassenkörper
F` hat.
Also ist in beiden F̈allen der Restklassenkörper des diskreten Bewertungsrings(Z[v, v−1

]/q)p/q iso-
morph zuF`. Dies gilt nach PropositionIII.(2.5) dann auch f̈ur den Restklassenkörper vonO. �

III.3 Semiperfekte Ordnungen über Bewertungsringen inQ(v)

Semiperfektheit bedeutet im Wesentlichen (sieheII.(5.10)), dass man Idempotente heben kann. Für
Ordnungen̈uber vollsẗandigen, diskreten Bewertungsringen ist dies ein klassisches Resultat. Dass man
im Fall von diskreten Bewertungsringen ohne Vervollständigung auskommt, steht bereits in [CR81,
Example 6.16] und [Mül95, 3.4.1]. Neu an den Ergebnissen in diesem Abschnitt ist, dass Ordnungen
über gewissen nicht-diskreten Bewertungsringen semiperfekt sind.

(3.1) Voraussetzungen
Es sei(O, K ,Z × G, ν,O) ein Bewertungssystem (sieheII.(1.8)), wobei Z × G lexikographisch
geordnet sei. Es seip :=

{
x ∈ K

∣∣ ν(x) > (0,0)
}

das maximale Ideal des BewertungsringsO.

(3.2) Folgerungen/Bezeichnungen
Es gelten die Voraussetzungen aus III.(3.1). Wir bezeichnen die beiden Komponenten der Bewertung
ν mit ν1 : K → Z ∪ {∞} bzw. ν2 : K → G ∪ {∞}, so dass also ν(x) = (ν1(x), ν2(x)) ist für x 6= 0
und ν1(0) = ∞ = ν2(0). Dann ist ν1 eine diskrete Bewertung auf K . Es sei O′ der Bewertungsring
zu ν1, so dass also O ( O′ ( K gilt. Das maximale Ideal von O′ ist gleich q :=

{
x ∈ K

∣∣ ν1(x) > 0
}
,

es ist ein Primideal in O mit q ( p. Laut [Mat86, 10.1] ist dann O′ gleich der Lokalisierung Oq von
O beim Primideal q und R := O/q ist ein Bewertungsring in seinem Quotientenkörper

Quot(O/q) ∼= Oq/qq = O′/qq = O′/q

(das letzte Gleichheitszeichen gilt, da q das maximale Ideal von O′ ist).
Weil ν1 auf den Nebenklassen x + q ⊆ O′ \ q konstant gleich 0 ist, induziert ν2 auf O′/q eine
additive Bewertung, die wir ebenfalls mit ν2 bezeichnen. Es gilt ν2(r ) > 0 für alle r ∈ R. Da
andererseits ν2(x) < 0 für alle x ∈ O′ \ O gilt, ist R gleich dem Bewertungsring zur Bewertung ν2

auf Quot(R) ∼= O′/q. Das maximale Ideal von R ist deswegen gleich p := p/q.

(3.3) Theorem (Ordnung über Bewertungsring ist semiperfekt)
Es gelten die Voraussetzungen aus III.(3.1) und die Folgerungen und Bezeichnungen aus III.(3.2).
Weiter sei H eine O-Ordnung, so dass K Zerfällungskörper für die Konstantenerweiterung KH ist
und RH semiperfekt ist. Dann ist H semiperfekt.

Beweis:Wir benutzen PropositionII.(5.10), müssen also nur noch zeigen, dass wir Idempotente von
H/pH nachH heben k̈onnen.
Wie in TheoremII.(2.3) wählen wir eine beliebige, aber feste Basis vonH und erhalten damit aus
ν eine Norm

∥∥ − ∥∥ auf H mit Werten in(Z × G) ∪ {∞}. Es seienS, T ⊆ (Z × G) ∪ {∞} die
beiden nach oben abgeschlossenen TeilmengenS :=

{
(z, g) ∈ Z× G

∣∣ (z, g) > (0,0)
}
∪ {∞} und

T :=
{
(z, g) ∈ Z× G

∣∣ z> 0
}
∪ {∞}, wobei letztere laut BemerkungII.(1.16) sogar archimedisch

(vgl. Definition II.(1.14)) ist. Nach PropositionII.(2.6) gilt pH = I H
S undqH = I H

T , naẗurlich gilt
qH ( pH . Also haben wir die kanonischen Abbildungen

H // // H/qH ∼= RH // // H/pH ∼= RH/pRH .
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Es sei nune ∈ H/pH ∼= RH/pRH ein Idempotent. Dann ist zu zeigen, dass ein Idempotente ∈ H
existiert, das unter der kanonischen Abbildung aufe abgebildet wird.
Da RH nach Voraussetzung semiperfekt ist, folgt mit PropositionII.(5.10), dass es ein Idempotent
e∈ H/qH ∼= RH gibt, dasübere liegt. Um dieses wiederum̈uber den zweiten SchrittH � qH zu
heben, brauchen wir vorübergehend eine Vervollständigung.
Es seiÔ die Vervollsẗandigung vonO bez̈uglich der ν-adischen Topologie und̂K der Quotien-
tenk̈orper vonÔ. Nach PropositionII.(3.7) ist O ein Teilring vonÔ und K ein Teilkörper vonK̂
und ν lässt sich aufÔ und K̂ fortsetzen. Außerdem ist̂O der Bewertungsring der Fortsetzungν in
K̂ . Wir setzenq̂ := I Ô

T =
{
x ∈ Ô

∣∣ ν(x) ∈ T
}
. Damit ist q̂ ein Primideal vonÔ, das im maximalen

Ideal p̂ enthalten ist. Der RingR = O/q bettet in den RingÔ/q̂ ein, weilq der Kern der Abbildung
O ↪→ Ô � Ô/q̂ ist. Also ist auch die KonstantenreduktionRH ∼= H/qH in ÔH/q̂ÔH enthalten
und wir könnene als Element vonÔH/q̂ÔH auffassen.
Da T eine archimedische Teilmenge von(Z × G) ∪ {∞} ist, existiert nach PropositionII.(4.5) ein
Idempotentê ∈ ÔH , das unter der kanonischen Abbildung aufe ∈ ÔH/q̂ÔH abgebildet wird.
Dieses l̈asst sich aber mit Hilfe von TheoremII.(6.1) zu einem Idempotente ∈ H

”
verbessern“, f̈ur

das
∥∥e− ê

∥∥ > (1,0) ist. Ist nun f ∈ H ein beliebiges Element, das unter der kanonischen Abbildung
H → H/qH auf e abgebildet wird, dann ist

∥∥ê− f
∥∥ ∈ T , da ê unter der kanonischen Abbildung

ÔH � ÔH/q̂ÔH auf e abgebildet wird. Also ist
∥∥e− f

∥∥ > min
{∥∥e− ê

∥∥, ∥∥ê− f
∥∥} ∈ T unde

liegt übere und damit aucḧubere. �

(3.4) Theorem (Ordnung über Bewertungsring zu Primidealkette ist semiperfekt)
Es gelten die Voraussetzungen aus Theorem III.(2.2), ν sei die dort konstruierte Bewertung auf K
und O ⊆ K der Bewertungsring zu ν. Weiter sei H eine O-Ordnung, so dass K Zerfällungskörper
für KH und Quot(A/pi ) für 1 6 i < k jeweils Zerfällungskörper für Quot(A/pi )H . Dann ist H
semiperfekt.

Beweis:Die Behauptung folgt per Induktion̈uber die L̈angek der Primidealkette inIII.(2.2) mit Hilfe
von TheoremIII.(3.3): Im Fall k = 1 ist der BewertungsringO gleich der Lokalisierung vonA beim
Höhe-1-Primidealp1, also ein diskreter Bewertungsring. Damit istH nach KorollarII.(6.3) semiper-
fekt. Für k > 1 liefert TheoremIII.(3.3) genau den Induktionsschritt: Man spaltet mitG := Zk−1

den ersten Faktor inZk ∼= Z × G ab, dann ist die zweite Komponenteν2 der Bewertungν genau die
Bewertung, die mit TheoremIII.(2.2) für den RingA/p1 und die Primidealkette 0Gp2/p1G · · · Gpk/p1

der Längek − 1 konstruiert wird. Dadurch und durch die Voraussetzung mit den Zerfällungsk̈orpern
sind alle Voraussetzungen vonIII.(3.3) erfüllt und die Behauptung ist bewiesen. �

(3.5) Korollar (Anwendung auf Spezialfall in III.(2.3))
Es gelten die Voraussetzungen aus Korollar III.(2.3). Es sei O der Bewertungsring zur Bewertung ν
in K = Quot(Z[v, v−1

]) = Q(v) und H sei eine O-Ordnung. Es seien K Zerfällungskörper für die
Konstantenerweiterung KH und Quot(Z[v, v−1

]/q) Zerfällungskörper für die Konstantenreduktion
Quot(Z[v, v−1

]/q)H . Dann ist H semiperfekt.

Beweis:Dies ist ein Spezialfall von TheoremIII.(3.4). �



Kapitel IV

Idempotente aus Matrixdarstellungen zu
projektiven Moduln

Ist H eine halbeinfache Algebräuber dem K̈orper K und K Zerfällungsk̈orper f̈ur H , dann kann
man mit Hilfe der Frobenius-Schur-Relationen aus irreduziblen Matrixdarstellungen vonH explizite
Formeln f̈ur primitive Idempotente inH gewinnen. In diesem Kapitel wird dies auf den Fall einer
symmetrischen AlgebraH über einem K̈orper verallgemeinert. Man kommt dann aber nicht mehr
mit irreduziblen Matrixdarstellungen aus, sondern braucht Matrixdarstellungen, die durch geeigne-
te Basiswahl aus projektiv unzerlegbaren Moduln entstehen. Hierbei ist eine Basis eines projektiv
unzerlegbarenH -Moduls P

”
geeignet“, wenn sie an die Untermodulkette

socP 6 radP 6 P

angepasst ist, wobei socP der Sockel und radP das Radikal vonP sind.

IV.1 Grundlagen und Definitionen

(1.1) Definition (Nicht ausgeartete Bilinearform, vgl. [GP00, 7.1.1])
Es seiA ein kommutativer Ring undH eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Eine Bilinear-
form (−|−) : H ×H → A auf H heißtnicht ausgeartet, wenn f̈ur eineA-Basis(Tw)w∈W von H
die Determinante der Gram-Matrix(Tw|Tv)w,v∈W eine Einheit inA ist.

(1.2) Proposition (Duale Basen)
Es sei A ein kommutativer Ring und H eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Weiter sei
(−|−) : H ×H → A eine Bilinearform auf H .
Ist (−|−) nicht ausgeartet, dann ist für eine beliebige A-Basis (Cy)y∈W von H die Determinante der
Matrix (Cy|Cx)y,x∈W eine Einheit in A und es gibt eine A-Basis (C∨y )y∈W von H mit

(C∨y |Cx) = δy,x für alle y, x ∈ W. (IV.1)

Diese nennen wir die zu (Cy)y∈W duale Basis.
Existiert umgekehrt zu einer A-Basis (Cy)y∈W von H eine Basis (C∨y )y∈W mit IV.1, dann ist die
Bilinearform (−|−) nicht ausgeartet.

Beweis:
Es sei(Tw)w∈W eine A-Basis vonH , für die die Determinante der Gram-Matrix(Tw|Tv)w,v∈W eine
Einheit in A ist.
Für eine beliebigeA-Basis(Cy)y∈W von H gibt es dann eine BasiswechselmatrixS = (Sy,w)y,w∈W

mit Cy =
∑

w∈W Sy,wTw für alle y ∈ W, und die Determinante vonS ist ebenfalls eine Einheit inA.
Dann gilt aber die folgende Matrixgleichung:

(Cy|Cx)y,x∈W = S(Tw|Tv)w,v∈WST ,

52
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wobeiST die Transponierte vonS ist. Daraus folgt, dass die Determinante von(Cy|Cx)y,x∈W ebenfalls
eine Einheit ist.
Wenn N = (Nw,y)w,y∈W die Inverse der Gram-Matrix(Cy|Cx)y,x∈W ist, dann setzen wir einfach
C∨w :=

∑
y∈W Nw,yCy für w ∈ W. Damit gilt (C∨w|Cx) = δw,x für allew, x ∈ W. Also ist (C∨w)w∈W

die duale Basis zu(Cw)w∈W.
Existiert zu einer beliebigenA-Basis(Cy)y∈W vonH die duale Basis(C∨y )y∈W, dann kann manC∨y in
der Basis(Cw)w∈W schreiben:

C∨y =
∑
w∈W

Ny,wCw für alle y ∈ W.

Da aber auch(C∨y )y∈W eine A-Basis vonH ist, ist die MatrixN = (Ny,w)y,w∈W invertierbar, also ist
ihre Determinante det(N) eine Einheit inA. Weil

(C∨y |Cx)y,x∈W = N · (Cw|Cx)w,x∈W

die Einheitsmatrix ist, ist(−|−) nicht ausgeartet. �

(1.3) Definition (Spurform, symmetrische Algebra, vgl. [GP00, (7.1.1)])
Es seiA ein kommutativer Ring undH eineA-freie A-Algebra von endlichem Rang. EineA-lineare
Abbildungτ : H → A heißtSpurform , wennτ(hh′) = τ(h′h) für alleh, h′ ∈ H gilt. Wir nennen
eine Spurformτ symmetrisierend, wenn die zugeḧorige symmetrische Bilinearform

H ×H → A, (h, h′) 7→ τ(hh′)

nicht ausgeartet im Sinne vonIV.(1.1) ist. Eine AlgebraH wie oben mit einer symmetrisierenden
Spurformτ heißtsymmetrische Algebra.

(1.4) Lemma (Isomorphie mit Dualraum, vgl. [CR81, (9.5)])
Es sei H eine symmetrische Algebra über dem kommutativen Ring A mit symmetrisierender Spur-
form τ . Dann ist die Abbildung

θ : HH −→ (HH)∗ := HomA(HH , A)
h 7−→ (x 7→ τ(hx))

ein Isomorphismus von H -Moduln.

Beweis:Offenbar istθ linear und ein Homomorphismus vonH -Moduln:

θ(hy)(x) = τ(hy · x) = τ(h · yx) = θ(h)(yx) für alleh, x, y ∈ H .

Da die Bilinearform zuτ , die (h, h′) auf τ(h · h′) abbildet, nach Voraussetzung nicht ausgeartet ist,
existiert wegen PropositionIV.(1.2) zu jeder Basis(Tw)w∈W die duale Basis(T∨w )w∈W. Deswegen istθ
injektiv, ist n̈amlichh =

∑
w∈W awTw, so folgt aus 0= θ(h)(T∨w ) = τ(h · T

∨

w ) = aw für allew ∈ W,
dassh = 0 ist. Der Homomorphismusθ ist aber auch surjektiv, da ein Element von(HH)∗ durch
seine Werte auf einer Basis vonH festgelegt wird. �

(1.5) Definition/Proposition (Element zρ , vgl. [CR81, (9.17)])
Es sei H eine symmetrische Algebra mit Spurform τ über dem kommutativen Ring A. Wir bezeichnen
mit zρ das Element von H (siehe IV.(1.4)), für das die Linearform h 7→ τ(zρ ·h) gleich dem Charakter
ρ der regulären Darstellung von H ist (damit ist auch in Charakteristik p 6= 0 die Spur der regulären
Darstellung gemeint).
Dann lässt sich zρ auch so beschreiben: Ist (Tw)w∈W eine beliebige A-Basis von H und (T∨w )w∈W die
zugehörige duale Basis, dann gilt:

zρ =
∑
w∈W

T∨w Tw =
∑
w∈W

ρ(Tw) · T
∨

w .

Außerdem ist zρ zentral in H .
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Beweis:Wir verwenden mehrfach, dass die zuτ geḧorende symmetrische Bilinearform nicht ausge-
artet ist, also wie inIV.(1.4) einen Isomorphismus mit dem Dualraum induziert.
Die Koordinaten eines beliebigen Elementsx ∈ H bez̈uglich der Basis(Tw)w∈W lassen sich wegen

x =
∑
w∈W

τ(T∨w · x)Tw für allex ∈ H (IV.2)

bequem mit der dualen Basis ausdrücken. F̈ur den Charakterρ der rechts-regulären Darstellung ist
der Charakterwertρ(h) eines Elementesh ∈ H gleich der Summe der Diagonaleinträge der Darstel-
lungsmatrix zuh bez̈uglich einer beliebigen Basis. Deswegen gilt mit GleichungIV.2

ρ(h) =
∑
w∈W

τ(T∨w · Twh)

für alleh ∈ H und damit:

τ(zρ · h) = ρ(h) =
∑
w∈W

τ(T∨w · Twh) = τ

(∑
w∈W

T∨w Tw · h

)
für alleh ∈ H.

Also ist zρ =
∑

w∈W T∨w Tw und diese Formel ist unabhängig von der geẅahlten Basis.
Die andere Gleichung folgt sofort wegenτ(zρ · Tv) = ρ(Tv) für allev ∈ W, da dies zeigt, dass die
T∨v -Koordinate vonzρ gleichρ(Tv) ist.
Wegen

τ(zρh · Tw) = ρ(hTw) = ρ(Twh) = τ(zρ · Twh) = τ(hzρ · Tw) für allew ∈ W

vertauschtzρ mit jedem Elementh ∈ H . �

(1.6) Definition/Proposition (Mittelungsoperator I , vgl. [GP00, (7.1.9)])
Es sei H eine symmetrische Algebra mit Spurform τ über dem kommutativen Ring A. Weiter seien
M und N zwei H -Moduln, ϕ ∈ HomA(M, N) ein A-Modulhomomorphismus und (Tw)w∈W eine
beliebige A-Basis von H mit zugehöriger dualer Basis (T∨w )w∈W.
Wir definieren I (ϕ) ∈ HomH (M, N) durch:

I (ϕ)(m) :=
∑
w∈W

ϕ(mT∨w )Tw für alle m ∈ M.

Dann ist I (ϕ) ein H -Modulhomomorphismus und hängt nicht von der Wahl der Basis ab. Sind X und
Y zwei weitere H -Moduln, dann gilt für beliebige ψ ∈ HomH (X,M) und π ∈ HomH (N,Y):

I (ϕ ◦ ψ) = I (ϕ) ◦ ψ und I (π ◦ ϕ) = π ◦ I (ϕ) .

Bemerkung: Diese
”
Mittelungsmethode“ wird zum Beispiel auch zum Beweis des Satzes von Masch-

ke benutzt und erlaubt, einenA-Homomorphismus zwischenH -Moduln zu einemH -Homomorphis-
mus zu

”
verbessern“.

Beweis:Nachrechnen, siehe z.B. [GP00, (7.1.10)]. �

(1.7) Lemma (Gaschütz-Ikeda, vgl. [GP00, 7.1.11])
Es sei H eine symmetrische Algebra mit Spurform τ über dem kommutativen Ring A. Weiter sei P
ein H -Modul, der als A-Modul projektiv ist. Dann ist P als H -Modul genau dann projektiv, wenn es
ein ϕ ∈ EndA(P) gibt mit I (ϕ) = idP.

Beweis:Siehe [GP00, 7.1.11]. �
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IV.2 Symmetrische Algebrenüber Körpern

(2.1) Vorbemerkungen (Krull-Schmidt-Azumaya, projektiv unzerlegbare Moduln)
In diesem Abschnitt werden wir symmetrische Algebrenüber Körpern betrachten. Da man hier mit der
Dimensionüber dem Grundk̈orper argumentieren kann, erhält man automatisch die aufsteigende und
die absteigende Kettenbedingung für endlich-dimensionale Moduln und damit den Satz von Krull-
Schmidt-Azumaya (siehe [CR81, (6.12)]). Deswegen ist jeder projektiv unzerlegbare Modul für eine
symmetrische AlgebraH über einem K̈orper alsH -Modul isomorph zu einem IdealeH , wobeie ein
primitives Idempotent inH ist.

(2.2) Definition/Proposition (Schur-Elemente, vgl. [GP00, (7.2.1)])
Es sei H eine endlich-dimensionale symmetrische Algebra mit Spurform τ über dem Körper K und
V ein absolut einfacher H -Modul. Dann gibt es eine eindeutige Konstante cV ∈ K mit

I (ϕ) = cV Tr(ϕ) idV für alle ϕ ∈ EndK (V).

Die Konstante cV hängt nur vom Isomorphietyp von V ab. Sie wird das Schur-Element zu V genannt.

Beweis:Siehe [GP00, (7.1.10)], analoge Rechnungen finden sich später in diesem Abschnitt. �

(2.3) Definition/Proposition (Orthogonalraum, vgl. [CR81, (9.8)])
Es sei H eine endlich-dimensionale symmetrische Algebra mit Spurform τ über dem Körper K und
M ⊆ H eine Teilmenge. Dann heißt

M⊥ := {h ∈ H | τ(hm) = 0 für alle m ∈ M}

der Orthogonalraum von M .
Ist L ein Linksideal in H , dann ist L⊥ ein Rechtsideal in H , nämlich der Rechtsannihilator von L .
Ist R ein Rechtsideal in H , dann ist R⊥ ein Linksideal, nämlich der Linksannihilator von R. Die
Zuordnung L ↔ L⊥ ist eine bijektive, inklusionsumkehrende Korrespondenz zwischen der Menge
der Linksideale von H und der Menge der Rechtsideale von H .

Beweis:Nach Definition bedeuteth ∈ L⊥, dassτ(Lh) := {τ(lh) | l ∈ L} gleich{0} ist. Daraus folgt
aber sofortLh = 0, daτ symmetrisierend ist. Damit ist klar, dassL⊥ gleich dem Rechtsannihilator
des LinksidealsL, also ein Rechtsideal und insbesondere ein Untervektorraum vonH ist. Die zweite
Behauptung folgt analog.
Aus M ⊆ N folgt sofort M⊥ ⊇ N⊥, also istL ↔ L⊥ inklusionsumkehrend. Die InklusionL ⊆ L⊥⊥

ist klar, da aberH undH∗ als K -Vektorr̈aume isomorph sind, ist dimK L⊥ = dimK H − dimK L,
also ist sogarL = L⊥⊥. �

Bemerkung: Für diese Proposition braucht man nicht
”
symmetrische Algebra“, sondern nur

”
Frobe-

nius-Algebra“. Dann muss man aber den Orthogonalraum anders definieren (siehe [CR81, (9.8)]).

(2.4) Proposition (symmetrisch H⇒ quasi-Frobenius, vgl. [CR81, (9.9)])
Es sei H eine endlich-dimensionale symmetrische Algebra mit Spurform τ über dem Körper K und
N := rad(H) das Jacobson-Radikal von H . Dann gilt:

1. N⊥ ist ein zweiseitiges Ideal von H .

2. Für jedes primitive Idempotent e∈ H ist eN= rad(eH) der eindeutige maximale Untermodul
von eH und e · (N⊥) = soc(eH) der eindeutige minimale Untermodul von eH .

3. Die Algebra H ist selbst-injektiv (= quasi-Frobenius), d.h. der rechts-reguläre Modul HH ist
injektiv.

Beweis:Analog zu [CR81, (9.9)]. BeachteN⊥ = {h ∈ H | Nh= 0} aus PropositionIV.(2.3). �
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IV.3 Schur-Relationen

Die folgenden Voraussetzungen sind nützlich, wenn man expliziẗuber die Struktur eines projektiv
unzerlegbaren Moduls (PIM) reden will:

(3.1) Voraussetzungen (Basiswahl in projektiv unzerlegbarem Modul)
Es seiH eine endlich-dimensionale symmetrische Algebra mit Spurformτ über dem K̈orperK und
N := radH das Jacobson-Radikal vonH . Der Körper K sei ein Zerf̈allungsk̈orper f̈ur H . Weiter
sei P ein nicht-einfacher, projektiv unzerlegbarer Modul für H mit SockelV := socP und Radikal
radP.
Es seiend,m,n ∈ N und (bi )16i6n eine Basis vonP, so dass(bi )16i6d eine Basis vonV = socP
und(bi )16i6m eine Basis von radP ist.
Wie in IV.(2.1) erklärt, ist P alsH -Modul isomorph zum RechtsidealeH für ein primitives Idempo-
tente∈ H und mit [CR81, Proposition (9.12)] folgt, dass der KopfP/ radP alsH -Modul isomorph
zum SockelV = soc(P) ist. Also istn = m+ d.
Die Basis sei nun so gewählt, dass

π : P −→ P

bi 7−→

{
bi−m für i > m
0 sonst

einH -Endomorphismus ist. Wir nennenπ dieProjektion vom Kopf auf den Sockel.
Wir bezeichnen mit(b∗i )16i6n die zu (bi )16i6n duale Basisvon P∗ := HomK (P, K ), es gilt also
b∗i (bj ) = δi j für 1 6 i, j 6 n.

(3.2) Bemerkung (Basiswahl ist immer m̈oglich)
Obige Basiswahl ist immer m̈oglich: Nach Voraussetzung istP nicht einfach, also sind Sockel, Ra-
dikal undP echt verschieden. Man kann nun zunächst eine Basis des Sockels wählen, dann zu einer
Basis des Radikals ergänzen und verwenden, dass der Kopf isomorph zum Sockel ist. Wählt man
dann n̈amlich Urbilder der Basisvektoren des Sockels unter einem Endomorphismus vonP, der das
Radikal im Kern hat und den Sockel als Bild, dann erhält man automatisch Vektoren(bi )m<i6n mit
der geẅunschten Eigenschaft.

(3.3) Proposition (Struktur von EndH (P))
Es gelten die Voraussetzungen in IV.(3.1). Dann gibt es für jedes ϕ ∈ EndH (P) eine eindeutige
Konstante c ∈ K , so dass Im(ϕ − c · idP) ⊆ radP ist. Es gilt dann π ◦ ϕ = c · π = ϕ ◦ π .

Beweis:Man beachte, dass wir für die folgendenÜberlegungennicht verwenden, dassP projektiv
ist, sondern nur, dassP einen einfachen Kopf hat, der isomorph zum Sockel socP = V ist.
Da K Zerfällungsk̈orper f̈ur H ist, ist der einfache ModulV absolut einfach und es gilt EndH (V) =
K · idV (siehe zum Beispiel [CR81, (3.43)]). Das Radikal radP liegt im Kern jedes Homomorphismus
ϕ ∈ HomH (P,V). Dementsprechend ist HomH (P,V) eindimensional alsK -Vektorraum, besteht
also nur aus den Vielfachen der kanonischen ProjektionP � P/ radP ∼= V . Die folgende Sequenz
ist exakt (Hom(M,−) ist links-exakt):

0→ HomH (P, radP)→ HomH (P, P)→ HomH (P, P/ radP).

Fassen wir HomH (P, radP) als Teilmenge von HomH (P, P) auf, so folgt daraus, dass es zu jedem
ϕ ∈ EndH (P) eine eindeutige Konstantec ∈ K gibt, für dieϕ − c · idP ∈ HomH (P, radP) ist, so
dass also Im(ϕ − c · idP) ⊆ radP gilt.
Dann istπ ◦ (ϕ − c · idP) = 0, da radP = kerπ ist, und damitπ ◦ ϕ = c · π . Für die andere
Verkettungüberlegt man sich, dass einH -Endomorphismus vonP, dessen Bild im Radikal liegt, in
der Radikalreihe

”
nach unten“ abbildet, also den Sockel auf 0 abbildet, da der Sockel der letzte nicht-

verschwindenden Modul in der Radikalreihe ist. Also ist auch(ϕ− c · idP) ◦π = 0, da socP = Imπ

ist. So folgtϕ ◦ π = c · π . �
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Bemerkung: Wir hätten die vorliegende Proposition auch folgendermaßen beweisen können: Wie
oben erẅahnt istP alsH -Modul isomorph zum RechtsidealeH für ein primitives Idempotente∈ H .
Der Endomorphismenring EndH (eH) ist nach [CR81, (6.10)] lokal. Wegen [Fei82, (I.18.8)] ist aber

EndH (eH)/ rad(EndH (eH)) ∼= eHe/ rad(eHe) ∼= K .

Ein Endomorphismus voneH ist aber genau dann nicht invertierbar (und damit in rad(eHe)), wenn
er nicht surjektiv ist, wenn er also ins Radikal (eindeutiger, maximaler Untermodul) abbildet.�

(3.4) Proposition (Umformulierung in Koordinaten)
Es gelten die Voraussetzungen in IV.(3.1). Dann gibt es zu jedem Endomorphismus ϕ ∈ EndH (P)
von P eine eindeutige Konstante c ∈ K , so dass für die Matrixkoordinatenfunktionen gilt:

b∗i (ϕ(bj )) =


δi j · c für 1 6 i 6 d und 1 6 j 6 d
δi j · c für m< i 6 n und m< j 6 n
0 für d < i 6 n und 1 6 j 6 d
0 für m< i 6 n und 1 6 j 6 m

.

Für die Konstante c ∈ K gilt π ◦ ϕ = c · π = ϕ ◦ π mit dem Endomorphismus π aus IV.(3.1).

Beweis:Ein Endomorphismusϕ ∈ EndH (P) bildet das Radikal radP in sich ab (siehe z.B. [CR81,
(5.1)(i)]). Dies gilt dann induktiv auch für die weiteren Glieder der Radikalreihe, also zuletzt auch für
den Sockel. Damit folgen alle Aussagen aus der Basiswahl inIV.(3.1) und ausIV.(3.3). �

(3.5) Bemerkung (Umformulierung mit Matrizen)
Beschreibt man einen Endomorphismusϕ ∈ EndH (P) bez̈uglich der Basis(bi )16i6n durch eine
Matrix (in Spaltenkonvention), so erhält man eine Blockstruktur, wie sie in AbbildungIV.1 zu sehen
ist (mit Ed ist died × d-Einheitsmatrix gemeint).



c · Ed ∗ ∗

d Zeilen

0 ∗ ∗

m− d Zeilen

︸ ︷︷ ︸
d

Spalten

0

︸ ︷︷ ︸
m− d
Spalten

0

︸ ︷︷ ︸
d

Spalten

c · Ed

d Zeilen



Abbildung IV.1: Matrizen von Endomorphismen bezüglich der Basis(bi ) in Spaltenkonvention

Wir betrachten jetzt den MittelungsoperatorI mit expliziten Koordinatenrechnungen. Wir werden uns
nämlich einenÜberblick über alle Mittelungen verschaffen, indem wirK -Homomorphismen vom
Rang 1 mitteln. Wir betrachten insbesondere solche, deren Kern von allen bis auf einen Basisvektor
aufgespannt wird.

(3.6) Proposition (Mittelung von K -Homomorphismen vom Rang 1)
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1). Zusätzlich sei Ṽ ein einfacher H -Modul, der nicht iso-
morph zu V , dem Kopf von P, ist. Weiter seien ṽ ∈ Ṽ und b∗ ∈ P∗ beliebig, (Bw)w∈W eine beliebige
Basis von H und (B∨w)w∈W die zugehörige duale Basis bezüglich der zu τ gehörenden Bilinearform.
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Dann verschwindet die Mittelung I (ϕ) des K -Homomorphismus vom Rang 1

ϕ : P −→ Ṽ
x 7−→ b∗(x) · ṽ

überall, es gilt also
0= I (ϕ)(x) =

∑
w∈W

b∗(x Bw)ṽB∨w für alle x ∈ P.

Insbesondere ist für jede Linearform f ∗ ∈ Ṽ∗ = HomK (Ṽ, K )

0=
∑
w∈W

b∗(x Bw) f ∗(ṽB∨w) für alle x ∈ P.

Bemerkung: Die letzte Gleichung kann wie bei den klassischen Frobenius-Schur-Relationen als ei-
ne Orthogonaliẗat von Matrixkoordinatenfunktionen verschiedener Darstellungen aufgefasst werden
(vgl. [GP00, 7.2.2]).

Beweis:Nach Schur’s Lemma (siehe z.B. [CR81, (3.17)]) ist HomH (V, Ṽ) = 0. Da aberP ein Modul
mit einfachem KopfV ist, ist auch HomH (P, Ṽ) = 0, weil P keinen Untermodul mit Faktormodul
isomorph zuṼ hat. Die MittelungI (ϕ) ist aber einH -Homomorphismus. �

(3.7) Proposition (Mittelung von K -Endomorphismen vom Rang 1)
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1). Es sei (Bw)w∈W eine beliebige Basis von H und (B∨w)w∈W

die zugehörige duale Basis bezüglich der zu τ gehörenden Bilinearform.
Weiter sei für 1 6 s, t 6 n mit ϕs,t der K -Endomorphismus des projektiven Moduls P vom Rang 1
mit der folgenden Abbildungsvorschrift bezeichnet:

ϕs,t : P −→ P
x 7−→ b∗s(x) · bt

.

Dann gilt für die Matrixkoordinaten der Mittelung I (ϕs,t):

C(i, j, s, t) := b∗i
(
I (ϕs,t)(bj )

)
=

∑
w∈W

b∗i
(
bt Bw

)
· b∗s

(
bj B

∨

w

)
= b∗s

(
I (ϕi, j )(bt)

)
(IV.3)

für 1 6 i, j, s, t 6 n.
Damit haben wir für diese Zahlen eine zweite Interpretation als Matrixkoordinaten einer anderen
Mittelung gefunden! Wir bezeichnen den Ausdruck in Gleichung IV.3 mit C(i, j, s, t), es gilt also
C(i, j, s, t) = C(s, t, i, j ) für alle i , j , s und t zwischen 1 und n.

Bemerkung: Dieser Trick stammt aus [GP00, 7.2.1] und wird dort zum Beweis der Frobenius-Schur-
Relationen f̈ur Matrixkoordinatenfunktionen einfacher Moduln benutzt.

Beweis:Es gilt

b∗i
(
I (ϕs,t)(bj )

)
=

∑
w∈W

b∗i
(
b∗s(bj B

∨

w) · bt Bw
)

=

∑
w∈W

b∗i (bt Bw) · b
∗

s(bj B
∨

w)

=

∑
w∈W

b∗s
(
b∗i (bt Bw) · bj B

∨

w

)
= b∗s

(
I (ϕi, j )(bt)

)
,

weil die Mittelung unabḧangig von der geẅahlten Basis ist und(Bw)w∈W die duale Basis zu(B∨w)w∈W

bez̈uglich der zuτ geḧorenden Bilinearform ist. �

Über den AusdruckC(i, j, s, t) in GleichungIV.3 können wir nun mit Hilfe von PropositionIV.(3.4)
einige Aussagen treffen, indem wir beide Interpretationen als Mittelung verwenden:
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(3.8) Proposition (Koordinaten der Mittelung von K -Endomorphismen vom Rang 1)
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7).
Es seien weiter 1 6 i, j, s, t 6 n. Dann gilt für den Ausdruck in Gleichung IV.3:

C(i, j, s, t) =



0 für s> d und t 6 d (♠)

0 für s> m und t 6 m (♠)

0 für i > d und j 6 d (♥)

0 für i > m und j 6 m (♥)

0 für s, t 6 d und s 6= t (♠)

0 für s, t > m und s 6= t (♠)

0 für i, j 6 d und i 6= j (♥)

0 für i, j > m und i 6= j (♥)

C(i, j,1,1) für s= t 6 d (♣)

C(i, j,1,1) für s= t > m (♣)

C(1,1, s, t) für i = j 6 d (♦)

C(1,1, s, t) für i = j > m (♦)

.

Beweis:Die Behauptungen folgen mit PropositionIV.(3.4) direkt aus der jeweiligen Interpretation als
H -Endomorphismus. Die mit(♠) bzw. (♣) markierten Aussagen folgen aus der Interpretation von
C(i, j, s, t) = b∗s

(
I (ϕi, j )(bt)

)
als Koordinaten der Mittelung vonϕi, j (siehe GleichungIV.3). Die mit

(♥) bzw. (♦) markierten Aussagen folgen aus der Interpretation vonC(i, j, s, t) = b∗i
(
I (ϕs,t)(bj )

)
als Koordinaten der Mittelung vonϕs,t . Für (♣) und(♦) verwendet man, dass die Diagonalkoordina-
ten alle gleich sind. �

Nach PropositionIV.(3.3) ist jederH -Endomorphismus vonP eindeutig als Summe eines Vielfachen
der Identiẗat und einem nilpotentenH -Endomorphismus zu schreiben. Wir wollen nun unser Au-
genmerk auf die Frage richten, welche Mittelungenüberhaupt eine Identitätskomponente haben. Wir
verwenden als n̈achstes, dass manH -Endomorphismen (wie zum Beispielπ ausIV.(3.1)) aus einer
Mittelung herausziehen kann (siehe PropositionIV.(1.6)).

(3.9) Proposition (Identitätskomponente von Mittelungen)
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7).
Ist t 6 m oder s > d, dann ist die Mittelung I (ϕs,t) nilpotent, bildet also ins Radikal von P ab.
Insbesondere gilt in diesem Fall für i, j 6 d:

C(i, j, s, t) = 0. (IV.4)

Für t > m und s 6 d und i, j 6 d gilt:

C(i, j, s, t) =


0 für i 6= j
0 für s 6= t −m

C(1,m+ 1,1,1) für i = j und s= t −m
. (IV.5)

Die Zahl C(1,m+ 1,1,1) ist ungleich 0.

Beweis:Wir betrachten die Verkettungenπ ◦ ϕs,t undϕs,t ◦ π mit demH -Endomorphismusπ aus
IV.(3.1). Es gilt n̈amlich

π ◦ ϕs,t =

{
0 falls t 6 m

ϕs,t−m falls t > m
und ϕs,t ◦ π =

{
0 falls s> d

ϕs+m,t falls s 6 d
,

wie man sich sofort mit den Definitionen vonπ undϕs,t in IV.(3.1) undIV.(3.7) überlegt. Da aberπ
einH -Endomorphismus ist und deswegen nach PropositionIV.(1.6) folgt, dass

I (π ◦ ϕs,t) = π ◦ I (ϕs,t) und I (ϕs,t ◦ π) = I (ϕs,t) ◦ π
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ist, gilt:

π ◦ I (ϕs,t) =

{
0 falls t 6 m

I (ϕs,t−m) falls t > m
und I (ϕs,t) ◦ π =

{
0 falls s> d

I (ϕs+m,t) falls s 6 d
. (∗)

Darauf wenden wir nun PropositionIV.(3.3) an. DaI (ϕs,t) ein H -Endomorphismus ist, gibt es da-
nach ein eindeutigesc ∈ K , so dass Im

(
I (ϕs,t)− c · idP

)
⊆ radP ist. Es hat die Eigenschaft, dass

π ◦ I (ϕs,t) = c · π = I (ϕs,t) ◦ π ist. Nun folgt f̈ur t 6 m (betrachteπ ◦ I (ϕs,t) in (∗) links) oder
s > d (betrachteI (ϕs,t) ◦ π in (∗) rechts) jeweils zun̈achstc = 0 und dann mit PropositionIV.(3.8)
(obere(♥)-Zeile bzw. obere(♦)-Zeile) die Behauptung in GleichungIV.4, daC(1,1, s, t) = c ist.
Für t > m und s 6 d und i, j 6 d ist nun nach PropositionIV.(3.8) zun̈achstC(i, j, s, t) = 0 für
i 6= j (obere(♥)-Zeile) undC(i, j, s, t) = C(1,1, s, t) für i = j (obere(♦)-Zeile). Nun k̈onnen wir
unsere Erkenntnissëuberπ benutzen:

C(1,1, s, t) = b∗1
(
I (ϕs,t)(b1)

)
= b∗1

((
I (ϕs,t) ◦ π

)
(bm+1)

)
= b∗1

(
I (ϕs+m,t)(bm+1)

)
= C(1,m+ 1, s+m, t).

Da s + m > m ist, folgt wieder mit PropositionIV.(3.8), dass dieser Ausdruck für s + m 6= t
verschwindet (untere(♠)-Zeile) und sonst gleichC(1,m + 1,1,1) ist (untere(♣)-Zeile), was zu
beweisen war.
Damit kennen wir nun die

”
Identiẗatskomponente“ einer beliebigen MittelungI (ϕs,t) für 1 6 s, t 6 n.

Diese verschwindetnur für s 6 d undt = s+m nicht und ist in diesem Fall gleichC(1,m+1,1,1).
Da dieK -Endomorphismen(ϕs,t)16s,t6n eine Basis von EndK (P) bilden und nach dem Lemma von
Gascḧutz-Ikeda (sieheIV.(1.7)) ein K -Endomorphismus vonP existiert, dessen Mittelung gleich der
Identiẗat ist, folgt, dassC(1,m+ 1,1,1) 6= 0 ist. �

(3.10) Korollar (Frobenius-Schur-Relationen, vgl. [GP00, 7.2.2])
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7). Wir interpretieren
nun die Zahl C(i, j, s, t) erneut anders.
Für j 6 d und 1 6 i, s, t 6 n gilt:

C(i, j, s, t) =
∑
w∈W

b∗i (bt Bw) · b
∗

s(bj B
∨

w) = δi, j · δs+m,t · C(1,m+ 1,1,1). (IV.6)

Bemerkung: Die Abbildungenh 7→ b∗i (bth) vonH nachK sind Matrixkoordinatenfunktionen einer
Darstellung vonH auf dem projektiven ModulP und die Abbildungenh 7→ b∗s(bj h) für 1 6 s, j 6 d
sind Matrixkoordinatenfunktionen einer Darstellung vonH auf dem einfachen ModulV = socP.
GleichungIV.6 zeigt also eine Art Orthogonalitätsrelationen zwischen diesen beiden Funktionenmen-
gen.

Beweis:Ist i > d, so verschwindetC(i, j, s, t) wegen PropositionIV.(3.8) und j 6 d. Sei nun auch
i 6 d. Mit PropositionIV.(3.9) folgt, dassC(i, j, s, t) = 0 ist für t 6 m oder s > d. Im Fall t > m
unds 6 d folgt GleichungIV.6 direkt aus PropositionIV.(3.9). �

IV.4 Primitive Idempotente

In diesem Abschnitt werden einige spezielle Elemente in symmetrischen Algebren betrachtet und
ihre Wirkung auf projektiv unzerlegbaren Moduln. Schließlich werden explizit primitive Idempotente
konstruiert.

(4.1) Definition/Proposition (Element zθ , vgl. [CR81, (9.17)])
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7). Der Charakter des
einfachen Moduls V sei mit θ bezeichnet. Wir bezeichnen mit zθ das Element von H , für das die
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Linearform h 7→ τ(zθ ·h) gleich dem Charakter θ ist (siehe IV.(1.4)). Dann ist zθ zentral in H , operiert
also auf jedem H -Modul als ein H -Endomorphismus und es gilt für den unzerlegbaren Modul P:

bt · zθ =

{
0 für t 6 m

C(1,m+ 1,1,1) · bt−m für t > m
. (IV.7)

Das Element zθ projiziert somit den Kopf auf den Sockel, hat also das Radikal radP im Kern und als
Bild den Sockel socP.
Außerdem annulliert zθ jeden einfachen Modul Ṽ , der nicht isomorph zu V ist und jeden projektiv
unzerlegbaren Modul Q, der nicht isomorph zu P ist.

Bemerkung: Man beachte, dass laut PropositionIV.(3.9) die ZahlC(1,m+ 1,1,1) ungleich 0 ist.

Beweis:Dasszθ zentral inH ist, folgt wie am Ende des Beweises von PropositionIV.(1.5). Für ein
beliebigesh ∈ H gilt nämlich:

τ(zθh · Bw) = θ(h · Bw) = θ(Bw · h) = τ(zθBw · h) = τ(hzθ · Bw) für alle w ∈ W.

Also ist zθh = hzθ für alleh ∈ H .
Da zθ =

∑
w∈W θ(Bw) · B

∨

w ist (es giltτ(zθBw) = θ(Bw) für allew ∈ W) und der ModulV gleich
dem Sockel vonP ist, können wirzθ auch so schreiben:

zθ =
∑
w∈W

θ(Bw) · B
∨

w =

∑
w∈W

d∑
s=1

b∗s
(
bs · Bw

)
· B∨w =

d∑
s=1

(∑
w∈W

b∗s
(
bs · Bw

)
· B∨w

)
. (IV.8)

Wir bezeichnen den Ausdruck in der Klammer mitzs :=
∑

w∈W b∗s(bs · Bw) · B∨w ∈ H für 1 6 s 6 d
und betrachten, wiezs auf P operiert. Dazu seieni, t ∈ N mit 1 6 i, t 6 n beliebig. Dann gilt:

b∗i
(
bt · zs

)
= b∗i

(
bt ·

(∑
w∈W

b∗s
(
bs · Bw

)
· B∨w

))
=

∑
w∈W

b∗i
(
bt · B

∨

w

)
· b∗s

(
bs · Bw

)
= C(i, s, s, t)

= δi,s · δs+m,t · C(1,m+ 1,1,1),

wobei letzteres Gleichheitszeichen gilt, da wir KorollarIV.(3.10) anwenden k̈onnen, weil nach Vor-
aussetzungs 6 d ist. Damit ist aber gezeigt, dass alle Basisvektoren außerbs+m durchzs auf Null
abgebildet werden und dassbs+mzs = C(1,m+ 1,1,1) · bs ist. Zusammen mit GleichungIV.8 folgt
damit GleichungIV.7.
Ist andererseits̃V ein einfacherH -Modul, der nicht isomorph zuV ist, und istṽ ∈ Ṽ ein beliebiger
Vektor, dann gilt:

ṽ · zs = ṽ ·

(∑
w∈W

b∗s
(
bs · Bw

)
· B∨w

)
=

∑
w∈W

b∗s
(
bs · Bw

)
· ṽ · B∨w = 0

laut PropositionIV.(3.6), also annulliertzs und damit wegen GleichungIV.8 auchzθ ganzṼ .
Sei nunQ ein projektiv unzerlegbarerH -Modul, der nicht isomorph zuP ist, also als Kopf einen
einfachen ModulṼ hat, der nicht isomorph zuV ist. Wir betrachten ein beliebiges Elementx ∈ Q.
Es ist

x · zs =
∑
w∈W

b∗s
(
bs · Bw

)
· x · B∨w .



62 Kapitel IV. Idempotente aus Matrixdarstellungen zu projektiven Moduln

Ist f ∗ ∈ Q∗ eine beliebige Linearform aufQ, dann ist

f ∗
(
x · zs

)
=

∑
w∈W

b∗s
(
bs · Bw

)
· f ∗

(
x · B∨w

)
. (IV.9)

Das 6 d ist, isth 7→ b∗s(bs ·h) eine Matrixkoordinatenfunktion einer Darstellung vonH auf dem ein-
fachen ModulV = socP. Deswegen kann man PropositionIV.(3.6) auf den projektiv unzerlegbaren
Modul Q mit einfachem KopfṼ und den einfachen ModulV in der folgenden Weise anwenden:

(P,V, Ṽ,b∗, ṽ, f ∗)IV.(3.6) = (Q, Ṽ,V, f ∗,bs,b
∗)hier .

Also ist f ∗(x ·zs) = 0 für jedes beliebigef ∗ ∈ Q∗ (beachte GleichungIV.9), damit gilt auchx ·zs = 0
in Q. Wegen GleichungIV.8 annulliert dann auchzθ ganzQ. �

(4.2) Korollar (Operation von zρ auf PIMs)
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7). Das Element zρ aus
IV.(1.5) entspricht bezüglich des Isomorphismus aus IV.(1.4) dem regulären Charakter. Es ist also
gleich einer Summe aus Vielfachen der Elemente zθ , wobei θ durch die einfachen Charaktere läuft
und zθ jeweils das vermöge IV.(1.4) entsprechende Element in H ist. Die Vielfachheit ist dabei jeweils
die Vielfachheit des entsprechenden einfachen Moduls im regulären. Also operiert zρ auf jedem nicht-
einfachen, projektiv unzerlegbaren Modul P als Projektion von Kopf auf Sockel, es sei denn, die
Vielfachheit des einfachen im regulären Modul ist durch die Charakteristik des Grundkörpers teilbar.
In letzterem Fall operiert zρ wie die Null. �

(4.3) Definition/Proposition (Primitive Idempotente)
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7). Der Charakter des
einfachen Moduls V sei mit θ bezeichnet.
Wir bezeichnen die Zahl C(1,m+ 1,1,1) mit c. Sie ist ungleich 0 und wir setzen für 1 6 i 6 d:

ẽi := c−1
·

∑
w∈W

b∗i
(
bi+m · Bw

)
· B∨w (IV.10)

Dann gibt es ein ganzzahliges Polynom f ∈ Z[X], so dass ei := f (ẽi ) für 1 6 i 6 d primitive
Idempotente in H sind, die modulo dem Radikal von H paarweise orthogonal sind, und für die die
Rechtsideale ei H als H -Moduln isomorph zu P sind. Es gilt also:

e2
i = ei , ei H ∼= P und ei · ei ′ ∈ rad(H) für 1 6 i, i ′ 6 d und i 6= i ′. (IV.11)

Das Polynom f ist im Beweis explizit angegeben.

Beweis:Dassc = C(1,m+ 1,1,1) ungleich 0 ist, wurde bereits in PropositionIV.(3.9) bewiesen.
Wir betrachten zun̈achst die Elementẽei .
Die Operation voñei auf dem ModulV = socP bestimmen wir, indem wirs, j ∈ N mit s, j 6 d
wählen und betrachten:

b∗s
(
bj · ẽi

)
= c−1

· b∗s

(
bj ·

(∑
w∈W

b∗i
(
bi+m · Bw

)
· B∨w

))
= c−1

·

∑
w∈W

b∗i
(
bi+m · Bw

)
· b∗s

(
bj · B

∨

w

)
Die letzte Summe ist nach der Definition in GleichungIV.3 gleichC(i, j, s, i +m). Nach Proposition
IV.(3.10)gilt: C(i, j, s, i +m) = δi, j · δs+m,i+m ·C(1,m+ 1,1,1). Deswegen istb∗s

(
bj · ẽi

)
genau f̈ur

s= j = i gleich 1 und sonst gleich 0. Damit operiertẽi auf V bez̈uglich der Basis(bs)16s6d als eine
Matrix mit genau einer Eins auf der Diagonalen in Zeilei und sonst lauter Nullen. Das Produktẽi · ẽi ′

annulliert f̈ur i 6= i ′ ganzV .
Auf einem einfachen Modul̃V , der nicht isomorph zuV ist, annulliertẽi alles: Ist n̈amlich ṽ ∈ Ṽ
beliebig, dann ist

ṽ · ẽi = c−1
·

∑
w∈W

b∗i
(
bi+m · Bw

)
· ṽ · B∨w = 0,
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wie man sofort mit PropositionIV.(3.6) sieht. Also liegenẽ2
i − ẽi für 1 6 i 6 d und ẽi · ẽi ′ für

1 6 i, i ′ 6 d und i 6= i ′ im Radikal radH , denn sie annullieren jeden einfachen Modul.
Nun sind wir aber genau in der Situation des

”
Hebens von Idempotenten“ (vgl. TheoremII.(4.3)). Die

AlgebraH ist nämlich — da sie endlich-dimensionalüber einem K̈orper ist — ein artinscher Ring,
ihr Radikal ist nilpotent. Dadurch ist sie automatisch vollständig in der radH -adischen Topologie.
Wie in TheoremII.(4.3) wählen wirt ∈ N so groß, dass(radH)t = 0 ist und setzen

f (X) :=
t∑

s=0

(
2t

s

)
X2t−s(1− X)s.

Für dieses Polynom gilt (siehe Beweis zu TheoremII.(4.3) oder [CR81, (6.7)]):

(i) f ∈ Z[X]
(ii) f 2

− f ≡ 0 (mod Xt(1− X)t)

(iii) f ≡ X (mod X(1− X))

Wegen (iii) operiertei := f (ẽi ) auf jedem einfachenH -Modul wie ẽi . Insbesondere ist damitei 6= 0
für 1 6 i 6 d. Wegen (ii) undXt(1− X)t =

(
X − X2

)t
sind dieei Idempotente inH , daẽi − ẽ2

i ∈

radH ist.
Wir haben also bewiesen, dassei H ein projektiverH -Modul ist. Wegen Proposition [CR81, (6.6)]
lässt sich der Isomorphietyp solcher Moduln an ihrem Kopf ablesen: Es istei H ∼= eH genau dann,
wennei H/ rad(ei H) ∼= V ist. Über den Kopf eines projektiven Modulsei H gibt aber die Homo-
morphismenmenge HomH (ei H ,V) ∼= V ei Auskunft: DieK -Dimension ist gleich der Vielfachheit,
mit der V im Kopf von ei H vorkommt (siehe [Fei82, I.8.2]). Diese ist hier aber gleich 1, weilV ei

eindimensional ist, daei wie die Projektion auf deni -ten Basisvektor vonV operiert. Alle anderen
einfachen ModulnV ′ kommenüberhaupt nicht im Kopf vor, da HomH (ei H ,V ′) ∼= V ′ei = 0 ist.
Damit sind aber dieei (für 1 6 i 6 d) primitive Idempotente zum projektiven ModulP, es gilt also
ei H ∼= P alsH -Moduln. Zus̈atzlich sind dieei paarweise orthogonal modulo dem Radikal, es gilt
nämlich ei · ei ′ ∈ radH für alle 1 6 i, i ′ 6 d und i 6= i ′, da diese Produkte in jeder einfachen
Matrixdarstellung vonH auf 0 abgebildet werden. �

(4.4) Bemerkung (Bibliographischer Kommentar)
Die in IV.(3.6) und IV.(3.10) beschriebenen verallgemeinerten Frobenius-Schur-Relationen tauchen
schon in einer alten Arbeit von Brauer (siehe [Bra45, Theoreme 4 und 5]) für Frobenius-Algebren
auf, wurden aber dort nicht verwendet, um primitive Idempotente zu konstruieren.



Kapitel V

Zerlegungsabbildungen und
Brauer-Reziprozität

In diesem Kapitel werden zunächst einige Grundlagen für die Betrachtung modularer Darstellungen
von Algebren gelegt, indem Zerlegungsabbildungen definiert werden. Dabei werden im Wesentlichen
Darstellungen̈uber einem K̈orper K

”
ganzzahlig“ gemacht und dann elementweise modulo einem

maximalen Ideal reduziert, um Darstellungenüber einem anderen K̈orperL zu erhalten.
Danach wird gezeigt, dass diese sich auch anders beschreiben lassen, nämlich durch Betrachtung
von projektiv unzerlegbaren Moduln bzw. primitiven Idempotenten. Hierbei geht man in der anderen
Richtung vor: Die primitiven Idempotente in der AlgebraüberL lassen sich zu Idempotenten in der
Algebraüber einem geeigneten RingO heben, dessen Quotientenkörper gleichK ist. Dabei gehen
die vorigen Ergebnissëuber Semiperfektheit ein. Dieser Ansatz führt zur Definition einer

”
Klebeab-

bildung“, die beschreibt, wie die primitiven Idempotente in der AlgebraüberK
”
zusammenkleben“,

wenn man die AlgebräuberO betrachtet, also weniger Nenner zulässt.
Die Tatsache, dass beide Konzepte im Wesentlichen dasselbe sind, wird unter dem Stichwort

”
Brauer-

Reziproziẗat“ bewiesen. Am Ende des Kapitels folgt noch ein Abschnittüber die Faktorisierung von
Zerlegungsabbildungen. Dort wird eine Situation beschrieben, in der sich eine Zerlegungsabbildung
als Verkettung von zwei anderen beschreiben lässt. Dies wird sp̈ater bei der Formulierung der James-
Vermutung verwendet.

V.1 Grundlagen und Definitionen

(1.1) Definition (Grothendieck-Gruppe, vgl. [CR81, §16B])
Es seiH ein Ring. Wir bezeichnen mitR0(H) dieGrothendieck-Gruppe der Kategorie mod-H der
endlich erzeugtenH -Moduln.
Die abelsche GruppeR0(H) ist also von den Isomorphieklassen[V] endlich erzeugterH -Moduln V
erzeugt. F̈ur diese Erzeuger gelten die Relationen[V] = [V ′] + [V ′′] für jede kurze exakte Sequenz
0→ V ′→ V → V ′′→ 0 vonH -ModulnV , V ′ undV ′′. Wir bezeichnen mitR+0 (H) das Teilmonoid
von R0(H), das aus den Elementen[V] besteht, wobei[V] eine Isomorphieklasse endlich erzeugter
H -Moduln ist.

(1.2) Proposition (Grothendieck-Gruppe eines artinschen Rings, vgl. [CR81, (16.6)])
Es sei H ein artinscher Ring. Für zwei H -Moduln V und V ′ ist genau dann [V] = [V ′] ∈ R0(H),
wenn sie dieselben Vielfachheiten von Kompositionsfaktoren haben. Es folgt, dass R0(H) eine freie
abelsche Gruppe ist mit einer Basis, die durch die Isomorphieklassen der einfachen H -Moduln gege-
ben ist.

Beweis:Siehe [CR81, (16.6)]. �

Bemerkung: Dies gilt insbesondere für den Fall, dassH eine endlich-dimensionale Algebräuber
einem K̈orper ist.

64
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(1.3) Definition/Proposition (Funktorialität von R0)
Es seien H und H ′ Ringe und F : mod-H → mod-H ′ ein exakter Funktor. Dann induziert F
vermöge [V] 7→ [FV] einen Homomorphismus R0(F) zwischen den abelschen Gruppen R0(H)

und R0(H
′). Ist H ′′ ein weiterer Ring und G : mod-H ′ → mod-H ′′ ein exakter Funktor, dann gilt

R0(G ◦ F) = R0(G) ◦ R0(F).

Beweis:Offensichtlich ist[V] 7→ [FV] eine wohldefinierte Abbildung auf der Menge der Isomor-
phieklassen endlich erzeugter Moduln. DaF exakt ist, gehen exakte Sequenzen 0→ V ′ → V →
V ′′→ 0 in exakte Sequenzen 0→ FV ′→ FV → FV ′′→ 0 über undR0(F) ist wohldefiniert. Die
Verträglichkeit mit Verkettung ist klar. �

(1.4) Beispiel (Konstantenerweiterung induziert Gruppenhomomorphismus)
Es seiF ein Körper,F ′ ⊃ F ein Erweiterungsk̈orper undH eineF-Algebra. Dann ist die Konstan-
tenerweiterung (vgl.I.(3.2) und I.(3.4)) ein exakter Funktor von der Kategorie mod-H der endlich
erzeugtenH -Moduln in die Kategorie mod-F ′H der endlich erzeugtenF ′H -Moduln. Es ist n̈amlich
F ′ ein F-Vektorraum und damit alsF-Modul frei und deswegen flach. Also istF ′ ⊗

F
− ein exakter

Funktor.
Deswegen induziert die Konstantenerweiterung nachV.(1.3) einen Homomorphismus zwischen den
abelschen GruppenR0(H) und R0(F ′H), der durch[V] 7→ [F ′ ⊗

F
V] gegeben ist.

(1.5) Bezeichnungen (Konstantenerweiterung bei Grothendieck-Gruppen)
In der Situation ausV.(1.4) bezeichnen wir den durch den Konstantenerweiterungs-Funktor induzier-
ten Homomorphismus zwischenR0(H) und R0(F ′H) mit dF ′

F .

(1.6) Definition (projektive Grothendieck-Gruppe, vgl. [CR81, §16B])
Es seiH ein Ring. Wir bezeichnen mitK0(H) die projektive Grothendieck-Gruppe, also die
Grothendieck-Gruppe der Kategorie proj-H der endlich erzeugten, projektivenH -Moduln.
Die abelsche GruppeK0(H) ist also von den Isomorphieklassen[P] endlich erzeugter, projektiver
H -Moduln P erzeugt. F̈ur diese Erzeuger gelten die Relationen[P] = [P′] + [P′′] für jede direkte
SummenzerlegungP ∼= P′ ⊕ P′′ von endlich erzeugten, projektivenH -Moduln P, P′ und P′′. Wir
bezeichnen mitK+0 (H) das Teilmonoid vonK0(H), das aus den Elementen[P] besteht, wobeiP ein
endlich erzeugter, projektiverH -Modul ist.

Bemerkung: In der Kategorie der projektiven Moduln brauchen wir für die Relationen nur direkte
Summenzerlegungen, da jede kurze exakte Sequenz aufspaltet.

(1.7) Proposition (Grothendieck-Gruppe eines semiperfekten Rings, vgl. [CR81, (16.7)])
Es sei H ein semiperfekter Ring. Für zwei endlich erzeugte, projektive H -Moduln P und P′ gilt
genau dann [P] = [P′] ∈ K0(H), wenn sie dieselben Vielfachheiten von projektiv unzerlegbaren
Summanden haben. Es folgt, dass K0(H) eine freie abelsche Gruppe ist mit einer Basis, die durch die
Isomorphieklassen der endlich erzeugten, projektiv unzerlegbaren H -Moduln gegeben ist.

Beweis:Siehe [CR81, (16.7)]. �

Bemerkungen:Wegen KorollarII.(5.7) ist jeder endlich erzeugte, projektive Modul direkte Summe
von projektiv unzerlegbaren.
Nach PropositionII.(5.5) ist eine endlich-dimensionale Algebraüber einem K̈orper semiperfekt, also
gelten die obigen AussagenüberK0(H) insbesondere in diesem Fall.

(1.8) Definition/Proposition (Funktorialität von K0)
Es seien H und H ′ Ringe und F ein additiver Funktor von der Kategorie proj-H der endlich erzeug-
ten, projektiven H -Moduln in die Kategorie proj-H ′ der endlich erzeugten, projektiven H ′-Moduln.
Dann induziert F vermöge [P] 7→ [F P] einen Homomorphismus K0(F) zwischen den abelschen
Gruppen K0(H) und K0(H

′). Ist H ′′ ein weiterer Ring und G ein weiterer additiver Funktor von
der Kategorie der endlich erzeugten, projektiven H ′-Moduln in die Kategorie der endlich erzeugten,
projektiven H ′′-Moduln, dann gilt K0(G ◦ F) = K0(G) ◦ K0(F).
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Beweis:Offensichtlich ist[P] 7→ [F P] eine wohldefinierte Abbildung auf der Menge der Isomor-
phieklassen endlich erzeugter, projektiver Moduln. DaF additiv ist, gehen direkte SummenP ∼=
P′⊕ P′′ in direkte SummenF P ∼= F P′⊕ F P′′ über undK0(F) ist wohldefiniert. Die Vertr̈aglichkeit
mit Verkettung ist klar. �

(1.9) Beispiel (Ringhomomorphismus induziert Gruppenhomomorphismus)
Ist ϕ : H → H ′ ein Ringhomomorphismus, dann können wirH ′ vermögeϕ als H -H ′-Bimodul
auffassen und jedem projektivenH -Modul P den projektivenH ′-Modul P ⊗

H
H ′ zuordnen. Da der

Tensorproduktfunktor− ⊗
H

H ′ ein additiver Funktor ist, induziert das einen Gruppenhomomorphismus
K0(− ⊗

H
H ′) : K0(H)→ K0(H

′), für den alsoK0(− ⊗
H

H ′)([P]) = [P ⊗
H

H ′] gilt. Dadurch kann man
K0 als einen Funktor von der Kategorie der Ringe in die Kategorie der abelschen Gruppen auffassen.

(1.10) Beispiel (Konstantenerweiterung induziert Gruppenhomomorphismus)
Es seiO ein Ring undH eineO-Algebra. Weiter seiO′ ein Erweiterungsring vonO. Dann ist die
Konstantenerweiterung ein additiver Funktor von der Kategorie proj-H der endlich erzeugten, pro-
jektivenH -Moduln in die Kategorie proj-O′H der endlich erzeugten, projektivenO′H -Moduln. Ist
nämlich P ein endlich erzeugter, projektiverH -Modul, dann istO′P = O′ ⊗

O
P nach LemmaI.(3.5)

ein projektiverO′H -Modul. Als Tensorprodukt-Funktor istO′ ⊗
O
− automatisch additiv, induziert al-

so nach PropositionV.(1.3) einen HomomorphismusK0(O
′
⊗
O
−) : K0(H) → K0(O

′H) abelscher
Gruppen.

(1.11) Bezeichnungen (Konstantenerweiterung bei projektiven Grothendieckgruppen)
Mit der Inklusionsabbildungi : H ↪→ O′H erḧalt man mit Hilfe vonV.(1.9)dieselbe Abbildung von
K0(H) nach K0(O

′H) wie in V.(1.10) mit dem Konstantenerweiterungs-Funktor. Wir bezeichnen
diese Abbildung miteO′

O .

(1.12) Definition (Paarung zwischenK0(H) und R0(H), vgl. [GR97, 2.1])
Es seiF ein Körper undH eine endlich-dimensionaleF-Algebra. Dann definiert〈

[P]
∣∣[V]〉 := dimF HomH (P,V)

eine bilineare Abbildung〈−|−〉 : K0(H)× R0(H)→ Z.

Beweis: Die Wohldefiniertheit folgt, weil HomH (−,V) additiv und HomH (P,−) exakt ist, daP
projektiv ist. �

(1.13) Proposition (Duale Basen von Grothendieck-Gruppen)
Es sei F ein Körper und H eine endlich-dimensionale F-Algebra. Weiter sei F Zerfällungskörper
für H . Dann ist die Basis von K0(H), die durch die projektiv unzerlegbaren Moduln gegeben ist,
bezüglich 〈−|−〉 dual zur Basis von R0(H), die durch die einfachen Moduln gegeben ist.

Beweis:DaH nach PropositionII.(5.5) semiperfekt ist, sind die projektiv unzerlegbaren Moduln laut
LemmaII.(5.8) (und der daran anschließenden Bemerkung) genau die projektiven Hüllen der einfa-
chen Moduln. IstP die projektive Ḧulle des einfachen ModulsV , dann ist HomH (P,V ′) für jeden
einfachen ModulV ′ als F-Vektorraum isomorph zu HomH (V,V ′). Wegen dem Schur’schen Lemma
und TheoremI.(3.10) ist die Dimension diesesF-Vektorraums gleich 0, wennV ′ nicht isomorph zu
V ist, und gleich 1, wennV isomorph zuV ′ ist, daF Zerfällungsk̈orper f̈ur H ist. �

Bemerkung: Ist P die projektive Ḧulle des einfachen ModulsV , so gibt〈[P]|[M]〉 die Vielfachheit
von V in einer Kompositionsreihe des ModulsM und 〈[Q], [V]〉 die Vielfachheit vonV im Kopf
des projektiven ModulsQ an. Die Vielfachheiten der einfachen Moduln im Kopf eines projektiven
beschreiben dessen Isomorphietyp vollständig.
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(1.14) Definition/Proposition (Charakteristisches Polynom, vgl. [GP00, 7.3.1])
Es sei R ein kommutativer Ring, θ : R→ F ein Ringhomomorphismus in einen Körper F , H eine
R-freie R-Algebra von endlichem Rang und X eine Unbestimmte über F . Es sei mit Maps(H , F[X])
die Menge der Abbildungen von H nach F[X] bezeichnet. Sie ist eine Halbgruppe bezüglich punkt-
weiser Multiplikation. Wir fassen F-Vektorräume vermöge θ als R-Moduln auf und bezeichnen die
Konstantenreduktion bzw. Konstantenerweiterung mit FH := F ⊗

R
H . Dann definieren wir:

pF : R+0 (FH) −→ Maps(H , F[X]),
[M] 7−→ (h 7→ χ

(M)
(1⊗ h))

wobei χ (M)(1⊗ h) das charakteristische Polynom desjenigen F-Endomorphismus von M ist, der durch die
Operation von 1F ⊗ h ∈ FH gegeben ist. Dies ist ein Homomorphismus von Halbgruppen.

Bemerkung: Häufig wirdθ eine Inklusion oder eine kanonische Projektion sein oder sogar die Iden-
tität. Wenn sie sich unzweifelhaft aus dem Zusammenhang ergeben, werdenR und θ im Folgenden
meist nicht mehr erẅahnt.

Beweis:Die Abbildung ist wohldefiniert, da wegen PropositionV.(1.2) aus[M] = [M ′] ∈ R+0 (FH)

folgt, dassM undM ′ dieselben Kompositionsfaktoren haben, und weil für jede kurze, exakte Sequenz
0→ M ′→ M → M ′′→ 0 die ModulnM ′ und M ′′ zusammen dieselben Kompositionsfaktoren wie
M haben (Vielfachheiten berücksichtigt!). Das charakteristische Polynomχ(1⊗ h) hängt aber nur von
den Kompositionsfaktoren vonM ab. Das charakteristische Polynom auf einer direkten Summe von
Moduln ist das Produkt der charakteristischen Polynome auf den Summanden. �

(1.15) Lemma (Brauer-Nesbitt, vgl. [GP00, 7.3.2])
Es sei F ein Körper, H eine endlich-dimensionale F-Algebra und F sei Zerfällungskörper für H .
Dann ist die Abbildung pF aus V.(1.14) mit R= F und θ = idF injektiv.

Beweis:Da F Zerfällungsk̈orper ist, folgt mit [CR81, (3.41)], dass die Menge der irreduziblen Cha-
raktere vonH eine linear unabḧangige Teilmenge vonH∗ := HomF(H , F) ist. Damit sind alle
Voraussetzungen in [GP00, 7.3.2] erf̈ullt. �

(1.16) Lemma (Kompatibilität mit Körpererweiterung, vgl. [GP00, 7.3.4])
Es sei F ein Körper, H eine endlich-dimensionale F-Algebra und F ′ ein Erweiterungskörper von F .
Dann induziert die Konstantenerweiterung wie in V.(1.4) vermöge [M] 7→ [F ′ ⊗

F
M] einen Homomor-

phismus dF ′
F : R0(H)→ R0(F ′H), der das folgende Diagramm kommutativ macht:

R+0 (H)
� � pF //

dF ′
F

��

	

Maps(H , F[X])
� _

��

R+0 (F
′H)

� � pF ′ // Maps(H , F ′[X])

Hierbei sind pF und pF ′ jeweils die Abbildungen aus V.(1.14) und der rechte Pfeil ist durch die Ein-
bettung F[X] ↪→ F ′[X] gegeben. Ist F Zerfällungskörper für H , dann ist dF ′

F ein Isomorphismus,
der die Isomorphieklassen der einfachen Moduln erhält.

Beweis:Siehe [GP00, 7.3.4]. �

(1.17) Lemma (Kompatibilität mit Körpererweiterung II)
Es sei F ein Körper, H eine endlich-dimensionale F-Algebra und F ′ ein Erweiterungskörper von
F . Dann induziert die Konstantenerweiterung wie in V.(1.10) vermöge [P] 7→ [F ′ ⊗

F
P] einen Homo-

morphismus eF ′
F : K0(H)→ K0(F ′H). Dieser und dF ′

F aus V.(1.5) bzw. V.(1.16) sind verträglich mit
der Paarung aus V.(1.12), es gilt nämlich für alle P ∈ proj-H und alle M ∈ mod-H :〈

[P]
∣∣[M]〉

H
=

〈
eF ′

F ([P])
∣∣dF ′

F ([M])
〉

F ′H
=
〈
[F ′P]

∣∣[F ′M]〉
F ′H

. (V.1)
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Ist F Zerfällungskörper für H , dann ist eF ′
F ein Isomorphismus, der die Isomorphieklassen der pro-

jektiv unzerlegbaren Moduln erhält.

Beweis:Der Konstantenerweiterungs-FunktorF ′ ⊗
F
− induziert wie inV.(1.4)undV.(1.10)Homomor-

phismendF ′
F : R0(H) → R0(F ′H) undeF ′

F : K0(H) → K0(F ′H). Wir benutzen nun das
”
Change

of Rings“-Lemma ausI.(3.6): Da F ′ als F-Modul frei und alle vorkommenden Moduln endlich er-
zeugt sind, istF ′ ⊗

F
HomH (P,M) ∼= HomF ′H (F ′P, F ′M) alsF ′-Vektorr̈aume. DieF ′-Dimension der

linken Seite ist aber gleich derF-Dimension von HomH (P,M), also gilt〈
[P]

∣∣[M]〉
H
=
〈
[F ′P]

∣∣[F ′M]〉
F ′H

für alle P ∈ proj-H und alleM ∈ mod-H .

Ist F Zerfällungsk̈orper f̈ur H , dann istdF ′
F laut LemmaV.(1.16)ein Isomorphismus, der die Isomor-

phieklassen der einfachen Moduln erhält. Ist P projektiv unzerlegbar, dann istF ′P wegen Gleichung
V.1 und der Bemerkung nachV.(1.13) ein projektiverF ′H -Modul mit einfachem Kopf, also unzer-
legbar. �

(1.18) Definition (O-Form)
Es seiK ein Körper,O ⊆ K ein Teilring,H eineO-freieO-Algebra von endlichem Rang undM ein

endlich erzeugterKH -Modul. Dann heißt einO-freier H -Modul M̃ , für denK ⊗
O

M̃ ∼= M gilt, eine
O-Form von M .

(1.19) Proposition (Bei Bewertungsringen ist ”torsionsfrei“ gleich ”frei“, vgl. [Gol80, (5.2)])
Es sei O ein Bewertungsring und M ein endlich erzeugter, torsionsfreier O-Modul. Dann ist M frei.

Beweisidee:Das maximale Ideal vonO sei mitm bezeichnet, der Restklassenkörper mitk und die
kanonische Projektion mit einem Querstrich:: O → k. Es sei(mi )16i6n ein minimales Erzeugen-
densystem f̈ur M . Dies bedeutet nach [Kun85, IV.2.4], dass(mi )16i6n eine Basis vonM = M/(mM)
ist. DaO ein Bewertungsring ist, k̈onnte man in einer nicht-trivialen Relation

∑n
i=1 oi mi = 0 mit

oi ∈ O durch den Koeffizienten mit der niedrigsten Bewertung teilen und erhielte so eine ebensolche
Relation, in der ein Koeffizient gleich 1 ist, also auch nachÜbergang zuk eine nicht-triviale Relation
zwischen den(mi )16i6n. Dies ẅare aber ein Widerspruch dazu, dass(mi )16i6n eine Basis ist. �

(1.20) Korollar (Existenz von O-Formen über Bewertungsringen)
Es sei K ein Körper, O ⊆ K ein Bewertungsring, H eine O-freie O-Algebra von endlichem Rang
und M ein endlich erzeugter KH -Modul. Dann gibt es zu M eine O-Form M̃ .

Beweis:Wir wählen eineK -Basis(b1, . . . ,bn) von M und eineO-Basis(h1, . . . , hm) vonH . DasO-
Erzeugnis der(bi hj )16i6n,16 j6m ist dann einH -Untermodul vonM , der als torsionsfreierO-Modul
nachV.(1.19)O-frei ist. �

(1.21) Proposition (Existenz von Bewertungsringen, vgl. [Mat86, Theorem 10.2])
Es sei K ein Körper, A ⊆ K ein Ring und q ein Primideal von A. Dann gibt es einen Bewertungsring
O in K mit A ⊆ O und A∩ radO = q.

Beweis:Siehe [Mat86, Theorem 10.2]. �

V.2 Zerlegungsabbildungen

Für den Rest des Kapitels benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

(2.1) Voraussetzungen (Spezialisierung)
Es seiA ein Integriẗatsbereich undH eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Der Quotien-
tenk̈orper vonA sei mit K und die KonstantenerweiterungK ⊗

A
H mit KH bezeichnet (vgl.I.(3.2)).

Entsprechend schreiben wirOH für O ⊗
A
H , wennO ein Ring mitA ⊆ O ist.
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Zus̈atzlich seiA ganz-abgeschlossen inK undθ : A→ L ein Ringhomomorphismus in einen Körper
L, so dassL der Quotientenk̈orper vonθ(A) ist. Vermögeθ können wirL als einenA-Modul auffassen
und vonLH = L ⊗

A
H sprechen (vgl.I.(3.2)). Es seiL Zerfällungsk̈orper f̈ur LH . Da L ein Körper

ist, istq := kerθ ein Primideal inA.

(2.2) Definition (Zerlegungsabbildungdθ , vgl. [GP00, 7.4.2 und 7.4.3])
Es gelten die Voraussetzungen ausV.(2.1). Die Zerlegungsabbildungdθ ist dann durch die folgende
universelle Eigenschaft definiert:dθ : R0(KH) → R0(LH) ist der Homomorphismus abelscher
Gruppen, f̈ur den das folgende Diagramm kommutativ ist:

R+0 (KH)
� � pK //

dθ
��

	

Maps(H , A[X])

θ∗

��

R+0 (LH)
� � pL // Maps(H , L[X])

(V.2)

Dabei stehtpK für die Abbildung ausV.(1.14). Dass die Polynome im Bildbereich vonpK Koeffizi-
enten ausA haben, wird inV.(2.5)bewiesen. Die AbbildungpL ist die entsprechende Abbildungüber
dem KörperL undθ∗ steht f̈ur die Abbildung, die durch Anwendung vonθ auf die Koeffizienten der
Polynome induziert wird. Außerdem wirddθ mit seiner Einschr̈ankung aufR+0 (KH) ⊆ R0(KH)

identifiziert.

Bemerkung: In PropositionV.(2.5)wird Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegungsabbildung bewie-
sen. Dort findet sich auch eine genaue Konstruktion und eine Begründung daf̈ur, dass obige Eigen-
schaft

”
universell“ ist.

(2.3) Voraussetzungen (Hilfsring)
Es gelten die Voraussetzungen ausV.(2.1). Es seiO ein lokaler Ring, f̈ur den gilt (vgl.V.(1.21)):

(i) A ⊆ O ⊆ K .

(ii) radO ∩ A = q.

Der Restklassenk̈orperO/ rad(O) sei mit k bezeichnet; er ist ein Erweiterungskörper vonL, da die
Abbildung A ↪→ O � k einen injektiven HomomorphismusL ↪→ k induziert (L ist der Quotien-
tenk̈orper vonθ(A)).

(2.4) Voraussetzungen (Existenz vonO-Formen)
Es gelten die Voraussetzungen ausV.(2.1)undV.(2.3). Weiter habeO die folgende Eigenschaft:

(t) Zu jedem einfachenKH -Modul V gibt es eineO-Form, also einOH -Gitter Ṽ mit
V ∼= K ⊗

O
Ṽ als KH -Moduln.

Bemerkung: Korollar V.(1.20) zeigt, dass (t) erfüllt ist, wennO ein Bewertungsring ist, da dann
sogar jeder endlich erzeugteKH -Modul M eineO-Form besitzt.

(2.5) Proposition (Existenz, Eindeutigkeit und Konstruktion der Zerlegungsabbildung)
(vgl. [GP00, 7.4.2 und 7.4.3])

Es gelten die Voraussetzungen aus V.(2.1). Dann existiert die Zerlegungsabbildung dθ aus V.(2.2) und
ist eindeutig durch die dort angegebene Eigenschaft charakterisiert.
Genauer: Es sei O ein beliebiger Ring, der die Voraussetzungen aus V.(2.3) erfüllt und der die Ei-
genschaft (t) aus V.(2.4) hat. Dann lässt sich das Bild einer Isomorphieklasse [V] einfacher KH -
Moduln wie folgt beschreiben: Es sei Ṽ eine O-Form von V . Da L Zerfällungskörper für LH ist, ist
dk

L : [U ] 7→ [k ⊗L U ] nach Proposition V.(1.16) ein Isomorphismus zwischen R0(LH) und R0(kH).
Es ist

dθ ([V]) = (d
k
L)
−1([k ⊗

O
Ṽ]) ∈ R+0 (LH).
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Beweis:Zunächst sei bemerkt, dass es immer einen RingO gibt, der die Voraussetzungen ausV.(2.3)
und (t) ausV.(2.4) erfüllt. Wir brauchen n̈amlich nur einen BewertungsringO mit A ⊆ O ⊆ K
und radO ∩ A = q zu wählen. Dieser existiert nach PropositionV.(1.21). Die für (t) notwendigen
O-Formen existieren dann nach KorollarV.(1.20).
Wir zeigen nun, dass die AbbildungpK : R+0 (KH)→ Maps(H , K [X]) ausV.(1.14)in Wirklichkeit
nur Werte in Maps(H , A[X]) annimmt: Sei n̈amlich M ein beliebiger endlich erzeugterKH -Modul.
Dann existiert nachV.(1.20) für jeden beliebigen BewertungsringO mit A ⊆ O ⊆ K eineO-Form,
also einOH -Gitter M̃ mit K ⊗

O
M̃ ∼= M . Daher l̈asst sich die zuM geḧorende Matrixdarstellung von

H überO realisieren und die charakteristischen Polynomeχh haben f̈ur beliebigesh ∈ H Koeffizi-
enten inO. Da A aber lautV.(2.1)ganz-abgeschlossen inK ist und der Schnitt aller Bewertungsringe
O zwischenA und K gleich dem ganzen Abschluss vonA in K — also gleichA ist (siehe [Mat86,
10.4]), haben alle charakteristischen Polynomeχh Koeffizienten inA.
Zu jeder additiven Abbildungϕ zwischen den abelschen HalbgruppenR+0 (KH) und R+0 (LH) gibt
es genau einen Homomorphismus zwischen den abelschen GruppenR0(KH) und R0(LH), der auf
ϕ einschr̈ankt. Da aberpL nach LemmaV.(1.15) injektiv ist, kann es ḧochstens eindθ geben, dessen
Einschr̈ankung aufR+0 (KH) das DiagrammV.2 kommutativ macht. Damit ist die Eindeutigkeit der
Zerlegungsabbildung bewiesen. Dies zeigt, dass die Eigenschaft vondθ , das DiagrammV.2 kommu-
tativ zu machen,

”
universell“ bzw.

”
charakterisierend“ ist.

Zum Beweis der Existenz seiO ein beliebiger Ring, der die Voraussetzungen ausV.(2.3) erfüllt und
die Eigenschaft (t) ausV.(2.4)hat. Wir definieren nun zunächst eine Abbildung

dO
θ : R+0 (KH)→ R+0 (LH)

so, wie in der Formulierung der Proposition angegeben, also durch Angabe der Bilder der Isomor-
phieklassen einfacher Moduln und lineare Fortsetzung. Wir zeigen, dass dieser Homomorphismus
von Halbgruppen das DiagrammV.2 kommutativ macht: Es sei nämlich M ein endlich erzeugter
KH -Modul, h ∈ H undχh das charakteristische Polynom der Operation von 1K ⊗ h auf M . Dann
ist (θ∗ ◦ pK )([M])(h) gleich dem Polynom, das ausχh durch Anwenden vonθ auf die Koeffizienten
vonχh entsteht. Andererseits istχh gleich dem Produkt der charakteristischen Polynome der Operati-
on von 1K ⊗ h auf den Kompositionsfaktoren (Vielfachheiten berücksichtigt). Das BilddO

θ ([M]) von
[M] ist nach Definition die Summe der Bilder der Isomorphieklassen der Kompositionsfaktoren von
M . Für die Isomorphieklassen der einfachen ModulnV existierenO-FormenṼ , die mit k tensoriert
werden. Deswegen ist(pL ◦dO

θ )([M])(h) gleich dem Produkt der Polynome, die aus den charakteristi-
schen Polynomen der Kompositionsfaktoren durch Anwenden vonθ auf die Koeffizienten entstehen.
Man beachte, dass die Abbildungdk

L nach PropositionV.(1.16)ein Isomorphismus ist, der die Isomor-
phieklassen der einfachen Moduln erhält und vertr̈aglich mit der Bildung charakteristischer Polynome
ist.
Damit ist gezeigt, dass jedes solchedO

θ das DiagrammV.2 kommutativ macht. Deswegen haben wir
dθ = dO

θ unabḧangig von der Wahl des RingesO und der Wahl derO-FormenṼ konstruiert und die
Existenz ist bewiesen. �

V.3 Klebeabbildungen

In diesem Abschnitt werden wir unter denselben Voraussetzungen wie bei der Zerlegungsabbildung
(sieheV.(2.1)) eine andere Abbildung zwischen Grothendieck-Gruppen definieren. Hier betrachten
wir projektiv unzerlegbare Moduln anstelle von einfachen und benutzen die projektiven Grothendieck-
Gruppen. Die Abbildung geht

”
in die andere Richtung“.

Sp̈ater wird sich herausstellen, dass dies genau die duale Abbildung der Zerlegungsabbildung ist.

(3.1) Definition (Klebeabbildung)
Es gelten die Voraussetzungen ausV.(2.1)undV.(2.3). Zus̈atzlich seiOH semiperfekt. Dann definie-
ren wir eine AbbildungeO

θ : K0(LH)→ K0(KH) wie folgt: Ein projektiv unzerlegbarerLH -Modul
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P ist von der Form̄eLH für ein primitives Idempotent̄e∈ LH . Dieses Idempotent ist auch ein Idem-
potent inkH (beachte, dassL ⊆ k ist) und weilOH semiperfekt ist, kann man̄ezu einem Idempotent
e∈ OH heben (man beachte PropositionII.(5.10)), so dass also 1k ⊗

O
e= ē ist. Wir setzen dann

eO
θ ([P]) := [eKH ] ∈ K+0 (KH).

Wir nenneneO
θ Klebeabbildung.

Bemerkung:Der Name
”
Klebeabbildung“ kommt daher, dass sie beschreibt, wie die primitiven Idem-

potente inKH zusammenkleben, wenn man die AlgebraOH über dem RingO betrachtet. Dies
kommt durch das Fehlen von Nennern. Die Zerlegung eines Idempotentse in eine Summe von paar-
weise orthogonalen, primitiven Idempotenten ist dasselbe wie die Zerlegung des projektiven Moduls
eKH in eine direkte Summe von projektiv unzerlegbaren. DaKH als endlich-dimensionale Algebra
über einem K̈orper semiperfekt ist, ist diese Zerlegung in Bezug auf den Isomorphietyp bis auf die
Reihenfolge eindeutig (siehe TheoremII.(5.9)).

(3.2) Proposition (Wohldefiniertheit der Klebeabbildung)
Die Klebeabbildung eO

θ in V.(3.1) ist wohldefiniert.

Beweis:Nach LemmaII.(4.1).(v) (angewandt aufOH ) ist kH ∼= OH/mOH , wennm das maximale
Ideal vonO ist, undmOH ⊆ radOH , so dass wir die Restklassenvergröberung

ψ : OH/mOH � OH/ radOH

haben. Zwei verschiedene Hebungene unde′ von ē sind also immer modulo radOH gleich, so dass
die projektiven ModulneOH unde′OH mit PropositionII.(4.2) und LemmaII.(5.3) alsOH -Moduln
isomorph sind. Insbesondere ist also[eKH ] = [e′KH ] ∈ K0(KH) undeO

θ ([P]) hängt nicht von der
Wahl vone ab.
Die gleiche Argumentation greift auch in dem Fall, dass man mit zwei verschiedenen primitiven Idem-
potentenē und ē′ in LH anf̈angt: Weil ēLH und ē′LH als LH -Moduln isomorph sind, gilt auch
ēkH ∼= ē′kH alskH -Moduln, also istψ(ē) · (OH/ radOH) ∼= ψ(ē′) · (OH/ radOH) (wieder mit
PropositionII.(4.2) und LemmaII.(5.3) angewandt aufOH ). Dann kann man aber wieder wie oben
schließen und sieht, dasseO

θ ([P]) auch nicht von der Wahl von̄e abḧangt. �

(3.3) Lemma (Variante von ”Change of Rings“, vgl. [Fei82, Lemma 17.6])
Es sei O ein kommutativer, lokaler Ring mit Quotientenkörper K und Restklassenkörper k. Weiter sei
OH eine O-Ordnung, P ∈ proj-OH und M ein OH -Gitter. Zusätzlich sei OH semiperfekt.
Dann ist HomOH (P,M) ein endlich erzeugter, O-freier O-Modul und

Homk⊗
O

OH (k ⊗
O

P, k ⊗
O

M) ∼= k ⊗
O

HomOH (P,M).

Außerdem gilt für den Rang r von HomOH (P,M):

dimk Homk⊗
O

OH (k ⊗
O

P, k ⊗
O

M) = r = dimK HomK ⊗
O

OH (K ⊗
O

P, K ⊗
O

M).

Beweis:Wegen KorollarII.(5.7) ist P isomorph zu einer endlichen direkten Summe von projektiv
unzerlegbaren Moduln der Formei OH für Idempotenteei ∈ OH . Da Hom additiv ist, kann man also
ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit annehmen, dassP = eOH ist für ein primitives Idempotent
e ∈ OH . Dann ist aber HomOH (eOH ,M) alsO-Modul isomorph zuMe. Da M alsO-Modul frei
ist und die Zerlegung in eine direkte SummeM = Me⊕ M(1− e) hat, istMe einO-projektiver und
damit (O ist lokal, siehe [Mat86, Theorem 2.5]) einO-freier Modul, der als direkter Summand von
M endlich erzeugt ist. Also ist auch gezeigt, dass HomOH (eOH ,M) alsO-Modul frei ist.
Mit LemmaI.(3.8) haben wir sowohl f̈ur k als auch f̈ur K das

”
Change of Rings“-Lemma zur Verfü-

gung und schließen sofort

Homk⊗
O

OH (k ⊗
O

eOH , k ⊗
O

M) ∼= k ⊗
O

HomOH (eOH ,M) alsk-Vektorr̈aume
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und

HomK ⊗
O

OH (K ⊗
O

eOH , K ⊗
O

M) ∼= K ⊗
O

HomOH (eOH ,M) als K -Vektorr̈aume.

Da HomOH (eOH ,M) alsO-Modul frei ist, folgen die Behauptungen̈uber den Rangr und die Di-
mensionen. �

(3.4) Proposition (Unabhängigkeit der Klebeabbildung von O)
Die Klebeabbildung eO

θ aus Definition V.(3.1) hängt nicht von der Wahl des Hilfsrings O ab, so-
lange O die Voraussetzungen aus V.(2.3) und (t) aus V.(2.4) erfüllt, OH semiperfekt ist und K
Zerfällungskörper für KH ist.
Genauer: Es gelten die Voraussetzungen aus V.(2.1). Zusätzlich sei K Zerfällungskörper für KH .
Sind O1 und O2 zwei Ringe, die jeweils die Voraussetzungen aus V.(2.3) und (t) aus V.(2.4) erfüllen
und für die O1H und O2H semiperfekt sind, dann gilt für alle projektiv unzerlegbaren LH -Moduln
P:

eO1
θ ([P]) = eO2

θ ([P]) ∈ K+0 (KH).

Beweis:Es seik1 der Restklassenkörper vonO1 undk2 derjenige vonO2. Weiter seien̄e ∈ LH ein
Idempotent, f̈ur dasP ∼= ēLH ist, unde1 ∈ O1H und e2 ∈ O2H Idempotente, f̈ur die 1k1

⊗
O1

e1 =

ē ∈ k1H und 1k2
⊗
O2

e2 = ē∈ k2H gilt. Wir vergleichen nune1KH und e2KH , indem wir jeweils
Vielfachheiten von einfachen Moduln im Kopf zählen, also die Paarung ausV.(1.12)verwenden:
Ist V ein beliebiger einfacherKH -Modul, dann ist

〈
[ei KH ]

∣∣[V]〉
KH

die Vielfachheit vonV im Kopf
vonei KH für i = 1,2 (vgl. PropositionV.(1.13)mit Bemerkung). Nun existieren nach Voraussetzung
aber sowohl eineO1-FormV1 von V als auch eineO2-FormV2 von V und wir können LemmaV.(3.3)
in beiden F̈allen anwenden. Daraus folgt, dass〈

[ei KH ]
∣∣[V]〉

KH
=

〈
[ēki H ]

∣∣[ki ⊗
Oi

Vi ]

〉
ki H

ist für i = 1,2.
Da aberL Zerfällungsk̈orper f̈ur LH ist, induziert die Konstantenerweiterung vonL nachki jeweils
einen Isomorphismus vonR0(LH) nachR0(ki H) und vonK0(LH) nachK0(ki H) und wir erhalten
wegen der Vertr̈aglichkeit mit〈−|−〉 (vgl. LemmaV.(1.16)und LemmaV.(1.17)):〈

[ei KH ]
∣∣[V]〉

KH
=

〈
[ēLH ]

∣∣(dki
L )
−1([ki ⊗

Oi
Vi ])

〉
LH
=
〈
[ēLH ]

∣∣dθ ([V])〉LH

für i = 1,2. Nun steht aber auf der rechten Seite das Bild von[V] ∈ R0(KH) unter der Zerle-
gungsabbildungdθ , die — wie in PropositionV.(2.5) bewiesen — unabḧangig vom RingO ist. Also
ist die Vielfachheit eines beliebigen einfachenKH -Moduls V im Kopf von e1KH gleich derjeni-
gen im Kopf vone2KH . Damit sind die K̈opfe vone1KH unde2KH isomorph und deswegen mit
PropositionII.(4.2) auche1KH unde2KH selbst. Die Behauptung ist bewiesen. �

Bemerkung: Der Beweis zu dieser Behauptung liefert in Wirklichkeit noch mehr. Er zeigt nämlich,
dass die Klebeabbildung die duale Abbildung zur Zerlegungsabbildung ist bezüglich der Paarungen
〈−|−〉 für KH undLH . Davon handelt der n̈achste Abschnitt.

V.4 Brauer-Reziprozität

(4.1) Theorem (Brauer-Reziprozität, vgl. [GR97, 2.12])
Es gelten die Voraussetzungen aus V.(2.1) und V.(2.3), außerdem gelte (t) aus V.(2.4) und OH sei
semiperfekt. Zusätzlich sei K Zerfällungskörper für die Algebra KH . Dann ist die Klebeabbildung
eθ : K0(LH)→ K0(KH) die duale Abbildung der Zerlegungsabbildung dθ : R0(KH)→ R0(LH)

bezüglich der Paarung 〈−|−〉 aus V.(1.12). Es gilt also〈
[P]

∣∣dθ ([M])〉LH
=
〈
eθ ([P])

∣∣[M]〉
KH

für alle P ∈ proj-LH und alle M ∈ mod-KH . (V.3)
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Bemerkung: Dieses Theorem kann folgendermaßen interpretiert werden:
Schreibt man dieZ-lineare Abbildungdθ : R0(KH)→ R0(LH) als Matrix bez̈uglich der Basen von
R0(KH) bzw. R0(LH), die aus den Isomorphieklassen der einfachen Moduln bestehen (vgl. Proposi-
tionenV.(1.2) undV.(1.7)), erḧalt man die so genannteZerlegungsmatrix. Üblicherweise indizieren
die Isomorphieklassen der einfachenKH -Moduln die Zeilen und die Isomorphieklassen der einfa-
chenLH -Moduln die Spalten dieser Matrix. Die Konstruktion der Zerlegungsabbildung zeigt nun,
dass injeder Zeile der Zerlegungsmatrix die Vielfachheiten der einfachenLH -Moduln in der Kon-
stantenreduktion einerO-Form eines einfachenKH -Moduls stehen.
Die Paarung〈−|−〉 stellt nun sowohl f̈ur KH als auch f̈ur LH jeweils eine Bijektion zwischen den
einfachen und den projektiv unzerlegbaren Moduln her. Also sagt TheoremV.(4.1), dass injeder
Spalte der Zerlegungsmatrix die Vielfachheiten der projektiv unzerlegbarenKH -Moduln in einer
direkten Summenzerlegung einer Hebung eines projektiv unzerlegbarenLH -Moduls stehen.

Beweis: Weil dθ und eθ Homomorphismen abelscher Gruppen sind und〈−|−〉 bilinear ist, reicht
es, GleichungV.3 auf Basisvektoren nachzurechnen. Wir benutzen die Basis vonR0(KH) der Iso-
morphieklassen einfacherKH -Moduln (vgl. PropositionV.(1.2)) und die Basis vonK0(LH) der
Isomorphieklassen projektiv unzerlegbarerLH -Moduln.
Es sei dazūeLH ein projektiv unzerlegbarerLH -Modul mit einem primitiven Idempotent̄e ∈ LH
und e ∈ OH eine Hebung, also ein Idempotent mit 1k ⊗

O
e = ē ∈ kH ⊇ LH . Weiter seiV ein

einfacherKH -Modul mit einerO-FormṼ . Dann k̈onnen wir LemmaV.(3.3)anwenden und erhalten,
dass HomOH (eOH , Ṽ) einO-freierO-Modul vom Rangr ist und dass〈

[ēkH ]
∣∣[kṼ]

〉
kH
= r =

〈
[eKH ]

∣∣[K Ṽ]
〉

KH

gilt. Da aberdθ ([V]) = (dk
L)
−1([kṼ]) ist, folgt

〈
[ēLH ]

∣∣dθ ([V])〉LH
=
〈
eθ ([ēLH ])

∣∣[V]〉
KH

. �

V.5 Faktorisierung von Zerlegungsabbildungen

(5.1) Voraussetzungen (Faktorisierung von Zerlegungsabbildungen)
Es seienA ein Integriẗatsbereich undp undq zwei Primideale vonA mit 0 6= q ( p. Die Lokalisier-
ungen vonA bei p bzw.q seien mitAp und Aq bezeichnet und die entsprechenden Restklassenringe
mit kp = Ap/ rad(Ap) undkq = Aq/ rad(Aq). Es seiK der Quotientenk̈orper vonA.
Dann istkq der Quotientenk̈orper des RingesA/q, da Lokalisierung mit Quotientenbildung vertauscht
(siehe [Kun85, III.4.16]). Es seiA/q ganz-abgeschlossen inkq und A ganz-abgeschlossen inK . Wir
betrachten die drei kanonischen Ringhomomorphismenθp : A ↪→ Ap � kp undθq : A ↪→ Aq � kq

undθq
p : A/q ↪→ Ap/qp � Ap/pp = kp.

Das Bild vonθq liegt im Definitionsbereich vonθq
p , so dass wir uns erlauben, von der

”
Verkettung“

θ
q
p ◦ θq zu sprechen.

Es seiH eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Weiter seiK Zerfällungsk̈orper f̈ur die Kon-
stantenerweiterungKH und es seienkq undkp Zerfällungsk̈orper f̈ur die KonstantenreduktionenkqH
bzw.kpH .

(5.2) Proposition (Faktorisierung von Zerlegungsabbildungen, vgl. [Gec98, Abschnitt 2])
Unter den Voraussetzungen in V.(5.1) sind drei Zerlegungsabbildungen definiert:

R0(KH)
dp

//

dq &&MMMMMMMMMM
	

R0(kpH)

R0(kqH)

dq
p

88qqqqqqqqqq

Dieses Diagramm ist kommutativ, es gilt also dp = dq
p ◦ dq.
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Beweis:Die gemachten Voraussetzungen sind genau diejenigen, die für die Definition der drei Zerle-
gungsabbildungen notwendig sind (vgl.V.(2.1)), dabei istdq = dθq unddp = dθp unddq

p = dθq
p

nach
DefinitionV.(2.2). Das bedeutet insbesondere, dassdq die Abbildung ist, die das Diagramm

R+0 (KH)
� � //

dq

��

	

Maps(H , A[X])

(θq)∗

��

R+0 (kqH)
� � // Maps(H , kq[X])

(V.4)

kommutativ macht, wobei die waagrechten Pfeile jeweils wie inV.(2.2)Bildung des charakteristischen
Polynoms sind und(θq)∗ die Abbildung zwischen den Abbildungen in die Polynomringe ist, dieθq
auf die Koeffizienten anwendet.
Entsprechend istdq

p die Abbildung, die das Diagramm

R+0 (kqH)
� � //

dq
p

��

	

Maps(H , (A/q)[X])

(θ
p
q )∗

��

R+0 (kpH)
� � // Maps(H , kp[X])

kommutativ macht. Wie in AbschnittV.(2.5) bewiesen wird, haben die charakteristischen Polynome,
die in der unteren Zeile von DiagrammV.4 vorkommen, in Wirklichkeit nur Koeffizienten inA/q,
da A/q nach Voraussetzung ganz-abgeschlossen inkq ist. Also können wir die beiden Diagramme
untereinander setzen und erhalten ein kommutatives Diagramm mit der Verkettungdq

p ◦ dq:

R+0 (KH)
� � //

dq
p◦dq

��

	

Maps(H , A[X])

(θp)∗

��

R+0 (kpH)
� � // Maps(H , kp[X])

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegungsabbildung ist alsodp = dq
p ◦ dq. �

Als Nächstes folgt ein Kriterium dafür, dass in der obigen Situation der zweite Schritt der Zerlegungs-
abbildung trivial ist, also ein Isomorphismus, der die Klassen der einfachen Moduln erhält.
Wir brauchen dazu zunächst das folgende Lemma:

(5.3) Lemma (Charaktere als Spurformen auf halbeinfachen Algebren)
Es sei F ein Körper und FH eine endlich-dimensionale, halbeinfache F-Algebra, so dass F Zerfäll-
ungskörper für FH ist. Weiter sei ψ : FH → F eine Linearform, die eine Summe von irreduziblen
Charakteren von FH ist, so dass jeder irreduzible Charakter χ mit einer Vielfachheit nχ vorkommt,
die mindestens 1 und nicht durch die Charakteristik des Körpers F teilbar ist.
Dann ist ψ eine nicht-ausgeartete Spurform auf FH und macht FH zu einer symmetrischen Algebra.

Bemerkungen:

• Vergleiche [CR81, (9.7)]. Der Beweis hier ist analog.

• Ist die Charakteristik vonF ungleich 0, dann ist mit
”
irreduziblem Charakter“ hier die Line-

arform gemeint, die von der Spur auf einer irreduziblen Matrixdarstellung herkommt.

Beweis:Da ein Charakter einer Algebra von der Spur einer Matrixdarstellung her kommt, ist sofort
klar, dassψ eine Spurform ist. Es bleibt also zu zeigen, dassψ nicht ausgeartet ist.
Da F Zerfällungsk̈orper und die AlgebraFH halbeinfach ist, ist sie nach dem Satz von Wedderburn
(siehe [CR81, (3.28) bzw. (3.34)]) isomorph zu einer direkten Summe voller MatrixringeüberF , wo-
bei jeder zu einem Isomorphietyp einfacher Moduln korrespondiert. Es gibt also einen Isomorphismus
ϕ von F-Algebren

ϕ : FH
∼=
−→

⊕
χ∈Irr(FH)

Mdχ (F),
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wobei Irr(FH) die Menge der irreduziblen Charaktere vonFH ist und dχ die F-Dimension des
einfachenFH -Moduls mit Charakterχ . Istχ ∈ Irr(FH), dann istχ(h) für h ∈ FH gleich der Spur
der Matrix in derχ -Komponente vonϕ(h).
Also gibt es zu jedem 06= h ∈ FH ein h′ ∈ FH , so dassϕ(hh′) in genau einer Wedderburn-
Komponente (es seiχ der zugeḧorige Charakter) ungleich Null ist und dort genau einen Wert ungleich
Null auf der Diagonalen hat (man kann für ϕ(h′) in einer geeigneten Komponente eine Matrix mit ge-
nau einer Eins an der richtigen Stelle wählen). Dann ist aberχ(hh′) 6= 0 und alle anderen Charaktere
verschwinden aufhh′. Aufgrund der Voraussetzung, dass die Vielfachheitnχ des Charaktersχ in ψ
mindestens 1 und nicht durch die Charakteristik vonF teilbar ist, folgt, dass auchψ(hh′) 6= 0 ist.
Damit ist gezeigt, dassψ auf FH nicht ausgeartet ist. �

Die folgenden Bezeichnungen werden zur Formulierung des Kriteriums gebraucht:

(5.4) Bezeichnungen (Bezeichnungen für Kriterium)
Es gelten die Voraussetzungen ausV.(5.1). Zus̈atzlich sei die Zerlegungsabbildungdq surjektiv.
Wir bezeichnen den RingA/q mit R. Mit Charakter meinen wir jeweils die Abbildung, die einem
Element einer Algebra die Spur der Darstellungsmatrix in einer entsprechenden Matrixdarstellung
zuordnet. DaR nach Voraussetzung ganz-abgeschlossen inkq ist, nehmen Charaktere der Algebra
kqH auf RH Werte in R an (die Spur einer Darstellungsmatrix ist ein Koeffizient des charakteristi-
schen Polynoms, vergleiche den Anfang des Beweises von PropositionV.(2.5)), wir können also die
Charaktere vonkqH als R-lineare Abbildungen vonRH → R auffassen, erlauben uns aber still-
schweigend die Konstantenerweiterung zukq. Entsprechend nehmen die irreduziblen Charaktere von
KH auf Elementen vonH Werte inA an, daA nach Voraussetzung ganz-abgeschlossen inK ist. Wir
können also die irreduziblen Charaktere vonKH als A-lineare AbbildungenH → A auffassen.
Es seiψ : RH → R die Summe der irreduziblen Charaktere vonRH , also eine Spurform mit
ψ(hh′) = ψ(h′h) für alle h, h′ ∈ RH . Weil dq surjektiv ist, gibt es eineZ-Linearkombination
ψ̃ : H → A der irreduziblen Charaktere vonKH , so dass idR ⊗A ψ̃ = ψ ist. Die Koeffizienten vonψ̃
in dieserZ-Linearkombination lassen sich aus der Zerlegungsabbildungdq ablesen, sind jedoch nicht
eindeutig, wenndq nicht injektiv ist.
Da ψ eine Summe von Charakteren vonkqH ist, verschwindet es auf dem Radikal vonkqH und
induziert so einekq-Linearformψ : kqH/ radkqH −→ kq.

(5.5) Theorem (Kriterium dafür, dass der zweite Schritt trivial ist)
Es gelten die Voraussetzungen aus V.(5.1) und die Bezeichnungen aus V.(5.4), insbesondere sei al-
so die Zerlegungsabbildung dq : R0(KH) → R0(kqH) surjektiv. Es sei M die Gram-Matrix der
Spurform ψ̃ : H → A bezüglich einer Basis (Bw)w∈W von H , also M = (ψ̃(Bw · Bw′))w,w′∈W.
Dann ist die Zerlegungsabbildung dq

p : R0(kqH) → R0(kpH) genau dann trivial, also ein Isomor-
phismus, der die Klassen der einfachen Moduln erhält, wenn der Rang der Matrix 1kq

⊗
A

M über kq

gleich dem Rang der Matrix 1kp
⊗
A

M über kp ist.

Beweis:Mit LemmaV.(5.3) folgt, dassψ eine nicht ausgeartete Spurform aufkqH/ radkqH ist, da
diese Algebra halbeinfach ist. Also ist die Determinante der Gram-Matrix bezüglich einer beliebigen
kq-Basis vonkqH/ radkqH ungleich Null. Erg̈anzt man eine Basis von radkqH zu einer Basis von
kqH und betrachtet die Gram-Matrix vonψ bez̈uglich dieser Basis, dann folgt aus den Erkenntnissen
überψ , dass ihr Rang gleich derkq-Dimension vonkqH/ radkqH ist. Dasselbe gilt dann für die
Gram-Matrix vonψ bez̈uglich jeder anderen Basis vonkqH , also auch f̈ur 1kq

⊗
A

M , da idR ⊗A
ψ̃ = ψ

ist.
Dieselbe Argumentation wollen wir uns nun auch für kpH undkpH/ radkpH zunutze machen.
Es sei zun̈achst die Zerlegungsabbildungdq

p trivial. Dann ist idkp
⊗
R
ψ = idkp

⊗
A
ψ̃ gleich der Summe

der irreduziblen Charaktere vonkpH , da jede Reduktion eines (über einem geeigneten Ring
”
ganzzah-

lig“ gemachten) einfachen Moduls vonkqH auch alskpH -Modul einfach ist. Damit greift dieselbe
Argumentation wie oben, so dass der Rang der Matrix 1kp

⊗
A

M überkp gleich derkp-Dimension von
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kpH/ radkpH ist. Da beide Dimensionen gleich der Summe der Quadrate der Dimensionen der ein-
fachen Moduln sind, sind sie gleich.
Es seien nun umgekehrt der Rang der Matrix 1kq

⊗
A

M überkq gleich dem Rang der Matrix 1kp
⊗
A

M
überkp. Dann istϕ := idkp

⊗
R
ψ = idkp

⊗
A
ψ̃ immer noch gleich einer Summe von irreduziblen Cha-

rakteren vonkpH , in der alle vorkommen, da jeder einfache Modul vonkpH als Konstituent in ir-
gendeiner Reduktion eines einfachen Moduls vonkqH vorkommt. Jedenfalls istϕ eine Spurform auf
kpH , die auf dem Radikal radkpH verschwindet, also eine Spurformϕ auf der halbeinfachen Alge-
bra kpH/ radkpH induziert. Wenn diese nicht ausgeartet ist, ist wieder die Dimension der Algebra
kpH/ radkpH gleich dem Rang der Matrix 1kp

⊗
A

M überkp. Wennϕ ausgeartet ist, dann ist der Rang
sogar noch kleiner.
Wenn aber mindestens eine Klasse einfacher Moduln[V] ∈ R0(kqH) unterdq

p auf eine Klasse nicht-
einfacher Modulndq

p([V]) ∈ R0(kpH) abgebildet wird, ist die Summe der Quadrate der Dimension-
en der einfachen Moduln vonkpH echt kleiner als die Summe der Quadrate der Dimensionen der
einfachen Moduln vonkqH . Also ist auch diekq-Dimension vonkqH/ radkqH echt gr̈oßer als die
kp-Dimension vonkpH/ radkpH und damit die Behauptung bewiesen. �

Die eine Schlussrichtung dieses Ergebnisses funktioniert auch unter leicht abgewandelten Bedingun-
gen:

(5.6) Korollar (Kriterium dafür, dass der zweite Schritt trivial ist, II)
Es gelten die Voraussetzungen aus V.(5.1) und die Bezeichnungen aus V.(5.4) mit den folgenden Ab-
wandlungen: Die Zerlegungsabbildung dq muss nicht surjektiv sein, dafür sei aber die Charakteristik
von kq gleich Null. An Stelle der Spurform ψ benutzen wir hier den regulären Charakter ρ von RH
und statt ψ̃ sei ρ̃ der reguläre Charakter von H , dann gilt idR ⊗A

ρ̃ = ρ. Es sei M ′ die Gram-Matrix
von ρ̃ bezüglich einer Basis (Bw)w∈W von H , also M ′ := (ρ̃(Bw · Bw′))w,w′∈W. Wenn dann der Rang
der Matrix 1kq

⊗
A

M ′ über kq gleich dem Rang der Matrix 1kp
⊗
A

M ′ über kp ist, so ist die Zerlegungsab-
bildung dq

p trivial, also ein Isomorphismus, der die Klassen der einfachen Moduln erhält.

Beweis:Der Beweis geht ẅortlich wie die eine Richtung in TheoremV.(5.5), jeweils mitρ an Stelle
vonψ bzw. ρ̃ stattψ̃ . Zur Anwendung von LemmaV.(5.3) ist nicht mehr notwendig, dass jeder irre-
duzible Charakter vonkqH genau einmal vorkommt, da die Charakteristik vonkq gleich Null ist, also
keine Vielfachheit teilt. Die Umkehrung ist im Allgemeinen nicht mehr richtig, da die Charakteristik
vonkp ein Teiler einer Vielfachheit eines irreduziblen Charakters vonkpH in idkp

⊗
A
ρ sein k̈onnte.�



Kapitel VI

Iwahori-Hecke-Algebren

In diesem Kapitel sind zun̈achst grundlegende Definitionen und Bezeichnungen aufgeführt, die sp̈ater
verwendet werden. F̈ur eine ausf̈uhrliche Erkl̈arung der Theorie und die Beweise sei auf [GP00] ver-
wiesen.
Die AbschnitteVI.4 bis VI.6 enthalten neue Ergebnisseüber die ber̈uhmte Kazhdan-Lusztig-Basis.
Insbesondere wird für Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A explizit eine Wedderburn-Zerlegung aus
der Kazhdan-Lusztig-Basis und ihrer dualen konstruiert. Diese Konstruktion führt dann in Abschnitt
VI.5 zu einer neuen Interpretation des Lusztig-Homomorphismus in die asymptotische AlgebraJ, da
explizit Urbilder der Standardbasis vonJ unter dem Lusztig-Homomorphismus angegeben werden
können.
In AbschnittVI.6 wird gezeigt, dass der induzierte Modul eines Zellmoduls einer parabolischen Un-
teralgebra wieder ein Zellmodul ist, der explizit kombinatorisch beschrieben werden kann.
Schließlich ist in AbschnittVI.7 die Beobachtung beschrieben, dass sich unter den Zellmodulnüberra-
schend viele Moduln finden lassen, die bei Spezialisierung projektive Moduln liefern. Hierfür konnte
bisher kein Argument gefunden werden, das diese Beobachtung hinreichend erklärt.

VI.1 Grundlagen und Definitionen

Es wird angenommen, dass der Leser mit den BegriffenCoxetersystemundCoxetergruppevertraut
ist. Sie werden hier so verwendet, wie in [GP00, Chapter 1] beschrieben ist.

(1.1) Definition/Proposition (Längenfunktion, vgl. [GP00, 1.1.4 bis 1.1.8])
Es sei (W, S) ein Coxetersystem und w ∈ W. Ist w = s1 · · · · · sk eine kürzest-mögliche Darstellung
von w als Produkt von Coxetererzeugern si ∈ S, dann nennen wir dies einen reduzierten Ausdruck
für w. Wir bezeichnen mit l : W→ N∪{0} die Längenfunktion. Sie ist dadurch definiert, dass l (w)
die Länge eines (beliebigen) reduzierten Ausdrucks für w ist.
Ist w ∈ W und s ∈ S, dann ist l (w) − 1 6 l (ws) 6 l (w) + 1. Ist J ⊆ S und w ∈ W, dann gibt es
ein w′ ∈ 〈J〉 und ein x ∈ W mit w = w′x, so dass l (w) = l (w′)+ l (x) ist und l (sx) > l (x) für alle
s ∈ J gilt.
Daraus folgt: Ist l (sw) < l (w), dann gibt es einen reduzierten Ausdruck s1 · · · · · sl (w)−1 für sw, so
dass s · s1 · · · · · sl (w)−1 ein reduzierter Ausdruck für w ist.
Alle Aussagen gelten analog, wenn ws und sw vertauscht werden.
Insbesondere folgt aus l (ws) < l (w), dass es einen reduzierten Ausdruck für w gibt, der mit s endet.

Beweis:Es gilt l (ws) 6 l (w)+1, da man aus einem reduzierten Ausdruck fürw durch Anḧangen von
s einen Ausdruck f̈urws erḧalt. Genauso folgtl (w) = l (wss) 6 l (ws)+ 1, das2

= 1 gilt. Damit ist
die Abscḧatzung der L̈ange vonws gezeigt. Die darauf folgende Aussage ist in [GP00, 1.1.8] durch
Induktion nach der L̈ange vonw bewiesen bewiesen.
Benutzt man diese Aussage für J = {s}, so folgt ausl (sw) < l (w), dassw = w′x = sx ist mit
w′ ∈ 〈J〉 undl (w) = l (sx) > l (x). Also hatx die Längel (w)− 1. �

77
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(1.2) Definition/Proposition (Bruhat-Ordnung, vgl. [GP00, nach 1.2.5])
Es sei (W, S) ein Coxetersystem. Wir nennen v ∈ W Bruhat-kleiner-oder-gleich w ∈ W und
schreiben v 6 w, wenn es einen reduzierten Ausdruck w = s1 · · · · · sl (w) für w, ein 0 6 k 6 l (w)
und Indizes 1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 l (w) gibt, so dass v = si1 · · · · · sik ist. Wir nennen jedes
solches v einen Teilausdruck von w. Diese Sprechweise ist gerechtfertigt, da in diesem Fall v aus
jedem reduzierten Ausdruck für w als Teilausdruck gewonnen werden kann.
Durch diese Definition ist eine partielle Ordnung auf W definiert. Ist s ∈ S und w ∈ W, dann gilt
w 6 ws, falls l (ws) = l (w)+ 1, und ws 6 w, falls l (ws) = l (w)− 1 ist.

Beweis:Dass die Menge der Teilausdrücke vonw nicht von dem geẅahlten reduzierten Ausdruck
für w abḧangt, ist mit dem Satz von Matsumoto ([GP00, Theorem 1.2.2]) in [GP00, Lemma 1.2.4]
bewiesen. Mit [GP00, Theorem 1.2.5] und [GP00, Exercise 1.7] folgt dann, dass die Bruhat-Ordnung
eine partielle Ordnung aufW ist.
Ist l (ws) = l (w) + 1, dann wird aus einem beliebigen reduzierten Ausdruck für w durch Anḧangen
vons einer f̈urws, also istw ein Teilausdruck vonws und damitw 6 ws.
Ist l (ws) = l (w) − 1, dann existiert nachVI.(1.1) ein reduzierter Ausdruck für w, der mits endet.
Also istws ein Teilausdruck vonw und damitws 6 w. �

(1.3) Definition (Bezeichnung f̈ur alternierende Produkte)
Ist A ein beliebiger Ring,a,b ∈ A undn ∈ N, dann bezeichnen wir mit Prod(a,b;n) das alternierende
Produkta · b · a · · · ·︸ ︷︷ ︸

n Faktoren

mit n Faktoren.

(1.4) Definition/Proposition (Iwahori-Hecke-Algebra, vgl. [GP00, 4.4 bzw. 8.1])
Es sei A ein kommutativer Ring und (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ mit Coxetergruppe
W und Coxetererzeugern S. Es sei (as)s∈S eine Sammlung von Elementen aus A, so dass as = at gilt,
wenn s, t ∈ S in W konjugiert sind.
Dann bezeichnen wir mit HA(W, S, (as)s∈S) die assoziative A-Algebra mit Eins, die durch die Erzeu-
ger {Ts | s ∈ S} und die Relationen

T2
s = as · 1H + (as− 1) · Ts für s ∈ S und

Prod(Ts, Tt ;mst) = Prod(Tt , Ts;mst) für s 6= t und s, t ∈ S und mst <∞

definiert ist, wobei mst ∈ N ∪ {∞} für s, t ∈ Sdie Ordnung von st ∈ W ist.
Sind alle as für s ∈ Sgleich einem Wert a, dann schreiben wir dafür auch kurz HA(W, S,a).
Für H = H(W, S, (as)s∈S) gilt:

(i) Für jedesw ∈ W gibt es ein wohldefiniertes Element Tw ∈ H , so dass Tw = Ts1 ·Ts2 · · · · ·Tsn

ist für jeden beliebigen reduzierten Ausdruck w = s1 · · · · · sn mit si ∈ S für 1 6 i 6 n.
Insbesondere ist T1 = 1H .

(ii) Für s ∈ Sund w ∈ W gilt:

TsTw =

{
Tsw wenn l (sw) > l (w)

asTsw + (as− 1)Tw wenn l (sw) < l (w),

wobei l die Längenfunktion von W aus VI.(1.1) ist.
(iii) Die Algebra H ist ein A-freier A-Modul und (Tw)w∈W ist eine A-Basis von H .

Wir nennen diese Basis die T-Basis.

Wir übertragen die Typbezeichnungen der Coxetersysteme von endlichem Typ auf die zugehöri-
gen Iwahori-Hecke-Algebren. Es ist also eine Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An eine Algebra
HA(W, S,a) wie oben, wobei (W, S) ein Coxetersystem vom Typ An ist. Hier kommt immer nur
ein Parameter vor, da alle s ∈ Szueinander konjugiert sind.

Beweis:Siehe [GP00, Abschnitt 4.4]. �
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(1.5) Definition/Proposition (Iwahori-Hecke-Algebren sind symmetrisch, vgl. [GP00, 8.1.1])
Es sei HA(W, S, (as)s∈S) eine Iwahori-Hecke-Algebra wie in VI.(1.4). Die Linearform τ : H → A
sei durch τ(Tw) := δ1,w für alle w ∈ W definiert.
Dann werden durch aw := as1 · · · · · asn für einen beliebigen reduzierten Ausdruck w = s1 · · · · · sn

Konstanten aw ∈ A für w ∈ W festgelegt, mit denen gilt:

τ(TwTw′) =

{
aw für w−1

= w′,

0 für w−1
6= w′.

Wenn alle as (für s ∈ S) Einheiten in A sind, dann ist τ symmetrisierend und H dementsprechend
eine symmetrische Algebra (vgl. IV.(1.3)).
Die zu (Tw)w∈W bezüglich τ duale Basis ist (T∨w )w∈W mit T∨w := a−1

w · Tw−1 für alle w ∈ W.

Beweis:Siehe [GP00, 8.1.1]. Die Wohldefiniertheit deraw folgt aus dem Satz von Matsumoto. �

Bemerkung: Im Weiteren werden wir meistens annehmen, dass alleas (für s ∈ S) Einheiten inA
sind.

(1.6) Proposition (Index- und Signumsdarstellung, vgl. [GP00, 8.1.3])
Es sei HA(W, S, (as)s∈S) eine Iwahori-Hecke-Algebra wie in VI.(1.4) und A ein Integritätsbereich.
Dann ist die A-lineare Abbildung ind : H → A, Tw 7→ aw (die aw wie in VI.(1.5)) eine Darstel-
lung von H . Wir nennen sie die Indexdarstellung. Weiter ist durch ε : H → A, Ts 7→ −1 eine
Darstellung von H definiert, wir nennen sie die Signumsdarstellung.

Beweis:Siehe [GP00, 8.1.3]. �

(1.7) Definition (Generische Iwahori-Hecke-Algebren, vgl. [GP00, 8.1.4])
Es seien(W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ undv eine UnbestimmtëuberZ. Weiter sei
A := Z[v, v−1

] der Ring der Laurent-PolynomëuberZ in der Unbestimmtenv. Dann nennen wir die
AlgebraHA(W, S, v) diegenerische (Ein-Parameter-)Iwahori-Hecke-Algebra.

(1.8) Proposition (Spezialisierung, vgl. [GP00, 8.1.2])
Es seien A und A′ kommutative Ringe, H := HA(W, S, (as)s∈S) eine Iwahori-Hecke-Algebra über A
wie in VI.(1.4) und θ : A→ A′ ein Ringhomomorphismus. Dann induziert θ einen Ringhomomor-
phismus von HA(W, S, (as)s∈S) nach H ′ := HA′(W, S, (θ(as))s∈S). Die Algebra H ′ ist kanonisch
isomorph zu A′ ⊗

A
H , wobei wir A′ hier durch θ als einen A′-A-Bimodul auffassen (vergleiche Bemer-

kung I.(3.2) und Proposition I.(3.1)).
In diesem Fall nennen wir H ′ eine Spezialisierung von H .

Beweis:Siehe [GP00, 8.1.2]. �
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VI.2 Kazhdan-Lusztig-Basen

In diesem Abschnitt stellen wir die Ergebnisseüber die Kazhdan-Lusztig-Basis einer generischen
Iwahori-Hecke-Algebra zusammen, die im weiteren Verlauf der Arbeit gebraucht werden. Die Notati-
on orientiert sich an [GP00, Chapter 11] und ḧalt sich damit an den in der Literaturüblichen Standard.
Für Beweise wird auf die Literatur verwiesen. Zur Vereinfachung beschränken wir uns auf den Ein-
Parameter-Fall.

Zur Konstruktion der Kazhdan-Lusztig-Basis werden die Quadratwurzeln des Parameters der Iwahori-
Hecke-Algebra ben̈otigt. Deswegen arbeiten wir von nun anüber dem Ring der Laurent-Polynome in
der Wurzel der Unbestimmten:

(2.1) Bezeichnungen (Grundring mit Wurzeln, vgl. [GP00, Bemerkungen vor 9.4.7])
Es sei

√
v = v1/2 eine Unbestimmte. Wir bezeichnen das Quadrat von

√
v mit v und nennen

√
v

”
die

positive Quadratwurzel“ vonv und−
√
v

”
die negative Quadratwurzel“. Es seiA := Z[v1/2, v−1/2

]

der Ring der Laurent-Polynome in der Unbestimmtenv1/2. Es seiA+ := v1/2
· Z[v1/2

] die Teilmenge
der Polynome inv1/2 mit konstantem Koeffizienten 0 undA− := v−1/2

· Z[v−1/2
] die Teilmenge der

Polynome inv−1/2 mit konstantem Koeffizienten 0. Weiter seiK = Q(v1/2) der Quotientenk̈orper
von A.

(2.2) Bezeichnungen (DiẽT -Basis, siehe [GP00, 11.1.9])
Es seien

√
v, A und K wie in VI.(2.1). Weiter sei(W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und

H := HA(W, S, v) die zugeḧorige Iwahori-Hecke-Algebräuber dem RingA mit Parameterv (siehe
VI.(1.4)). Wir nennenH wie in VI.(1.7) generische Ein-Parameter-Iwahori-Hecke-Algebra. Der
einzige Unterschied ist, dass der Grundring zusätzlich die Quadratwurzeln des Parameters enthält. Wir
bezeichnen mit̃Tw fürw ∈ W die folgenden Vielfachen der Elemente der T-Basis:T̃w := v−l (w)/2Tw.
Da v1/2 in A invertierbar ist, ist(T̃w)w∈W eine Basis vonH . Mit 6 sei dieBruhat-Ordnung in W
bezeichnet (sieheVI.(1.2)).

(2.3) Definition/Proposition (Eine Involution auf H , siehe [GP00, vor 11.1.10])
Es gelten die Bezeichnungen in VI.(2.1) und VI.(2.2). Wir erweitern die Involution a 7→ a auf A, die
v1/2 mit v−1/2 vertauscht, durch die folgende Abbildungsvorschrift zu einer Involution h 7→ h auf H :

∑
w∈W

awT̃w :=
∑
w∈W

awT̃−1
w−1 .

Diese Involution ist ein Ringhomomorphismus (allerdings kein Homomorphismus von A-Algebren,
da nicht A-linear).

Beweis:Siehe Bemerkung vor [GP00, 11.1.10] bzw. [GP00, Exercises 8.1 und 8.2]. �

(2.4) Theorem (Existenz und Eindeutigkeit der Kazhdan-Lusztig-Basis, siehe [GP00, 11.1.10])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3). Dann gibt es für jedes
w ∈ W ein eindeutiges Element C′w ∈ H , so dass

C′w = C′w und C′w ∈ T̃w +
∑
y∈W

A− · T̃y (VI.1)

gelten. Schreiben wir C′w =
∑

y∈W P∗y,wT̃y mit P∗y,w ∈ A, dann ist P∗w,w = 1 für alle w ∈ W und
P∗y,w = 0, für alle y, w ∈ W, für die nicht y 6 w gilt. Die Elemente (C′w)w∈W bilden eine A-Basis
von H . Sie heißt Kazhdan-Lusztig-Basis (oder kurz KL-Basis) von H .
Es sei µ(y, w) der Koeffizient von P∗y,w bei v−1/2.

Beweis:Siehe [GP00, 11.1.10]. �
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(2.5) Bemerkungen (Bez̈uge zur Literatur)
• Diese Basis wurde von David Kazhdan und George Lusztig in [KL79] eingef̈uhrt. Schon dort

finden sich praktisch alle wesentlichen Eigenschaften und Konstruktionen, die wir hier zitieren.

• Die (C′w)w∈W sind eine Variante der
”
eigentlichen“ Kazhdan-Lusztig-Basis(Cw)w∈W, die aus

denC′w durch Anwenden einer weiteren Involution vonH hervorgehen (siehe [GP00, 11.1.10,
Step 3] bzw. AbschnittVI.(5.1)). In dieser Arbeit werden hauptsächlich dieC′w benutzt.

• Entsprechend sind dieP∗y,w eine Variante der berühmten Kazhdan-Lusztig-Polynome, die für
y, w ∈ W mit y 6 w durchPy,w := v

(l (w)−l (y))/2
· P∗y,w gegeben sind. DiePy,w sind Polynome

in v (Achtung: nicht nur Polynome inv1/2) vom Grad kleiner oder gleich12(l (w) − l (y) − 1)
mit konstantem Term 1. Sie sind ebenfalls in [KL79] zuerst eingef̈uhrt worden. Siehe dazu auch
[GP00, 11.1.11].

• Die Bezeichnungen hier halten sich exakt an den Standard in der Literatur, der durch [KL79]
und [Lus84] gegeben ist. Die — aus Sicht der vorliegenden Arbeit — unnötigen Striche an den
C′w ergeben sich daraus.

(2.6) Lemma ({C′
s | s ∈ S} erzeugt H als A-Algebra)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Die Algebra H wird als A-Algebra von der Menge {C′s | s ∈ S} erzeugt.

Beweis:Es istC′1 = T̃1 = T1 = 1H und C′s = T̃s + v
−1/2T̃1 (siehe im Beweis zu [GP00, 11.1.10]

oder durch direktes Benutzen der Definition in TheoremVI.(2.4)). Da dieT̃s die AlgebraH erzeugen
(sieheVI.(1.4)) und unsere Definition vonA-Algebra immer eine Identität erfordert, erzeugen auch
dieC′s ganzH . �

(2.7) Theorem (Multiplikationsformeln für die C′
w, siehe [Lus84, (5.1.15)])

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Dann gelten für s ∈ Sund w ∈ W:

C′s · C
′

w =


(
v1/2
+ v−1/2

)
· C′w für sw < w

C′sw +
∑
y<w

l (y)6≡l (w) (2)
sy<y

µ(y, w) · C′y für sw > w (VI.2)

und

C′w · C
′

s =


(
v1/2
+ v−1/2

)
· C′w für ws< w

C′ws+
∑
y<w

l (y)6≡l (w) (2)
ys<y

µ(y, w) · C′y für ws> w . (VI.3)

Hierbei ist µ(y, w) ∈ Z gleich dem Koeffizienten von P∗y,w bei v−1/2.

Beweis:Siehe [Lus84, (5.1.15)]. �

(2.8) Theorem (Positivität der Koeffizienten der Kazhdan-Lusztig-Polynome)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Die Coxetergruppe W sei kristallographisch im Sinne von [Lus85, (3.1.1)] (das heißt,
dass alle mst in der Menge {2,3,4,6,∞} liegen für s, t ∈ S).
Dann gilt: Die Koeffizienten der Polynome P∗y,w sind nicht-negativ. Insbesondere sind die µ(y, w) aus
Theorem VI.(2.7) nicht-negativ. Für alle x, y ∈ W ist C′x ·C

′

y eine A-Linearkombination der (C′w)w∈W,
in der alle als Koeffizienten vorkommenden Laurent-Polynome nicht-negative Koeffizienten haben.
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Beweis:Siehe [KL80] bzw. [Spr83]. Siehe auch die bibliographischen Hinweise am Ende von [GP00,
Chapter 11]. �

Bemerkung:Diese Positiviẗats-Resultate sind extrem tiefliegend. Ihre Beweise erfordern komplizierte
geometrische Konstruktionen. Gleichzeitig haben sie starke Implikationen für die Struktur vonH
und wichtige Konsequenzen in der Darstellungstheorie endlicher Chevalley-Gruppen (siehe [Lus84,
Chapters 5 and 12] und [Cur88]).

Eine der verbl̈uffenden Eigenschaften der Kazhdan-Lusztig-Basis ist, dass sie in gewisser Hinsicht
eine Filtrierung des regulären Moduls realisiert. Um dies zu erklären, ben̈otigen wir einige Definitio-
nen:

(2.9) Definition (Linkszellen, Rechtszellen,”6L “ und ”6R “)
(siehe [Lus84, nach 5.1.12] oder [KL79, Def. 1.2])

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen inVI.(2.1) bisVI.(2.3) und(C′w)w∈W sei die Basis
ausVI.(2.4). Es sei

”
4
L
“ (bzw.

”
4
R
“) die Relation auf W, für die y 4

L
w (bzw. y 4

R
w) mit y, w ∈ W

genau danngilt, wenny = w ist oder es eins ∈ Sgibt, so dassC′s · C
′

w (bzw.C′w · C
′

s), ausgedr̈uckt
in der C′-Basis, alsC′y-Koordinate einen Wert ungleich 0 hat (beachte GleichungVI.2 (bzw. VI.3)).
Weiter sei

”
6
L
“ (bzw.

”
6
R
“) der transitive Abschluss der Relation

”
4
L
“ (bzw.

”
4
R
“). Es gilt alsoy 6

L
w

(bzw. y 6
R
w) genau dann, wenn eine Kettey1, . . . , yk ∈ W existiert mit y 4

L
y1 4

L
y2 4

L
· · ·4

L
yk 4

L
w

(bzw. y 4
R

y1 4
R

y2 4
R
· · ·4

R
yk 4

R
w) für eink ∈ N.

Dann ist
”
6
L
“ (bzw.

”
6
R
“) eine transitive Relation aufW. Die zugeḧorige Äquivalenzrelation sei mit

”
∼L “ (bzw.

”
∼R “) bezeichnet, es ist alsoy∼L w (bzw. y∼R w) genau dann, wenny 6

L
w und w6

L
y

(bzw. y 6
R
w undw6

R
y) ist. Die Äquivalenzklassen bezüglich

”
∼L “ (bzw.

”
∼R “) heißenLinkszellen

(bzw.Rechtszellen).
Die Relation

”
6
L
“ (bzw.

”
6
R
“) induziert somit auf der Menge der Linkszellen (bzw. der Rechtszellen)

eine partielle Ordnung, die wir auch mit
”
6
L
“ (bzw.

”
6
R
“) bezeichnen.

(2.10) Bemerkung (̈Aquivalenz zur Definition in [ Lus84])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen inVI.(2.1) bisVI.(2.3) und(C′w)w∈W sei die Basis
ausVI.(2.4).
In [Lus84, nach (5.1.12)] ist

”
6
L
“ über die C-Basis statẗuber die C′-Basis definiert. Die Definitionen

stimmen aber genaüuberein, da f̈ur die C-Basis in [Lus84, (5.1.12)] Formeln gelten, die sich von
denen inVI.2 undVI.3 nur um Vorzeichen unterscheiden.
In [KL79, Def. 1.2] ist

”
6
L
“ auf den ersten Blick anders definiert. Auch dort wird die C-Basis anstatt

der C′-Basis verwendet und es ist von
”
W-Graphen“ die Rede. Die Definitionen stimmen aber genau

überein, die Unterschiede sind nur auf andere Bezeichnungen zurückzuf̈uhren.
Sowohl in [KL79, Def. 1.2] als auch in [Lus84, nach (5.1.12)] isty 6

R
w als y−1 6

L
w−1 definiert. Dies

ist äquivalent mit unserer Definition, wie das folgende Argument zeigt:
Laut [GP00, Exercise 4.8] ist die Abbildung

ι : H −→ H ,
∑
w∈W

awTw 7−→
∑
w∈W

awTw−1

ein A-Algebren-Antiautomorphismus (wie man leicht nachrechnet, indem man die Relationen vonH
in der opposiẗaren AlgebraHop nachrechnet). Dieser bildet fürw ∈ W das Element̃Tw auf T̃w−1 ab,
da l (w) = l (w−1) ist. Andererseits bildetι Elemente, die unter der Involution ausVI.(2.3) invariant
sind, wieder auf solche ab (kurze Rechnung, man benutzeι

(
T̃−1
w−1

)
= T̃−1

w ). Deswegen folgt mit der
Eindeutigkeit der Elemente(C′w)w∈W aus TheoremVI.(2.4), dassι(C′w) = C′

w−1 ist für allew ∈ W
und dassP∗

y−1,w−1 = P∗y,w ist für alle y, w ∈ W, dass also insbesondereµ(y−1, w−1) = µ(y, w) ist.
Da auch die Bruhat-Ordnung nach Definition mit Invertieren verträglich ist, transportiertι Gleichung
VI.2 in GleichungVI.3 und umgekehrt. Deswegen ist unsere Definition von

”
6
R
“ äquivalent zu der in

[KL79] bzw. [Lus84].
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Das folgende Lemma deutet die Relevanz obiger Definitionen an:

(2.11) Lemma (Andere Charakterisierung von ”6
L

“ und ”6
R

“)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Dann ist für y, w ∈ W genau dann y 6

L
w (bzw. y 6

R
w), wenn ein h ∈ H existiert, so

dass in

h · C′w =
∑
x∈W

axC′x

(
bzw. C′w · h =

∑
x∈W

axC′x

)
mit ax ∈ A für alle x ∈ W der Koeffizient ay ungleich Null ist.

Beweis:Wir zeigen die Aussage nur für
”
6
L
“, da

”
6
R
“ analog geht. Es sei zunächsty 6

L
w. Das bedeutet,

dass es eink ∈ N und eine Kettey1, . . . , yk ∈ W mit y 4
L

y1 4
L

y2 4
L
· · ·4

L
yk 4

L
w gibt. Es sei jeweils

si ∈ S für 0 6 i 6 k das Element ausS, das nach der Definition von
”
4
L
“ existiert. Dann ist

C′s0
· C′s1
· · · · · C′sk

· C′w =
∑
x∈W

axC′x

mit ax ∈ A unday 6= 0, da sich beim sukzessiven Anwenden derC′si
auf Grund von GleichungVI.2

und der Positiviẗat derµ(y, w) aus TheoremVI.(2.8) nie Koeffizienten wegheben können.
Sei nun umgekehrth ·C′w =

∑
x∈W axC′x mit ax ∈ A für x ∈ W unday 6= 0. Da laut LemmaVI.(2.6)

die AlgebraH gleich dem Erzeugnis der Menge{C′s | s ∈ S} ist, können wirh als Linearkombination
von Produkten derC′s schreiben. Also k̈onnen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen,
dassh = C′s0

·C′s1
· · · · ·C′sk

ist für eink ∈ N unds0, . . . , sk ∈ S. Durch wiederholtes Anwenden von
GleichungVI.2 folgt nun y 6

L
w. �

Durch letzteres Lemma können wir jetzt mit Hilfe der Kazhdan-Lusztig-Basis Ideale inH definieren:

(2.12) Definition/Proposition (Zellmoduln)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Weiter sei3 ⊆ W eine Vereinigung von Rechtszellen mit der Eigenschaft, dass mit jeder
Zelle 0 ⊆ W, die in 3 enthalten ist, auch jede 6

R
-kleinere Rechtszelle in 3 enthalten ist. Wir nennen

eine solche Menge nach unten abgeschlossen und bezeichnen mit

I3 :=
∑
x∈3

AC′x ⊆ H

das A-Erzeugnis der den Elementen in3 entsprechenden Vektoren der Kazhdan-Lusztig-Basis. Dann
ist I3 ein Rechtsideal in H , also ein Rechts-H -Modul.
Ist 6 ( 3 eine weitere nach unten abgeschlossene Vereinigung von Rechtszellen, dann ist I6 ein
A-reines Untergitter von I3 und damit I3/I6 ein A-torsionsfreier Rechts-H -Modul. Wir bezeichnen
diesen Modul mit RC(3\6) und nennen solche Moduln Zellmoduln.
Damit ist für alle Mengen der Form 3 \ 6 wie oben ein Zellmodul definiert. Dies sind genau die
Teilmengen von W, die Vereinigung von Rechtszellen sind mit der Eigenschaft, dass mit zwei Zellen
0′6

R
0 auch alle Zellen 0′′ mit 0′6

R
0′′6

R
0 enthalten sind. Wir nennen solche Mengen 6

R
-konvex.

Insbesondere kann man, wenn 0 eine Rechtszelle ist, für 3 die Vereinigung aller Rechtszellen 0′

mit 0′6
R
0 nehmen und für 6 die Vereinigung aller Rechtszellen 0′ mit 0′<

R
0. Man erhält dann den

Zellmodul RC(0) aus einer Zelle, wir sprechen von einem Einzellmodul.
Alle hier definierten Begriffe seien analog auch für ”6

L
“, Linkszellen und LC(3\6) definiert.

Beweis:Dass dieI3 Rechtsideale sind, folgt sofort aus LemmaVI.(2.11).
Jede Menge der Form3 \ 6 ist 6

R
-konvex, da f̈ur 0,0′ ⊆ 3 \ 6 mit 0′6

R
0 und0′6

R
0′′6

R
0 einer-

seits0′′ ⊆ 3 ist (da3 nach unten abgeschlossen ist) und andererseits0′′ 6⊆ 6 (da6 nach unten
abgeschlossen ist und sonst auch0′ ⊆ 6 wäre).
Ist umgekehrt1 ⊆ W eine Vereinigung von Rechtszellen und6

R
-konvex, dann kann man für 3 die

Vereinigung aller Rechtszellen nehmen, die6
R

als irgendeine Rechtszelle in1 sind und f̈ur 6 die
Vereinigung aller Rechtszellen in3, die nicht in1 sind. �
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(2.13) Beispiel (Poset der Rechtszellen für die Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A3)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen inVI.(2.1) bisVI.(2.3) und(C′w)w∈W sei die Basis
ausVI.(2.4). Der Typ des Coxetersystems (und damit der vonH ) sei A3. In AbbildungVI.1 ist das
Hasse-Diagramm des Posets (Partially Ordered Set) der Rechtszellen mit

”
6
R
“ dargestellt. Die Vertizes

entsprechen den Rechtszellen, die von 1 bis 10 durchnummeriert sind. Weiter unten liegende Vertizes
sind kleiner als weiter oben liegende bezüglich

”
6
R
“, wenn sie durch eine Linie verbunden sind.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Abbildung VI.1: Rechtszellen-Poset für Typ A3

In TabelleVI.1 steht f̈ur jede Zelle die Liste der Gruppenelemente, ausgedrückt in den Standard-
Coxetererzeugerns1, s2 unds3, die in der Standard-Permutationsdarstellung für W = S4 auf 4 Punkten
jeweils den Nachbartranspositionen(1,2), (2,3) und(3,4) entsprechen:

Rechtszelle Enthaltene Gruppenelemente

1 s1s2s1s3s2s1

2 s1s2s1 , s1s2s1s3 , s1s2s1s3s2

3 s1s3 , s1s3s2

4 s1s2s3s2 , s1s3s2s1 , s1s2s3s2s1

5 s1 , s1s2 , s1s2s3

6 s2s3s2 , s2s3s2s1 , s2s1s3s2s1

7 s2 , s2s1 , s2s3

8 s2s1s3 , s2s1s3s2

9 s3 , s3s2 , s3s2s1

10 id

Tabelle VI.1: Verteilung der Gruppenelemente vonW = S4 auf die Rechtszellen

Die Zelleinteilung und -Anordnung wurde mit demCHEVIE-Paket (siehe [GHL+96]) unter dem
Computer-Algebra-SystemGAP3 (siehe [S+95]) berechnet und das Poset wurde mit demXGAP4-
Paket (siehe [CN99]) unterGAP4 (siehe [GAP02]) gezeichnet.



VI.2. Kazhdan-Lusztig-Basen 85

Wir ben̈otigen noch die duale Basis der Kazhdan-Lusztig-Basis bezüglich der symmetrisierenden
Spurformτ :

(2.14) Definition/Proposition (Duale Basis der Kazhdan-Lusztig-Basis, vgl. [Lus84, (5.1.8)])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
aus VI.(2.4). Es sei (D′w)w∈W die Basis von H , für die

τ(C′w · D
′

y−1) = δw,y für alle w, y ∈ W

ist, wobei τ : H → A die symmetrisierende Spurform aus VI.(1.5) ist. Es gilt

D′w = v
−l (w0)/2 · Cww0Tw0

für alle w ∈ W, wobei w0 ∈ W das längste Element in W ist.

Beweis:Da v ∈ A invertierbar ist, istH mit τ laut VI.(1.5) eine symmetrische Algebra, damit exi-
stiert nach PropositionIV.(1.2) die duale Basis von(C′w)w∈W bez̈uglichτ und ist eindeutig. Die letzte
Formel steht in [Lus84, (5.1.8) und (5.1.10)]. Man beachte, dass in dieser Formel die ursprüngliche
Kazhdan-Lusztig-Basis(Cw)w∈W und die T-Basis (ohne Striche) benutzt wird. �

Als Nächstes zitieren wir einige Resultateüber die Kazhdan-Lusztig-Basis und ihre duale, die zum
Teil extrem tiefliegend und schwierig zu beweisen sind, die sich aber als genauso extrem nützlich
erweisen werden:

(2.15) Proposition (Andere Charakterisierung von ”6
L

“ und ”6
R

“ II, vgl. [Lus84, (5.1.14)])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D′w)w∈W aus VI.(2.14). Dann gelten für alle y, x ∈ W:

y 6
L

x genau dann, wenn C′x D′y−1 6= 0 und
y 6

R
x genau dann, wenn D′y−1C′x 6= 0 .

Beweis:Wir imitieren exakt den Beweis in [Lus84, (5.1.14)] f̈ur (C′w)w∈W und(D′w)w∈W an Stelle von
(Cw)w∈W und(Dw)w∈W:
Es sei zun̈achsty 6

R
x.

Das bedeutet, dass es einp ∈ N und eine Kettey1, . . . , yp ∈ W mit y 4
R

y1 4
R
· · ·4

R
yp 4

R
x gibt. Es

sei jeweilssi ∈ S für 0 6 i 6 p das Element vonS, das nach der Definition von4
R

existiert. Da die
µ-Werte nicht-negativ sind (sieheVI.(2.8)) und sich deswegen keine Terme wegheben können, folgt
durch wiederholtes Anwenden von GleichungVI.3, dass

C′x · C
′

s0
· · · · · C′sp

=

∑
z6

R
x

azC
′

z

mit az ∈ A für z ∈ W und ay 6= 0 ist (alle az in obiger Summe sind tatsächlich Polynome in
v1/2
+ v−1/2 mit nicht-negativen, ganzen Koeffizienten). Also ist

0 6= ay = τ(D
′

y−1 · C′x · C
′

s0
· · · · · C′sp

)

und damitD′y−1C′x 6= 0.
Ist umgekehrtD′y−1C′x 6= 0, dann existiert einh ∈ H mit τ(D′y−1C′x · h) 6= 0, da die Bilinearform
(h, h′) 7→ τ(hh′) nicht ausgeartet ist. Da aberτ(D′y−1C′x · h) gleich dem Koeffizient beiC′y ist, wenn
manC′x · h als Linearkombination der(C′w)w∈W schreibt, folgt mit LemmaVI.(2.11), dassy 6

R
x ist.

Der Beweis f̈ur die andere Aussagëuber
”
6
L
“ geht analog. �
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(2.16) Definition (”6LR
“ und zweiseitige Zellen, vgl. [Lus84, nach (5.1.12)])

Es gelten die Voraussetzungen ausVI.(2.1) bis VI.(2.3) und(C′w)w∈W sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
ausVI.(2.4). Für x, y ∈ W sei x 6

LR
y genau dann, wenn es eine Folgex = x0, x1, . . . , xn = y ∈ W

gibt, so dass f̈ur 0 6 i 6 n− 1 jeweilsxi 6
L

xi+1 oderxi 6
R

xi+1 gilt. Die zu dieser transitiven Relation

geḧorendeÄquivalenzrelation sei mit
”
∼LR“ bezeichnet, es gilt alsox∼LR y genau dann, wennx 6

LR
y und

y 6
LR

x gilt. Die Äquivalenzklassen heißenzweiseitige Zellen.
Jede zweiseitige Zelle ist also Vereinigung von Linkszellen und Vereinigung von Rechtszellen, so dass
sowohl ausy∼L x als auch ausy∼R x jeweils y∼LR x folgt.

Bemerkung: Im Allgemeinen ist
”
∼LR“ nicht die feinsteÄquivalenzrelation aufW, für die jedeÄqui-

valenzklasse Vereinigung sowohl von Linkszellen als auch von Rechtszellen ist. Für Typ A ist dies
jedoch richtig, sieheVI.(3.7).

(2.17) Theorem (Links-, Rechts- und zweiseitige Zellen, siehe [Lus84, (5.1.13)])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
aus VI.(2.4). Gelten y 6

L
x und y∼LR x, dann ist y∼L x. Gelten y 6

R
x und y∼LR x, dann ist y∼R x.

Beweis:Siehe [Lus84, (5.1.13)] bzw. [Lus81].
Dieses Ergebnis ist extrem tiefliegend, es ist kein elementarer Beweis bekannt.
Am angegebenen Ort steht nur die erste der beiden Aussagen. Die zweite folgt aber sofort, da laut
BemerkungVI.(2.10) die Aussagey 6

R
x äquivalent mity−1 6

L
x−1 ist und deswegen ausy∼LR x auch

y−1
∼LR x−1 folgt. Dann kann man aber die erste Aussage benutzen und erhält, dassy−1

∼L x−1 und
damit y∼R x ist. �

Bemerkung: Auch für Typ A folgt dieses Ergebnis nicht aus TheoremVI.(3.7), da die Robinson-
Schensted-Abbildung zwar die Links- und Rechts-Zelleinteilung kodiert, aber keine Beziehung zur
partiellen Ordnung

”
6
L
“ (bzw.

”
6
R
“) auf den Linkszellen (bzw. Rechtszellen) bekannt ist.

VI.3 Ergebnisseüber Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A

Über die Darstellungstheorie der Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A ist viel bekannt. Richard Dip-
per und Gordon James haben nämlich in [DJ86] eine direkte Verallgemeinerung der klassischen Er-
gebnissëuber die symmetrischen Gruppen beschrieben. Wir zitieren einige Ergebnisse, die an mehre-
ren Stellen verwendet werden:

(3.1) Theorem (Zerfällungskörper für Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A, vgl. [DJ86, 7.6])
Es sei H := HF(W, S,a) eine Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An−1 über einem Körper F mit
a 6= 0, es sei also W = Sn die symmetrische Gruppe Sn auf n Ziffern und 0 6= a ∈ F . Dann ist F
Zerfällungskörper für H .

Beweis:Siehe [DJ86, Theorem 7.6]. In dieser Arbeit werden explizit
”
Specht-Moduln“ f̈ur Iwahori-

Hecke-Algebren vom Typ A konstruiert und es wird gezeigt, dass gewisse Quotienten von diesen
absolut einfache Moduln sind.
Für die generische Iwahori-Hecke-AlgebraHQ(

√
v)(W, S, v) vom Typ An über dem Funktionenk̈orper

in einer Unbestimmten
√
v (sieheVI.(1.7)) kann ein kompletter Satz absolut einfacher Moduln auch

aus den Kazhdan-Lusztig-Zellmoduln gewonnen werden (siehe TheoremVI.(3.9)), wobei hier aber
die Quadratwurzeln des Parameters im Grundring gebraucht werden. �

Die folgenden Definitionen sind Standard:

(3.2) Definition (Partition, Teile, e-reguläre Partition, lexikographische Ordnung)
Es sein ∈ N. EinePartition von n ist eine Folgeλ = (λi )i∈N von Zahlenλi ∈ N∪ {0}mit λi > λi+1

für alle i ∈ N und
∑

i∈N λi = n (das bedeutet, dass nur endlich viele Folgenglieder ungleich 0 sind).
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Die λi mit λi > 0 heißenTeile von λ. Ist 1< e ∈ N, dann heißt die Partitionλ e-regulär, wenn in
λ kein Teile mal oderöfter vorkommt. Man kann Partitionenlexikographischordnen, es istλ genau
dann lexikographisch kleiner alsµ, wennλi < µi für das kleinstei ∈ N mit λi 6= µi gilt.
Ist λ eine Partition vonn mit l Teilen, dann ist einλ-Standardtableaueine treppenartige, linksbündi-
ge Anordnung der Zahlen{1, . . . ,n} ⊆ N in l Zeilen der L̈angenλ1, λ2, . . . , λl , so dass die Werte in
jeder Zeile von links nach rechts und in jeder Spalte von oben nach unten ansteigen, zum Beispiel für
λ = (6,4,3,2,1):

1 3 5 7 11 15

2 6 8 14

4 9 13

10 12

16

.

Formal kann man einλ-Standardtableau als bijektive Abbildung

f :
{
(i, j ) ∈ {1, . . . , l } × {1, . . . , λ1}

∣∣ j 6 λi
}
→ {1, . . . ,n}

definieren mitf (i, j ) < f (i+1, j ) für alle 16 i < l und 16 j 6 λi+1 und mit f (i, j ) < f (i, j+1)
für alle 16 i 6 l und 16 j < λi mit der offensichtlichen Visualisierung wie oben.
Die Partitionλ einesλ-Standardtableauxt heißtGestaltvon t .

Das folgende Theorem gibtüber die F̈alle Auskunft, in denen der Parameter keine Einheitswurzel ist:

(3.3) Theorem (Halbeinfachheit von Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A, vgl. [DJ86, 7.6])
Es sei H := HF(W, S,a) eine Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An−1 über einem Körper F und für
0 6= a ∈ F gelte, dass es kein e ∈ N gibt mit 1+ a+ a2

+ · · · + ae−1
=
∑e−1

i=0 ai
= 0. Dann ist H

halbeinfach. Die Isomorphietypen einfacher Moduln lassen sich durch die Menge der Partitionen von
n parametrisieren. Dabei entspricht dem Indexcharakter die Partition (n) und dem Signumscharakter
die Partition (1n) = (1,1, . . . ,1).

Beweis:Siehe [DJ86, Theorem 7.6]. Dies ist eine direkte Verallgemeinerung der klassischen Resultate
über die symmetrische Gruppe. �

Das folgende Theorem gibtüber die F̈alle Auskunft, in denen der Parameter eine Einheitswurzel ist:

(3.4) Theorem (Parametrisierung einfacher Moduln beim Typ A, vgl. [DJ86, 7.6 und 7.7])
Es sei HF := HF(W, S,a) eine Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An−1 über einem Körper F und
0 6= a ∈ F . Weiter sei {

d ∈ N
∣∣ d−1∑

i=0

ai
= 0

}
6= ∅,

und es sei e die kleinste natürliche Zahl in dieser Menge. Dann lassen sich die Isomorphieklassen
einfacher HF -Moduln durch die e-regulären Partitionen parametrisieren. Für die Spezialisierung θ der
generischen Ein-Parameter-Iwahori-Hecke-Algebra HZ[v,v−1](W, S, v) zu H , die v auf a abbildet,
und die zugehörige Zerlegungsabbildung

dθ : R0(HQ(v)(W, S, v))→ R0(HF(W, S,a))

(vergleiche V.(2.2)) gilt: Schreibt man das Bild dθ ([Sµ]) ∈ R0(HF) der Klasse [Sµ] ∈ R0(HQ(v))
eines einfachen HQ(v)-Moduls Sµ zum Parameter µ als ganzzahlige Linearkombination der Klassen
einfacher HF -Moduln und ist darin der Koeffizient vor einer Klasse [Dλ

] eines einfachen Moduls
Dλ zum e-regulären Parameter λ ungleich Null, dann ist µ lexikographisch kleiner oder gleich λ. Ist
µ = λ, dann ist die Vielfachheit genau 1. Insbesondere ist also dθ surjektiv.
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Bemerkung: Man kann die Zerlegungsabbildung unter Benutzung der Standardbasen der Klassen der
einfachen Moduln als Zerlegungsmatrix ausdrücken, deren Zeilen durch alle Partitionen vonn und
deren Spalten durch diee-regul̈aren Partitionen indiziert sind. Ordnet man die Zeilen, die durch die
e-regul̈aren Partitionen in lexikographischer Ordnung indiziert sind, an den Anfang und die Spalten in
lexikographischer Ordnung dere-regul̈aren Partitionen an, dann hat die Zerlegungsmatrix die folgende
Form einer (rechteckigen) unteren Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen:

1 0 · · · 0

∗ 1
. . .

...
...
. . .

. . . 0
∗ · · · ∗ 1
∗ ∗ ∗ ∗

...
...

...
...

∗ ∗ ∗ ∗


.

Beweis:Siehe [DJ86, Theoreme 7.6 und 7.7]. �

(3.5) Definition/Proposition (Robinson-Schensted-Abbildung, vgl. [Knu98, 5.1.4])
Der folgende Algorithmus definiert eine Abbildung P, die von der symmetrischen Gruppe Sn in die
Menge der Standardtableaux, deren Gestalt eine Partition von n ist, geht:
Es sei π ∈ Sn, aufgefasst als Bijektion der Menge {1, . . . ,n} auf sich. Beginne mit dem leeren Stan-
dardtableau und füge sukzessive die Zahlen π(1), . . . , π(n) nach der folgenden Vorschrift ein:

1. a←− [ einzufügende Zahl

2. z←− [ 1 (d.h. beginne in Zeile 1)

3. wenn a größer als alle Zahlen in Zeile z ist: füge a ans Ende von Zeile z an, Ende.

4. sonst tausche die kleinste Zahl in Zeile z, die größer als a ist, mit a aus

5. z←− [ z+ 1

6. weiter bei 3.

Das Standardtableau nach dem Einfügen von π(n) ist P(π). Die Robinson-Schensted-Abbildung
ist dann als Abbildung von Sn in die Paare von Standardtableaux definiert durch

π 7→ (P(π), P(π−1)).

Es gilt: Für alle π ∈ Sn ist die Gestalt von P(π) gleich der von P(π−1) und die Robinson-Schensted-
Abbildung ist eine Bijektion zwischen Sn und der Menge der Paare von Standardtableaux, deren beide
Komponenten als Gestalt dieselbe Partition von n haben.

Beweis:Siehe [Knu98, 5.1.4]. �

(3.6) Beispiel (Beispiel f̈ur Robinson-Schensted-Abbildung)
Für die Permutationπ := (1,4)(3,6,5,2) (Zykelschreibweise) auf 6 Punkten ist die Liste der Bilder
gleich(4,3,6,1,2,5), so dass man beim Berechnen vonP(π) sukzessive die folgenden Standardta-
bleaux erḧalt:

4 →
3

4
→

3 6

4
→

1 6

3

4

→

1 2

3 6

4

→

1 2 5

3 6

4

= P(π).
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Das Inverse vonπ ist π−1
= (1,4)(3,2,5,6), die Liste der Bilder ist gleich(4,5,2,1,6,3), so dass

man beim Berechnen vonP(π−1) sukzessive die folgenden Standardtableaux erhält:

4 → 4 5 →
2 5

4
→

1 5

2

4

→

1 5 6

2

4

→

1 3 6

2 5

4

= P(π−1).

Das Bild vonπ unter der Robinson-Schensted-Abbildung ist also das Paar

(
P(π), P(π−1)

)
=

 1 2 5

3 6

4

,

1 3 6

2 5

4

 .
(3.7) Theorem (Robinson-Schensted und Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A, vgl. [KL79, §5])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
aus VI.(2.4). Zusätzlich sei (W, S) (und damit H ) vom Typ An−1, so dass also W ∼= Sn ist (hier ist der
Isomorphismus gemeint, der für 1 6 i 6 n− 1 den Coxetererzeuger si auf die Nachbartransposition
(i, i + 1) abbildet).
Dann gelten für die Robinson-Schensted-Abbildung aus VI.(3.5) und alle y, x ∈ W:

1. Es gilt y∼L x genau dann, wenn P(y) = P(x) ist.

2. Es gilt y∼R x genau dann, wenn P(y−1) = P(x−1) ist.

3. Es gilt y∼LR x genau dann, wenn die Gestalt von P(y) gleich der von P(x) ist.

Beweis:In [KL79, §5] wird hierf̈ur auf einen Preprint von David Vogan verwiesen, in dem von soge-
nannten

”
verallgemeinertenτ -Invarianten“ die Rede ist. In [Shi86, Theorem 1.7.2] wird zum Beweis

auf [BV82] verwiesen (in [Shi86] steht das Symbol
”
6
0
“ f ür unser

”
6
LR

“).
Es folgt, dass beim Typ A die zweiseitigen Zellen die kleinsten Teilmengen vonW sind, die gleichzei-
tig Vereinigung von Linkszellen und von Rechtszellen sind. Diese von

”
∼L “ und

”
∼R “ erzeugteÄqui-

valenzrelation wird in [Shi86] mit
”
∼LR“ bezeichnet, ihre Klassen heißen dort LR-Zellen. �

(3.8) Korollar (Schnitt einer Linkszelle mit einer Rechtszelle)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S) (und damit H ) vom Typ A. Gilt dann y∼L x und
y∼R x, dann ist y = x. Also ist der Schnitt einer beliebigen Linkszelle mit einer Rechtszelle immer
entweder einelementig oder leer, je nachdem, ob die Zellen in derselben zweiseitigen Zelle liegen
oder nicht.

Beweis:WennP(y) = P(x) und P(y−1) = P(x−1) ist, dann ist(P(x), P(x−1)) = (P(y), P(y−1))

und damitx = y. �

Beim Typ A ist die Kazhdan-Lusztig-Basis besonders nützlich, was man an folgendem Theorem sehen
kann:

(3.9) Theorem (Einfache Moduln als Einzellmoduln, siehe [KL79, Theorem 1.4])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S) (und damit H ) vom Typ A. Dann ist für alle
Linkszellen 3 der Einzellmodul LC(3) eine A-Form eines einfachen KH -Linksmoduls und für alle
Rechtszellen 0 der Einzellmodul RC(0) eine A-Form eines einfachen KH -Moduls. Sind 31 und 32

zwei Linkszellen, dann ist LC(31) genau dann als Links-H -Modul isomorph zu LC(32), wenn31 und
32 in derselben zweiseitigen Zelle liegen.
Die Robinson-Schensted-Abbildung (siehe VI.(3.7)) liefert für alle w in derselben zweiseitigen Zelle
Paare von Standardtableaux mit derselben Gestalt. Diese Partition ist dieselbe, die auch bei der Para-
metrisierung der einfachen H -Moduln in VI.(3.3) den einfachen Moduln LC(3) bzw. RC(0) entspricht,
wenn 3 eine Linkszelle und 0 eine Rechtszelle in der entsprechenden zweiseitigen Zelle ist.
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Beweis:Siehe [KL79, Theorem 1.4] bzw. [KL79, §5]. Dort sind die Aussagen für Linkszellen bewie-
sen. Wie aber schon in BemerkungVI.(2.10) gezeigt wurde, gilty 6

R
x genau dann, wenny−1 6

L
x−1

ist, so dass die Einteilung in Rechtszellen dieselben Dimensionen und Vielfachheiten von Zellmoduln
liefert wie die Einteilung in Linkszellen. Also ist RC(0) eine A-Form eines einfachenKH -Moduls,
wenn0 eine Rechtszelle ist, denn im regulären Modul der halbeinfachen AlgebraKH (siehe Theorem
VI.(3.3)) ist die Vielfachheit eines einfachen Moduls jeweils so groß wie seine Dimension.
Die letzte Bemerkung̈uber die Robinson-Schensted-Abbildung ist in [Mül95, 4.9.5] bewiesen. Dort
ist zwar die Rede von Darstellungen der WeylgruppeW, dieÜbertragung auf Darstellungen der gene-
rischen Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A erfolgt aber einfach durch Spezialisierung des Parameters
v auf 1 (bzw.v1/2 auf−1). �

Bemerkung: In [KL79, §5] wird nicht nur die obige Aussage bewiesen, sondern noch mehr angedeu-
tet: Bei geeigneter Anordnung der Standardbasisvektoren der Einzellmoduln erhält man n̈amlich für
verschiedene Linkszellen in derselben zweiseitigen Zelle sogar exakt dieselben Darstellungsmatrizen!
Siehe dazu die Ausführungen inVI.(3.22).

(3.10) Korollar (Irreduzible Charaktere)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D′w)w∈W aus VI.(2.14). Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S)
(und damit H ) vom Typ A.
Ist 3 ⊆ W eine Linkszelle, dann gilt für den irreduziblen Charakter χ3 des zugehörigen Einzell-
moduls

χ3(h) =
∑
z∈3

τ
(
D′z−1 · h · C′z

)
= τ

((∑
z∈3

C′zD′z−1

)
· h

)
für alle h ∈ H ,

woraus folgt, dass
∑

z∈3 C′zD′z−1 im Zentrum von H liegt.
Ist 0 ⊆ W eine Rechtszelle, dann gilt für den irreduziblen Charakter χ0 des zugehörigen Einzell-
moduls

χ0(h) =
∑
z∈0

τ
(
C′z · h · D

′

z−1

)
= τ

((∑
z∈0

D′z−1C′z

)
· h

)
für alle h ∈ H ,

woraus folgt, dass auch
∑

z∈0 D′z−1C′z im Zentrum von H liegt.

Beweis:Siehe die Definition von Zellmoduln inVI.(2.12), TheoremVI.(3.9) und die Rechnung im
Beweis der letzten Aussage inIV.(1.5), da f̈ur jeden Charakterχ vonH und zwei beliebige Elemente
h, h′ ∈ H gilt, dassχ(hh′) = χ(h′h) ist, undτ nicht ausgeartet ist. �

Bemerkung: Im Beweis von TheoremVI.(4.1) wird nebenbei bewiesen, dass der Charakterχ3 des
Links-Zellmoduls zur Linkszelle3 gleich dem Charakterχ0 des Rechts-Zellmoduls zur Rechtszelle
0 ist, wenn3 und0 in derselben zweiseitigen Zelle liegen.

Für verschiedene Linkszellen in derselben zweiseitigen Zelle lässt sich noch mehr sagen, als bereits in
TheoremVI.(3.9) formuliert wurde, n̈amlich dass die entsprechenden Links-Zellmoduln in gewisser
Weise sogar dieselben Darstellungsmatrizen liefern. Dazu bedarf es einiger Vorbereitungen:

(3.11) Definition/Proposition (Parabolische Untergruppen, siehe [GP00, 1.2.9])
Es sei (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und J ⊆ S. Es sei WJ := 〈J〉 ⊆ W die
von J erzeugte Untergruppe in W. Dann heißt WJ parabolische Untergruppe und ist selbst eine
Coxetergruppe zum Coxetersystem (WJ, J).
Die Längenfunktionen von W und WJ stimmen auf WJ überein.

Beweis:Siehe [GP00, 1.2.9]. �



VI.3. Ergebnissëuber Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A 91

(3.12) Definition/Proposition (Ausgezeichnete Nebenklassenvertreter, siehe [GP00, 2.1.1])
Es sei (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und J ⊆ S. Weiter sei

XJ := {x ∈ W | l (sx) > l (x) für alle s ∈ J} .

Dann ist XJ ein Vertretersystem für die Rechtsnebenklassen der parabolischen Untergruppe WJ in W.
Für jedes x ∈ W sind äquivalent:

• x ∈ XJ .

• l (vx) = l (v)+ l (x) für alle v ∈ WJ .

• x ist das eindeutige Element kürzester Länge in WJ · x.

Die Elemente in XJ heißen ausgezeichnete Rechtsnebenklassenvertreter.
Völlig analog definiert man die ausgezeichneten Linksnebenklassenvertreter, sie sind genau die
Inversen der Elemente in XJ .

Beweis:Siehe [GP00, 2.1.1]. Vergleiche auchVI.(1.1). �

(3.13) Lemma (S3-Sechsecke, vgl. [Shi86, §1.6])
Es sei (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und {s, t} ⊆ S eine zweielementige Teilmenge
von S, so dass st Ordnung 3 hat, also 〈s, t〉 6 W isomorph zur symmetrischen Gruppe S3 auf 3
Punkten ist. Es sei w ∈ W mit ws< w und wt > w (Bruhat-Ordnung, siehe VI.(1.2)).
Dann gilt für die Bruhat-Ordnung innerhalb der Linksnebenklassew 〈s, t〉, dass genau eine der beiden
folgenden Situationen vorliegt:

wt

wts

w

wtst = wsts

ws

wst

wst

wsts= wtstws

w

wt

wts

Abbildung VI.2: Mögliche Posets der Bruhat-Ordnung auf einerS3-Nebenklasse

In diesen Bildern ist das Hasse-Diagramm der Bruhat-Ordnung dargestellt, weiter oben liegende
Gruppenelemente sind also jeweils Bruhat-größer als weiter unten liegende, wenn sie durch Striche
verbunden sind.

Beweis:Daws < w ist, gibt es ein reduziertes Wortw′, so dassw = w′s ein reduziertes Wort fürw
ist. Wir unterscheiden die beiden Fällew′t > w′ undw′t < w′. Im ersten Fall istw′ wie in VI.(3.12)
der eindeutige k̈urzeste Linksnebenklassenvertreter inw 〈s, t〉. Daraus folgt sofort, dassw = w′s,
w′t , wt = w′st, w′ts undw′sts= w′tst reduzierte Worte f̈ur die Elemente inw 〈s, t〉 sind und das
linke Bild vorliegt.
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Im anderen Fallw′t < w′ gibt es ein reduziertes Wortw′′, so dassw′′t = w′ und damitw′′ts= w′s=
w reduzierte Worte f̈ur w′ bzw.w sind. Da aber nunw′′tst = wt > w = w′′ts ist, ist die L̈ange
von w′′tst um 3 gr̈oßer als die vonw′′, woraus folgt, dass dieses Malw′′ der eindeutige k̈urzeste
Linksnebenklassenvertreter inw 〈s, t〉 ist und das rechte Bild vorliegt. �

(3.14) Definition (Links- und Rechts-Abstiegsmengen)
Es sei(W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ. Dann sei fürw ∈ W

L(w) :=
{
s ∈ S

∣∣ sw < w
}

und R(w) :=
{
s ∈ S

∣∣ws< w
}

dieLinks- bzw.Rechts-Abstiegsmenge, wobei
”
<“ die Bruhat-Ordnung (sieheVI.(1.2)) bezeichnet.

(3.15) Theorem (Abstiegsmengen und Zellen, siehe [KL79, 2.4] bzw. [Shi86, 1.5.2])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) sowie VI.(2.9).
Dann gilt für x, y ∈ W:

(i) Gilt x 6
L

y, dann ist R(x) ⊇ R(y). Gilt also x∼L y, dann ist R(x) = R(y).

(ii) Gilt x 6
R

y, dann ist L(x) ⊇ L(y). Gilt also x∼R y, dann ist L(x) = L(y).

Beweis:Siehe [KL79, Proposition 2.4] bzw. [Shi86, Theorem 1.5.2]. �

(3.16) Definition/Proposition (Sternoperationen, siehe [KL79, 4.1] bzw. [Shi86, §1.6])
Es seien (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und {s, t} ⊆ Seine zweielementige Teilmenge,
so dass st Ordnung 3 hat. Wir definieren dann

DR(s, t) :=
{
w ∈ W

∣∣R(w) ∩ {s, t} ist einelementig
}

bzw.
DL(s, t) :=

{
w ∈ W

∣∣L(w) ∩ {s, t} ist einelementig
}
.

Ist w ∈ DR(s, t), dann ist wegen Lemma VI.(3.13) genau eines der Elemente ws und wt ebenfalls
in DR(s, t). Wir bezeichnen dieses mit w∗, so dass also die Abbildung w 7→ w∗ eine Involution
auf DR(s, t) definiert, die Rechts-Sternoperation bezüglich {s, t}. Analog sei durch w 7→ ∗w eine
Involution auf DL(s, t) definiert, die Links-Sternoperation bezüglich {s, t}.

Beweis:Benutze LemmaVI.(3.13)und die entsprechende, linkshändige Version. �

Bemerkung: Ist {s, t} ⊆ S eine zweielementige Teilmenge, so dassst Ordnung 3 hat, dann hängt
die Frage, obw ∈ W im DefinitionsbereichDR(s, t) der Rechts-Sternoperation bezüglich {s, t} liegt,
nur von derRechts-AbstiegsmengeR(w) ab. Da nachVI.(3.15) die Rechts-Abstiegsmengen aller
Elemente einerLinkszelle 3 gleich sind, liegen immer entweder alle oder keines der Elemente von
3 in DR(s, t). Die analoge Bemerkung gilt für DL(s, t) und Rechtszellen.

Die Sternoperationen sind eng mit der Einteilung in Links- bzw. Rechtszellen verbunden:

(3.17) Theorem (Sternoperationen und Zellen I, vgl. [Shi86, Theorem 1.6.3])
Es seien (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und {s, t} ⊆ Seine zweielementige Teilmenge,
so dass st Ordnung 3 hat. Dann gilt w∼L

∗w für alle w ∈ DL(s, t) und w∼R w
∗ für alle w ∈ DR(s, t).

Ist weiter x, y ∈ W mit x∼R y, dann gibt es eine Folge von Rechts-Sternoperationen, die x auf y
abbildet.
Genauer: Es gibt ein k ∈ N und eine Folge von Paaren {si , ti } ⊆ S (1 6 i 6 k), so dass si ti jeweils
Ordnung 3 hat, mit den folgenden Eigenschaften: Mit x0 := x und xi := x∗i−1 für 1 6 i 6 k ist
jeweils xi−1 ∈ DR(si , ti ) und xk = y (natürlich ist jeweils bei x∗i−1 die Sternoperation bezüglich
{si , ti } gemeint).
Analog gibt es für x, y ∈ W mit x∼L y eine Folge von Links-Sternoperationen, die x auf y abbildet.
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Beweis:Siehe [Shi86, Theorem 1.6.3]. Dort steht dieselbe Aussage in einer Formulierung mitÄqui-
valenzklassen. �

Die Sternoperationen sind zusätzlich besonders nützlich, da sie die Zelleinteilung auf der jeweils
anderen Seite respektieren:

(3.18) Theorem (Sternoperationen und Zellen II, siehe [KL79, 4.3] bzw. [Shi86, 1.6.2])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) sowie VI.(2.9). Weiter sei
{s, t} ⊆ Seine zweielementige Teilmenge, so dass st Ordnung 3 hat. Dann gilt:

(i) Es seien x, y ∈ DL(s, t). Dann gilt x∼R y genau dann, wenn ∗x∼R
∗y ist.

(ii) Es seien x, y ∈ DR(s, t). Dann gilt x∼L y genau dann, wenn x∗∼L y∗ ist.

Beweis:Siehe [KL79, Corollary 4.3] bzw. [Shi86, Theorem 1.6.2]. �

Bemerkung: Dieses Ergebnis zeigt, dass eine Rechts-Sternoperation eine beliebige Linkszelle31 im
Definitionsbereich der Sternoperation bijektiv auf eine andere Linkszelle32 abbildet, die im selben
Definitionsbereich liegt. Zus̈atzlich liegt32 in derselben zweiseitigen Zelle wie31 (wegen (i) in
VI.(3.18)). Umgekehrt folgt aus dem vorigen ResultatVI.(3.17), dass es f̈ur zwei Linkszellen31

und32, die je ein Elementx1 ∈ 31 und x2 ∈ 32 mit x1∼R x2 enthalten, eine Folge von Rechts-
Sternoperationen gibt, deren Verkettung31 bijektiv auf32 abbildet. Analoge Bemerkungen gelten
für Rechtszellen und Links-Sternoperationen.

Unglücklicherweise ben̈otigen wir noch eine Bezeichnung, die eigentlich schlecht zu den anderen
Bezeichnungen in dieser Arbeit passt, um den reibungslosen Anschluss an die Literatur zu gewährleis-
ten:

(3.19) Definition (Vgl. [KL79, Definition 1.2] bzw. [Shi86, Definition 1.4.3])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen inVI.(2.1) bisVI.(2.3) und(C′w)w∈W sei die Basis
ausVI.(2.4).
Wir schreibeny ≺ w, wenny < w (Bruhat-Ordnung, sieheVI.(1.2)) gilt undµ(y, w) 6= 0 ist.

Bemerkung: Diese Definition stimmt mit der in [KL79, Definition 1.2] bzw. der in [Shi86, Definition
1.4.3] überein, da wirµ(y, w) für alle y, w ∈ W definiert haben (siehe TheoremVI.(2.4)) und es
gleich 0 ist, wennl (y) 6≡ l (w) (mod 2) oderPy,w nicht den ḧochstm̈oglichen Grad(l (w)− l (y)−1)/2
hat.

Wir können nun die folgenden beiden Ergebnisse formulieren:

(3.20) Lemma (Siehe [Shi86, Lemma 1.4.5 (ii) bzw. Lemma 1.4.6])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) sowie VI.(2.9). Weiter
seien s ∈ Sund x, x′ ∈ W. Dann gilt:

(i) Es sei x < x′ mit l (x)+ 1= l (x′). Dann ist x ≺ x′ und µ(x, x′) = 1.

(ii) Es seien x < x′ und sx′ < x′ und sx > x. Es gilt x ≺ x′ genau dann, wenn x′ = sx ist. In
diesem Fall folgt µ(x, x′) = 1.

(iii) Es seien x < x′ und x′s < x′ und xs > x. Es gilt x ≺ x′ genau dann, wenn x′ = xs ist. In
diesem Fall folgt µ(x, x′) = 1.

Beweis:Siehe [Shi86, Lemma 1.4.5 (ii) bzw. Lemma 1.4.6 (i) und (ii)]. �
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(3.21) Theorem (Stern-Operationen und µ, siehe [KL79, 4.2] bzw. [Shi86, 1.6.1])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) sowie VI.(2.9). Weiter sei
{s, t} ⊆ Seine zweielementige Teilmenge, so dass st Ordnung 3 hat. Dann gelten:

(i) Es seien y, w ∈ DL(s, t) und yw−1 /∈ 〈s, t〉. Dann ist y ≺ w genau dann, wenn ∗y ≺ ∗w ist
und es ist µ(y, w) = µ(∗y, ∗w).

(ii) Es seien y, w ∈ DL(s, t) und yw−1
∈ 〈s, t〉. Dann ist y ≺ w genau dann, wenn ∗w ≺ ∗y ist

und es ist µ(y, w) = µ(∗w, ∗y) = 1.

(iii) Es seien y, w ∈ DR(s, t) und w−1y /∈ 〈s, t〉. Dann ist y ≺ w genau dann, wenn y∗ ≺ w∗ ist
und es ist µ(y, w) = µ(y∗, w∗).

(iv) Es seien y, w ∈ DR(s, t) und w−1y ∈ 〈s, t〉. Dann ist y ≺ w genau dann, wenn w∗ ≺ y∗ ist
und es ist µ(y, w) = µ(w∗, y∗) = 1.

Beweis:Siehe [KL79, Theorem 4.2] bzw. [Shi86, Theorem 1.6.1]. �

Die Vorbereitungen f̈ur das eigentliche Ergebnis dieses Abschnitts sind nun abgeschlossen:

(3.22) Theorem (Identische Links-Einzelldarstellungen, vgl. [KL79, §5] bzw. [Shi86, 1.7.3])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D′w)w∈W aus VI.(2.14). Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S)
(und damit H ) vom Typ A. Es seien 31 und 32 zwei verschiedene Linkszellen in derselben zweisei-
tigen Zelle und w, y ∈ 31. Dann gibt es eindeutige w′, y′ ∈ 32, so dass w′∼R w und y′∼R y gelten und
für diese gilt

τ
(
D′y′−1 · C′u · C

′

w′

)
= τ

(
D′y−1 · C′u · C

′

w

)
für alle u ∈ S. Daraus folgt, dass auch für alle h ∈ H

τ
(
D′y′−1 · h · C′w′

)
= τ

(
D′y−1 · h · C′w

)
gilt. Die Zahl τ

(
D′y−1 · h · C′w

)
ist der Koeffizient bei C′y, wenn man h · C′w als Linearkombination

der C′x schreibt. Deswegen werden hier Matrixkoeffizienten von einfachen Links-Zelldarstellungen
verglichen.

Beweis:Für diesen Beweis benutzen wir, dass mit Hilfe der Rechts-Sternoperationen eine Beziehung
zwischen den Linkszellen in einer zweiseitigen Zelle hergestellt werden kann. Da hier Typ A vor-
ausgesetzt ist, folgt aus der Tatsache, dass31 und32 in derselben zweiseitigen Zelle liegen, dass es
x1 ∈ 31 undx2 ∈ 32 gibt mit x1∼R x2 (sieheVI.(3.7)). Also zeigt TheoremVI.(3.17), dass es eine Fol-
ge von Rechts-Sternoperationen gibt, deren Verkettungx1 auf x2 abbildet. Wie in den Bemerkungen
nachVI.(3.16)undVI.(3.18)beschrieben, gibt es also für zwei Linkszellen in derselben zweiseitigen
Zelle eine Folge von Rechts-Sternoperationen, deren Verkettung eine Bijektion zwischen den beiden
Linkszellen liefert. Wir k̈onnen uns hier also auf einen Schritt konzentrieren und ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, dass zwei Erzeugers, t ∈ S existieren, so dassst Ordnung 3 hat,
dass{s, t} ∩R(w) = {s} für allew ∈ 31 ist (beachte PropositionVI.(3.15)), und dass die Rechts-
Sternoperation zu den Erzeugern{s, t} eine Bijektion zwischen den Linkszellen31 und32 herstellt.
Diese Bijektion bildetw ∈ 31 nachVI.(3.17) auf dasElementw∗ ∈ 32 ab, f̈ur dasw∼R w

∗ gilt, so
dass wir nur noch die Gleichung aus dem Theorem nachrechnen müssen.
Wir bezeichnen die vons und t erzeugte Untergruppe〈s, t〉 von W mit S3 (sie ist tats̈achlich eine
Coxetergruppe vom Typ A2). Es seiu ∈ Sbeliebig. Wir unterscheiden mehrere Fälle:
Ist uw < w, dann istC′u ·C

′

w =
(
v1/2
+ v−1/2

)
·C′w (siehe GleichungVI.2). Da aberL(w∗) = L(w)

ist, folgt die Behauptung in diesem Fall sofort.
Ist uw > w undy = w, dann liegt der zweite Fall von GleichungVI.2 vor. Es isty∗ = w∗, und es gilt

τ
(
D′w−1 · C′u · C

′

w

)
= 0= τ

(
D′w∗−1 · C′u · C

′

w∗

)
.
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Es sei im Folgendenuw > w und y 6= w, wir betrachten also auch hier den zweiten Fall in Glei-
chungVI.2.
Für l (y) ≡ l (w) (mod 2) ist τ

(
D′y−1 · C′u · C

′

w

)
= 0 und da Sternoperationen immer die Parität der

Länge ver̈andern, folgtl (y∗) ≡ l (w∗) (mod 2), so dass auchτ
(
D′y∗−1 · C′u · C

′

w∗

)
= 0 gilt.

Es sei also im Folgenden zusätzlichl (y) 6≡ l (w) (mod 2).
Ist y ∈ (wS3 \ {w}), dann bleibt aufgrund unserer Annahmen nury = wsts, da wegeny∼L w die
Rechts-AbstiegsmengenR(w) undR(y) gleich sind,s nicht inR(ws) enthalten ist, abert in R(wt).
Laut LemmaVI.(3.13) sind wir dann in einer der beiden dort durch Bilder (siehe AbbildungVI.2)
angegebenen Situationen.
Im linken Bild ist y > w, l (y) = l (w)+1,w∗ = wt , y∗ = wst, y∗ < w∗ undl (y∗) = l (w∗)−1. We-
gen LemmaVI.(3.20).(i) (angewandt auf(x, x′) := (y∗, w∗) = (wst, wt)) ist τ

(
D′y∗−1 · C′u · C

′

w∗

)
=

1, also insbesonderey∗ ≺ w∗. Nach TheoremVI.(3.21).(iv) ist dannw ≺ y und deswegen mit Lemma
VI.(3.20).(ii) (angewandt auf(x, x′, s) := (w, y,u), beachteuw > w unduy< y) y = uw. Dann ist
aber auchτ

(
D′y−1 · C′u · C

′

w

)
= 1.

Im rechten Bild isty < w, l (y) = l (w) − 1,w∗ = ws, y∗ = wts, y∗ > w∗ und l (y∗) = l (w∗)+ 1.
Wegen LemmaVI.(3.20).(i) (angewandt auf(x, x′) := (y, w)) ist τ

(
D′y−1 · C′u · C

′

w

)
= 1, also

insbesonderey ≺ w. Nach TheoremVI.(3.21).(iv) ist dannw∗ ≺ y∗ und deswegen mit Lemma
VI.(3.20).(ii) (angewandt auf(x, x′, s) := (w∗, y∗,u), beachteuw∗ > w∗ unduy∗ < y∗, daw∼R w

∗

und y∼R y∗ und damitL(w) = L(w∗) und L(y) = L(y∗) gelten)y∗ = uw∗. Dann ist aber auch
τ
(
D′y∗−1 · C′u · C

′

w∗

)
= 1. Damit ist die Behauptung für y ∈ wS3 gezeigt.

Es sei im Folgendeny /∈ wS3, alsow−1y /∈ 〈s, t〉.
Wir müssen nun nur noch die drei Fälle y = uw, y ≺ w und y 6≺ w unterscheiden.
Ist y = uw (und nach wie voruw > w), dann istτ

(
D′y−1 · C′u · C

′

w

)
= 1 und wegen Lemma

VI.(3.20).(i) (angewandt auf(x, x′) := (w, y)) folgt, dassw ≺ y gilt. Ist w∗ = wt (Fall des linken
Bildes in AbbildungVI.2), dann folgt mit TheoremVI.(3.21).(iii), dassw∗ ≺ y∗ ist, also insbesondere
w∗ < y∗ undl (w∗) < l (y∗) und damit auchy∗ = yt = uw∗ > w∗ und die Behauptung. Istw∗ = ws
(Fall des rechten Bildes in AbbildungVI.2), dann ist

l (yst) = l (uwst) 6 l (ws) = l (ys)− 1,

so dassy∗ = ys = uw∗ > w∗ folgt. In beiden F̈allen ist alsoτ
(
D′y−1∗ · C′u · C

′

w∗

)
= 1 wegen

GleichungVI.2.
Ist y ≺ w, dann ist wegen TheoremVI.(3.21).(iii) auch y∗ ≺ w∗ undµ(y, w) = µ(y∗, w∗) und die
Behauptung folgt.
Ist y 6≺ w, dann ist entsprechend auchy∗ 6≺ w∗ undτ

(
D′y−1 · C′u · C

′

w

)
= 0 = τ

(
D′y∗−1 · C′u · C

′

w∗

)
und die Behauptung folgt auch hier.
Damit ist die Gleichung aus dem Theorem für alle C′u für u ∈ S bewiesen. Nun sind aber die vor-
kommendenτ -Ausdr̈ucke Matrixeintr̈age der Links-Einzelldarstellungen zu den Zellmoduln LC(31)

bzw. LC(32) und wir haben damit gezeigt, dass die Darstellungsmatrizen für alleC′u (u ∈ S) in bei-
den Matrixdarstellungen identisch sind. Dann sind diese Matrixdarstellungen aber für alle h ∈ H
identisch, da dieC′u ganzH als A-Modul erzeugen, und das Theorem ist bewiesen. �

Bemerkungen:Ordnet man also die Elemente(C′w)w∈31 anhand ihrer Rechts-Zellzugehörigkeit den
Elementen(C′w′)w′∈32 zu, dann erḧalt man bez̈uglich dieser Basen identische Darstellungsmatrizen
aus den Links-Einzellmoduln LC(31) und LC(32).
In [KL79, §5] bzw. [Shi86, Theorem 1.7.3] taucht dieses Ergebnis in der Form auf, dass die W-
Graphen zu den Zellen31 und32 (für Typ A) isomorph sind. Am angegebenen Ort wird jedoch der
Begriff der Isomorphie von W-Graphen nicht definiert und auch in der Literatur war keine Definition
zu finden. Zum Beweis dieses Ergebnisses ist die obige Fallunterscheidung wohl angemessen.
Dieses Resultat ist in [Gyo96, Theorem A] auch f̈ur andere Typen als A zu finden. Es ist dort mit
anderen Methoden bewiesen, der Beweis ist jedoch schwer nachzuvollziehen.
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VI.4 Kazhdan-Lusztig-Basis und Wedderburn-Zerlegung im Typ A

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man in der generischen Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A
aus der Kazhdan-Lusztig-Basis (und ihrer dualen Basis) explizit eine Wedderburn-Zerlegung erhalten
kann.
Diese wird sp̈ater eine prominente Rolle im Zusammenhang mit Lusztig’s asymptotischer Algebra
spielen.

(4.1) Theorem (Wedderburn-Zerlegung für Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D′w)w∈W aus VI.(2.14). Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S)
und damit H vom Typ A.
Es seien 31, . . . , 3r Linkszellen, so dass aus jeder zweiseitigen Zelle genau eine Linkszelle vor-
kommt, und 3 :=

⋃r
i=13i . Wir bezeichnen mit χ1, . . . , χr die zugehörigen irreduziblen Charaktere

von KH (vgl. VI.(3.9)) und mit cχ1, . . . , cχr die zugehörigen Schur-Elemente (siehe IV.(2.2)). Es sei

B :=
{
C′x D′y−1

∣∣ x, y ∈ 3 und x∼L y
}
.

Dann ist B über A linear unabhängig und es gilt

C′x D′y−1 · C′x′D
′

y′−1 =

{
0 falls y 6= x′

cχi · C
′

x D′y′−1 falls y = x′ und x, y, x′, y′ ∈ 3i

für alle x, y, x′, y′ ∈ 3 mit x∼L y und x′∼L y′.

Beweis:Wir stellen zun̈achst zur einfacheren Referenz einige Aussagen tabellarisch zusammen:

(i) y 6
L

x ⇐⇒ C′x D′y−1 6= 0 siehe PropositionVI.(2.15)

(ii) χj (h) =
∑

z∈3j
τ
(
D′z−1 · h · C′z

)
siehe KorollarVI.(3.10)

(iii)
∑

z∈3j
C′zD′z−1 ist zentral inH siehe KorollarVI.(3.10)

(iv) y 6
R

x ⇐⇒ D′y−1C′x 6= 0 siehe PropositionVI.(2.15)

(v) y∼L x H⇒ y∼LR x siehe DefinitionVI.(2.16)

(vi) y 6
R

x und y∼LR x H⇒ y∼R x siehe TheoremVI.(2.17)

(vii) y∼L x und y∼R x H⇒ y = x siehe KorollarVI.(3.8)

(viii) y 6
L

x und y∼LR x H⇒ y∼L x siehe TheoremVI.(2.17)

Die ElementeC′x D′y−1 ∈ B sind wegen (i) alle ungleich Null, da jeweilsx∼L y ist.
Wir betrachten gewisse Werte irreduzibler Charaktere: Es seih ∈ KH beliebig, 16 i, j 6 r mit
i 6= j undx, y ∈ 3i . Dann gilt mit (ii) und (iii)

χj
(
h · C′x D′y−1

)
=

∑
z∈3j

τ
(

D′z−1 · h · C′x D′y−1 · C′z︸ ︷︷ ︸
(!)

)
= τ

∑
z∈3j

(
C′zD′z−1

)
· h · C′x D′y−1



= τ

∑
z∈3j

h · C′z D′z−1C′x︸ ︷︷ ︸
(!)

D′y−1

 .

Wegen (iv) sind die Summanden in diesem Ausdruck gleich 0, wenn nichty 6
R

z undz6
R

x ist (beachte
die mit (!) markierten Stellen). Wenn abery 6

R
z6

R
x gilt, so folgt mit (v), dassz6

LR
x∼LR y 6

LR
z, alsoz∼LR x

ist. Da dies aber wegenj 6= i nicht gilt, ist

χj
(
h · C′x D′y−1

)
= 0 für x, y ∈ 3i , j 6= i und für alleh ∈ KH (VI.4)
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und es folgt, dassC′x D′y−1 in der isotypischen (Wedderburn-)Komponente der AlgebraKH zum
irreduziblen Charakterχi liegt. Insbesondere folgt daraus, dassC′x D′y−1 · C′x′D

′

y′−1 = 0 für alle
x, y, x′, y′ ∈ 3 mit x∼L y undx′∼L y′ ist, falls nichty∼L x′ gilt.
Es seien von nun ani fest undx, y, x′, y′ ∈ 3i beliebig.
Wegen (iv) ist das ProduktC′x D′y−1 ·C′x′D

′

y′−1 gleich 0, wenn nichty 6
R

x′ ist. Da aberx′∼L y und damit

x′∼LR y (beachte (v)) ist, folgt ausy 6
R

x′ mit (vi), dassy∼R x′ ist, und dann mit (vii), dassy = x′ ist.

Also ist gezeigt, dassC′x D′y−1 · C′x′D
′

y′−1 allenfalls f̈ur y = x′ ungleich 0 ist.
Da

∑
z∈3i

C′zD′z−1 in der isotypischen Komponente zum Charakterχi ist und mit (iii) zentral ist, ist
es gleich einem Vielfachen des zentral-primitiven Idempotents dieser Komponente. Wir bestimmen
dieses Vielfache, indem wirχi

(
C′x D′x−1

)
für x ∈ 3i bestimmen (das zentral-primitive Idempotent

operiert n̈amlich auf einem einfachen Modul in der isotypischen (Wedderburn-)Komponente zum
Charakterχi wie die Identiẗat, hat also als Charakterwert den Charaktergrad):
Weil τ =

∑r
j=1 c−1

χj
χj ist (siehe [GP00, 7.2.6]), alleχj für j 6= i auf C′x D′x−1 verschwinden und

τ
(
C′x D′x−1

)
= 1 ist ((D′w)w∈W ist die duale Basis von(C′w)w∈W bez̈uglich τ ), gilt χi

(
C′x D′x−1

)
= cχi .

Daraus folgt, dasse(i ) := c−1
χi
·
∑

z∈3i
C′zD′z−1 gleich dem zentral-primitiven Idempotent zum Charakter

χi ist.
Wir setzen nune(i )z := c−1

χi
·C′zD′z−1 ∈ KH . Die obigenÜberlegungen zeigen, dass einerseitse(i )z 6= 0

ist und andererseitse(i )z · e
(i )
z′ = 0 ist für z 6= z′, so dasse(i ) =

∑
z∈3i

e(i )z eine
”
orthogonale Summe“

ist und wegen
e(i )z = e(i )z · e

(i )
=

∑
z′∈3i

e(i )z e(i )z′ = e(i )z · e
(i )
z

für z ∈ 3i folgt, dass diee(i )z paarweise orthogonale Idempotente inKH sind.
Damit erhalten wir sofort, dass für x, y ∈ 3i beliebig

C′x D′y−1 = e(i ) · C′x D′y−1 =

∑
z∈3i

e(i )z · C
′

x D′y−1 = e(i )x · C
′

x D′y−1 (VI.5)

und
C′x D′y−1 = C′x D′y−1 · e(i ) =

∑
z∈3i

C′x D′y−1 · e(i )z = C′x D′y−1e(i )y (VI.6)

ist.
Die Elemente

{
C′x D′y−1

∣∣ x, y ∈ 3i
}

sindüberA linear unabḧangig:
Ist nämlich

∑
x,y∈3i

αx,yC′x D′y−1 = 0 (mit αx,y ∈ A), dann ist f̈ur allez, z′ ∈ 3i

0= e(i )z ·

 ∑
x,y∈3i

αx,yC
′

x D′y−1

 · e(i )z′ = αz,z′e
(i )
z C′zD′z′−1e(i )z′ = αz,z′C

′

zD′z′−1

(für die letzte Gleichheit benutzen wir GleichungenVI.5 und VI.6) und damitαx,y = 0 für alle
x, y ∈ 3i , daC′x D′y−1 6= 0 ist (siehe (i)). Damit spannen Sie aber aus Dimensionsgründen inKH
die gesamte isotypische Komponente zum Charakterχi auf, so dass sich jedes Element in dieser
Komponente eindeutig alsK -Linearkombination von Elementen aus

{
C′x D′y−1

∣∣ x, y ∈ 3i
}

darstellen
lässt.
Wir bestimmen als n̈achstesC′x D′y−1C′y D′x−1 für x, y ∈ 3i , es ist als Produkt zweier Elemente in
der isotypischen Komponentee(i )KH ebenfalls darin enthalten. Also können wir es nach den obigen
Ergebnissen alsK -Linearkombination derC′vD′w−1 mit v,w ∈ 3i schreiben:

C′x D′y−1C′y D′x−1 =

∑
v,w∈3i

αv,wC′vD′w−1 mit gewissenαv,w ∈ K .

Wieder k̈onnen wir wie oben durch Multiplikation mit Elementene(i )z von links unde(i )z′ von rechts

zeigen, dassC′x D′y−1C′y D′x−1 ein K -Vielfaches vonC′x D′x−1 ist, da 0= e(i )z C′x D′y−1C′y D′x−1e(i )z′ für z 6= x
undz′ 6= x gilt. Um die Konstante zu bestimmen, berechnen wirτ

(
C′x D′y−1C′y D′x−1

)
:
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Dazu sei0 die Rechtszelle mity ∈ 0. Dann istC′x D′y−1C′y D′x−1 =
∑

y′∈0 C′x D′y′−1C′y′D
′

x−1, da f̈ur alle
in y′ 6= y in derselben Rechtszellenicht y′∼L y gilt (siehe (vii)) und damit auch nichty′6

L
y (sonst

wäre mit (viii) auchy′∼L y), so dassC′x D′y′−1 = 0 ist (beachtex∼L y). Also gilt

τ
(
C′x D′y−1C′y D′x−1

)
=

∑
y′∈0

τ
(
C′x D′y′−1C′y′D

′

x−1

)
= τ

∑
y′∈0

D′y′−1C′y′

 · D′x−1C′x


(∗)
= χi

(
D′x−1C′x

)
= χi

(
C′x D′x−1

)
= cχi .

Zunächst ist an der mit(∗) markierten Stelle nicht klar, welcher Charakter zum Rechts-Zellmodul
RC(0) geḧort. Laut TheoremVI.(3.9) und KorollarVI.(3.10) für Rechtszellen ist es ein irreduzibler
Charakterχ von KH , für den

χ(h) = τ

∑
y′∈0

D′y′−1C′y′

 · h
 für alleh ∈ KH

gilt. Wir wollen zeigen, dassχ = χi ist. Dazu setzen wir zunächsth := C′zD′z−1 für z ∈ W undz 6∼
LR

y,
dann gilt n̈amlich

χ
(
C′zD′z−1

)
= χ

(
D′z−1C′z

)
= τ

∑
y′∈0

D′y′−1C′y′D
′

z−1C′z


=

∑
y′∈0

τ
(
C′zD′y′−1C′y′D

′

z−1

)
= 0,

weil nach (i) das ProduktC′zD′y′−1 nur für y′6
L

z ungleich Null und das ProduktC′y′D
′

z−1 nur für z6
L

y′

ungleich Null ist. Da aber ausy′∼L z und y∼R y′ sofort y∼LR z folgen würde, was nach Voraussetzung
nicht gilt, istχ(C′zD′z−1) = 0 für allez ∈ W mit z 6∼

LR
y. Andererseits ist aber für z ∈ 3j mit j 6= i der

Charakterwertχj (C′zD′z−1) gleichcχj , also insbesondere ungleich 0. Damit istχ 6= χj für alle j 6= i ,
alsoχ = χi .
Da τ

(
C′x D′x−1

)
= 1 ist, folgtC′x D′y−1C′y D′x−1 = cχi · C

′

x D′x−1.
Um schließlichC′x D′y−1C′y D′z−1 für x, y, z ∈ 3i zu bestimmen, gehen wir analog vor:
Wie oben ist es ein Vielfaches vonC′x D′z−1 und wir können die Konstante bestimmen, indem wir
τ
(
C′x D′z−1C′zD′x−1

)
= cχi mit τ

(
C′x D′y−1C′y D′z−1C′zD′x−1

)
vergleichen: Es sei0 die Rechtszelle mit

x ∈ 0. Dann gilt:

τ
(
C′x D′y−1C′y D′z−1C′zD′x−1

)
=

∑
x′∈0

τ
(
C′x′D

′

y−1C′y D′z−1C′zD′x′−1

)
= χi

(
D′y−1C′y D′z−1C

′

z

)
= χi

(
C′zD′y−1C′y D′z−1

)
= χi

(
cχi · C

′

zD′z−1

)
= c2

χi
.

Also istC′x D′y−1C′y D′z−1 = cχi · C
′

x D′z−1 und alle Behauptungen sind bewiesen. �

(4.2) Korollar (Verschiedene Linkszellen desselben Typs)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D′w)w∈W aus VI.(2.14). Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S)
und damit H vom Typ A.
Es seien 31 und 32 zwei Linkszellen, die in derselben zweiseitigen Zelle liegen, so dass also die
Links-Zellmoduln LC(31) und LC(32) isomorph sind.
Sind dann x, y ∈ 31, so gibt es eindeutige x′, y′ ∈ 32, für die x∼R x′ und y∼R y′ gelten, und für diese
ist C′x D′y−1 = C′x′D

′

y′−1.
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Beweis:Alle Argumente in TheoremVI.(4.1) sind unabḧangig davon, ob31 oder32 diejenige Links-
zelle in ihrer zweiseitigen Zelle ist, die in3 vorkommt. Daraus folgt erstens, dass die Elemente
C′x′D

′

y′−1 für x′, y′ ∈ 32 in der isotypischen (Wedderburn-) Komponente zum einfachen Modul LC(31)

liegen, und zweitens, dass diese Elemente analoge Relationen erfüllen.
Wegen TheoremVI.(3.7) gibt es zu jedemx ∈ 31 genau einx′ ∈ 32 mit x′∼R x (x′ ist das Urbild
von (P(z), P(x−1)) unter der Robinson-Schensted-Abbildung, wobeiz ein beliebiges Element aus
32 ist).
Es seien nunx′, y′ ∈ 32 beliebig geẅahlt. Wir bestimmenC′x′D

′

y′−1:
Es istC′x D′x−1 · C′x′D

′

y′−1 = 0 für x ∈ 31, falls nichtx 6
R

x′, also mit (vi) (siehe Beweis zuVI.(4.1))

x∼R x′ ist. Entsprechendes gilt für C′x′D
′

y′−1C′y D′y−1 und y ∈ 31. Deswegen folgt sofort, dassC′x′D
′

y′−1

ein K -Vielfaches vonC′x D′y−1 ist für die (eindeutigen)x, y ∈ 31 mit x∼R x′ und y∼R y′.
Für die ElementeC′x′D

′

x′−1 mit x′ ∈ 32 folgt damit sofort aus den Matrix-Einheits-Relationen in
VI.(4.1), dassC′x′D

′

x′−1 = C′x D′x−1 für x ∈ 31 mit x∼R x′ ist. Für beliebigeC′x′D
′

y′−1 mit x′, y′ ∈ 32

folgt C′x′D
′

y′−1 = C′x D′y−1 (für x, y ∈ 31, x∼R x′ und y∼R y′), da nach TheoremVI.(3.22)

τ(C′x′D
′

y′−1 · h) = τ(D′y′−1 · h · C
′

x′) = τ(D
′

y−1 · h · C
′

x) = τ(C
′

x D′y−1 · h)

für alleh ∈ H ist. �

(4.3) Korollar (Matrix-Einheit einer Linkszelle)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D′w)w∈W aus VI.(2.14). Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S)
und damit H vom Typ A.
Es sei3 ⊆ W eine Linkszelle, χ ∈ Irr(H) der irreduzible Charakter des Links-Zellmoduls LC(3) (sie-
he VI.(3.9)) und cχ das zugehörige Schur-Element (siehe IV.(2.2)). Dann ist der von den Elementen
M :=

{
c−1
χ · C

′

x D′y−1

∣∣ x, y ∈ 3
}

aufgespannte K -Untervektorraum 〈M〉K von KH ein zweiseitiges
Ideal in KH , das als Ring isomorph zu einem vollen Matrixring über K ist, wobei für die Elemente
von M die Relationen von Matrix-Einheiten gelten:(

c−1
χ · C

′

x D′y−1

)
·
(
c−1
χ · C

′

zD′w−1

)
= δy,z ·

(
c−1
χ · C

′

x D′w−1

)
.

Beweis:Die angegebenen Relationen sind in TheoremVI.(4.1) bewiesen. Da die Zellmoduln ein-
zelner Linkszellen irreduzibel sind (sieheVI.(3.9)), erzeugen die s̈amtlichen Elemente aus Theorem
VI.(4.1) als K -Vektorraum ganzKH , so dass folgt, dass〈M〉K ein zweiseitiges Ideal inKH ist. �

(4.4) Korollar (Wedderburn-Zerlegung)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D′w)w∈W aus VI.(2.14). Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S)
und damit H vom Typ A.
Durch die drei vorstehenden Resultate haben wir aus der Kazhdan-Lusztig-Basis und ihrer dualen
explizit eine Wedderburn-Zerlegung für H konstruiert. Dabei tauchen genau die Schur-Elemente als
Nenner auf.
Es seien also wie in VI.(4.1) 31, . . . , 3r Linkszellen, so dass aus jeder zweiseitigen Zelle genau
eine Linkszelle vorkommt, und 3 :=

⋃r
i=13i . Wir bezeichnen mit χ1, . . . , χr die zugehörigen ir-

reduziblen Charaktere von KH (vgl. VI.(3.9)) und mit cχ1, . . . , cχr die zugehörigen Schur-Elemente
(siehe IV.(2.2)). Dann bilden die Elemente{

c−1
χi
· C′x D′y−1

∣∣ x, y ∈ 3i und 1 6 i 6 r
}

eine Wedderburn-Basis von H .

Beweis:Setze die Ergebnisse inVI.(4.1) undVI.(4.3) zusammen. �

Bemerkung: Die hier vorkommenden Elementec−1
χ · C

′

x D′y−1 werden auch im n̈achsten Abschnitt
über Lusztig’s asymptotische Algebra eine prominente Rolle spielen.
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VI.5 Lusztig’s asymptotische AlgebraJ

In [Lus87b] hat George Lusztig zu einer Iwahori-Hecke-AlgebraH über A = Z[v1/2, v−1/2
] die

sogenannte
”
asymptotische Algebra“J zusammen mit einem Homomorphismusφ : H → J von

A-Algebren eingef̈uhrt. Dieser Homomorphismus hat sich später in etlichen Anwendungen (siehe
z.B. [Lus87c], [Lus87a] oder [GR01]) als sehr n̈utzlich und m̈achtig erwiesen.
In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass im Typ A die AlgebraJ nichts Anderes als dasA-Erzeugnis
der im letzten Abschnitt konstruierten Wedderburn-Zerlegung ist und der Lusztig-Homomorphismus
einfach die Inklusion vonH dort hinein.

Wir stellen zun̈achst die Definition der asymptotischen Algebra und des Lusztig-Homomorphismus
vor, wobei wir f̈ur die Beweise auf die Literatur verweisen. Dort wird für die Konstruktion der asymp-
totischen Algebra die C-Basis (sieheVI.(2.5)) verwendet. Deswegen sind hier die folgenden Vorbe-
reitungen notwendig:

(5.1) Definition/Proposition (Involution j und Strukturkonstanten)
Es gelten die Bezeichnungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3), so dass wir also mit a 7→ a für a ∈ A die
Involution von A bezeichnen, die v1/2 mit v−1/2 vertauscht. Es sei j : H → H die Abbildung, die
durch

j

(∑
w∈W

awT̃w

)
7−→

∑
w∈W

aw(−1)l (w) · T̃w

für beliebige aw ∈ A definiert ist. Dann ist j ein Ringautomorphismus der Ordnung 2 von H . Für die
C-Basis von H gilt, dass Cw = (−1)l (w) · j (C′w) ist für alle w ∈ W.
Es gilt dann auch C′w = (−1)l (w) · j (Cw).
Sind hx,y,z ∈ A für x, y, z ∈ W die Strukturkonstanten von H bezüglich der C-Basis, gilt also

Cx · Cy =
∑
z∈W

hx,y,zCz für alle x, y ∈ W,

dann gilt für die Strukturkonstanten h′x,y,z von H bezüglich der C ′-Basis

C′x · C
′

y =
∑
z∈W

(−1)l (x)+l (y)+l (z)
· hx,y,z · C

′

z =
∑
z∈W

h′x,y,z · C
′

z für alle x, y ∈ W,

so dass h′x,y,z = (−1)l (x)+l (y)+l (z)
· hx,y,z für alle x, y, z ∈ W ist.

Mit den Bezeichnungen aus VI.(2.14) gilt h′x,y,z = τ(C
′

xC′y D′z−1) für alle x, y, z ∈ W, da beide Seiten
gleich dem Koeffizienten bei C′z sind, wenn man C′xC′y in der C ′-Basis schreibt.

Beweis: In [GP00, Exercise 8.1] wird gezeigt, dassj ein Ringautomorphismus vonH ist und in
[GP00, Theorem 11.1.10, Step 3], dass die C-Basis wie beschrieben aus der C′-Basis hervorgeht. �

(5.2) Korollar (Duale Basen und j )
Es gelten die Bezeichnungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und die Definitionen aus VI.(5.1). Zusätzlich
sei (D′w)y∈W wie in VI.(2.14) die bezüglich τ duale Basis von (C′w)w∈W und analog (Dw)w∈W die
bezüglich τ duale Basis von (Cw)w∈W (es gilt also τ(Cw · Dy−1) = δw,y für alle w, y ∈ W), dann ist

Dw = (−1)l (w) · j (D′w)

für alle w ∈ W.

Beweis:Der Ringautomorphismusj vonH respektiert insofern die Spurformτ , alsτ( j (h)) = τ(h)
für alleh ∈ H gilt (man beachte die Definition vonj in VI.(5.1) und die Tatsache, dassτ auf allen
T̃w mit w 6= 1 verschwindet undτ(T̃1) = 1 ist).
Also folgt ausτ

(
C′w · D

′

y−1

)
= δy,w durch Anwenden von, dassτ

(
Cw · (−1)l (w) · j (D′y−1)

)
= δy,w

ist und damitτ
(
Cw · j (D′y−1)

)
= (−1)l (y) · δy,w ist. Daraus folgt die Behauptung. �
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(5.3) Definition/Proposition (Lusztig’s asymptotische Algebra, vgl. [Lus87b, 1.1])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und in VI.(5.1). Weiter
sei für z ∈ W jeweils a(z) ∈ N ∪ {0} die natürliche Zahl, für die

(v1/2)a(z) · hx,y,z ∈ Z[v1/2
] ist für alle x, y ∈ W und

(v1/2)a(z)−1
· hx,y,z /∈ Z[v1/2

] ist für gewisse x, y ∈ W.

Weiter setzen wir für x, y, z ∈ W jeweils γ ′x,y,z ∈ Z gleich dem konstanten Koeffizienten von
(−v1/2)a(z) · hx,y,z.
Es sei

D :=
{
d ∈ W | a(d) = l (d)− 2 · deg(P1,d)

}
,

wobei P1,d die Kazhdan-Lusztig-Polynome aus VI.(2.5) sind und degP1,d als Grad von P1,d in v
(Achtung: nicht Grad in v1/2 — siehe VI.(2.5)) zu verstehen ist. Für die Elemente d ∈ D gilt d2

= 1,
sie heißen distinguierte oder Duflo-Involutionen (obwohl das Einselement dabei ist). Jede Linkszelle
von W enthält genau ein Element von D .
Es sei nun J die freie abelsche Gruppe mit Basis (tw)w∈W. Sie wird durch die γ ′x,y,z als Strukturkon-
stanten zu einer assoziativen Z-Algebra, indem wir also setzen:

tx · ty :=
∑
z∈W

γ ′x,y,ztz.

Ihr Einselement ist gleich
∑

d∈D td. Wir bezeichnen die assoziative A-Algebra A⊗
Z

J mit J, sie heißt
Lusztig’s asymptotische Algebra.

Beweis:Siehe [Lus87b, Abschnitt 1 und 2]. Dass jede Linkszelle genau ein Element ausD entḧalt,
steht in [Lus87b, Theorem 1.10]. �

Bemerkung: In [Lus87b] ist γx,y,z an Stelle von unseremγ ′x,y,z definiert, so dassγx,y,z−1 = γ ′x,y,z ist.
Die Inversenbildung scheint aber ein — wenn auch kleiner — so doch unnötiger Umweg zu sein.

(5.4) Definition/Proposition (Lusztig-Homomorphismus, siehe [Lus87b, Abschnitt 2])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und VI.(5.1) bis VI.(5.3).
Dann ist durch die folgende Vorschrift eine A-lineare Abbildung der Algebra H in die Algebra J
gegeben:

φ(Cx) :=
∑

d∈D,z∈W
a(d)=a(z)

hx,d,z · tz =
∑

d∈D,z∈W
d∼L z

hx,d,z · tz für alle x ∈ W.

Diese Abbildung φ ist ein Homomorphismus von A-Algebren und heißt Lusztig-Homomorphismus.
Wir bezeichnen die Fortsetzung idK ⊗A

φ : KH → KJ auf die Konstantenerweiterungen mit dem
Quotientenkörper K = Quot(A) = Q(

√
v) ebenfalls mit φ. Sie ist ein Isomorphismus von K -

Algebren.

Beweis:Siehe [Lus87b, Abschnitt 2]. F̈ur die zweite Gleichung siehe entweder [Lus87a, 3.2.(a)] oder
beachte [Lus85, Corollary 6.3.(b)] zusammen mit der Tatsache, dasshx,d,z = τ (Cx · Cd · Dz−1) = 0
ist, wenn nichtz6

L
d ist (siehe [Lus84, (5.1.14)]). In [Lus87b, Theorem 2.8] ist bewiesen, dass idK ⊗A

φ

ein Isomorphismus ist. Dies folgt aber auch aus dem folgenden TheoremVI.(5.5), zu dessen Beweis
nicht verwendet wird, dass idK ⊗A

φ ein Isomorphismus ist. �

(5.5) Theorem (Urbilder der t-Basis unter dem Lusztig-Homomorphismus beim Typ A)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und VI.(5.1) bis VI.(5.4).
Zusätzlich sei das Coxetersystem (W, S) und damit H vom Typ A. Dann gibt es für jedes z ∈ W
genau ein d ∈ D mit d∼L z. Ist z ∈ W und 6 die Linkszelle, in der z liegt und cχ das Schur-Element

(siehe IV.(2.2)) zum einfachen Einzellmodul LC(6), dann ist φ
(
c−1
χ · CzDd−1

)
= tz ∈ J für das

eindeutig bestimmte d ∈ D mit d∼L z.
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Beweis:Dieses verbl̈uffende Resultat folgt direkt aus unseren Ergebnissenüber die Kazhdan-Lusztig-
Basis und die Wedderburn-Zerlegung inVI.(4.1). Das liegt daran, dass die Abbildungsvorschrift des
Lusztig-Homomorphismus eine bemerkenswerteÄhnlichkeit mit den Formeln der Links-Zelldarstel-
lungen hat (siehe dazu auch BemerkungVI.(5.6)).
Es seien31, . . . , 3r Linkszellen, so dass aus jeder zweiseitigen Zelle genau eine Linkszelle vor-
kommt, und3 :=

⋃r
i=13i (vgl. VI.(4.1)). Ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit sei6 = 3i . Wir

bezeichnen mitχ1, . . . , χr die zugeḧorigen irreduziblen Charaktere vonKH (vgl. VI.(3.9)) und mit
cχ1, . . . , cχr die zugeḧorigen Schur-Elemente (sieheIV.(2.2)), es ist alsocχ = cχi .
Es seid ∈ D die (eindeutige) Duflo-Involution in3i (sieheVI.(5.3)). Betrachten wir nun den Links-
Zellmodul LC(3i ) und die zugeḧorige Links-Zelldarstellung bezüglich der Basis(C′v)v∈3i , dann folgt
aus den Relationen inVI.(4.1), dass das Elementc−1

χi
·C′zD′d−1 = c−1

χi
·C′zD′d in dieser Matrixdarstellung

auf eine Matrix abgebildet wird, die genau eine Eins und sonst lauter Nullen enthält:

τ
(
D′w−1 · c−1

χi
· C′zD′d−1 · C′v

)
= c−1

χi
· τ
(
C′zD′d−1 · C′vD′w−1

)
= δv,d · δw,z

für v,w ∈ 3i . In allen anderen einfachen Zelldarstellungen operiert dieses Element wie die Null —
diese Gleichung gilt n̈amlich sogar f̈ur allev,w ∈ 3 mit v∼L w.
Schreiben wir nunc−1

χi
· C′zD′d−1 in der Basis(C′u)u∈W, also

c−1
χi
· C′zD′d−1 =:

∑
u∈W

αu · C
′

u mit αu ∈ K für alleu ∈ W,

dann folgt daraus

δv,d · δw,z = τ

(∑
u∈W

D′w−1 · αuC′u · C
′

v

)
=

∑
u∈W

αu · τ
(
C′u · C

′

vD′w−1

)
=

∑
u∈W

αu · h
′

u,v,w

fürv,w ∈ 3mit v∼L w, wobei hier wieder wie inVI.(5.1) für die Strukturkonstanten vonH bez̈uglich
der C′-Basish′u,v,w steht.
Wir betrachten nun das Bild vonc−1

χi
·C′zD′d−1 unter der Verkettungφ◦ j des Lusztig-Homomorphismus

mit der Involution j ausVI.(5.1) (fortgesetzt auf die KonstantenerweiterungKH ):

(φ ◦ j )

(∑
u∈W

αuC′u

)
= φ

(∑
u∈W

αu · (−1)l (u) · Cu

)
=

∑
u∈W

αu · (−1)l (u) ·
∑

d′∈D,z′∈W
d′∼L z′

hu,d′,z′ tz′


=

∑
d′∈D,z′∈W

d′∼L z′

(
(−1)l (d

′)+l (z′)
·

∑
u∈W

αu · h′u,d′,z′

)
tz′ .

Hier sei angemerkt, dass

j (αu · C
′

u) = j (αuT̃1C
′

u) = j (αuT̃1) · j (C′u) = αu · T̃1 · (−1)l (u)Cu = αu · (−1)l (u) · Cu

ist.
Wir betrachten nun ein Paar(d′, z′) ∈ D ×W mit d′∼L z′. DaH vom Typ A ist, k̈onnen wir Theorem
VI.(3.5) und TheoremVI.(3.7) bzw. KorollarVI.(3.8) anwenden. Es gibt also genau einv ∈ 3 mit
v∼R d′ und genau einw ∈ 3 mit w∼R z′. Man betrachtet n̈amlich das Bild(P(d′), P(d′−1)) von d′

unter der Robinson-Schensted-Abbildung und ersetzt darin die erste KomponenteP(d′) durch das
Standardtableau derselben Gestalt, das zu der Linkszelle in3 geḧort, die in der zweiseitigen Zelle zu
dieser Gestalt liegt. Das Urbild dieses neuen Paars unter der Robinson-Schensted-Abbildung ist dann
v, und f̈ur z′ verfährt man genauso.
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Aus d′∼L z′ folgt insbesondered′∼LR z′ und damitv∼L w (weil v,w ∈ 3 liegen und in derselben zwei-
seitigen Zelle). Nun folgt aus KorollarVI.(4.2), dassC′vD′w−1 = C′d′D

′

z′−1 ist, dass also insbesondere

h′u,d′,z′ = τ
(
C′u · C

′

d′D
′

z′−1

)
= τ

(
C′u · C

′

vD′w−1

)
= h′u,v,w für alleu ∈ W

gilt. Also ist ∑
u∈W

αu · h
′

u,d′,z′ =
∑
u∈W

αu · h
′

u,v,w = δv,d · δw,z =
∑
u∈W

αu · h′u,d′,z′ .

Diese Summe ist also im Fallv = d undw = z gleich Eins, und gleich Null f̈ur alle anderen Paare
(v,w) ∈ 3×3 mit v∼L w.
Das Bild vond′ unter der Robinson-Schensted-Abbildung (sieheVI.(3.5)) ist (P(d′), P(d′−1)) =

(P(d′), P(d′)), dennd′ ist eine Involution. Wegenv∼R d′ ist das Bild vonv unter der Robinson-
Schensted-Abbildung gleich(P(v), P(v−1)) = (P(v), P(d′)).
Liegt d′ nicht in3, dann istv nicht in derselben Linkszelle wied′, also istP(v) 6= P(d′) wegen
TheoremVI.(3.7). Dann ist aberv keine Involution, da das Bild vonv unter der Robinson-Schensted-
Abbildung zwei verschiedene Komponenten hat. Also istv 6= d.
Liegt dagegend′ in 3, dann istv = d′ undw = z′, da in diesem Fall auchz′ ∈ 3 ist.
Der Fall(v,w) = (d, z) tritt damit genau f̈ur den Fall ein, dass(d′, z′) = (d, z) selbst ist.
Damit ist gezeigt, dass

(φ ◦ j )
(
c−1
χi
· C′zD′d−1

)
= (−1)l (d)+l (z)

· tz

ist.
Nun folgt aber wegenj (C′zD′d−1) = (−1)l (z)+l (d)

· CzDd−1 (sieheVI.(5.2)) die Behauptung, dass

φ
(
c−1
χi
· CzDd−1

)
= tz

ist. �

(5.6) Bemerkung (Neue Interpretation des Lusztig-Homomorphismus)
Die Resultate in diesem Kapitel (insbesondereVI.(5.5)) ergeben eine neue Interpretation des Lusztig-
Homomorphismus f̈ur Typ A: Bis auf Verzierungen mit Automorphismen des Grundrings und der
Involution j sind die Urbilder der t-Basis der asymptotischen AlgebraJ unter dem Lusztig-Homo-
morphismusφ genau die Elemente der Wedderburn-Basis vonKH . Da φ ein A-Algebren-Homo-
morphismus ist, der bei Konstantenerweiterung zum Quotientenkörper K ein Isomorphismus wird
(siehe [Lus87b, Theorem 2.8], dies folgt aber auch aus der Surjektivität mitVI.(5.5)), ist der Lusztig-
Homomorphismusφ : H → J nichts Anderes als die Einbettung vonH in das A-Erzeugnis der
Wedderburn-Basis ausVI.(4.4). Dies wird im folgenden Diagramm deutlich:

KH
idK ⊗(φ◦ j )

Isomorphismus
// KJ

L
?�

OO

idK ⊗(φ◦ j )|L

Isomorphismus
// J
?�

OO

mit L =
〈
c−1
χi

C′x D′y−1

∣∣1 6 i 6 r undx, y ∈ 3i
〉
A
.

H
P0

aaBBBBBBBBB φ◦ j

>>}}}}}}}}}

Damit wird etwas klarer, warumφ an so vielen Stellen in der Literatur gewinnbringend für darstel-
lungstheoretische Fragen eingesetzt werden konnte (vgl. z.B. [Lus87c], [Lus87a] und [GR01]).
Es sieht so aus, als ob man mit Hilfe der C-Basis an Stelle der C′-Basis analog zuVI.(4.1) bis
VI.(4.4) eine Wedderburn-Zerlegung erhalten könnte, die dann direkt zur Definition des Lusztig-
Homomorphismus passt. Außerdem scheint man umgekehrt mit der C′-Basis eine zur asymptotischen
Algebra analoge Konstruktion durchführen zu k̈onnen, die dann zu einer Definition eines Homomor-
phismus vonA-Algebren f̈uhren ẅurde, die direkt zur Einbettung in unsere Wedderburn-Zerlegung
auf Grundlage der C′-Basis passen ẅurde.
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VI.6 Parabolische Unteralgebren und Induktion von Zellmoduln

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Bildung von Zellmoduln insofern mit der Induktion von pa-
rabolischen Unteralgebren verträglich ist, als von Zellmoduln induzierte Moduln wieder Zellmoduln
sind. Welche dies genau sind, lässt sich kombinatorisch beschreiben.

(6.1) Definition/Proposition (Parabolische Unteralgebren, siehe [GP00, 4.4.7])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(1.4). Es sei J ⊆ S und WJ ⊆ W die entsprechende paraboli-
sche Untergruppe der Coxetergruppe W (siehe Definition VI.(3.11)).
Es sei HJ das A-Erzeugnis der Tw mit w ∈ WJ . Dann ist HJ eine Unteralgebra von H mit demsel-
ben Einselement. Wir nennen HJ eine parabolische Unteralgebra. Sie ist kanonisch isomorph zur
Iwahori-Hecke-Algebra HA(WJ, J, (as)s∈J).

Beweis:Siehe [GP00, 4.4.7]. �

(6.2) Lemma (Deodhars Lemma, siehe [GP00, 2.1.2])
Es sei (W, S) ein Coxetersystem, J ⊆ S und XJ die Menge der ausgezeichneten Rechtsnebenklas-
senvertreter (siehe VI.(3.12)). Weiter sei x ∈ XJ einer dieser ausgezeichneten Rechtsnebenklassen-
vertreter und s ∈ S. Dann ist entweder xs∈ XJ oder xs= ux für ein u ∈ J.

Beweis:Siehe [GP00, 2.1.2]. �

Bemerkung: Daraus folgt, dass die ausgezeichneten RechtsnebenklassenvertreterXJ eine Schreier-
Transversale bilden, dass man also die Elemente vonXJ in einem Baum anordnen kann mit 1W

an der Wurzel, bei dem jeder Nachfolger durch Rechtsmultiplikation mit einems ∈ S aus seinem
Vorgänger hervorgeht. Anders gesagt ist jeder Anfang einer reduzierten Darstellung eines ausgezeich-
neten Rechtsnebenklassenvertreters wieder ein solcher. Dieser Tatsache werden wir uns im Folgenden
bedienen.

(6.3) Bemerkung (Kazhdan-Lusztig-Basis f̈ur parabolische Unteralgebra)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen inVI.(2.1) bisVI.(2.3) und(C′w)w∈W sei die Basis
ausVI.(2.4). Weiter seiJ ⊆ W und HJ die zugeḧorige parabolische Unteralgebra. Wie schon in
VI.(6.1) angemerkt istHJ dann selbst eine generische Iwahori-Hecke-Algebra zum Coxetersystem
(WJ, J). Entsprechend hat sie auch eine Kazhdan-Lusztig-Basis. Da die Involution inVI.(2.3) auf
HJ dieselbe ist, egal, ob man die vonH kommende einschränkt oder die vonHJ kommende benutzt,
ist die Kazhdan-Lusztig-Basis vonHJ einfach eine Teilmenge der Kazhdan-Lusztig-Basis vonH .
Wir erhalten also die Elemente der Kazhdan-Lusztig-Basis vonHJ als(C′w)w∈WJ .
Sämtliche Ergebnisse, die inVI.(2.4) bis VI.(2.12) zitiert werden, gelten auch für HJ . Insbesondere
gibt es auch die Relationen

”
6
L
“ und

”
6
R
“ auf HJ . Zur Unterscheidung bezeichnen wir zunächst mit

”
6
L

J“ (bzw.
”
6
R

J“) die Relation aufWJ , die überHJ definiert ist und mit
”
6
L
“ (bzw.

”
6
R
“) die Relation

auf W (auch wenn wir sie f̈ur Elementey, w ∈ WJ ⊆ W anwenden).
Es ist zun̈achst nicht klar, ob die vonW auf WJ eingeschr̈ankten Relationen dieselben sind wie die
direkt vonHJ kommenden. Innerhalb vonHJ sind

”
4
L
“ und

”
4
R
“ identisch, da die Kazhdan-Lusztig-

Basiselemente dieselben sind und dieC′s für s ∈ S\ J bei Multiplikation ausHJ herausf̈uhren. Es
könnte aber auf den ersten Blick für y, w ∈ WJ ein k ∈ N und eine Kettey1, . . . , yk ∈ W mit
y 4

L
y1 4

L
· · ·4

L
yk 4

L
w geben, so dassy 6

L
w gilt, aber nichty 6

L

Jw!
Dies ist aber durch das folgende Theorem unmöglich, so dass wir im Folgenden auf die Unterschei-
dung zwischen

”
6
L
“ und

”
6
L

J“ (bzw.
”
6
R
“ und

”
6
R

J“) wieder verzichten k̈onnen.

(6.4) Theorem (Verträglichkeit von ”6
L

“ und ”6
R

“ zu parabolischen Unteralgebren)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Weiter sei J ⊆ W und HJ die zugehörige parabolische Unteralgebra. Es sei XJ das
System von ausgezeichneten Rechtsnebenklassenvertretern aus VI.(3.12) und ”6

R
“ die Relation aus

VI.(2.9) auf W und ”6
R

J“ die entsprechende auf WJ .
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Sind y, w ∈ W mit y 6
R
w und ist y = y′ · xy und w = w′ · xw mit y′, w′ ∈ WJ und xy, xw ∈ XJ , dann

gilt y′6
R

J w′.

Beweis:Siehe [BV83, Corollary 3.7] oder [Gec]. �

Bemerkungen:

• Das Analoge gilt f̈ur
”
6
L
“ und die ausgezeichneten Linksnebenklassenvertreter.

• Der Beweis basiert auf einer̈Ubersetzung der Relation
”
6
L
“ auf den Linkszellen vonH in die

Theorie der primitiven Ideale gewisser einhüllender Algebren. DiesëUbersetzung verwendet
die Kazhdan-Lusztig-Vermutung, die von Brylinski und Kashiwara (siehe [BK81]) und un-
abḧangig von Bĕılinson und Bernstein (siehe [BB81]) bewiesen wurde.

• Erst in [Gec] ist ein elementarer Beweis im Rahmen von Iwahori-Hecke-Algebren zu finden.

• Siehe auch [Lus84, Referenzen nach Theorem 5.25].

(6.5) Theorem (Induktion von Zellmoduln, vgl. [BV83, Proposition 3.15] bzw. [Lus84, (5.26.1)])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C′w)w∈W sei die Basis
aus VI.(2.4). Weiter sei J ⊆ W und HJ die zugehörige parabolische Unteralgebra. Es sei XJ das
System von ausgezeichneten Rechtsnebenklassenvertretern aus VI.(3.12) und ”6

R
“ die Relation aus

VI.(2.9).
Weiter sei 3 ⊆ WJ eine nach unten abgeschlossene Vereinigung von Rechtszellen von HJ , es seien
also mit jeder Rechtszelle 0 ⊆ 3 auch alle Rechtszellen 0′ mit 0′6

R
0 in 3 enthalten.

Dann ist 3XJ ⊆ W eine nach unten abgeschlossene Vereinigung von Rechtszellen von H und es gilt

RC(3XJ )
H

∼= IndH
HJ

RC(3)HJ
:= RC(3)HJ

⊗
HJ

H als H -Moduln,

wobei der Index HJ andeutet, dass der Zellmodul bezüglich der Iwahori-Hecke-Algebra HJ gemeint
ist.

Bemerkung: In [Lus84, (5.26.1)] steht ein entsprechendes Ergebnis für Moduln für die Gruppenal-
gebraQW.

Beweis:Wir fixieren für jedesx ∈ XJ einen festen reduzierten Ausdruckx = s(x)1 · · · · · s
(x)
l (x) mit

s(x)i ∈ S für 1 6 i 6 l (x) so, dass f̈ur alle 1W 6= x ∈ XJ mit t := s(x)l (x) für den Ausdruckx · t =
s(xt)

1 · · · · · s(xt)
l (xt) gilt, dasss(xt)

j = s(x)j für 1 ≤ j ≤ l (x) − 1 ist. Dies geht, da nach Deodhars
LemmaVI.(6.2) jeder solche Anfang wieder ein ausgezeichneter Rechtsnebenklassenvertreter ist und
man induktiv von den kurzen zu den langen Elementen vonXJ die reduzierten Ausdrücke ẅahlen
kann (vergleiche [GP00, 2.1.2, Algorithm B]).
Wir f ühren nun einige abkürzende Bezeichnungen ein: Es seil ∈ N die gr̈oßte L̈ange eines ausge-
zeichneten Rechtsnebenklassenvertreters. Wir setzen für 0 6 i 6 l :

I (i ) :=
〈
C′w′·x

∣∣w′ ∈ 3 undx ∈ XJ undl (x) 6 i
〉
A
⊆ H ,

wobei〈−〉A für das Erzeugnis alsA-Untermodul vonH steht.
Fasst manI (0) ⊆ HJ ⊆ H als A-Untermodul vonHJ auf, dann ist es ein Rechtsideal und alsHJ-
Gitter isomorph zuRC(3)HJ

, da3 nach unten abgeschlossen ist.
Fürw′ ∈ HJ undx ∈ XJ sei

C̃(w′,1W) := C′w′ und C̃(w′, x) := C′w′ · C
′

s(x)1
· · · · · C′

s(x)l (x)
∈ H .

Wir setzen f̈ur 0 6 i 6 l :

Ĩ (i ) :=
〈
C̃(w′, x)

∣∣w′ ∈ 3 undx ∈ XJ undl (x) 6 i
〉
A
⊆ H .

Um Spezialf̈alle zu vermeiden, setzen wirI (−1)
= Ĩ (−1)

:= {0}.
Wir beweisen nun gleichzeitig induktiv die folgenden drei Aussagen für 0 6 i 6 l :



106 Kapitel VI. Iwahori-Hecke-Algebren

(ai ) C̃(w′, x)− C′w′x ∈ I (i−1) für allew′ ∈ 3 und allex ∈ XJ mit l (x) = i .

(bi ) Ĩ (i ) = I (i ).

(ci ) I (i−1)
· C′s ⊆ I (i ) für alles ∈ S.

Wir betrachten zun̈achst die drei Aussagen für i = 0:
Es seiw′ ∈ 3. Nach Definition istC̃(w′,1W) = C′w′ , also ist f̈ur (a0) nichts zu zeigen. Die Aussage
(b0) folgt sofort und Aussage (c0) ist klar, daI (−1)

= {0} ⊆ I (0) ist.
Es sei nun 16 j 6 l und die drei Aussagen für allei < j bereits bewiesen. Es seiw′ ∈ 3 undx ∈ XJ

mit l (x) = j − 1 unds ∈ Smit xs∈ XJ undl (xs) = j . Zus̈atzlich seienx unds so geẅahlt, dass in
dem oben fixierten reduzierten Ausdruck für xs der Erzeugers ganz rechts steht (jedes Element von
XJ der Länge j kann so erreicht werden wegen der Bemerkungen nach LemmaVI.(6.2)). Dann ist
w′xs> w′x und es folgt mit GleichungVI.3:

C′w′x · C
′

s = C′w′xs+
∑

y<w′x
l (y)6≡l (w′x) (2)

ys<y

µ(y, w′x) · C′y . (VI.7)

Alle C′y, die in dieser Summe mitµ(y, w′x) 6= 0 vorkommen, liegen inI ( j−1): Jedesy ∈ W, das
in der Summe vorkommt, ist nämlich Bruhat-kleiner alsw′x und es giltys < y. Schreibt man also
w′ und x als reduzierte Ausdrücke und ḧangt diese zusammen, dann erhält man einen reduzierten
Ausdruck f̈urw′x (siehe PropositionVI.(3.12)) und y ist gleich einem Teilausdruck (sieheVI.(1.2)).
Deswegen gilt: Isty = y′z mit y′ ∈ WJ undz ∈ XJ , dann istl (z) < l (x), da sonstz = x und damit
ys> y wäre. Da offensichtlichy 6

R
w′x ist (es gilt ja sogary 4

R
w′x), folgt mit TheoremVI.(6.4), dass

y′6
R
w′, alsoy′ ∈ 3 ist, weil3 nach unten abgeschlossen ist.

Nun folgt die Aussage (aj ) sofort:

C̃(w′, xs)− C′w′xs = C̃(w′, xs)− C′w′x · C
′

s+ C′w′x · C
′

s− C′w′xs

= (C̃(w′, x)− C′w′x)︸ ︷︷ ︸
∈ I ( j−2) wg. (aj−1)

·C′s

︸ ︷︷ ︸
∈ I ( j−1) wg. (cj−1)

+

∑
y<w′x

l (y)6≡l (w′x) (2)
ys<y

µ(y, w′x) · C′y

︸ ︷︷ ︸
∈ I ( j−2)

⊆ I ( j−1) wg. Gl.VI.7

Hier haben wir die Aussagen (aj−1) und (cj−1) für den ersten Teil und die GleichungVI.7 mit den
Argumenten danach für den zweiten Teil benutzt.
Die Aussage (bj ) folgt nun direkt aus (aj ) und (bj−1), da sich die Elemente, die voñI ( j−1) nach Ĩ ( j )

als Erzeuger hinzukommen, von den Elementen, die vonI ( j−1) nachI ( j ) als Erzeuger hinzukommen,
jeweils um ein Element ausI ( j−1)

= Ĩ ( j−1) unterscheiden.
Es bleibt, die Aussage (cj ) zu beweisen: Istw′ ∈ 3 und x ∈ XJ mit l (x) = j − 1, dann ist f̈ur
jedess ∈ S entwederw′xs> w′x oderw′xs< w′x. In ersterem Fall k̈onnen wir wieder Gleichung
VI.7 betrachten, die Summe darin liegt nach den Argumenten von oben inI ( j−1), also bleibt noch
C′w′xs ∈ I ( j ) zu zeigen. Istxs ∈ XJ , dann istC′w′xs ∈ I ( j ), ansonsten gibt es nach dem Lemma
von DeodharVI.(6.2) ein u ∈ J mit xs = ux, so dassw′xs = w′ux ∈ WJx ist. Da wieder aus
w′xs= w′ux6

R
w′x mit TheoremVI.(6.4) folgt, dassw′u 6

R
w′ und damitw′u ∈ 3 ist, liegt also

C′w′x · C
′

s in jedem Fall inI ( j ). Diese Argumentation funktioniert auch dann, wenn der oben fixierte
reduzierte Ausdruck für xs∈ XJ nicht aufs endet.
Im zweiten Fallw′xs< w′x ist laut GleichungVI.3 das ProduktC′w′x ·C

′

s = (v
1/2
+v−1/2)·Cw′x ∈ I ( j )

und damit die Aussage (cj ) gezeigt.
Durch Induktion sind damit (ai ) bis (ci ) für 0 6 i 6 l bewiesen.
Ist w′ ∈ 3 und x ∈ XJ mit l (x) = l , dann gibt es keins ∈ S mit xs > x und xs ∈ XJ . Damit
funktioniert die obige Argumentation für (cj ) auch noch f̈ur j = l + 1 und zeigt sogar, dassI (l )
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ein H -Modul ist. Der Rang vonI (l ) als freierA-Modul ist gleich dem Rang von RC(3)HJ
multipliziert

mit der Anzahl der Elemente vonXJ , also dem Index vonWJ in W. Da I (l ) als A-Modul von einer
Teilmenge einerA-Basis vonH erzeugt wird (indiziert durch3XJ), ist es ein reinerA-Untermodul
vonH .
Für alle Elemente in3XJ gilt, dass sie6

R
-kleiner oder gleich einem Element aus3 sind, da f̈urw′ ∈ 3

undx ∈ XJ mit x = s(x)1 · · · · · s
(x)
l (x)

w′x 6
R
w′s(x)1 · · · · · s

(x)
l (x)−1 6

R
· · ·6

R
w′s(x)1 6

R
w′

gilt (man beachte, dass die einzelnens(x)j das Wort jeweils l̈anger machen und deshalb mit Gleichung
VI.3 und DefinitionVI.(2.9) sofortw′s(x)1 · s

(x)
j 6

R
w′s(x)1 · s

(x)
j−1 für 1 6 j 6 l (x) folgt).

Andererseits kann dies für kein Element vonW \ 3XJ gelten, daI (l ) ein H -Untermodul vonH
ist und wir das Kriterium inVI.(2.11) benutzen k̈onnen. Also ist3XJ der6

R
-Abschluss nach unten

von 3 in H und3XJ ist eine nach unten abgeschlossene Vereinigung von Rechtszellen vonH .
Dementsprechend können wirüberhaupt von RC(3XJ )

H reden und es ist RC(3XJ )
H = I (l ).

Da aberHJ lautVI.(6.1) eine Unteralgebra vonH ist und RC(3)HJ
ein Rechtsideal inHJ ist, können wir

Letzteres als Teilmenge vonH auffassen. Mit dieser Einbettung ist der induzierte Modul RC(3)
HJ
⊗
HJ

H
dann isomorph zumH -Erzeugnis von RC(3)HJ

in H .
Dieses ist aber gleich̃I (l ), da dieC′s ganzH als Algebra erzeugen. Damit sind alle Behauptungen
bewiesen. �

(6.6) Korollar (Induktion von Zellmoduln, vgl. [BV83, Proposition 3.15] bzw. [Lus84, (5.26.1)])
Es gelten dieselben Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in VI.(6.5) mit dem Unterschied, dass
3 nur eine 6

R
-konvexe Vereinigung von Rechtszellen von HJ sein muss.

Dann ist 3XJ ⊆ W eine 6
R

-konvexe Vereinigung von Rechtszellen von H und es gilt

RC(3XJ )
H

∼= IndH
HJ

RC(3)HJ
:= RC(3)HJ

⊗
HJ

H als H -Moduln,

wobei der Index HJ andeutet, dass der Zellmodul bezüglich der Iwahori-Hecke-Algebra HJ gemeint
ist.

Beweis: Dass3 6
R

-konvex ist, bedeutet, dass eine nach unten abgeschlossene Vereinigung0 von
Rechtszellen vonHJ existiert, so dass0∪3 bez̈uglich

”
6
R
“ nach unten abgeschlossen und0∩3 = ∅

ist. Wenden wir nun TheoremVI.(6.5) auf0 ∪3 und auf0 an, so folgt, dass

RC((0∪3)XJ )
H

∼= IndH
HJ

RC(0∪3)HJ
und RC(0XJ )

H
∼= IndH

HJ
RC(0)HJ

alsH -Moduln ist. Es ist3XJ = ((0 ∪3)XJ) \ (0XJ) und damit6
R

-konvex.
Da aberH als Links-HJ-Modul frei und damit projektiv ist (siehe [GP00, 4.4.7]), istH als Links-
HJ-Modul auch flach (siehe [CR81, (2.28)]), also ist Induzieren ein exakter Funktor. Da sowohl das
HJ-Ideal RC(0)HJ

im HJ-Ideal RC(0∪3)HJ
als auch dasH -Ideal RC(0XJ )

H im H -Ideal RC((0∪3)XJ )
H ein

A-reinerA-Untermodul ist, folgt auch f̈ur die Faktormoduln RC(3XJ )
H

∼= IndH
HJ

RC(3)HJ
. �
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VI.7 Projektive Zellmoduln

In VI.(2.12) sind die Zellmoduln zun̈achst f̈ur generische Iwahori-Hecke-Algebren definiert. Spezia-
lisieren wir die Algebra, so erhalten wir aber mit derselben Methode Zellmoduln für die spezialisierte
Algebra. Da diese im Allgemeinen nicht halbeinfach ist (siehe z.B.VI.(3.4) für Typ A), sind nicht
mehr alle einfachen Moduln projektiv und die projektiv unzerlegbaren sind besonders interessant für
die Darstellungstheorie.
Induziert man projektive Moduln von parabolischen Unteralgebren, erhält man wieder projektive (be-
nutzeI.(1.4) und, dass eine Iwahori-Hecke-Algebra frei als Modul für ihre parabolischen Unteralge-
bren ist).
Insofern geben die Ergebnisse des letzten Abschnitts Anlass zur Hoffnung, dass unter den Zellmoduln
spezialisierter Iwahori-Hecke-Algebren zumindest diejenigen projektiven Moduln zu finden sind, die
man durch sukzessives Induzieren von parabolischen Unteralgebren erreichen kann.
Es zeigt sich nun in Beispielrechnungen mit dem Computer, dass sogar noch mehr projektive Moduln
unter den Zellmoduln sind als erwartet.
In diesem Abschnitt wird ein solches Beispiel vorgestellt.

(7.1) Das Poset der Rechtszellen für Typ A 4

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen inVI.(2.1) bisVI.(2.3) und(C′w)w∈W sei die Basis
ausVI.(2.4). Das Coxetersystem(W, S) und damitH sei vom Typ A4.
In diesem Fall zerf̈allt die WeylgruppeW in 26 Rechtszellen, deren Nummerierung wir festlegen,
indem wir in der folgenden TabelleVI.2 für jede Rechtszelle ein darin enthaltenes Gruppenelement
angeben (genauer sogar die Duflo-Involution ausVI.(5.3)).

Rechtszelle Enthaltene Duflo-Involution Rechtszelle Enthaltene Duflo-Involution

1 s1s2s1s3s2s1s4s3s2s1 14 s2s3s2s4s3s2

2 s1s2s1s3s2s1 15 s2s3s2

3 s1s2s1s4 16 s2s1s3s2s1s4s3s2

4 s1s2s1s3s4s3s2s1 17 s2s4

5 s1s2s1 18 s2s3s4s3s2

6 s1s3s4s3 19 s2s1s3s4s3s2

7 s1s2s3s2s4s3s2s1 20 s2

8 s1s3 21 s2s1s3s2

9 s1s2s3s2s1 22 s3s4s3

10 s1s3s2s1s4s3 23 s3

11 s1s4 24 s3s2s4s3

12 s1s2s3s4s3s2s1 25 s4

13 s1 26 idW

Tabelle VI.2: Identifikation der Rechtszellen beim Typ A4

Im folgenden BildVI.3 ist das Hasse-Diagramm des Posets der Rechtszellen für die Iwahori-Hecke-
Algebra vom Typ A4 abgebildet. Die Vertizes entsprechen den 26 Rechtszellen, die durchnummeriert
sind. Weiter unten liegende Zellen sind kleiner als weiter oben liegende bezüglich

”
6
R
“, wenn sie

durch eine Linie verbunden sind. Die auf gleicher Höhe angeordneten Rechtszellen liegen in einer ge-
meinsamen zweiseitigen Zelle. Am linken Rand ist für jede zweiseitige Zelle die Partition als Young-
Diagramm abgebildet, die dem Isomorphietyp der einfachen Rechts-Zellmoduln darin entsprechen
(sieheVI.(3.3) bzw. VI.(3.9)). Am rechten Rand sind für jede zweiseitige Zelle diea-Werte (siehe
VI.(5.3)) der Weylgruppenelemente aufgeführt.
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Abbildung VI.3: Poset der Rechtszellen für Typ A4

Die Zelleinteilung und -Anordnung wurde mit demCHEVIE-Paket (siehe [GHL+96]) unter dem
Computer-Algebra-SystemGAP3 (siehe [S+95]) berechnet und das Poset wurde mit demXGAP4-
Paket (siehe [CN99]) unterGAP4 (siehe [GAP02]) gezeichnet.

(7.2) Spezialisierung mite = 3 und ` = 7

Wir spezialisieren nun die generische Iwahori-Hecke-AlgebraH vom Typ A4 zu derjenigen̈uber dem
KörperF7 mit sieben Elementen und Parameteru ∈ F7, so dassu Ordnung 3 hat (d.h.e= 3 und` = 7
im Sinne von KapitelVII ). Genauer gesagt benutzen wir den Ringhomomorphismusθ : A→ F7, der
die kanonische AbbildungZ → Z/7Z ∼= F7 fortsetzt undv1/2 auf θ(3) (in GAP ist dasZ(7) )
abbildet, ein Element der Ordnung 6 inF7

∼= Z/7Z (vergleiche AbschnittV.(2.2)).
Die zugeḧorige Zerlegungsabbildungdθ lässt sich dann durch die Zerlegungsmatrix in TabelleVI.3
beschreiben.

Partitionen 3-regul̈are: 5 4,1 3,2 3,1,1 2,2,1
Dimension 1 4 1 6 4

5 1 1 Indexdarstellung
4,1 4 · 1
3,2 5 · 1 1
3,1,1 6 · · · 1
2,2,1 5 1 · · · 1
2,1,1,1 4 · · · · 1
1,1,1,1,1 1 · · 1 · · Signumsdarstellung

Tabelle VI.3: Zerlegungsmatrix f̈ur Typ A, e= 3, ` = 7
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Darin sind die Zeilen durch die Isomorphietypen der einfachen Moduln vonKH indiziert, wobei je-
weils die zugeḧorige Partition (sieheVI.(3.3) bzw. VI.(3.9)) und die Dimension angegeben ist. Die
Spalten sind durch die Isomorphietypen der einfachen Moduln der spezialisierten AlgebraF7H indi-
ziert, wobei ebenfalls die zugehörigee-regul̈are Partition (sieheVI.(3.4)) und die Dimension angege-
ben sind. In jeder Zeile stehen die Vielfachheiten, mit denen die einfachen Moduln vonF7H in einer
ReduktionF7 ⊗A

RC(6) eines einfachen Zellmoduls RC(6) zu einer Rechtszelle6 vom entsprechenden
Typ als Konstituenten vorkommen.
Diese Zerlegungsmatrix wurde mit demGAP3-PaketSpecht von Andrew Mathas (siehe [Mat97])
berechnet.

(7.3) Projektive Moduln

Mit Hilfe von Brauer-Reziproziẗat (siehe TheoremV.(4.1) und die daran anschließende Bemerkung)
können wir nun aus der Zerlegungsmatrix Informationenüber die projektiv unzerlegbarenF7H -
Moduln ablesen. Ist n̈amlich O mit A ⊆ O ⊆ K ein geeigneter Ring (sieheV.(2.3)), so dassOH
semiperfekt ist, dann gibt es zu jedem projektiv unzerlegbarenF7H -Modul P eine

”
Hebung“, also

einenOH -Modul P̃ mit P ∼= F7 ⊗
O

P̃. Die Spalten der Zerlegungsmatrix können nun wie folgt inter-
pretiert werden:
Ist P ein projektiv unzerlegbarerF7H -Modul mit einfachem KopfV (sieheIV.(2.4)), dann stehen
in der Spalte, die zum einfachen ModulV geḧort, die Vielfachheiten, mit denen die einfachenKH -
Moduln als Konstituenten in einem ModulK P̃ mit P ∼= F7 ⊗

O
P̃ vorkommen.

Es gibt also einen projektiv unzerlegbarenF7H -Modul P, dessenK P̃ in dieser Weise als Konstitu-
enten jeweils einmal einen Einfachen zur Partition(2,2,1) und einen zur Partition(2,1,1,1) entḧalt.
Es sei nun6i für 1 6 i 6 26 jeweils die Rechtszelle mit Nummeri .
Betrachtet man den Zellmodul RC(619∪614) und seine ReduktionF7 ⊗A

RC(619∪614), dann kann man mit
dem Computer nachrechnen, dass dieser ein projektiv unzerlegbarerF7H -Modul ist.
Analoges gilt f̈ur den Zellmodul RC(623∪624) und für viele weitere Beispiele von Zellmoduln, auch für
andere Typen als Typ A.
Leider wird der Rechenaufwand für die Kazhdan-Lusztig-Basis mit steigendemn sehr schnell sehr
groß, so dass solche Beispiele bislang nur bis zu den Typen A6, B5 und D5 betrachtet werden konnten.
In diesen Rechnungen zeigte sich, dass sehr viele projektive Moduln für spezialisierte Algebren als
Zellmoduln auftauchen. Die projektiv unzerlegbaren sind nicht immer dabei, aber dem Autor ist bis-
lang kein Fall bekannt, in dem nicht mindestens ein sogenanntes

”
basic set“, also eine Menge von

projektiven Moduln, deren Isomorphieklassen eine Basis der projektiven Grothendieck-Gruppe bil-
den, unter den Zellmoduln waren.

(7.4) Bemerkungen zu den Rechnungen

Bei den gr̈oßeren Beispielen wird der Rechenaufwand für die Kazhdan-Lusztig-Basis schnell extrem
groß. Deswegen wurden dafür die Ergebnisse des ProgrammsCoxeter (siehe [dC99] und [dC91])
nachCHEVIE/GAP3 importiert.
Die daraus resultierenden Zellmoduln wurden dann nach der Spezialisierung wieder ausGAP3 ex-
portiert und es wurde mit dem ProgrammpaketC-MeatAxe (siehe [Rin00]) eine Kompositionsreihe
und die Radikalreihe berechnet. Dabei kamen Programme aus [Sz̋o98] zum Einsatz.
Das entscheidende Argument zum Nachweis der Projektivität ist dann das folgende: IstM ein Modul,
dessen einfache Konstituenten mit denen eines aus der Zerlegungsabbildung bekannten projektiv un-
zerlegbaren Moduls̈ubereinstimmt (Vielfachheiten gezählt!), und ist der Kopf vonM einfach, dann
ist M selbst projektiv unzerlegbar.
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(7.5) Interpretation und Erkl ärungsversuch

Auf den ersten Blick ist es sehr verblüffend, dass man unter den Zellmoduln projektive Moduln für
spezialisierte Iwahori-Hecke-Algebren findet, denn zunächst ist kein guter Grund dafür ersichtlich.
Andererseits entstehen die Zellmoduln aus Filtrierungen des regulären Moduls, denn die Relationen

”
6
L
“ und

”
6
R
“ sind ja gerade so definiert, dass man Ideale erhält (sieheVI.(2.9) bisVI.(2.12)). Insofern

ist es nicht ganz abwegig zu hoffen, dass der
”
Klebstoff“, der in den nicht einfachen Zellmoduln

sozusagen die einfachen Konstituenten
”
zusammenḧalt“, etwas mit projektiven Moduln, also direkten

Summanden von freien, zu tun haben könnte.
Tats̈achlich wurde in AbschnittVI.6 gezeigt, dass induzierte Moduln von Zellmoduln parabolischer
Unteralgebren wieder Zellmoduln sind. Da induzierte Moduln von projektiven wieder projektiv sind
(sieheI.(1.4)), ist zu erwarten, dass man unter den spezialisierten Zellmoduln zumindest diejenigen
Projektiven findet, die durch sukzessives Induzieren von parabolischen Unteralgebren zu erhalten
sind.
Das obige Beispiel RC(619∪614) lässt sich aber durch dieses Argument nicht erklären! Betrachtet man
nämlich alle projektiv unzerlegbaren Moduln maximal parabolischer Unteralgebren und ihre Induk-
tion zuH -Moduln, so kommt der Isomorphietyp von RC(619∪614) nicht vor.
Betrachtet man hingegen die sogenannte i-Induktion, also Induzieren mit nachfolgender Zerlegung
in Blöcke, so zeigt sich, dass der Isomorphietyp von RC(619∪614) tats̈achlich durch Induktion eines
projektiv unzerlegbaren Moduls einer maximal parabolischen Unteralgebra vom Typ A2 × A1 und
anschließender Zerlegung in Blöcke erhalten werden kann.
Andererseits ist — zumindest dem Autor — unklar, wie die Zerlegung in Blöcke im Zusammenhang
mit Zellmoduln zu einem Argument benutzt werden kann, das begründen k̈onnte, warum so viele

”
kleine“ projektive Moduln unter den Zellmoduln sind.

Zumindest deuten Beispielrechnungen darauf hin, dass folgende Hypothese richtig sein könnte:
Betrachtet man eine bezüglich

”
6
L
“ nach unten abgeschlossene Menge0 von Rechtszellen, so dass

der Charakter des zugehörigen Zellmoduls RC(0) nach Spezialisierung eine Summe von projektiven
Charakteren ist, dann ist auch RC(0) selbst ein projektiver Modul.

Spekulation: Wenn man zeigen k̈onnte, dass zumindest ein
”
basic set“ von projektiven Moduln aus

den Zellmoduln gewonnen werden könnte, dann ḧatte man wom̈oglich explizite generische Moduln
für H mit einer ausgezeichneten Basis, auf die man die Methoden aus KapitelIV anwenden k̈onnte,
um eine explizite Konstruktion von primitiven Idempotenten zu gewinnen, bei der die Nenner der
Koeffizienten beispielsweise in der C′-Basis kontrolliert werden k̈onnten. Dies ẅare im Hinblick auf
KapitelVII sehr interessant.



Kapitel VII

Die James-Geck-Vermutung

In diesem Kapitel wird eine bislang unbewiesene Vermutung von Gordon James aus dem Jahr 1990
vorgestellt. Urspr̈unglich (siehe [Jam90, Abschnitt 4]) ist diese Vermutung für q-Schur-Algebren vom
Typ A formuliert. In dieser Arbeit behandeln wir die Version für Iwahori-Hecke-Algebren. Wir geben
zun̈achst eine Formulierung wieder, die sehrähnlich zur Urversion ist, und dann eine, die von Meinolf
Geck stammt (siehe [Gec98, Conjecture 3.4]). Zur Vereinfachung beschränken wir uns auch hier auf
den Typ A.
Der zweite Teil dieses Kapitels beschäftigt sich mit zwei neuen Umformulierungen dieser Vermutung
mit Hilfe von Brauer-Reziproziẗat und Idempotenten.
Im dritten Teil folgt eine weitere Umformulierung, bei der der Rang einer Gram-Matrix nach ver-
schiedenen Spezialisierungen verglichen wird.
Von hier anändert sich die Struktur des Dokuments: Während bisher in jedem Unterabschnitt ein
Verweis auf die Stelle angegeben war, wo die verwendeten Bezeichnungen eingeführt wurden, wird
nun ein zusammenhängender Text folgen, in dem einmal eingeführte Bezeichnungen ohne weiteren
Kommentar bis zum Kapitelende weiter verwendet werden.

VII.1 Bisherige Formulierungen

(1.1) Bezeichnungen
Voraussetzungen:Es seiA := Z[v, v−1

] der Ring der Laurent-Polynome in der Unbestimmtenv über
den ganzen Zahlen undK := Quot(A) = Q(v) der Quotientenk̈orper vonA. Weiter sei(W, S) ein
endliches Coxetersystem vom Typ An−1 (mit n > 2), es sind alsoW = Sn die symmetrische Gruppe
auf {1, . . . ,n} und S= {(1,2), (2,3), . . . , (n− 1,n)} ihre Coxetererzeuger. MitH := HA(W, S, v)
sei die generische Ein-Parameter-Iwahori-Hecke-Algebra bezeichnet (sieheVI.(1.7)) und mit KH
ihre KonstantenerweiterungK ⊗

A
H (vgl. I.(3.2)).

Folgerungen: Wie in VI.(1.4).(iii) angemerkt istH eine A-Ordnung, also eineA-Algebra, die als
A-Modul endlich erzeugt und frei ist. Der RingA ist als Lokalisierung des faktoriellen RingsZ[v]
ganz-abgeschlossen in seinem QuotientenkörperK . Die KonstantenerweiterungKH zerf̈allt überK
(siehe TheoremVI.(3.1)) und KH ist halbeinfach (sieheVI.(3.3) oder betrachte die Spezialisierung
v 7→ 1 ∈ Q und benutze Tits’ Deformationssatz, siehe [GP00, 7.4.6]).
Voraussetzungen:Es seì eine rationale Primzahl,L ein endlicher K̈orper der Charakteristik̀ und
θ` : A→ L eine Spezialisierung wie in AbschnittV.(2.1), es sei alsoθ` ein Ringhomomorphismus,
so dassL der Quotientenk̈orper vonθ`(A) ist. Wir fassenL vermögeθ` als einenA-Modul auf und
bezeichnen die KonstantenreduktionL ⊗

A
H mit LH . Es seiu := θ`(v) ∈ L.

Wir bezeichnen mite= e(u) ∈ N die kleinste naẗurliche Zahl, f̈ur die 1+u+u2
+· · ·+ue−1

= 0 ist.
Das bedeutet, dasse im Fall u 6= 1 gleich der multiplikativen Ordnung vonu in L und sonst gleich
der Charakteristik̀ ist. In jedem Fall ist alsoe> 1.

112
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Folgerungen:Der KörperL ist lautVI.(3.1) Zerfällungsk̈orper f̈ur LH .
Die Spezialisierungθ` erfüllt damit alle Voraussetzungen, die für die Definition einer Zerlegungs-
abbildung nachV.(2.2) notwendig sind. Wir bezeichnen die zugehörige Zerlegungsabbildung mit
dθ` : R0(KH)→ R0(LH).

Wir können nun die erste Fassung der Vermutung formulieren:

(1.2) Vermutung (James-Vermutung für Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A)
(vgl. [Jam90, Abschnitt 4])

Es seien alle Bezeichnungen wie oben. Zusätzlich sei L = F` der Körper mit ` Elementen.
Betrachtet man alle Möglichkeiten für θ` mit einer festen Charakteristik ` und festem e= e(u), wobei
e · ` > n ist, dann hängt die Zerlegungsabbildung dθ` nicht von θ`, also insbesondere nicht von u ab.
Genauer: Sind θ` : A→ L und θ ′` : A→ L ′ zwei Spezialisierungen wie oben (mit L = L ′ = F`),
für die gilt, dass e := e(θ`(v)) = e(θ ′`(v)) und e · ` > n ist, dann gibt es einen Isomorphismus
ψ : R0(LH) → R0(L ′H) abelscher Gruppen, der die Klassen der einfachen Moduln erhält, so
dass für die beiden Zerlegungsabbildungen dθ` und dθ ′` der Zusammenhang dθ ′` = ψ ◦dθ` gilt. Hierbei
steht LH für die Konstantenreduktion von H bezüglich der Spezialisierung θ` und L ′H für diejenige
bezüglich θ ′`.

(1.3) Bemerkungen
• In [Jam90, Abschnitt 4] wird diese Aussage für q-Schur-Algebren mit Hilfe von Zerlegungsma-

trizen formuliert. Dort wird sogar auf die VoraussetzungL = F` verzichtet. Die Formulierung
hier ist eine Interpretation der Aussagen in [Jam90, Abschnitt 4] f̈ur Iwahori-Hecke-Algebren
vom Typ A, die den Bezeichnungen in dieser Arbeit angepasst wurde.

• Die Voraussetzungu ∈ F` kommt daher, dass die Spezialisierungen derq-Schur-Algebren in
[Jam90] vom Studium der̀ -modularen Zerlegungsabbildungen der Gruppe GLn(q) kommen,
wobeiq ∈ N eine Primzahlpotenz ist, die nicht durch` teilbar ist (

”
nicht-definierende Charakte-

ristik“). Dementsprechend ist der Parameteru nach der Spezialisierung einfach die`-modulare
Reduktion der natürlichen Zahlq und liegt damit im Primk̈orper. DaL = Quot(A) vorausge-
setzt wurde, folgt sofort, dassL = F` ist. Diese Voraussetzung erscheint aber aus Sicht der
Iwahori-Hecke-Algebren bzw. derq-Schur-Algebren k̈unstlich.

Für die Version nach Meinolf Geck (vgl. [Gec98, Conjecture 3.4]) brauchen wir einige weitere Be-
zeichnungen:

(1.4) Bezeichnungen
Voraussetzungen:Zus̈atzlich zu den Bezeichnungen ausVII.(1.1) sei nunp der Kern der Spezialisie-
rungθ` : A→ L. Weiter seiζe eine primitivee-te Einheitswurzel im KreisteilungskörperE := Q(ζe)

undϕe das zugeḧorige Kreisteilungspolynom inZ[v]. Es seiq := ϕe · A das vonϕe in A erzeugte
Hauptideal. Die kanonische AbbildungZ[v]� F`[v] sei mitπ bezeichnet.
Folgerungen: Da L ein endlicher K̈orper der Charakteristik̀ ist und u = θ`(v) damit endliche
Ordnung hat, istp ein Primideal der Ḧohe 2 (siehe KorollarIII.(1.3) auf Seite44), also von der Form
` ·A+ p·A mit einem normierten, inZ[v] irreduziblen Polynomp, dessen Bild unter der kanonischen
Abbildungπ irreduzibel und ungleichv ist. Damit istp ein maximales Ideal. Der Restklassenkörper
A/p ∼= Ap/pp ist isomorph zuL, da nach VoraussetzungL = Quot(θ`(A)) ist. Das Kreisteilungspo-
lynom ϕe ist normiert und irreduzibel inZ[v]. Deswegen istq ein Primideal der Ḧohe 1 inA (siehe
wiederIII.(1.3)).
Ist u = 1, dann iste = ` undϕe = 1+ v + v2

+ · · · + v`−1, also liegtϕe in p. Ist u 6= 1, dann iste
gleich der multiplikativen Ordnung vonu in L, also istu eine primitivee-te Einheitswurzel inL und
auch in diesem Fall liegtϕe in p. Jedenfalls ist alsoq ein Primideal von der Ḧohe 1 inA und es gilt
0 6= q ( p.
Daϕe in p liegt, istπ(p) ein Teiler vonπ(ϕe). Damit sind die Voraussetzungen von KorollarIII.(2.4)
erfüllt, das weiter unten Anwendung finden wird.
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Der Ringhomomorphismusθζe : A → E, v 7→ ζe hat als Kern das Primidealq und als Bild den
GanzheitsringZ[ζe] des Zahlk̈orpersE = Q(ζe) (siehe [CR81, (4.5)]). Also istZ[ζe] als Ring iso-
morph zu A/q und E als Körper isomorph zum Quotientenkörper Quot(A/q), der isomorph zum
Restklassenk̈orper der LokalisierungAq ist.
Da q ( p = kerθ` ist, faktorisiert der Ringhomomorphismusθ` : A → L über den Ringho-
momorphismusθζe : A → Z[ζe]

∼= A/q, es gibt also einen eindeutigen Ringhomomorphismus
θ
ζe
` : Z[ζe] → L, so dassθ` = θ

ζe
` ◦ θζe ist, er bildetζe auf θ`(v) ab (wir erlauben uns hier, von

Verkettung zu sprechen, da das Bild vonθζe im Definitionsbereich vonθ ζe` liegt).
Der RingA ist ganz-abgeschlossen inK , da er Lokalisierung des PolynomringsZ[v] ist, der eindeu-
tige Primfaktorzerlegung hat (siehe [Kun85, II.2.8 und III.4.12]). Der RingA/q ∼= Z[ζe] ist ganz-
abgeschlossen inE (siehe [CR81, (4.5)]).
Wie bereits inVII.(1.1) erwähnt istK Zerfällungsk̈orper f̈ur KH . Aber auchE ist Zerf̈allungsk̈orper
für EH , undL ist Zerf̈allungsk̈orper f̈ur LH (siehe jeweils TheoremVI.(3.1)).
Damit haben wir gezeigt, dass alle Voraussetzungen für die Faktorisierung von Zerlegungsabbildun-
gen erf̈ullt sind (sieheV.(5.1)). Um Indizes zu sparen, führen wir die folgenden abkürzenden Bezeich-
nungen f̈ur die drei Zerlegungsabbildungen ausV.(5.1)ein:

d` := dθ` dζe := dθζe und dζe` := d
θ
ζe
`
.

Wir haben ein kommutatives Diagramm mit drei Zerlegungsabbildungen, für died` = dζe` ◦ dζe gilt:

R0(KH)
d` //

dζe &&MMMMMMMMMM
	

R0(LH)

R0(EH)
dζe`

88qqqqqqqqqq
(VII.1)

Nun können wir die James-Geck-Vermutung formulieren:

(1.5) Vermutung (James-Geck-Vermutung für Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A)
(vgl. [Gec98, Conjecture 3.4])

Es seien alle Bezeichnungen wie oben. Zusätzlich sei L = F` der Körper mit ` Elementen und ` > n,
also kein Teiler der Gruppenordnung von W = Sn.
Dann ist die Zerlegungsabbildung dζe` ein Isomorphismus, der die Klassen der einfachen Moduln
erhält.

(1.6) Bemerkungen
• Diese Vermutung ist in [Gec98] allgemeiner f̈ur Iwahori-Hecke-Algebren von beliebigem Typ

formuliert wobei vorausgesetzt ist, dass alle Parameter Potenzen derselben Unbestimmten sind.
Zur Vereinfachung beschränken wir uns hier auf den Typ A, da man sonst allgemeinerüber
Dedekindringen statẗuberZ arbeiten muss und die Quadratwurzeln der Parameter im Grundkör-
per braucht, um Zerfällungsk̈orper zu erhalten.

• Auch hier erscheint die VoraussetzungL = F` künstlich. Der Grund hierf̈ur ist derselbe wie
der inVII.(1.3) erwähnte.

• In dieser Formulierung ist die Unabhängigkeit der Zerlegungsabbildungd` von u expliziter
ausgef̈uhrt. Die Zerlegungsabbildungd` wird nämlichunabhängig von` und u für alle mögli-
chenθ` durch den

”
generischen“ Falldζe beschrieben. Dadurch wird genau spezifiziert, dass es

nur auf e(u), also die multiplikative Ordnung vonu für u 6= 1 und die Charakteristik vonL
für u = 1, ankommt. Insofern geht die Vermutung inVII.(1.5) sogar weiter als das Original in
VII.(1.2). Andererseits ist die Voraussetzung` > n sẗarker alse · ` > n im Original.

• In der Originalformulierung in [Jam90, Abschnitt 4] ist bereits die Idee der Faktorisierung von
Zerlegungsabbildungen angedeutet.
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VII.2 Neue Formulierungen mit Brauer-Reziprozit ät

Wir formulieren nun mittels Brauer-Reziprozität eine Aussage, die zur Version der Vermutung in
VII.(1.5) äquivalent ist.

(2.1) Vermutung (Erste Umformulierung der James-Geck-Vermutung)
(vgl. VII.(1.5) und [Gec98, Conjecture 3.4])

Es sei H die generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An−1 über dem Ring A = Z[v, v−1
] mit

Parameter v, und ` > n eine Primzahl. Weiter sei 1 6= e ∈ N mit e | ` − 1 oder e = `. Im Fall
e | `− 1 sei a ∈ Z ein Element, das modulo ` die Ordnung e hat, sonst sei a = 1. Schließlich sei ζe

eine primitive e-te Einheitswurzel in C und p̄ das Primideal `Z[ζe] + (ζe− a)Z[ζe] in Z[ζe].

Dann ist jedes primitive Idempotent f ∈ Z[ζe]p̄H auch als Idempotent in Q(ζe)H primitiv.

(2.2) Bemerkungen
• Dabei istZ[ζe]p̄ die Lokalisierung vonZ[ζe] bei p̄. Dass das Ideal̄p ein Primideal ist, folgt f̈ur

e | `− 1 aus [CR81, (4.34)+Beweis] und f̈ur e= ` aus [CR81, (4.38)+Beweis].

• Im Fall e= ` ist p̄ = (ζe− 1)Z[ζe], da

(ζe− 1) ·
e−1∑
i=1

i · ζ e−1−i
e =

e−1∑
i=1

i · ζ e−i
e −

e−1∑
i=1

i · ζ e−1−i
e

=

e−2∑
i=0

(i + 1) · ζ e−1−i
e −

e−1∑
i=1

i · ζ e−1−i
e

= ζ e−1
e +

e−2∑
i=1

ζ e−1−i
e − (e− 1) · ζ 0

e = −e

ist, weil
∑e−1

j=0 ζ
j

e = 0 ist.

• Im Gegensatz zuVII.(1.5) kommen in der Formulierung inVII.(2.1) nur Iwahori-Hecke-Algeb-
ren über Grundringen der Charakteristik 0 vor. Die Zerlegungsabbildungdζe für die Algebren
Q(v)H undQ(ζe)H ist durch die Ergebnisse in [Ari96] oder [LLT96, Conjecture 6.9(ii)] oder
[LLT95] bekannt, so dass James’ Vermutung durch diese Umformulierung zu einer arithmeti-
schen Fragestellung in der AlgebraQ(ζe)H wird.

• Statt die Aussage für alle primitiven Idempotente vonZ[ζe]p̄H zu formulieren, ḧatte man sich
auch darauf beschränken k̈onnen, je ein primitives Idempotent für jeden Isomorphietyp projek-
tiv unzerlegbarer Moduln zu betrachten.

• Wenn man in der obigen Situation zu jedem Isomorphietyp projektiv unzerlegbarerQ(ζe)H -
Moduln ein Idempotentf ∈ Z[ζe]p̄H konstruieren k̈onnte, so dassf Q(ζe)H von diesem Typ
ist, dann ẅare die Vermutung bewiesen. Mit Hilfe der Ergebnisse in KapitelIV könnte man
solche Idempotente konstruieren, wenn man ganzzahlige Formen von projektiv unzerlegbaren
Q(ζe)H -Moduln mit einer geeigneten Basis hätte. Es ist denkbar, dass mit Hilfe der Beobach-
tungen, die in AbschnittVI.7 beschrieben sind, aus der Kazhdan-Lusztig-Basis solche Idempo-
tente gewonnen werden können.

(2.3) Beweis derÄquivalenz der ersten Umformulierung zu James’ Vermutung

Wir zeigen zun̈achst, dass inVII.(1.5) und inVII.(2.1) dieselbe Situation vorliegt, und danach, dass
die Aussagen der Vermutungenäquivalent sind.
In der Situation der VermutungVII.(1.5) folgt aus der VoraussetzungL = F`, dass entwederθ`(v) = 1
ist und damite = ` und kerθ` = ` · A+ (v − 1) · A gilt, oder dasse die Ordnung vonθ`(v) in F`
ist, also ein Teiler voǹ − 1. Der Kern vonθ` ist dann wie inVII.(1.4) von der Form̀ · A+ p · A,
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wobei hier ohne Beschränkung der Allgemeinheitp = v − a mit einema ∈ Z wie in VII.(2.1) ist, da
aus [CR81, (4.34)+Beweis] folgt, dass das Bild des Kreisteilungspolynomϕe unter der kanonischen
AbbildungZ[v] � F`[v] in Linearfaktoren zerf̈allt. Betrachtet man nun den Kern vonθ ζe` bzw. das
Bild von p unterθζe, dann erḧalt man das Primideal̄p = ` · Z[ζe] + (ζe− a) · Z[ζe] ausVII.(2.1).
Betrachtet man umgekehrt die Voraussetzungen inVII.(2.1), dann lassen sich die für VII.(1.5) not-
wendigen Bezeichnungen leicht festlegen: Die Spezialisierungθ` : A → F` setzt die kanonische
AbbildungZ � F` fort und bildetv auf das Bild vona in F` ab. Der Kern vonθ` ist das maximale
Ideal` · A+ (v − a) · A und die beiden anderen Spezialisierungen werden definiert wie inVII.(1.4).
Damit erhalten wir die drei Zerlegungsabbildungend`, dζe unddζe` .

Wir können nun diëAquivalenz der beiden Vermutungen inVII.(1.5) undVII.(2.1) beweisen. Dazu
bleiben alle Bezeichnungen und Voraussetzungen aus diesem Kapitel in Kraft.

Wir betrachten direkt die fragliche Zerlegungsabbildungdζe` : R0(EH) → R0(LH) in der Faktori-
sierung. Sie kommt von der Spezialisierungθ ζe` : Z[ζe] → L. Der RingZ[ζe] sei mit R bezeichnet,
er ist der Ganzheitsring des KreisteilungskörpersE = Q(ζe) und damit ein Dedekindring (siehe
z.B. [CR81, (4.4) und (4.5)]). Der Kern vonθ ζe` ist gleich dem Primideal̄p.
Zur Konstruktion von Zerlegungsabbildungen wie im Beweis zu PropositionV.(2.5) auf Seite69 be-
nutzen wir die LokalisierungRp̄ von R bei p̄, es gilt n̈amlich R ⊆ Rp̄ ⊆ E und radRp̄ ∩ R = p̄. Der
Ring Rp̄ ist ein diskreter Bewertungsring (siehe [Mat86, 11.6 und 11.4]).

Ist M also einEH -Modul, dann ist das Bild von[M] ∈ R0(EH) unter der Zerlegungsabbildungdζe`
definiert, indem man eine beliebigeRp̄-Form vonM wählt, deren Reduktion modulōp bestimmt und
zur entsprechenden Klasse inR0(LH) übergeht.
Mit Hilfe desselben RingesRp̄ können wir nun auch eine Klebeabbildungeζe` : K0(LH)→ K0(EH)

zwischen den projektiven Grothendieck-Gruppen definieren. Dazu bleibt für DefinitionV.(3.1)nur zu
prüfen, dassRp̄H semiperfekt ist. Dies gilt aber nach KorollarII.(6.3) auf Seite42.

Die Klebeabbildungeζe` ist nun laut DefinitionV.(3.1) so definiert: Istf ∈ LH ein Idempotent, dann
ist f LH ein projektiver Modul. Das Idempotentf lässt sich zu einem Idempotentf ∈ Rp̄H heben,
man kannf als Element vonEH auffassen und erhält einen projektiven Modulf EH . Das Bild der
Klasse[ f LH ] ∈ K0(LH) ist dann die Klasse[ f EH ] ∈ K0(EH).
Dieselben Voraussetzungen, die für die Definition der Klebeabbildung notwendig waren, erlauben uns
nun, die Brauer-Reziprozität (siehe TheoremV.(4.1)) anzuwenden. Die Klebeabbildungeζe` ist also die
duale Abbildung zur Zerlegungsabbildungdζe` bez̈uglich der Paarungen

〈−|−〉 : K0(EH)× R0(EH)→ Z und 〈−|−〉 : K0(LH)× R0(LH)→ Z

aus DefinitionV.(1.12)auf Seite66.
Wegen PropositionV.(1.13) ist die Basis vonK0(EH) (bzw. K0(LH)), die aus den Klassen der
projektiv unzerlegbaren Moduln besteht, jeweils dual zu der Basis vonR0(EH) (bzw. R0(LH)), die
aus den Klassen der einfachen Moduln besteht. Deswegen istdζe` genau dann ein Isomorphismus,
der die Klassen der einfachen Moduln erhält, wenneζe` ein Isomorphismus ist, der die Klassen der
projektiv unzerlegbaren Moduln erhält.
Die Klebeabbildungeζe` ist genau dann ein Isomorphismus, der die Klassen der projektiv unzerleg-
baren Moduln erḧalt, wenn jedes primitive Idempotentf ∈ Rp̄H auch als Idempotent inQ(ζe)H
primitiv ist.
Damit ist gezeigt, dass VermutungVII.(2.1) äquivalent zu VermutungVII.(1.5) ist. �

(2.4) Bezeichnungen f̈ur die zweite Umformulierung

In der zweiten Umformulierung werden nur Iwahori-Hecke-Algebrenüber Grundringen vorkommen,
die den RingA = Z[v, v−1

] enthalten, es werden also Aussagenüber die generische Iwahori-Hecke-
Algebra gemacht.
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Dazu betrachten wir nun die beiden Zerlegungsabbildungendζe undd`. Sie kommen von den beiden
Spezialisierungenθζe bzw. θ`. Wir konstruieren explizit zwei Bewertungsringe, die zur Konstrukti-
on dieser Zerlegungsabbildungen wie im Beweis zu PropositionV.(2.5) auf Seite69 geeignet sind.
Zus̈atzlich ist der eine im anderen enthalten, damit sich die primitiven Idempotente in den Iwahori-
Hecke-Algebren̈uber diesen Ringen besser vergleichen lassen. Man beachte, dass aus dieser letzten
Forderung folgt, dass nicht beide diskret sein können (siehe [Mat86, Theorem 10.1]).
Das Primidealq G A ist als vonϕe erzeugtes Hauptideal definiert. Das Primidealp G A ist von der
Höhe 2. Wie im Beweis zu PropositionIII.(2.6) bzw. in VII.(2.3) folgt aufgrund der Voraussetzung
u = θ`(v) ∈ F` bzw. L = F`, dass das Primidealp von der Form̀ A+ pA ist mit p = v− a = v− 1
im Fall u = 1 ∈ F` und p = v − a für eina ∈ Z sonst. In letzterem Fall ista ein Urbild vonu unter
der kanonischen AbbildungZ � F`.
Damit sind alle Voraussetzungen von KorollarIII.(2.4) auf Seite48erfüllt. Es seiν die dort konstruier-
te, nicht-diskrete Bewertungν : A→ Z×Z∪ {∞}. Ihre eindeutige Fortsetzung aufK (siehe Lemma
II.(1.6).(v)) sei ebenfalls mitν bezeichnet, es seiO der Bewertungsring zuν in K undm sein maxima-
les Ideal. In KorollarIII.(2.3) wurde gezeigt, dass die Wertegruppe vonν gleichZ× Z ist. Deswegen
ist die erste Komponenteν1 vonν eine diskrete Bewertung aufK , der zuν1 geḧorende Bewertungsring
in K sei mitO′ bezeichnet, sein maximales Ideal mitm′, es giltm′ ( m ( O ( O′ ( K .
Das bedeutet konkret, dass ein Elementf/g ∈ K mit f, g ∈ Z[v] teilerfremd genau dann inO′

liegt, wenng in Z[v] nicht durchϕe teilbar ist. Ein Elementf/g liegt genau dann inm′, wenn f in
Z[v] durchϕe teilbar ist. Ist f/g ∈ O′ \ m′, sind also wederf nochg durchϕe teilbar, dann liegt
f/g genau dann inO, wenn das Bild vonf/g unter dem Einsetzungshomomorphismusv 7→ ζe in
der LokalisierungZ[ζe]p̄ des GanzheitsringsZ[ζe] des Kreisteilungsk̈orpersQ(ζe) beim Primideal
p̄ = `Z[ζe] + (ζe− a)Z[ζe] liegt.

(2.5) Vermutung (Zweite Umformulierung der James-Geck-Vermutung)
(vgl. VII.(1.5), VII.(2.1) und [Gec98, Conjecture 3.4])

Es sei H die generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An−1 über dem Ring A = Z[v, v−1
] mit

Parameter v, und ` > n eine Primzahl. Weiter sei 1 6= e ∈ N mit e | ` − 1 oder e = `. Im Fall
e | `− 1 sei a ∈ Z ein Element, das modulo ` die Ordnung e hat, sonst sei a = 1.
Es seien q := ϕeA und p := `A+ (v − a)A, wobei ϕe das e-te Kreisteilungspolynom ist.
Die Bewertung ν : Q(v) → Z × Z ∪ {∞} und die Bewertungsringe O = {x ∈ K | ν(x) > (0,0)}
und O′ = {x ∈ Q(v) | ν1(x) > 0} seien wie in VII.(2.4) definiert, es gilt also A ( O ( O′ ( Q(v).
Dann ist jedes primitive Idempotent f ∈ OH auch als Idempotent in O′H primitiv.

(2.6) Bemerkungen
• In der Formulierung inVII.(2.5) kommen nur Iwahori-Hecke-Algebren̈uber Grundringen vor,

die A = Z[v, v−1
] enthalten.

• Statt die Aussage für alle primitiven Idempotente vonOH zu formulieren, ḧatte man sich auch
darauf beschränken k̈onnen, je ein primitives Idempotent für jeden Isomorphietyp projektiv
unzerlegbarerOH -Moduln zu betrachten.

• Wenn man unter den obigen Voraussetzungen zu jedem Isomorphietyp projektiv unzerlegbarer
O′H -Moduln ein Idempotent inf ∈ OH konstruieren k̈onnte, so dassf O′H von diesem
Typ ist, dann ẅare die Vermutung bewiesen. Mit Hilfe der Ergebnisse in KapitelIV könnte
man solche Idempotente konstruieren, wenn man projektiv unzerlegbareO′H -Moduln mit einer
geeigneten Basis hätte. Es ist m̈oglich, dass mit Hilfe der Beobachtungen, die in AbschnittVI.7
beschrieben sind, aus der Kazhdan-Lusztig-Basis solche Moduln gewonnen werden können.

• Der Unterschied zwischenVII.(2.1) undVII.(2.5) ist, dass alle vorkommenden Grundringe im
ersten Fall inQ(ζe) und im zweiten Fall inQ(v) enthalten sind. Einmal liegt also eine

”
spe-

zialisierte“ Situation vor und einmal eine
”
generische“. Da sich Idempotente vonQ(ζe)H nach

O′H , von F`H nachOH und vonF`H nachZ[ζe]p̄H heben lassen, lassen sich die beiden
Umformulierungen relativ leicht auseinander ableiten. Das Heben von Idempotenten vonF`H
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nachOH ist deutlich am aufwendigsten, denn man braucht zwei Vervollständigungsschritte
mit nachfolgendem Verbessern von Idempotenten. Dies spricht dafür, dass die Formulierung in
VII.(2.5)

”
weiter entfernt“ von der Originalversion der Vermutung ist als die inVII.(2.1).

(2.7) Beweis derÄquivalenz der zweiten Umformulierung zu James’ Vermutung

Wie schon im Beweis der̈Aquivalenz der ersten Umformulierung zu James’ Vermutung inVII.(2.3)
liegt hier dieselbe Situation vor wie inVII.(1.5). Es bleibt also diëAquivalenz der Aussagen zu zeigen.
Es gilt m′ ( m ( O ( O′ ( K . Deswegen folgt aus [Mat86, Theorem 10.1], dassm′ ein Primideal
in O ist und dassO′ die Lokalisierung vonO bei der multiplikativ abgeschlossenen TeilmengeO \m′

vonO ist.
Die Bewertungν ist so an die Primidealkette{0} ( q ( p ( A angepasst, dassq = A ∩ m′ und
p = A ∩ m ist. Hierbei folgt die Gleichungq = A ∩ m′ aus KorollarIII.(2.3), daν auf A \ {0} nur
Werte in(N ∪ {0})× (N ∪ {0}) annimmt.
Also ist O′ ein Bewertungsring, der wie in PropositionV.(2.5) auf Seite69 geeignet ist, die Zerle-
gungsabbildungdζe zu definieren, undO ein Bewertungsring, der geeignet ist, die Zerlegungsabbil-
dungd` zu definieren, da sie nämlich jeweils die Voraussetzungen inV.(2.3) undV.(2.4) erfüllen. Es
sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich im vorliegenden Fall jeder einfacheKH -Modul auch schon
überA realisieren l̈asst (siehe [DJ86, 7.6]).
Laut PropositionIII.(2.6) ist aufgrund der Voraussetzung̀≡ 1 mode oder e = ` der Restklas-
senk̈orperO/m von O isomorph zuL = F`. Der RestklassenkörperO′/m′ von O′ ist isomorph zu
E = Q(ζe), da nach LemmaII.(1.9) die Lokalisierung vonA beim Primidealq gleichO′ ist und damit
O′/m′ = Aq/qq

∼= A/q ∼= Z[ζe] ist.
Zus̈atzlich sindO′H undOH semiperfekt. Dies folgt f̈ur O′ aus KorollarII.(6.3) auf Seite42, daO′

diskret undK laut TheoremVI.(3.1) Zerfällungsk̈orper f̈ur KH ist. FürOH folgt die Semiperfektheit
aus KorollarIII.(3.5) auf Seite51, da Quot(A/q) ∼= Q(ζe) = E ebenfalls nach TheoremVI.(3.1)
Zerfällungsk̈orper f̈ur EH ist. Insbesondere bedeutet dies laut PropositionII.(5.10)auf Seite40, dass
sich jeweils Idempotente vonLH ∼= OH/mOH nachOH bzw. vonEH ∼= O′H/m′O′H heben
lassen.
Durch DefinitionV.(3.1) sind damit zwei Klebeabbildungeneζe := eO′

θe
: K0(EH) → K0(KH)

und è := eO
θ`
: K0(LH)→ K0(KH) definiert. Das bedeutet, dass, wennf ∈ EH ein primitives

Idempotent ist, das Bild der Klasse[ f EH ] ∈ K0(EH) untereζe definiert ist als[ f KH ] ∈ K0(KH),
wenn f ∈ O′H ein Idempotent ist, das bei der kanonischen AbbildungO′H � EH auf f geht.
Für è gilt entsprechend, dass, wennf ∈ LH ein primitives Idempotent ist, das Bild der Klasse
[ f LH ] ∈ K0(LH) unterè gleich [ f KH ] ∈ K0(KH) ist, wenn f ∈ OH ein Idempotent ist, das
bei der kanonischen AbbildungOH � LH auf f geht.
Wie schon bei der ersten Umformulierung können wir die Brauer-Reziprozität anwenden: Wegen
TheoremV.(4.1) auf Seite72 sind also die Klebeabbildungeneζe bzw. è jeweils gleich der dualen
Abbildung der Zerlegungsabbildungdζe bzw.d` bez̈uglich der Paarung〈−|−〉 aus DefinitionV.(1.12)
auf Seite66. Also gilt è = eζe ◦ eζe` mit der Abbildungeζe` ausVII.(2.3). Die Zerlegungsabbildung
dζe` ist, wie dort schon benutzt wurde, genau dann ein Isomorphismus, der die Klassen der einfachen
Moduln erḧalt, wenneζe` ein Isomorphismus ist, der die Klassen der projektiv unzerlegbaren Moduln
erḧalt.
Wir behaupten nun, dass dies genau dann gilt, wenn jedes primitive Idempotent inOH auch inO′H
primitiv ist.
Es sei n̈amlich f ∈ OH ein primitives Idempotent. Dann ist das Bild̃f von f unter der kanonischen
AbbildungOH � LH ebenfalls primitiv, alsof̃ LH ein projektiv unzerlegbarer Modul. Genauso
ist das Bild f von f unter der kanonischen AbbildungO′H � EH ein Idempotent, das genau dann
primitiv (in EH ) ist, wenn f in O′H primitiv ist.
Dieses Bild f liegt sogar in(O/m′)H ⊆ (O′/m′)H = EH . Nun ist aber das Bild vonf unter der
kanonischen Abbildung(O/m′)H � (O/m)H ∼= LH gleich f̃ . Die Klebeabbildungeζe` wird mit
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Hilfe eines diskreten BewertungsringsR̃ mit

O/m′ ( R̃ ( O′/m′ = E

definiert, f̈ur den radR̃ ∩ O/m′ = m/m′ gilt. Also ist [ f EH ] ∈ K0(EH) das Bild untereζe` von
[ f̃ LH ] ∈ K0(LH).
Wenn also jedes primitive Idempotentf ∈ OH auch als Idempotent inO′H primitiv ist, dann ist
eζe` ein Isomorphismus, der die Klassen der projektiv unzerlegbaren Moduln erhält. Ist umgekehrt
f ∈ OH ein primitives Idempotent, das sich inO′H als orthogonale Summe zweier Idempotente
f = f ′1 + f ′2 schreiben l̈asst, dann folgt mit derselben Argumentation, dass[ f EH ] = eζe` ([ f̃ LH ])
nicht die Klasse eines projektiv unzerlegbaren Moduls ist.
Damit haben wir bewiesen, dass VermutungVII.(2.5) äquivalent zu VermutungVII.(1.5) ist. �

Bemerkung: Entscheidend bei diesem Beweis ist, dassOH semiperfekt ist, da wir die eigentliche
Aussagëuber primitive Idempotente inLH dadurch nachOH heben k̈onnen.

VII.3 Neue Formulierungen mit Gram-Matrizen

Iwahori-Hecke-Algebren sind in natürlicher Weise symmetrische Algebren (siehe DefinitionIV.(1.3)).
Sie besitzen̈uber jedem Grundring (mit invertierbarem Parameter) eine nicht-ausgearteten Spurformτ

(siehe PropositionVI.(1.5)), die in der T-Basis durch dieT1-Koordinate gegeben ist. Andererseits
ist jede halbeinfache Algebräuber einem K̈orper symmetrisch (siehe [CR81, (9.7)]). Betrachtet man
also eine nicht-halbeinfache Spezialisierung einer Iwahori-Hecke-Algebraüber einem K̈orper modulo
ihrem Radikal, dann erhält man eine symmetrische Algebra. Die ursprüngliche naẗurliche Spurformτ
liefert aber keine Spurform auf diesem halbeinfachen Quotienten, da sie auf dem Radikal der Algebra
nicht verschwindet. Bei der Suche nach nicht-ausgearteten Spurformen auf diesem Quotienten stößt
man auf Charaktere. Dies liefert eine weitere Umformulierung der James-Vermutung. Wir benutzen
hier die Ergebnisse in AbschnittV.5.

(3.1) Bezeichnungen f̈ur die dritte Umformulierung

Es seien nach wie vor alle Voraussetzungen und Bezeichnungen dieses Kapitels in Kraft.
Nach Konstruktion liegt eine Situation wie inV.(5.1) mit einem kommutativen Diagramm von Zerle-
gungsabbildungen (siehe DiagrammVII.1) vor. Laut TheoremVI.(3.4) ist die Zerlegungsabbildung
dζe surjektiv. Deswegen k̈onnen wir das Kriterium in TheoremV.(5.5)anwenden.
Dazu seiψ die Linearform aufRH (Erinnerung:R = Z[ζe] und E = Q(ζe), siehe oben), die gleich
der Summe der irreduziblen Charaktere vonEH ist. Dadζe surjektiv ist, gibt es eine (nicht eindeutig
bestimmte)Z-Linearkombinationψ̃ der irreduziblen Charaktere vonKH (die wir als A-lineare Ab-
bildungenH → A auffassen, vergleiche die Ausführungen inV.(5.4)), für die idR ⊗A

ψ̃ = ψ ist. Es ist
dannψ eine Spurform aufRH undψ̃ eine Spurform aufH .

(3.2) Vermutung (Dritte Umformulierung der James-Geck-Vermutung)
(vgl. VII.(1.5) und [Gec98, Conjecture 3.4])

Es sei H die generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An−1 über dem Ring A = Z[v, v−1
] mit

Parameter v, und ` > n eine Primzahl. Weiter sei 1 6= e∈ N mit e | `− 1 oder e= `.
Es sei ψ̃ wie in VII.(3.1) und M die Gram-Matrix von ψ̃ bezüglich einer Basis (Bw)w∈W von H ,
also M := (ψ̃(Bw · Bw′))w,w′∈W.

Dann ist der Rang der Matrix 1E ⊗A
M über E gleich dem Rang der Matrix 1L ⊗A

M über L .

(Hier fassen wir jeweils E bzw. L vermöge des Homomorphismus θζe bzw. θ` als A-Modul auf, um
die Konstantenreduktion der Matrix M zu definieren.)
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Beweis derÄquivalenz zu VII.(1.5) : Wie schon im Beweis der̈Aquivalenz der ersten Umformulie-
rung zu James’ Vermutung inVII.(2.3) liegt hier dieselbe Situation vor wie inVII.(1.5). Die Äquiva-
lenz der Aussagen folgt dann sofort aus TheoremV.(5.5). �

(3.3) Bemerkungen
• Diese Formulierung involviert nur die Charaktertafel der generischen Iwahori-Hecke-Algebra

und die Zerlegungsabbildungdζe zur Spezialisierungθζe. Dies alles ist bekannt (siehe für die
Charaktertafel [Sta75] oder [Ram91] oder [Gec99] und für die Zerlegungsabbildung [Ari96]
oder [LLT96, Conjecture 6.9(ii)] oder [LLT95]). Damit ist im Prinzip ein Algorithmus gegeben,
um für alle e und ` zu berechnen, ob die Vermutung stimmt. Allerdings werden die vorkom-
menden Gram-Matrizen mitn sehr schnell sehr groß, so dass dies wohl unpraktikabel ist.

• Der Ring A = Z[v, v−1
] ist nicht semi-euklidisch (siehe [Gol80, Kapitel 5]), so dass das Kon-

zept der Elementarteiler nicht funktioniert. Dies liegt im Wesentlichen daran, dass man keinen
Gauß-Algorithmus f̈ur Matrizenüber A durchf̈uhren kann. Die BewertungsringeO und O′,
die wir in AbschnittVII.(2.4) für VermutungVII.(2.5) definiert haben, erlauben dagegen eine
Elementarteilertheorie, so dass man die MatrixM als Matrix überO auffassen kann und die
Aussage inVII.(3.2) als eine Aussagëuber die Elementarteiler dieser Matrix formulieren kann,
nämlich dass jederO-Elementarteiler vonM , der inp liegt, auch schon inq liegt.

• In [Gec01, Theorem 1.2] beweist Meinolf Geck, dass die analoge Version der Vermutung in
VII.(1.5) für q-Schur-Algebren̈aquivalent dazu ist, dass der Rang der Matrix des Du-Lusztig-
Homomorphismus von derq-Schur-Algebra in Lusztig’s asymptotische AlgebraJ (vergleiche
VI.(5.3)) nur von der multiplikativen Ordnung des Parametersq und nicht von der Charakte-
ristik ` abḧangt. Dieses Ergebnis weist erstaunliche Parallelen mit der inVII.(3.2) gegebenen
Formulierung auf, obgleich dort von einer völlig anderen Matrix die Rede ist.

Wir können auch mit dem regulären Charakterρ von EH arbeiten, wobei wir dann nur ein hinrei-
chendes Kriterium erhalten:

(3.4) Aussage (Hinreichendes Kriterium für die Gültigkeit der James-Geck-Vermutung)
(vgl. VII.(1.5) und [Gec98, Conjecture 3.4])

Es sei H die generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An−1 über dem Ring A = Z[v, v−1
] mit

Parameter v, und ` > n eine Primzahl. Weiter sei 1 6= e∈ N mit e | `− 1 oder e= `.
Es sei M ′ die Gram-Matrix des regulären Charakters ρ̃ von H bezüglich einer Basis (Bw)w∈W von
H , also M ′ := (ρ̃(Bw · Bw′))w,w′∈W.

Dann ist der Rang der Matrix 1E ⊗A
M ′ über E gleich dem Rang der Matrix 1L ⊗A

M ′ über L .

(Hier fassen wir jeweils E bzw. L vermöge des Homomorphismus θζe bzw. θ` als A-Modul auf, um
die Konstantenreduktion der Matrix M ′ zu definieren.)

Beweis:Wie schon im Beweis der̈Aquivalenz der ersten Umformulierung zu James’ Vermutung in
VII.(2.3) liegt hier dieselbe Situation vor wie inVII.(1.5). Wir arbeiten im Vergleich zuVII.(3.2) an
Stelle vonψ mit dem regul̈aren Charakterρ von EH , wobei wir wie obenρ als R-lineare Abbildung
von RH nachR= Z[ζe] auffassen. Damit erhalten wir mit KorollarV.(5.6)die Aussage. �

(3.5) Bemerkungen
• Könnte man diese Aussage beweisen, wäre die Vermutung inVII.(1.5) bewiesen.

• Die Ausführungen inVII.(3.3) gelten sinngem̈aß.

• Die Aussage inVII.(3.4) ist nicht äquivalent zur Vermutung inVII.(1.5). Betrachtet man n̈am-
lich die Konstantenreduktion idL ⊗A ρ̃ des regul̈aren Charakters̃ρ vonH , dann ist dies zwar eine
Summe irreduzibler Charaktere vonLH , in der alle irreduziblen Charaktere vorkommen. Der
Vektor der Vielfachheiten ist aber eineN-Linearkombination der Zeilen der̀-modularen Zer-
legungsmatrix zur Zerlegungsabbildungd` : R0(KH) → R0(LH), wobei die Koeffizienten
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gleich den Charaktergraden der irreduziblen Charaktere vonKH sind. Obgleich diese Charak-
tergrade Teiler der Gruppenordnungn! der Weyl-GruppeW = Sn sind, ist es m̈oglich, dass
(selbst f̈ur ` > n) die resultierenden Vielfachheiten der irreduziblen Charaktere vonLH in
idL ⊗A

ρ̃, also dem regulären Charakter vonLH , durch` teilbar sind. Eventuell hilft die Aussage
in VII.(3.4) aber, die Vermutung inVII.(1.5) für eine scḧarfere Bedingung aǹzu beweisen.

• Besonders interessant an dieser Aussage ist, dass die Determinante der MatrixM ′ durch das
nachfolgende Lemma (sieheVII.(3.6)) bekannt ist! Dies liegt daran, dass die dort vorkommende
Determinante der MatrixN eine Einheit inA ist.

Aber selbst wenn wirM ′ als Matrix über dem BewertungsringO ausVII.(2.4) auffassen und
die Elementarteiler betrachten, dann folgt aus der Tatsache, dass die einzigen Faktoren der De-
terminante vonM ′, die im Primidealp liegen (n̈amlich Potenzen vonϕe), alle auch schon im
Primidealq liegen, leider nicht, dass der Rang von 1E ⊗A

M ′ gleich dem Rang von 1L ⊗A M ′ ist,
wie man an der folgenden Matrix sehen kann:

N :=

(
` ϕe

ϕe 0

)
.

Sie hat moduloq den Rang 1 und modulop den Rang 0, ihre Elementarteiler im Bewertungsring
O sind` undϕ2

e/` (beides Elemente inO) und die Determinante vonN ist gleich−ϕ2
e.

(3.6) Lemma (Determinante der Gram-Matrix des regulären Charakters)
(vgl. [Fle93, Proposition 1.4])

Es sei A ein Integritätsbereich und H eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang mit einer nicht-
ausgearteten Spurform τ : H → A, die H zu einer symmetrischen Algebra macht. Weiter sei A ganz-
abgeschlossen in seinem Quotientenkörper K , der Zerfällungskörper für die Konstantenerweiterung
KH sei. Es seien ρ : H → A der reguläre Charakter von H und cχ ∈ K für χ ∈ Irr(KH) die
Schur-Elemente (siehe Definition IV.(2.2), wobei Irr(KH) die Menge der irreduziblen Charaktere
von KH bezeichnet). Dann gilt für die Determinante der Gram-Matrix M ′ := (ρ(Bw · Bw′))w,w′∈W

der Spurform ρ und die Determinante der Gram-Matrix N := (τ (Bw · Bw′))w,w′∈W der Spurform τ

(bezüglich einer beliebigen Basis (Bw)w∈W von H ) der folgende Zusammenhang:

detM ′ = detN ·
∏

χ∈Irr(KH)

(
cχ · χ(1)

)χ(1)2
.

Beweis:Siehe [Fle93, Proposition 1.4]. Die Idee des Beweises ist, dass man inKH einen Basis-
wechsel zu einer Basis aus Matrix-Einheiten der Wedderburn-Zerlegung durchführt. In dieser Basis
ist obiges Ergebnis sofort klar. �

Bemerkungen:

• Die Voraussetzung, dassH durchτ zu einer symmetrischen Algebra gemacht wird, bedeutet
genau, dass detN eine Einheit inA ist.

• Leider transportiert ein solcher Basiswechsel zwar die Determinante der Gram-Matrizen, nicht
jedoch die Elementarteiler.

• Bei generischen Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ An−1 sind die Schur-Elemente (bis auf Po-
tenzen vonv) Produkte von Kreisteilungspolynomenϕk für 1 6 k 6 n (siehe [GP00, 10.5.2]).
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VII.4 Fazit

In diesem Kapitel wurde in AbschnittVII.(1.2) die Vermutung von Gordon James für Iwahori-Hecke-
Algebren vom Typ A formuliert, die Motivation für diese ganze Arbeit war. Die Vermutung ist nach
wie vor unbewiesen, es gibt nicht einmal eine explizite untere Schranke für die Primzahl̀ , ab der die
Aussage der Vermutung bewiesen ist.
Mit der Umformulierung inVII.(2.1) ist es gelungen, eine zur Vermutung inVII.(1.5) äquivalente For-
mulierung zu geben, die nur Aussagenüber Iwahori-Hecke-Algebren in Charakteristik 0 enthält. Dort
ist nämlich die Rede von der spezialisierten Algebra, wobei der Parameter einee-te Einheitswurzel ist.
Die Zerlegungsmatrix f̈ur diese Spezialisierung ist durch den Satz von Ariki (siehe [Ari96]) bekannt.
In VII.(2.5) ist eine Umformulierung, die nur Aussagenüber Iwahori-Hecke-Algebren̈uber Ringen
entḧalt, die den RingZ[v, v−1

] enthalten. Dort ist also die Rede von Ordnungen in der generischen
Algebraüber dem Funktionenk̈orperQ(v) in einer Unbestimmtenv.
Durch diese beiden Formulierungen mit Hilfe von Idempotenten bzw. projektiv unzerlegbaren Moduln
könnten sich neue Ansätze f̈ur einen Beweis von James’ Vermutung ergeben, da zum Beispiel die in
Kapitel IV beschriebenen Methoden helfen könnten, aus gewissen ganzzahligen Formen projektiv
unzerlegbarer Moduln mit einer geeigneten Basis explizit Idempotente zu konstruieren, wobei die
dabei auftretenden Nenner in den Koeffizienten kontrolliert werden.
Die Ergebnisse in KapitelVI deuten darauf hin, dass die aus der Kazhdan-Lusztig-Basis konstruierten
Zellmoduln solche projektiv unzerlegbaren Moduln liefern könnten, insbesondere im Hinblick auf die
Beobachtungen, die in AbschnittVI.7 beschrieben sind.
Auch die anderen Ergebnisse in KapitelVI , die sich mit der Wedderburn-Zerlegung beschäftigen,
die ebenfalls aus der Kazhdan-Lusztig-Basis und ihrer dualen Basis konstruiert wird, geben Grund
zur Hoffnung auf einen Beweis für James’ Vermutung. Sie werfen nämlich ein neues Licht auf den
Lusztig-Homomorphismus in die asymptotische Algebra (sieheVI.(5.3), VI.(5.4) und VI.(5.5)). Im
Fall vonq-Schur-Algebren hat Meinolf Geck in [Gec01, Theorem 1.2] bewiesen, dass der Rang der
Abbildungsmatrix des Du-Lusztig-Homomorphismus in verschiedenen Spezialisierungen mit James’
Vermutung zu tun hat. Gelänge es, die Konstruktion der Wedderburn-Zerlegung aufq-Schur-Algebren
zu übertragen, so k̈onnte dies einen weiteren Ansatzpunkt für einen Beweis liefern.
Schließlich hat die dritte Umformulierung inVII.(3.2), die Aussagen̈uber R̈ange von Gram-Matrizen
in verschiedenen Spezialisierungen macht, eine verblüffendeÄhnlichkeit mit der Formulierung von
Meinolf Geck in [Gec01, Theorem 1.2]. Obgleich diese Umformulierung auf den ersten Blick wenig
greifbar erscheint, k̈onnten sich auch hieraus Ansatzpunkte für einen Beweis ergeben.
Insgesamt hegt der Autor die Hoffnung, dass diese Arbeit einen Beitrag leistet, Ansätze f̈ur einen
Beweis von James’ Vermutung zu finden.



Anhang A

Ergänzungen

In diesem Anhang sind Ergänzungen zum Haupttext gesammelt. Dies sind zum Einen Ergebnisse, die
zwar als solche interessant, aber für den weiteren Verlauf der Arbeit nicht relevant sind. Zum Anderen
sind hier der Vollsẗandigkeit halber auch Beweise aufgenommen worden, die aus irgendeinem Grund
im Haupttext entbehrlich sind.

A.1 Vollständigkeit und Heben von Idempotenten

Die folgenden Definitionen und Propositionen sind direkt aus [Mat86, Kapitel 8] übernommen und
kommen jeweils auch im Haupttext dieser Arbeit vor. Da aber in [Mat86] alle Ringe als kommu-
tativ vorausgesetzt sind, was im Folgenden nicht benötigt wird, sind hier der Vollsẗandigkeit halber
komplette Beweise aufgenommen worden.

(1.1) Definition (Lineare Topologie, vgl. [Mat86, Kapitel 8])
Es seiH ein Ring,M ein H -Modul,3 eine gerichtete Menge und{Mλ | λ ∈ 3} ein System von
Untermoduln vonM mit Mλ ⊇ Mµ, wennλ 6 µ ist. Die lineare Topologieauf M bez̈uglich {Mλ}

ist dadurch definiert, dass die Mengenx + Mλ für x ∈ M undλ ∈ 3 eine Umgebungsbasis bilden.
Das bedeutet: Eine TeilmengeX ⊆ M ist genau dann offen, wenn zu jedem Punktx ∈ X einλ ∈ 3
existiert mitx + Mλ ⊆ X.

Beweis:Es ist zu zeigen, dass das MengensystemUx := {x + Mλ | λ ∈ 3} für x ∈ M die Axiome
einer Umgebungsbasis einer Topologie aufM erfüllt. Dazu ist es notwendig, für allex ∈ M zu zeigen,
dass (a)Ux nicht leer ist, dass (b)x ∈ V für alle V ∈ Ux gilt, dass es (c) f̈ur alle V,W ∈ Ux ein
Y ∈ Ux gibt mit Y ⊆ V ∩W und dass (d) f̈ur alleY ∈ Ux und alley ∈ Y ein V ∈ Uy existiert mit
V ⊆ Y (vgl. [vQ76, Satz 2.16]).
Da offenbarx ∈ x + Mλ für alleλ ∈ 3 gilt, reicht es, (c) und (d) zu zeigen. Für (c) reicht es, dass für
λ, λ′ ∈ 3 einµ ∈ 3 existiert mitx+Mµ ⊆ (x+Mλ)∩ (x+Mλ′). Dies ist aber f̈urµ > λ undµ > λ′

erfüllt und solch einµ existiert, weil3 gerichtet ist. Behauptung (d) ist richtig, da für y ∈ x + Mλ

gilt, dassy+ Mλ = x + Mλ ist.
ObH kommutativ ist, spielt hier̈uberhaupt keine Rolle. �

(1.2) Proposition (Eigenschaften von linearen Topologien, vgl. [Mat86, Kapitel 8])
Es seien H , M , 3 und {Mλ} wie in A.(1.1). Dann sind die Addition in M , das Bilden von Negativen
und die Operation jedes Elementes von H auf M bezüglich der linearen Topologie stetig. Ist M = H
und sind die Mλ zweiseitige Ideale in H , so ist auch die Multiplikation als Abbildung H ×H → H
stetig (Produkttopologie auf H ×H ).
Die lineare Topologie ist genau dann hausdorffsch, wenn

⋂
λ∈3 Mλ = {0} ist.

Jede der Mengen x + Mλ ist offen und abgeschlossen, so dass die Quotiententopologie auf jedem
M/Mλ diskret ist.
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Ist N ⊆ M ein Teilmodul, dann ist die Teilraumtopologie gleich der linearen Topologie auf N, die
durch das System {N ∩ Mλ | λ ∈ 3} gegeben ist. Die Quotiententopologie auf M/N ist gleich der
linearen Topologie, die durch das System {(Mλ + N)/N | λ ∈ 3} gegeben ist. Sie ist genau dann
hausdorffsch, wenn N in M abgeschlossen ist.

Beweis:Vgl. [Mat86, Kapitel 8]. Zum Beweis der Stetigkeit reicht es jeweils, Stetigkeit in jedem
Punkt zu zeigen. Sindx, y ∈ M beliebig, dann folgt ausx′ ∈ x + Mλ und y′ ∈ y + Mλ, dass
x′+y′ ∈ x+y+Mλ ist. Also ist die Addition als Abbildung vonM×M → M stetig (Produkttopologie
auf M×M). Ebenso ist−x′ ∈ −x+Mλ undx′h ∈ xh+Mλ für alleh ∈ H , daMλ einH -Untermodul
von M ist. Also ist auch das Bilden von Negativen und die Operation jedes Elementes vonH auf M
stetig.
Ist M = H und sind dieMλ zweiseitige Ideale inH , dann ist wegen(x+Mλ) · (y+Mλ) ⊆ xy+Mλ

auch die Multiplikation stetig, daMλ ein zweiseitiges Ideal ist.
Offenbar l̈asst sich ein Punktx ∈ M genau dann von der Null

”
trennen“, wenn eine Nullumgebung

Mλ existiert, so dassx /∈ Mλ ist, dann sind n̈amlich 0+ Mλ undx + Mλ disjunkt. Also ist die lineare
Topologie aufM genau dann hausdorffsch, wenn

⋂
λ∈3 Mλ = {0} ist.

Jede der Mengenx+Mλ ist offen, da mit jedemy ∈ x+Mλ auchy+Mλ ganz inx+Mλ enthalten ist.
Da das Komplement vonx + Mλ aber die Vereinigung der anderen Nebenklassen vonMλ, also offen
ist, ist x + Mλ auch abgeschlossen für alle x ∈ M und alleλ ∈ 3. Also ist die Quotiententopologie
auf M/Mλ für alleλ ∈ 3 gleich der diskreten.
Ist N ⊆ M einH -Teilmodul, dann erf̈ullt das Mengensystem{N ∩ Mλ | λ ∈ 3} die Axiome f̈ur eine
lineare Topologie aufN. Wir nennen diese Topologie im Folgenden

”
lineare Topologie“, um sie von

der Teilraumtopologie zu unterscheiden.
Jede bez̈uglich der Teilraumtopologie offene Menge inN, die also Schnitt einer offenen Menge von
M mit N ist, ist auch in der linearen Topologie aufN offen. Also ist die lineare Topologie aufN
feiner als die Teilraumtopologie (oder gleich). Umgekehrt ist das nicht ganz so einfach zu sehen.
Wir zeigen zun̈achst, dass der topologische AbschlussU einer MengeU ⊆ M bez̈uglich der linearen
Topologie gleichU ′ :=

⋂
λ∈3(U+Mλ) ist. Der Abschluss vonU besteht aus allen Punktenx ∈ M , für

die in jeder Umgebung ein Punkt vonU liegt. Da aberu ∈ x+Mλ genau dann gilt, wennx ∈ u+Mλ

ist, folgt U ′ = U .
Ist eine MengeV ⊆ N nun offen in der linearen Topologie, dann istU := N \ V abgeschlossen, es
gilt alsoU = U =

⋂
λ∈3(U + (N ∩ Mλ)). Wir fassen nunU als Teilmenge vonM auf und bilden

den topologischen Abschluss vonU in M , alsoU ′ :=
⋂
λ∈3(U + Mλ). Dann istU ′ abgeschlossen

bez̈uglich der linearen Topologie aufM . Aber weil U in N bez̈uglich der linearen Topologie abge-
schlossen ist und weilU + (N ∩ Mλ) = (U + Mλ) ∩ N für alleλ ∈ 3 gilt (U ist in N enthalten!),
ist U ′ ∩ N = U , also(M \ U ′) ∩ N = V . Damit istV auch offen in der Teilraumtopologie und wir
haben gezeigt, dass die Teilraumtopologie mit der linearen Topologieübereinstimmt.
Für die Quotiententopologie aufM/N sei zun̈achst bemerkt, dass das Mengensystem{M ′λ | λ ∈ 3}
mit M ′λ := (Mλ + N)/N eine lineare Topologie aufM/N definiert, da ausMλ ⊆ Mµ für beliebige
λ,µ ∈ 3 sofort Mλ + N ⊆ Mµ + N folgt. Eine MengeU ⊆ M/N ist genau dann offen in der
Quotiententopologie, wenn ihr Urbild unter der kanonischen AbbildungM � M/N offen bez̈uglich
der linearen Topologie aufM ist. Es seiU ⊆ M/N undU ′ das Urbild, dann ist f̈ur einx ∈ U ′ genau
dannx+Mλ ⊆ U ′, wenn(x+ N)+M ′λ ⊆ U ⊆ M/N ist, also stimmen die Quotiententopologie und
die lineare Topologie aufM/N überein. Offenbar ist

⋂
λ∈3 M ′λ genau dann gleich{0+ N} ⊆ M/N,

wenn
⋂
λ∈3 N + Mλ = N ist, also nach dem oben GezeigtenN in M abgeschlossen ist. �

(1.3) Definition/Proposition (Vervollständigung, vgl. [Mat86, Kapitel 8])
Es sei H ein Ring, M ein H -Modul, 3 eine gerichtete Menge und {Mλ | λ ∈ 3} ein System von
Untermoduln mit Mλ ⊇ Mµ, wenn λ 6 µ. Die Vervollständigung M̂ von M ist der inverse Limes
lim
←−

M/Mλ des Systems {M/Mλ | λ ∈ 3} mit der folgenden Topologie: Jedes M/Mλ wird mit der
diskreten Topologie versehen, das direkte Produkt

∏
λ∈3 M/Mλ mit der Produkttopologie und M̂ mit

der Teilraumtopologie in diesem Produkt. Diese Topologie ist eine lineare Topologie auf M̂ , die durch
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das System der Kerne ker pµ der Projektionen pµ : lim
←−

M/Mλ → M/Mµ auf die Komponenten
des direkten Produkts gegeben ist. Die Vervollständigung von M̂ bezüglich dieser Topologie ist als
topologischer Modul isomorph zu M̂ .
Die kanonische lineare Abbildung i : M → M̂ , m 7→ (m+Mλ)λ∈3 ist stetig und das Bild i (M) liegt
dicht in M̂ . Der Kern keri von i ist gleich

⋂
λ∈3 Mλ, die Abbildung i ist also genau dann injektiv,

wenn die lineare Topologie auf M hausdorffsch ist.
Ein Modul M heißt vollständig in der linearen Topologie bezüglich {Mλ | λ ∈ 3}, wenn die
Abbildung i ein Isomorphismus der topologischen Moduln M (lineare Topologie, siehe Definition
II.(1.1)) und M̂ ist. Also ist M̂ selbst vollständig.
Ist M = H und sind die Mλ zweiseitige Ideale, dann ist die Vervollständigung Ĥ ein Ring, da dann
alle M/Mλ Ringe sind und M̂ der inverse Limes von Ringen ist.

Beweis:Vergleiche [Mat86, Kapitel 8]. Der Kern der Projektionpµ besteht aus allen Elementenx̂ =
(xλ)λ∈3 ∈ lim

←−
M/Mλ, für diexµ ∈ Mµ ist, ist also einH -Untermodul. Istλ 6 µ, dann istMλ ⊇ Mµ,

und dax̂ im inversen LimesM̂ liegt, folgt ausxµ ∈ Mµ sofort xλ ∈ Mλ, da xλ + Mλ das Bild
von xµ + Mµ unter der RestklassenvergröberungM/Mµ � M/Mλ ist. Also ist durch das System
{ker pλ | λ ∈ 3} eine lineare Topologie auf lim

←−
M/Mλ definiert.

Da jeder Faktor im direkten Produkt
∏
λ∈3 M/Mλ mit der diskreten Topologie versehen ist, ist das

System der Mengen

Nx,µ :=
∏
λ 6=µ

M/Mλ × {x + Mµ} =

{
(xλ)λ∈3 ∈

∏
λ∈3

M/Mλ

∣∣ xµ = x

}
,

wobei x durch M läuft undµ durch3, eine Subbasis der Produkttopologie. Also sind die Schnitte
Nx,µ ∩ M̂ eine Subbasis der Teilraumtopologie aufM̂ .
Für ein x̂ = (xλ + Mλ)λ∈3 ∈ M̂ gilt nun

x̂ + ker pµ = Nxµ,µ ∩ M̂ .

Da aber die Mengen̂x+ker pµ für x̂ ∈ M̂ undµ ∈ 3 eine Basis der linearen Topologie aufM̂ bilden,
stimmen beide Topologien̈uberein.
Da die Projektionpµ surjektiv ist, ist der Quotient̂M/ ker pµ isomorph zuM/Mµ. Konstruiert man
also die Vervollsẗandigung vonM̂ bez̈uglich der linearen Topologie, dann erhält man wiederM̂ . Al-
so ist M̂ als topologischerH -Modul isomorph zu seiner Vervollständigung bez̈uglich der linearen
Topologie.
Die kanonische lineare Abbildungi : M → M̂ , die alsom ∈ M alsi (m) = (m+Mλ)λ∈3 einbettet, ist
stetig, da die Verkettungpµ ◦ j ◦ i von i mit der Inklusion j : M̂ →

∏
M/Mλ der Vervollsẗandigung

ins direkte Produkt gefolgt von der Projektionpµ auf den FaktorM/Mµ stetig ist f̈ur alleµ (hier
benutzen wir wie inII.(3.4) die universellen Eigenschaften der Teilraum- bzw. der Produkttopologie).
Das Bildi (M) von i liegt dicht in M̂ . Sind n̈amlich x̂ = (xλ)λ∈3 ∈ M̂ und eine Umgebunĝx+ker pµ
gegeben, dann liegti (xµ) in dieser Umgebung von̂x.
Alle anderen Aussagen folgen direkt. �

(1.4) Proposition (Vervollständigung und Teilmoduln, vgl. [Mat86, Kapitel 8])
Die Bezeichnungen seien wie in Definition II.(3.1). Ist N ⊆ M ein Teilmodul, dann sind die Teil-
raumtopologie von N in M und die Quotiententopologie auf M/N lineare Topologien, gegeben durch
die Systeme {N ∩ Mλ | λ ∈ 3} bzw. {(Mλ + N)/N | λ ∈ 3}. Die folgenden Vervollständigungen
sind jeweils mit diesen Topologien zu verstehen.
Die kurze, exakte Sequenz 0 → N → M → M/N → 0 induziert im inversen Limes die exakte
Sequenz 0→ N̂ → M̂ → M̂/N, wobei die letzte Abbildung surjektiv ist, wenn die Topologie eine
I -adische ist (I ein zweiseitiges Ideal in H ). Wir können also N̂ als Untermodul von M̂ auffassen.
Es ist N̂ genau der topologische Abschluss von i (N) in M̂ .
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Außerdem ist Vervollständigen ein Funktor: Sind M und M ′ mit linearen Topologien versehen, dann
gibt es zu jedem stetigen Homomorphismus f : M → M ′ genau einen stetigen Homomorphismus
f̂ : M̂ → M̂ ′, der mit den kanonischen Abbildungen M → M̂ und M ′ → M̂ ′ insofern verträglich
ist, als das Diagramm M

f
//

i
��

M ′

i
��

M̂
f̂

// M̂ ′

kommutativ ist. Sind M und M ′ Ringe (und die Nullumgebungen für die lineare Topologie zweiseitige
Ideale, so dass M̂ und M̂ ′ ebenfalls Ringe sind) und ist f ein stetiger Ringhomomorphismus, dann ist
auch f̂ ein stetiger Ringhomomorphismus.

Beweis:Vgl. [Mat86, Kapitel 8]. Bereits inA.(1.2)wurde bewiesen, dass die lineare Topologie aufN
aus PropositionA.(1.4) gleich der Teilraumtopologie und die lineare Topologie aufM/N gleich der
Quotiententopologie ist.
Wir setzenNλ := N ∩Mλ für alleλ ∈ 3. Für jedesλ ∈ 3 ist N/Nλ ein Untermodul vonM/Mλ, also
bettet das direkte Produkt

∏
N/Nλ in das direkte Produkt

∏
M/Mλ ein und die Bedingung, im inver-

sen Limes lim
←−

N/Nλ bzw. lim
←−

M/Mλ zu sein, passt zusammen, so dass die InklusionN ⊆ M also
eine InklusionN̂ ⊆ M̂ induziert. Beide Vervollsẗandigungen sind nachA.(1.2) mit linearen Topolo-
gien versehen. Da der Kern der ProjektionN̂ → N/Nλ für alleλ jeweils gleich dem Schnitt des Kerns
der ProjektionM̂ → M/Mλ mit N ist, ist die lineare Topologie von̂N gleich der Teilraumtopologie,
die von der linearen Topologie auf̂M her kommt (man benutze wiederA.(1.2)). Insbesondere ist also
die InklusionsabbildunĝN ↪→ M̂ stetig.
Ein Element(xλ + Mλ)λ∈3 liegt genau dann inN̂, wenn es zu jedemxλ ein mλ ∈ Mλ gibt mit
xλ +mλ ∈ N. Zusammen mit den Argumenten inA.(1.2) zum topologischen Abschluss bei linearen
Topologien folgt deswegen, dassN̂ gleich dem topologischen AbschlussN =

⋂
λ∈3(N+ker pλ) von

N in M̂ ist, wobeipλ die Projektion vonM̂ auf M/Mλ ist.
Für M/N und seine Vervollsẗandigung seien die Mengen(Mλ + N) jeweils mit Lλ bezeichnet. Die
Vervollsẗandigung vonM/N ist also eine Teilmenge des direkten Produkts

∏
M/Lλ, da jeweils

(M/N)/(Lλ/N) ∼= M/Lλ gilt. Die kanonische AbbildungM � M/N induziert nun auf jeder Kom-
ponenteM/Mλ des direkten Produkts

∏
λ∈3 M/Mλ eine surjektive Abbildung nachM/Lλ. Setzt man

diese Abbildungen alle zusammen und schränkt aufM̂ ein, erḧalt man eine Abbildungπ von M̂ nach
M̂/N, da die Bedingung, im inversen Limes lim

←−
M/Lλ zu liegen, f̈ur Bilder von Elementen auŝM

automatisch erf̈ullt ist. Der Kern vonπ ist genau das Bild der Inklusion̂N ⊆ M̂ , so dass also die
Sequenz aus der Proposition exakt ist. Die Abbildungπ ist allerdings nicht unbedingt surjektiv.
Ist andererseits die Indexmenge3 gleichN, dann istπ surjektiv: Ist n̈amlichx̂ = (xi+L i )i∈N ∈ M̂/N,
dann gilt f̈ur alle i ∈ N, dassxi+1− xi ∈ L i = N + Mi ist. Also können wir induktiv durchy1 := x1

und yi := xi + ni für gewisseni ∈ N ein ŷ = (yi )i∈N ∈ M̂ finden, das ein Urbild von̂x unter der
kanonischen AbbildunĝM � M̂/N ist.
Es sei nunM ′ ein zweiterH -Modul, der seinerseits mit einer linearen Topologie bezüglich des Sys-
tems {M ′γ | γ ∈ 0} von Untermoduln versehen ist. Weiter seif : M → M ′ ein stetigerH -
Modulhomomorphismus. Dann existiert zu jedemγ ∈ 0 ein λ ∈ 3, so dassMλ ⊆ f −1(M ′γ ) ist.
Wir setzenϕγ : M̂ → M ′/M ′γ als Verkettung der kanonischen AbbildunĝM � M̂/ ker pλ ∼= M/Mλ

mit der AbbildungM/Mλ → M ′/M ′γ , die durch f induziert ist. Die Abbildungϕγ hängt nicht von
der Wahl vonλ ab (solangeMλ ⊆ f −1(M ′γ ) ist, alsoλ

”
groß genug“). Außerdem passen dieϕγ

mit den Restklassenvergröberungen zusammen, für γ < δ kann man n̈amlichλ so groß ẅahlen dass
Mλ ⊆ f −1(M ′γ )∩ f −1(M ′δ) = f −1(M ′δ) ist. Dann folgt, dassϕγ = π ◦ϕδ ist, wobeiπ die Restklassen-
vergr̈oberungM ′/M ′δ � M ′/M ′γ ist. Das System{ϕγ | γ ∈ 0} induziert dann eine eindeutige stetige
Abbildung f̂ : M̂ → M̂ ′, für dieqγ ◦ f̂ = ϕγ für alleγ ist, wobeiqγ : M̂ ′ � M ′/M ′γ die Projektion
ist. Nach Konstruktion gilti ◦ f = f̂ ◦ i , wobeii für die beiden kanonischen AbbildungenM → M̂
und M ′ → M̂ ′ steht. Da das Bildi (M) in M̂ dicht liegt, ist f̂ durch i ◦ f = f̂ ◦ i und Stetigkeit
eindeutig bestimmt.
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Sind M und M ′ Ringe, die NullumgebungenMλ und M ′γ zweiseitige Ideale undf ein stetiger Ring-
homomorphismus, dann sind alle vorkommenden Abbildungen Ringhomomorphismen. �

Bemerkung: Was hier quasi
”
zu Fuß“ gezeigt wurde, entspricht der Tatsache, dass der inverse Limes

ein links-exakter Funktor von der Kategorie der inversen Systeme vonH -Moduln in eine KategorieC
ist, in der die Objekte

”
H -Modulnüber inversen Systemen“ sind. Ein solches Objekt ist einH -Modul

M zusammen mit einem inversen System vonH -Moduln Iλ und Abbildungenpλ : M → Iλ. Die
Morphismen in dieser Kategorie sind Abbildungen zwischen den Moduln, die die Projektionen in die
inversen Systeme respektieren.

Wir wollen eine andere M̈oglichkeit pr̈asentieren, mit der man die Vervollständigung konstruieren
kann. Dazu ben̈otigen wir das Konzept des

”
Netzes“. Diese Definition und die Aussagen danach stehen

hier im Anhang, da sie für den weiteren Verlauf der Arbeit nicht benötigt werden.

(1.5) Definition (Netz, vgl. [vQ76, 5B])
Es seiX ein topologischer Raum. EinNetz in X ist dann eine gerichtete Menge0 zusammen mit
einer Abbildung0→ X. In Analogie zu Folgen bezeichnen wir ein solches Netzx dann mit(xγ )γ∈0.
Folgen sind spezielle Netze mit0 = N.
Ein Netz(xγ )γ∈0 konvergiert gegen einen Punktx ∈ X , wenn f̈ur jede UmgebungU von x ein
δ ∈ 0 existiert, so dassxγ ∈ U ist für alleγ > δ.

(1.6) Definition (Cauchy-Netz)
Es seiH ein Ring,M ein H -Modul,3 eine gerichtete Menge und{Mλ | λ ∈ 3} ein System von
Untermoduln vonM mit Mλ ⊇ Mµ, wennλ 6 µ ist. Ein Netz(xγ )γ∈0 in M heißtCauchy-Netz,
wenn f̈ur jedesλ ∈ 3 ein δ ∈ 0 existiert, so dassxγ − xγ ′ ∈ Mλ ist für alleγ, γ ′ > δ.

Bemerkung: Ist 0 = N, dann entspricht diese Definition der einer Cauchy-Folge in der linearen
Topologie.

(1.7) Proposition (Vollständigkeit mit Cauchy-Netzen)
Es sei H ein Ring, M ein H -Modul, 3 eine gerichtete Menge und {Mλ | λ ∈ 3} ein System von
Untermoduln von M mit Mλ ⊇ Mµ, wenn λ 6 µ ist. Weiter sei

⋂
λ∈3 Mλ = {0}, so dass also die

lineare Topologie auf M bezüglich {Mλ} hausdorffsch ist.
Dann ist M genau dann vollständig im Sinne von II.(3.1), wenn jedes Cauchy-Netz in M gegen ein
Element von M konvergiert. Die Vervollständigung M̂ von M ist als H -Modul isomorph zum Raum
der Cauchy-Netze in M mit Indexmenge 3 modulo der Cauchy-Netze in M mit Indexmenge 3, die
gegen 0 konvergieren.

Beweis:Es sei zun̈achst die kanonische Inklusioni : M → M̂ ein Isomorphismus topologischer
H -Moduln, alsoM vollständig im Sinne von DefinitionII.(3.1), und(xγ )γ∈0 ein Cauchy-Netz inM .
Zu zeigen ist, dass(xγ )γ∈0 einen Grenzwertm ∈ M hat. Dazu betrachten wir folgendes Element
(mλ)λ∈3: Da (xγ )γ∈0 ein Cauchy-Netz ist, gibt es zu jedemλ ∈ 3 ein δ ∈ 0, so dassxγ − x′γ ∈ Mλ

ist für alle γ, γ ′ ∈ 0 mit γ, γ ′ > δ(λ). Wir setzenmλ := xγ + Mλ für ein (und damit jedes)
γ > δ(λ). Dadurch ist(mλ)λ∈3 ein Element vonM̂ : Sind n̈amlich λ,µ ∈ 3 beliebig mitλ 6 µ

(also Mλ ⊇ Mµ) und π : M/Mµ → M/Mλ die Restklassenvergröberung, so istπ(mµ) = mλ,
dennπ(mµ) = π(xγ + Mµ) = xγ + Mλ = mλ für alle γ ∈ 0 mit γ > δ(λ) und γ > δ(µ). Da
i ein Isomorphismus ist, gibt es einm ∈ M mit i (m) = (mλ)λ∈3. Also gilt für jedesλ ∈ 3, dass
m + Mλ = mλ = xγ + Mλ für alle γ > δ(λ) ist. Damit ist gezeigt, dass(xγ )γ∈0 in M gegenm
konvergiert.
Es gelte nun inM , dass jedes Cauchy-Netz einen Grenzwert hat. Zu zeigen ist, dass die Inklusion
i : M → M̂ (beachte

⋂
λ∈3 Mλ = {0}) surjektiv ist. Sei also(mλ)λ∈3 ∈ M̂ beliebig. Dann ẅahlen wir

ein Netz mit Indexmenge3, indem wir f̈ur jedesλ einen beliebigen Nebenklassenvertreteryλ ∈ M
mit yλ + Mλ = mλ (Auswahlaxiom!) ẅahlen. Dann ist(yλ)λ∈3 ein Cauchy-Netz: F̈ur jedesλ ∈ 3
gilt nämlich für µ,µ′ ∈ 3 mit µ,µ′ > λ, dassyµ − yµ′ ∈ Mλ, weil (mλ)λ∈3 ∈ M̂ ist. Also
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hat (yλ)λ∈3 einen Grenzwertm ∈ M . Für diesen gilt: F̈ur jedesλ ∈ 3 existiert einµ ∈ 3, so dass
yν ∈ m+Mλ ist für alleν ∈ 3mit ν > µ. Wir wählen ohne Einschränkungµ > λ und bezeichnen die
RestklassenvergröberungM/Mµ→ M/Mλ mit π . Dann ist aberm+Mλ = yµ+Mλ = π(yµ+Mµ) =

π(mµ) = mλ. Also ist m ein Urbild von (mλ)λ∈3 unter i . Damit haben wir die Surjektivität von i
gezeigt.
Das direkte Produkt

∏
λ∈3 M ist einH -Modul. Wir betrachten darin den UntermodulC der Cauchy-

Netze inM mit Indexmenge3 und darin den UntermodulN der Netze inM , die gegen 0 konvergieren.
Es ist zu zeigen, dass der QuotientC/N alsH -Modul isomorph zuM̂ ist. Wir verzichten absichtlich
auf die Angabe einer Topologie aufC/N, siehe dazu die Bemerkung im Anschluss an diesen Beweis.
Wir konstruieren zun̈achst eine Abbildungϕ : M̂ → C/N: Ist (mλ)λ∈3 ein beliebiges Element in̂M ,
dann k̈onnen wir wie oben f̈ur jedesλ ∈ 3 zu mλ ∈ M/Mλ ein yλ ∈ M wählen mityλ + Mλ = mλ.
Wir setzen dann

ϕ((mλ)λ∈3) := (yλ)λ∈3 + N ∈ C/N.

Offenbar ist(yλ)λ∈3 ein Cauchy-Netz, da für µ,µ′ ∈ 3 mit µ,µ′ > λ gilt, dassyµ − yµ′ ∈ Mλ ist.
Dies ergibt eine wohldefinierte Abbildung: Ist nämlich(y′λ)λ∈3 eine andere Wahl mity′λ + Mλ = mλ,
dann ist(yλ − y′λ)λ∈3 ein Netz, das gegen Null konvergiert, also inN liegt. Offenbar istϕ ein H -
Modul-Homomorphismus.
Wir zeigen nun, dassϕ injektiv ist: Sei n̈amlichϕ((mλ)λ∈3) = (yλ)λ∈3 ein Netz inM , das gegen Null
konvergiert. Das bedeutet, dass für jedesλ ∈ 3 ein µ ∈ 3 existiert, so dass für alle ν > µ ∈ 3

gilt, dassyν ∈ Mλ ist. Wählen wirν > λ, dann istmν ∈ Mλ/Mν und damitmλ = 0 ∈ M/Mλ als
homomorphes Bild vonmν + Mν unter Restklassenvergröberung. Da diese Argumentation für jedes
λ ∈ 3 gilt, ist (mλ)λ∈3 = 0.
Wir zeigen nun, dassϕ surjektiv ist: Dazu konstruieren wir eine Abbildungψ : C → M̂ , so dass
ψ auf den Nebenklassen vonN konstant ist. Sei n̈amlich (yλ)λ∈3 ein Cauchy-Netz inM . Wie oben
(Beginn des Beweises) finden wir ein(mλ)λ∈3, indem wir zuλ ∈ 3 ein µ(λ) ∈ 3 wählen (ohne
Einschr̈ankung seiµ(λ) > λ), so dass f̈ur alleν, ν ′ > µ(λ) gilt, dassyν − yν′ ∈ Mλ ist, und setzen
mλ := yµ(λ) + Mλ undψ((yλ)λ∈3) := (mλ)λ∈3. Diese Abbildung ist auf den Nebenklassen vonN in
C konstant: Konvergiert n̈amlich die Differenz zweier Netze gegen 0, dann bekommt man für jedes
von beiden f̈ur alleλ auf diese Weise jeweils dasselbemλ. Ist nunϕ((mλ)λ∈3) = (y′λ)λ∈3 + N, also
y′λ + Mλ = mλ für alleλ ∈ 3, dann konvergiert das Netz(y′λ − yλ)λ∈3 gegen Null: Zuλ ∈ 3 wählen
wir µ(λ) ∈ 3 wie oben. Dann gilt f̈ur alleν > µ(λ) > λ, dassy′ν − yν = (y′λ− yν)− (y′λ− y′ν) ∈ Mλ

liegt, dennmλ ist nach Konstruktion gleichyν +Mλ undy′λ+Mλ ist gleichmλ. Der andere Summand
y′λ − y′ν liegt in Mλ, da(y′λ)λ∈3 Bild unterϕ des Elements(mλ)λ∈3 von M̂ ist. Also ist(mλ)λ∈3 ein
Urbild von (yλ)λ∈3 unterϕ. �

Bemerkungen:

• Versieht man das direkte Produkt
∏
λ∈3 M mit der Produkttopologie,C mit der Teilraumtopo-

logie darin undC/N mit der Quotiententopologie, dann istϕ nicht offen! Die Offenheit von
ϕ ist nämlich äquivalent zur Stetigkeit der Umkehrabbildung vonϕ. Da C/N aber die Quo-
tiententopologie hat, ist diese genau dann stetig, wennψ stetig ist. Um die Stetigkeit vonψ
zu betrachten, verwenden wir die universelle Eigenschaft der Topologie vonM̂ (siehe Pro-
position II.(3.4)). Demnach istψ genau dann stetig, wenn für alle λ ∈ 3 die Abbildung
pλ ◦ j ◦ ψ : C → M/Mλ stetig ist (wir verwenden die Bezeichnungen ausII.(3.4)), wobei
M/Mλ die diskrete Topologie hat. Es reicht zu untersuchen, ob das Urbild von{0} ⊆ M/Mλ

offen in C ist. Dieses besteht aus allen Cauchy-Netzen, die
”
schließlich inMλ“ liegen. Es gibt

aber keine offene Menge in der Produkttopologie von
∏
λ∈3 M , deren Schnitt mitC komplett

im Urbild von {0} ⊆ M/Mλ liegt, da offene Mengen im Produkt immer nur Vereinigungen von
Mengen sind, die kartesische Produkte sind, in denen fast alle Faktoren ganzM sind. Also ist
ψ nicht stetig und damit istϕ nicht offen. Diese Topologie aufC/N ist also offenbar nicht

”
die

richtige“!
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• In dieser Proposition kommt man in Wirklichkeit mit Folgen statt Netzen aus, solange jeder
Punkt eine abz̈ahlbare Umgebungsbasis hat. Erst wenn die Indexmenge3 keine kofinale Teil-
folge besitzt (das ist eine Abbildungf : N → 3 mit der Eigenschaft, dass für alleλ ∈ 3 ein
n ∈ N existiert mit f (n) > λ), hat in der linearen Topologie aufM nicht mehr jeder Punkt eine
abz̈ahlbare Umgebungsbasis.

(1.8) Korollar (Vollständigkeit bei der I -adischen Topologie)
Es sei H ein Ring, M ein H -Modul und I ein echtes, zweiseitiges Ideal in H mit

⋂
n∈N I n

= {0}.
Dann spezialisiert die Vervollständigung M̂ aus Proposition II.(3.1) laut Proposition A.(1.7) zum
Raum der Cauchy-Folgen in M modulo der Nullfolgen. �

A.2 Nicht-diskrete Bewertungen aufZ[v]

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit einem Teil der F̈alle aus AbschnittIII.(2.3), nämlich denjenigen,
in denen das Ḧohe-2-Primideal von der Primzahl` und dem Erzeuger vonq erzeugt wird. In diesen
Fällen sind andere Beweise möglich, die ein anderes Licht auf die Situation werfen. Deswegen ist
dieser Abschnitt f̈ur sich interessant, obgleich er für den weiteren Fortgang der Arbeit entbehrlich
wäre.

(2.1) Definition (Additive Bewertungen aufQ, vgl. [Mül80, 10.1])
Es seì ∈ N eine Primzahl. Jedes Element 06= z ∈ Q kann eindeutig in der Form

z= `k
·

s

t
mit k, s ∈ Z, t ∈ N \ {0} und `, s, t paarweise teilerfremd

geschrieben werden. Wir definieren damit die`-adische Bewertung:

ν` : Q → Z ∪ {∞}
z 7→ k, falls z= `k

·
s

t
wie oben

0 7→ ∞

Wir nennenν` die`-adische BewertungvonQ.

(2.2) Proposition (Eindeutige Fortsetzung von ν` auf Q[v]/ f Q[v], vgl. [Mül80, 10.4 und 10.5])
Es sei ` ∈ N eine Primzahl und v eine Unbestimmte. Weiter sei f ein normiertes, irreduzibles Poly-
nom vom Grad n aus Z[v], dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] → F`[v] irreduzibel
in F`[v] ist. Der Erweiterungskörper Q[v]/ f Q[v] von Q sei mit K bezeichnet.
Dann gibt es genau eine Bewertung ν̃` : K → Z, die die `-adische Bewertung ν` von Q fortsetzt.
Diese ist durch die Formel

ν̃`
(
g+ f Z[v]

)
:= min

{
ν`(g0), . . . , ν`(gn−1)

}
mit g =

n−1∑
i=0

gi v
i und gi ∈ Z (A.1)

zunächst als Bewertung auf R := Z[v]/ f Z[v] gegeben. Der Ring R ist aber ein Teilring von K mit
Quotientenkörper K , so dass ν̃` vermöge Lemma II.(1.6).(v) auf K definiert ist.

Beweis:Da f als inZ[v] irreduzibles Polynom aucḧuberQ irreduzibel ist (Gaußsches Lemma, siehe
z.B. [Jac74, 2.16, Lemma 2]), istK ein Erweiterungsk̈orper vonQ. Die Menge

M :=
{
g+ f Q[v] ∈ Q[v]/ f Q[v]

∣∣g ∈ Z[v]
}

ist ein Teilring vonQ[v]/ f Q[v]. Er ist isomorph zuR = Z[v]/ f Z[v], da die Verkettung der Inklu-
sion Z[v] ↪→ Q[v] mit der kanonischen ProjektionQ[v] � Q[v]/ f Q[v] als Kern f Z[v] hat (ein
ganzzahliges Polynomg lässt sich ganzzahlig mit Rest durchf teilen, weil f normiert ist). Damit ist
R ein Integriẗatsbereich.
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Wir definieren nunν̃` zun̈achst aufR ∼= Z[v]/ f Z[v] durch GleichungA.1. Dies geht, da jede Ne-
benklasseg + f Z[v] ein eindeutigesg ∈ Z[v] vom Grad kleiner alsn entḧalt. Wir haben dadurch
zun̈achst eine Funktion aufR mit Werten inZ ∪ {∞} definiert, dieν` fortsetzt (ganze Zahlen werden
als konstante Polynome eingebettet).
Offenbar istν̃`(g+ f Z[v]) genau dann gleich∞, wenng+ f Z[v] = 0+ f Z[v] ist. Außerdem erbt
ν̃` die Minimumsungleichung vonν`:

ν̃`
(
(g+ f Z[v])+ (g′ + f Z[v])

)
> min

{
ν̃`(g+ f Z[v]), ν̃`(g′ + f Z[v])

}
.

Es bleibt die Multiplikativiẗat zu zeigen. Dazu betrachten wir zunächst zwei Polynomeg, g′ ∈ Z[v]
vom Grad kleinern mit ν̃`(g+ f Z[v]) = 0 = ν̃`(g′ + f Z[v]) bei denen also jeweils mindestens ein
Koeffizient nicht durch̀ teilbar ist. Wir wollenν̃`(g ·g′+ f Z[v]) = 0 zeigen. Da aberR isomorph zu
Z[v]/ f Z[v] ist und`+ f Z[v] in diesem Ring ein Primideal erzeugt (vergleiche PropositionIII.(1.2)),
folgt, dass̃ν`(g · g′+ f Z[v]) nicht gr̈oßer als 0 ist, da sonstg+ f Z[v] undg′+ f Z[v] zwei Elemente
in R \ `R wären, deren Produkt iǹR wäre. Man beachte, dass man hier nicht direkt das Gaußsche
Lemma benutzen kann, daν̃(g · g′ + f Z[v]) definiert ist, indem mang · g′ mit Rest durchf teilt und
auf den Rest GleichungA.1 anwendet.
Damit folgt: Wennν̃`(g+ f Z[v]) = i und ν̃`(g′ + f Z[v]) = j ist, dann giltν̃`(`−i g+ f Z[v]) = 0
und ν̃`(`− j g′ + f Z[v]) = 0 und deswegen ist̃ν`(g · g′ + f Z[v]) = i + j . Also ist ν̃` eine Bewertung
auf R, dieν`|Z fortsetzt. Da man aber jedes Polynom ausQ[v] als Quotient eines Polynoms ausZ[v]
und einer ganzen Zahl schreiben kann, ist der Quotientenkörper vonR gleich K . Also können wirν̃`
mit LemmaII.(1.6).(v) auf K fortsetzen.
Die Eindeutigkeit wird im Folgenden nicht verwendet, so dass wir hier nur die Beweisidee angeben.
Da f bei Reduktion modulò irreduzibel bleibt, istf auchüber der̀ -adischen VervollsẗandigungQ`

irreduzibel (der Restklassenkörper bleibt bei Vervollsẗandigung gleich und man kann das Henselsche
Lemma benutzen). Deswegen gibt es nach [Jac89, Theorem 9.14] genau eine Fortsetzung vonν` auf
Q[v]/ f Q[v]. �

Bemerkung: Im Weiteren schreiben wir̃ν(h + f Z[v]) auch f̈ur Polynomeh ∈ Z[v], deren Grad
größer als der vonf ist. Deren Wert ist dann zu bestimmen, indem manh mit Rest durchf divi-
diert und GleichungA.1 auf den Rest anwendet. Nichtsdestotrotz ist hiermit bewiesen, dassν̃ eine
Bewertung aufQ[v]/ f Q[v] ist.

(2.3) Theorem (Fortsetzung von ν` auf Q(v))
Es sei ` ∈ N eine Primzahl und v eine Unbestimmte. Weiter sei p = `Z[v] + f Z[v] das von f und
` erzeugte Höhe-2-Primideal von Z[v], wobei f ein normiertes, irreduzibles Polynom aus Z[v] vom
Grad n ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] → F`[v] irreduzibel in F`[v] ist.
Dann gibt es eine (nicht-diskrete) Bewertung ν : Q(v)→ Z × Z ∪ {∞} auf Q(v), die die `-adische
Bewertung ν` auf Q fortsetzt, so dass das maximale Ideal des Bewertungsrings über p liegt.

Bemerkungen:

• Die abelsche GruppeZ × Z sei lexikographisch geordnet:(a,b) > (a′,b′), wenn entweder
a > a′ ist odera = a′ undb > b′ gilt.

• Die rationalen ZahlenQ seien als Konstanten inQ(v) eingebettet.

• Die ganzen ZahlenZ seien durchz 7→ (0, z) nachZ× Z (als geordnete Gruppe) eingebettet.

•
”
Fortsetzung“ vonν` ist im Sinne dieser beiden Einbettungen zu verstehen.

• Der Bewertungsring vonν sei mitO :=
{
x ∈ Q(v)

∣∣ν(x) > 0
}

bezeichnet und sein maximales
Ideal mitm :=

{
x ∈ Q(v)

∣∣ν(x) > 0
}
.

• Der Ausdruck
”
m liegt überp“ bedeutet, dassZ[v] ∩m = p ist.
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Beweis:Wegen LemmaII.(1.6).(v) reicht es,ν auf Z[v] festzulegen. Sei also 06= g ∈ Z[v]. Dann
kann mang durch Division mit Rest (beachte, dassf normiert ist!) eindeutig in der folgenden Form
schreiben:g(v) = f k

· (g0 + g1 f ) mit k ∈ N ∪ {0} sowiegi ∈ Z[v] mit g0 6= 0 und deg(g0) <

deg( f ). Wir setzenν(g) := (k, ν̃`(g0+ f Z[v])) undν(0) := ∞, wobeiν̃` die Fortsetzung vonν` auf
Q[v]/ f Q[v] aus LemmaA.(2.2) ist. Dies setztν` im obigen Sinne fort.
Offenbar istν(g) = ∞ dann und nur dann, wenng = 0 ist. Zum Beweis der anderen beiden Eigen-
schaften einer Bewertung seig wie oben undh = f j

· (h0 + h1 f ) mit j ∈ N ∪ {0} sowiehi ∈ Z[v]
mit h0 6= 0 und deg(h0) < deg( f ) geschrieben.
Da f normiert und irreduzibel ist, ist das vonf erzeugte Ideal ein Primideal und damitf ein Primele-
ment inZ[v]. Also ist das Produkt zweier Polynomeg0 undh0, die vom Grad kleiner alsf sind, nicht
durch f teilbar. Dies beweist, dass die erste Komponente vonν(gh) gleich derjenigen vonν(g)+ν(h)
ist. Für die zweite Komponente verwendet man, dassν̃` nach LemmaA.(2.2) eine Bewertung auf
Z[v]/ f Z[v] ist, dass alsõν`(g0h0+ f Z[v]) = ν̃`(g0+ f Z[v])+ ν̃`(h0+ f Z[v]) ist.
Wir zeigen nunν(g+ h) > min{ν(g), ν(h)}:
Es istν(g) =

(
k, ν̃`(g0 + f Z[v])

)
undν(h) =

(
j, ν̃`(h0 + f Z[v]

)
. Ohne Beschr̈ankung der Allge-

meinheit seiν(g) > ν(h), also entwederk > j , oderk = j und ν̃`(g0 + f Z[v]) > ν̃`(h0 + f Z[v]).
Im ersten Fall istν(g+ h) =

(
j, ν̃`(h0 + f Z[v])

)
= ν(h). Im zweiten Fall ist entwederg+ h durch

f k+1 teilbar (wenng0 = −h0 ist), oder es gilt

ν(g+ h) =
(

j, ν̃`(g0+ h0+ f Z[v])
)

>
(

j,min{ν̃`(g0+ f Z[v]), ν̃`(h0+ f Z[v])}
)

=
(

j, ν̃`(h0+ f Z[v])
)
= ν(h).

Damit ist gezeigt, dassν eine Bewertung aufZ[v] ist und somit nach LemmaII.(1.6).(v) eine eindeu-
tige Fortsetzung aufQ(v) besitzt. Die Wertegruppe vonν ist offenbar nicht zyklisch, also istν nicht
diskret.
Es bleibt zu zeigen, dassm über p liegt: Es gilt für jedes Elementg = ` · x + f · y ∈ p mit
x, y ∈ Z[v], dassν(g) > min{ν(`x), ν( f y)} > min{ν(x)+ (0,1), ν(y)+ (1,0)} > (0,0) ist, daZ[v]
im BewertungsringO liegt. Also gilt p ⊆ Z[v] ∩ m. Andererseits istp ein maximales Ideal inZ[v]
und 1 /∈ Z[v] ∩m wegenν`(1) = 0. Also ist das PrimidealZ[v] ∩m gleichp. �

Wir wollen in dieser Situation Aussagenüber den Restklassenkörper des Bewertungsrings treffen. Sie
sind im folgenden Lemma enthalten:

(2.4) Lemma (Isomorphie von Restklassenkörpern)
Es sei A := Z[v, v−1

] der Ring der Laurent-Polynome mit Koeffizienten in Z und p := `A + f A
ein Primideal der Höhe zwei, wobei ` ∈ N eine Primzahl und f ein normiertes, irreduzibles Polynom
ungleich v vom Grad n mit Koeffizienten in Z ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung
Z[v] → F`[v] irreduzibel in F`[v] ist (siehe Korollar III.(1.3)). Die Lokalisierung Ap von A bei p sei
mit O, das maximale Ideal von O ebenfalls mit p und der Restklassenkörper mit k bezeichnet.
Es sei K := Q(v) der Quotientenkörper von A und ν : K → Z × Z ∪ {∞} die nicht-diskrete
Bewertung auf K , die in Theorem A.(2.3) definiert wurde. Es sei Õ der zugehörige Bewertungsring.
Es ist dann ν(x) > (0,0) für alle x ∈ O und p = radO = {x ∈ O

∣∣ ν(x) > (0,0)}, da ν( f ) = (1,0)
und ν(`) = (0,1) ist.
Weiter induziert die Inklusion i : O ↪→ Õ einen Isomorphismus der Restklassenkörper k = O/p und
Õ/ radÕ.

Beweis:Nach Konstruktion in TheoremA.(2.3) nimmt ν auf Z[v] und damit aufA nur Werte gr̈oßer
oder gleich(0,0) an, daν(v) = (0,0) ist, und es ist̀ A+ f A = {x ∈ A | ν(x) > (0,0)}. DaO die
Lokalisierung vonA bei diesem Primideal ist, folgt sofort, dassν(x) > (0,0) ist für allex ∈ O und
dassp = {x ∈ O | ν(x) > (0,0)} das maximale Ideal vonO ist.
Aus p = radO = {x ∈ O

∣∣ ν(x) > (0,0)} folgt, dassi einen injektiven Homomorphismus des
Restklassenk̈orpersO/p nachÕ/ radÕ induziert. Um zu zeigen, dass dieser surjektiv ist, müssen wir
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zu jedem Elementx ∈ Õ mit ν(x) = (0,0) ein Elementy ∈ O angeben, so dassν(x− y) > (0,0) ist.
Das Elementx lässt sich, wie jedes Element vonK = Q(v) = Quot(Z[v]), als ein Quotient zweier
Polynomeg undh ausZ[v] schreiben, wobei wir annehmen können, dassx

”
vollständig gek̈urzt“ ist,

dass also insbesondere nicht sowohlg als auchh durch f teilbar sind. Wegenν(g/h) = (0,0) ist
ν(g) = ν(h), also sindg undh beide nicht durchf teilbar.
Es ist ν̃`(v + f Z[v]) = 0 (siehe PropositionA.(2.2)) und damit gilt auch f̈ur jedes ganzzahlige
Polynomq in v, dassν̃`(q + f Z[v]) > (0,0) ist. Deswegen istν(g) = ν(h) von der Form(0, z) mit
einem 06 z ∈ Z, für dasz = ν̃`(h+ f Z[v]) ist (Erinnerung: dies ist definiert, indem man den Rest
von h bei Division durch f betrachtet). Wennh nicht im von f und` erzeugten Primideal vonZ[v]
liegt, dann istg/h in O, und wir sind fertig mity = x. Sonst isth von der Formh = `a + f b mit
zwei Polynomena,b ∈ Z[v], wobeia ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit nicht durchf teilbar
ist. In diesem Fall ersetzen wirg/h durchg/(`a), was m̈oglich ist, da

ν
(g

h
−

g

`a

)
= ν

(
g

h
−

g

h− f b

)
= ν

(
g(h− f b)− gh

h(h− f b)

)
= ν

(
g f b

h`a

)
= ν(g)+ ν( f )+ ν(b)− ν(h)− ν(`a) = ν( f )+ ν(b)− ν(`a) > (0,0)

ist (man beachte, dassν(`a) < (1,0) ist, daa nicht durch f teilbar ist, und damitν( f ) > ν(`a)) ist.
Es folgt, dassν(g/(`a)) = (0,0) ist, daν(g/h) = (0,0) ist (vgl. LemmaII.(1.6).(iii)).
Teilt mang mit Rest durchf , kann man es in der Formc+ f d schreiben mit ganzzahligen Polynomen
c undd mit deg(c) < deg( f ). Hier kann man wiederg/`a durchc/`a ersetzen, da

ν(g/(`a)− c/(`a)) = ν(( f d)/(`a)) > (0,0)

ist.
Wieder istν(g) = ν(c) = ν(`a), weil ν(g/(`a)) = ν(c/(`a)) = (0,0) ist. Deswegen ist das ganz-
zahlige Polynomc durch` teilbar und man kann k̈urzen. Dies funktioniert, bis alle Faktoren` gek̈urzt
sind. Dann ist der entstehende Bruch inO. Damit ist die Behauptung gezeigt. �

A.3 Existenz von ganzzahligen Darstellungen

Dieser Abschnitt diskutiert Resultate, die für die Darstellungstheorie von Ordnungenüber dem Ring
Z[v, v−1

] relevant sind. Etwas allgemeiner wird die Existenz von
”
ganzzahligen“ Darstellungen für

Ordnungenüber regul̈aren, lokalen Ringen der Dimension kleiner oder gleich 2 behandelt. Dabei
kommen homologische Methoden und Begriffe aus der kommutativen Algebra bzw. algebraischen
Geometrie zum Einsatz. Die grundlegenden Definitionen werden kurz wiederholt.
In diesem Abschnitt lassen wir im Symbol für Homomorphismen-Mengen den Index durchgängig
weg, wenn klar ist, welcher Grundring benutzt wird.

(3.1) Lemma (Hom(M, N) ist endlich erzeugt)
Ist O ein kommutativer, noetherscher Ring und sind M und N endlich erzeugte O-Moduln, dann ist
Hom(M, N) ein endlich erzeugter O-Modul.

Beweis:Es seiπM : FM → M ein surjektiver Homomorphismus eines freienO-Moduls FM auf M ,
wobei FM den endlichen Rangm habe. Weiter seiπN : FN → N ein ebensolcher für N, wobei FN

den endlichen Rangn habe. Dann ist Hom(FM , FN) ∼= Mm×n(O) endlich erzeugt.
Da FM projektiv undπN surjektiv ist, gibt es zu jedemϕ : M → N ein ϕ̃ : FM → FN , so dass das
Diagramm

FM
ϕ̃

//

πM
����

FN

πN
����

M ϕ
// N
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kommutativ ist undπN ◦ ϕ̃ auf kerπM verschwindet. Umgekehrt induziert jedesϕ̃ ∈ Hom(FM , FN),
für dasπN ◦ ϕ̃ auf kerπM verschwindet, einen Homomorphismusϕ : M → N. Dies definiert einen
O-Modulhomomorphismus von{

ϕ̃ ∈ Hom(FM , FN)

∣∣∣πN ◦ ϕ̃
∣∣
kerπM

= 0
}

auf Hom(M, N). Also ist Hom(M, N) als Faktormodul eines Untermoduls des endlich erzeugten
Moduls Hom(FM , FN) selbst endlich erzeugt, daO noethersch ist. �

(3.2) Definition (M -reguläre Folge vgl. [Mat86, Kapitel 6])
Es seiO ein kommutativer Ring undM ein O-Modul. Ein Elementa ∈ O heißt M -regulär, wenn
ma 6= 0 für alle 0 6= m ∈ M gilt. Eine Folge(a1,a2, . . . ,an) von Elementen vonO heißtM -regulär,
wenn gilt:

(i) a1 ist M-regul̈ar,a2 ist M/Ma1-regul̈ar, . . . undan ist M/
∑n−1

i=1 Mai -regul̈ar, und

(ii) M 6=
∑n

i=1 Mai .

Eine M-regul̈are Folge(a1,a2, . . . ,an) heißtmaximal, wenn kein Elementb ∈ O existiert, so dass
die Folge(a1,a2, . . . ,an,b) auch nochM-regul̈ar ist.

(3.3) Definition (Tiefe, vgl. [Mat86, 16.7])
Es seiO ein kommutativer, noetherscher Ring,I ein Ideal inO undM ein endlich erzeugterO-Modul
mit M 6= M I . Dann heißt

depth(I ,M) := n, mit ExtiO(O/I ,M) = 0 für i = 0,1, . . . ,n− 1 und ExtnO(O/I ,M) 6= 0

die I -Tiefe von M . Ist M = M I , dann setzen wir depth(I ,M) := ∞. Ist O lokal mit maximalem
Idealm, dann ist depthO := depth(m,O) und depthM := depth(m,M) dieTiefe von M .

(3.4) Theorem (Tiefe und maximale reguläre Folgen vgl. [Mat86, 16.7])
Es sei O ein kommutativer, noetherscher Ring, I ein Ideal von O und M ein endlich erzeugter O-
Modul mit M 6= M I . Es sei n := depth(I ,M). Dann ist jede maximale M-reguläre Folge von
Elementen aus I von der Länge n.

Beweis:Siehe [Mat86, 16.7]. �

Bemerkung: Damit ḧatte man die Tiefe depth(I ,M) auch als maximale L̈ange einerM-regul̈aren
Folge von Elementen ausI definieren k̈onnen.

(3.5) Theorem (Auslander-Buchsbaum, vgl. [Mat86, 19.1])
Es sei O ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring und M 6= 0 ein endlich erzeugter O-Modul.
Weiter sei die projektive Dimension proj dimM endlich. Dann gilt:

proj dimM + depthM = depthO .

Beweis:Siehe [Mat86, 19.1]. �

(3.6) Proposition (Auslander-Goldman, vgl. [AG60, 4.7])
Es sei O ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring und M und N endlich erzeugte O-Moduln, so
dass Hom(M, N) 6= 0 ist.
Für i = 1,2 gilt dann: Ist depthN > i , dann ist auch depth Hom(M, N) > i .

Beweis:Es seix ∈ O keine Einheit undN-regul̈ar. Dann ist

0 // N
·x // N // N/N x // 0
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eine kurze, exakte Sequenz mitN/N x 6= 0, da mit dem Nakayama-Lemma ausx ∈ radO und
N x = N (und damitN · rad(O) = N) folgen würde, dassN = 0 ist. Wendet man den links-exakten,
kovarianten Hom-Funktor Hom(M,−) an, so erḧalt man daraus die kurze, exakte Sequenz

0 // Hom(M, N) ·x // Hom(M, N) // Hom(M, N/N x) . (∗)

Das Elementx ist also Hom(M, N)-regul̈ar. Es bleibt zu zeigen, dass Hom(M, N) · x 6= Hom(M, N)
ist. Da aber Hom(M, N) nach LemmaA.(3.1) mit M und N endlich erzeugt ist, kann man wie oben
schließen:
Wenn Hom(M, N)·x = Hom(M, N)wäre, dann folgte wegenx ∈ radO aus dem Nakayama-Lemma,
dass Hom(M, N) = 0 wäre, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist depth Hom(M, N) > 1.
Im Fall depthN > 2 sei nun zus̈atzlich y ein N/N x-regul̈ares Element, das keine Einheit ist. Dann
folgt genau wie eben, dassy auch Hom(M, N/N x)-regul̈ar ist.
An der Sequenz(∗) sieht man aber, dass Hom(M, N)/(Hom(M, N) · x) ein nicht-verschwindender
Untermodul von Hom(M, N/N x) ist. Damit isty erst recht Hom(M, N)/(Hom(M, N) · x)-regul̈ar
und für depth Hom(M, N) > 2 bleibt nur noch zu zeigen, dass

Hom(M, N) · x + Hom(M, N) · y 6= Hom(M, N)

ist: Da aberx und y in radO liegen, greift wieder dasselbe Argument mit dem Nakayama-Lemma.�

Bemerkung: Für höhere Tiefen vonN funktioniert diese Beweisidee nicht mehr, da man zwar noch
zeigen k̈onnte, dass ein Elementz ∈ O, das kein Nullteiler vonN/(N x + N y) ist, auch kein Null-
teiler von Hom(M, N/(N x+ N y)) ist, aber Hom(M, N)/(Hom(M, N)x + Hom(M, N)y) darin im
Allgemeinen kein Teilmodul mehr ist.

(3.7) Korollar (Projektivität dualer Moduln, vgl. [AG60, Korollar zu Proposition 4.7])
Es sei O ein kommutativer, regulärer, lokaler Ring der Dimension kleiner oder gleich 2 und M 6= 0
ein endlich erzeugter O-Modul, für den der duale Modul M∗ := Hom(M,O) 6= 0 ist. Dann ist M∗

ein O-projektiver Modul. Wenn M also reflexiv ist (M = M∗∗), dann ist M selbst projektiv.

Bemerkung: Ist M projektiv, dann istM auch frei (O ist lokal, siehe z.B. [Mat86, 2.5]), also folgt
M = M∗∗. Ein O-Modul M wie oben ist demnach genau dann reflexiv, wenn er projektiv ist.

Beweis: Da O regul̈arer, lokaler Ring ist, istO per definitionem noethersch. Außerdem folgt mit
[Kun85, V.5.15] die Gleichung depthO = dimO. Dann ist nach PropositionA.(3.6)auch

depth Hom(M,O) > depthO.

Mit [ Mat86, 19.2] folgt, dass proj dimM < ∞ ist, also gilt nach dem Theorem von Auslander und
Buchsbaum (siehe TheoremA.(3.5)), dass

proj dim Hom(M,O) = 0

und damit Hom(M,O) projektiv ist. �

(3.8) Lemma (Kern der Evaluationsabbildung N → N∗∗)
Es sei O ein noetherscher Integritätsbereich mit Quotientenkörper K und N ein endlich erzeugter
O-Modul. Dann definiert

e : N −→ N∗∗ = Hom(Hom(N,O),O)
n 7−→ (ϕ 7→ ϕ(n))

die sogenannte Evaluationsabbildung e. Der Kern von e ist der Torsionsmodul von N. Ist N also tor-
sionsfrei, dann ist e injektiv und geht bei Konstantenerweiterung zu K in einen Isomorphismus über.
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Beweis:Es sei j derO-Modulhomomorphismusj : N → K ⊗
O

N,n 7→ 1K ⊗n. Jedes Torsionsele-
mentn ∈ N wird offenbar untere auf 0 abgebildet: Ausnx = 0 mit x 6= 0 folgt 0= ϕ(nx) = ϕ(n)x
und damitϕ(n) = 0 für alleϕ. Ist n ∈ N kein Torsionselement, dann istj (n) = 1K ⊗n 6= 0 im
K -VektorraumK ⊗

O
N. Also gibt es eineK -Linearform vonK ⊗

O
N nachK , die auf 1K ⊗n nicht ver-

schwindet. Diese kann man mit einem Element vonO multiplizieren, so dass sie auf denj -Bildern
eines (endlichen) Erzeugendensystems vonN Werte inO annimmt. Die Verkettung dieses Vielfa-
chen mit j ist also einO-Modulhomomorphismusϕ ∈ Hom(N,O), der aufn nicht verschwindet,
unde(n) ist ungleich 0. IstN torsionsfrei, dann iste also injektiv. Erweitert man die Konstanten zu
K , dann erḧalt manK ⊗

O
N und K ⊗

O
N∗∗ ∼= HomK (HomK (K ⊗

O
N, K ), K ) unde wird zu idK ⊗

O
e, der

Evaluationsabbildung desK -VektorraumsK ⊗
O

N. Also ist idK ⊗
O

e ein Isomorphismus. �

(3.9) Proposition (Existenz von O-Formen, vgl. [DPS98, Proposition (1.1.1)])
Es sei O ein regulärer, lokaler Ring der Dimension kleiner oder gleich 2 mit Quotientenkörper K und
H eine O-Ordnung mit Konstantenerweiterung KH . Weiter sei M ein endlich erzeugter KH -Modul.
Dann gibt es ein H -Gitter M̃ ⊆ M , so dass M = K ⊗

O
M̃ ist.

Beweis:Es sei(m1,m2, . . . ,mn) ein Erzeugendensystem vonM und(b1,b2, . . . ,bm) eine Basis von
H . Dann ist dasO-ErzeugnisN von

{
mi bj

∣∣ i ∈ {1, . . . ,n} und j ∈ {1, . . . ,m}
}

ein H -Untermodul
von M , dessen Konstantenerweiterung zuK ganzM ist.
Der O-Teilmodul N desK -VektorraumsM (aufgefasst alsO-Modul) ist O-torsionsfrei, also ist die
naẗurliche Einbettung vonN in sein BidualN∗∗ durch die Evaluationsabbildung injektiv und nach
Konstantenerweiterung zuK ein Isomorphismus (siehe LemmaA.(3.8), nach [Mat86, 14.3] istO ein
Integriẗatsbereich). Deswegen können wir denO-Modul N∗∗ ⊆ K ⊗

O
N∗∗ ∼= K ⊗

O
N = M mit einem

O-UntermodulM̃ von M identifizieren und es giltK ⊗
O

M̃ = M .
Wegen KorollarA.(3.7) ist N∗∗ ∼= M̃ einO-projektiver (alsoO-freier)H -Modul. �
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Bezeichnungsindex

Die folgenden Buchstaben werden in der Regel so verwendet:
A, R Ringe
B Basen
χ , ρ Charaktere
e, f Idempotente
G Gruppe
H , H ′ A-Algebra oderO-Algebra
I Ideal in einer Algebra
K Quotientenk̈orper vonA bzw.O
k Restklassenk̈orper
` rationale Primzahl
λ Partitionen VI.(3.2)
M , N (Rechts-)Moduln
m, p, q Ideale in kommutativen Ringen
ν Bewertung II.(1.5)
O, O′ lokale Ringe, ḧaufig Bewertungsringe
π surjektiver Homomorphismus, Projektion
S Coxeter-Erzeugendensystem
τ Spurform IV.(1.3)
ϕ, ψ Homomorphismen
v Unbestimmte
W Coxetergruppe
Symbole:
∅ leere Menge
⊆ ist enthalten in
⊇ entḧalt
( ist echt enthalten in
) entḧalt echt
◦ Verkettung von Abbildungen I.(1.1)
	 kommutatives Diagramm
↪→ injektive Abbildung
⊗
O

TensorprodukẗuberO
� surjektive Abbildung
∼= Isomorphie
≡ Kongruenz∥∥− ∥∥ Norm II.(2.1)
(−|−) Bilinearform
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〈−|−〉 Paarung zwischenK0(H) und R0(H) V.(1.12)∏
Produkt, bei Moduln direktes Produkt∐
Koprodukt, bei Moduln direkte Summe⊕
direkte Summe von Moduln

〈−〉A A-Erzeugnis
∞ Wert

”
unendlich“ bei Bewertungen II.(1.5)

⊕ direkte Summe
G ist Ideal in
1H Einselement der AlgebraH
ϕ−1(N) volles Urbild der MengeN unterϕ
(A, K ,G, ν,O) Bewertungssystem II.(1.8)
Ap Lokalisierung des RingsA beim Primidealp
a(w) a-Wert des Elementsw VI.(5.3)
(Bw)w∈W Basis, indiziert durchW
(B∨w)w∈W duale Basis zur Basis(Bw)w∈W IV.(1.2)
bzw. beziehungsweise
C Menge der komplexen Zahlen
cχ Schur-Element zum Charakterχ VI.(4.1)
(Cw)w∈W Kazhdan-Lusztig-Basis VI.(5.1)
(C′w)w∈W gestrichene Kazhdan-Lusztig-Basis VI.(2.4)
C(i, j, s, t) Siehe KapitelIV IV.(3.7)
D Menge der Duflo-Involutionen VI.(5.3)
(Dw)w∈W duale Basis der Kazhdan-Lusztig-Basis VI.(5.2)
(D′w)w∈W duale Basis der gestrichenen Kazhdan-Lusztig-BasisVI.(2.14)
Dλ einfacher Modul f̈ur Iwahori-Hecke-Algebra Typ A VI.(3.4)
DL(s, t) Definitionsbereich der Links-Sternoperation zu{s, t} VI.(3.16)
DR(s, t) Definitionsbereich der Rechts-Sternoperation zu{s, t} VI.(3.16)
dF ′

F KonstantenerweiterungR0(H)→ R0(F ′H) V.(1.16)
dθ Zerlegungsabbildung zur Spezialisierungθ V.(2.2)
depth(I ,M) Tiefe eines ModulsM bez̈uglich eines IdealsI A.(3.3)
detM Determinante der MatrixM
δx,y Kronecker-Symbol
Ed d-reihige Einheitsmatrix
eF ′

F KonstantenerweiterungK0(H)→ K0(F ′H) V.(1.17)
eθ Klebeabbildung zur Spezialisierungθ V.(3.1)
emb dimA Einbettungsdimension II.(1.17)
EndH (M) Endomorphismen desH -Moduls M
ExtiO(M, N) Ext-Gruppe A.(3.3)
ε(h) Signumsdarstellung einer Iwahori-Hecke-Algebra VI.(1.6)
F` Körper mit` Elementen
GLn(q) Gruppe der invertierbaren MatrizenüberFq

grm(A) graduierter Ring II.(1.18)
hx,y,z Strukturkonstanten bezüglich der C-Basis VI.(5.1)
h′x,y,z Strukturkonstanten bezüglich der C′-Basis VI.(5.1)
HH regul̈arer Rechts-H -Modul
H∗ Dualraum vonH IV.(1.4)
HJ parabolische Unteralgebra VI.(6.1)
HA(W, S, (as)s∈S) Iwahori-Hecke-Algebra zum Coxetersystem(W, S) VI.(1.4)
HA(W, S, v) generische Ein-Parameter-Iwahori-Hecke-Algebra VI.(1.7)
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HomH (M, N) Menge derH -Homomorphismen vonM nachN I.(1.1)
I O
T Ideal zu Bewertung II.(1.15)

I H
T Ideal zu Norm II.(2.6)

I (ϕ) Mittelung vonϕ IV.(1.6)
idM identische AbbildungM → M
Im f Bild von f
IndH

HJ
M induzierter Modul VI.(6.5)

ind(h) Indexdarstellung einer Iwahori-Hecke-Algebra VI.(1.6)
Irr(H) Menge der irreduziblen Charaktere vonH
J Lusztigs asymptotische Algebra VI.(5.3)
j Involution aufH VI.(5.1)
KH Konstantenerweiterung I.(3.2)
ker f Kern von f
K0(H) Grothendieck-Gruppe der Kategorie proj-H V.(1.1)
K+0 (H) Teilmonoid der Klassen von Moduln inK0(H) V.(1.1)
Kopf Kopf eines Moduls ist gleich dem Radikalfaktor I.(1.1)
6
L

Links-Zellordnung VI.(2.9)
∼L Links-Zelleinteilung VI.(2.9)
6
LR

zweiseitige Zellordnung VI.(2.16)
∼LR zweiseitige Zelleinteilung VI.(2.16)
l (w) (Coxeter-)L̈ange vonw VI.(1.4)
L(w) Links-Abstiegsmenge vonw VI.(3.14)
LC(3) Links-Zellmodul VI.(2.12)
lim
←−

M/Mλ inverser Limes II.(3.1)
Md(F) voller d-reihiger MatrixringüberF
M̂ Vervollsẗandigung vonM II.(3.1)
M⊥ Orthogonalraum IV.(2.3)
Maps(H , F[X]) Halbgruppe der AbbildungenH → F[X] V.(1.14)
max{x, y} Maximum der Menge{x, y}
min{x, y} Minimum der Menge{x, y}
mod-H Kategorie der endlich erzeugten Rechts-H -Moduln I.(1.1)
µ(y, w) Koeffizient beiv−1/2 in P∗y,w VI.(2.7)
N Menge der naẗurlichen Zahlen, 0/∈ N
ν` `-adische Bewertung aufQ A.(2.1)
ϕe e-tes Kreisteilungspolynom
φ Lusztig-Homomorphismus VI.(5.4)
P(π) linker Teil der Robinson-Schensted-Abbildung VI.(3.5)
P∗y,w Kazhdan-Lusztig-Polynom VI.(2.4)
Prod(a,b;n) alternierendes Produkt VI.(1.3)
proj-H Kategorie der projektiven Rechts-H -Moduln I.(1.1)
Q Menge der rationalen Zahlen
Quot(A) Quotientenk̈orper des kommutativen RingsA
6
R

Rechts-Zellordnung VI.(2.9)
∼R Rechts-Zelleinteilung VI.(2.9)
R Menge der reellen Zahlen
R0(H) Grothendieck-Gruppe der Kategorie mod-H V.(1.1)
R+0 (H) Teilmonoid der Klassen von Moduln inR0(H) V.(1.1)
R(w) Rechts-Abstiegsmenge vonw VI.(3.14)
rad(O), rad(M) Jacobson-Radikal eines Rings oder Moduls I.(1.1)
RC(0) Rechts-Zellmodul VI.(2.12)
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ρ regul̈arer Charakter einer Algebra
Sn symmetrische Gruppe aufn Punkten
Sλ Specht-Modul f̈ur Iwahori-Hecke-Algebra Typ A VI.(3.4)
soc(M) Sockel eines Moduls
τ Spurform einer Iwahori-Hecke-Algebra VI.(1.5)
(Tw)w∈W T-Basis einer Iwahori-Hecke-Algebra VI.(1.4)
(T̃w)w∈W T̃-Basis einer Iwahori-Hecke-Algebra VI.(2.2)
(tw)w∈W t-Basis der asymptotischen Algebra VI.(5.3)
Tr(ϕ) Spur eines Endomorphismus
[V] Isomorphieklasse des ModulsV V.(1.1)
vgl. vergleiche
WJ parabolische Untergruppe vonW zu J ⊆ S VI.(3.11)
∗w Bild vonw unter Links-Sternoperation VI.(3.16)
w∗ Bild vonw unter Rechts-Sternoperation VI.(3.16)
XJ ausgezeichnete Rechts-Nebenklassenvertreter VI.(3.12)
zχ zentrales Element zum Charakterχ IV.(4.1)
Z Menge der ganzen Zahlen
Z[v] Polynomring in einer Unbestimmten̈uberZ
Z[v, v−1

] Laurent-Polynomring in einer Unbestimmten
Z(H) Zentrum der AlgebraH
ζe primitive, e-te Einheitswurzel inC′
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Anhang F
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nach oben,22
nach unten,83
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Abstiegsmenge,92
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additive Norm,25
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symmetrische,53

O-Algebra,12
alternierendes Produkt,78
archimedisch,23
archimedische Teilmenge,23
asymptotische Algebra,101
Ausdruck

reduzierter,77
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ausgezeichnete Nebenklassenvertreter,91
Auslander-Buchsbaum,133, 134
Auslander-Goldman,133
Azumaya,40, 41, 55, 71
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duale,52
Kazhdan-Lusztig-,80

Bĕılinson,105
Bernstein,105
Bewertung,20

additive,20
diskrete,20
zweistufige,48

Bewertungs-Topologie,21
Bewertungsring,21
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Bewertungssystem,21
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Blöcke,111
Brauer-Nesbitt,67
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Dipper

Richard,86
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diskreter Bewertungsring,21
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DL(s, t), 92
DR(s, t), 92
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der Kazhdan-Lusztig-Basis,85
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Fünfer-Lemma,11
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generische Iwahori-Hecke-Algebra,79
Gestalt,87
H -Gitter,13
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Grothendieck-Gruppe,64

projektive,65
Grundring

Wechsel des,14–17
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projektive,39
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Krulls, 24
hausdorffsch,19–22, 25, 29, 32, 123–125, 127

Heben von Idempotenten,8, 18, 25, 36, 38–42,
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Heben von Idempotenten (Theorem),36
Hecke-Algebra,78
Hilfsring, 69
HomH (M, N), 11
Homomorphismus,11

I , 54
i-Induktion,111
I -adische Topologie,19
Ideale

primitive, 105
Ideale in Bewertungsringen,23
Idempotent,13

primitives,13
zentral-primitives,97

Idempotente
orthogonale,13

Idempotente-Verbesserungssatz,41
Ikeda,54, 60
Indexdarstellung,79
Induktion von Zellmoduln,105, 107
Inhalt

eines Polynoms,43
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Integriẗatsbereich,11
inverser Limes,29–34, 37, 124–127
Involution,80, 100
Involutionen

distinguierte,101
Iwahori-Hecke-Algebra,78
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James
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James-Geck-Vermutung,7–9, 39, 114, 115, 117,

119, 120
James-Vermutung,6, 7, 9, 10, 43, 49, 64, 113, 119

Kashiwara,105
Kazhdan-Lusztig-Basis,80
Kazhdan-Lusztig-Vermutung,105
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Klebeabbildung,70
Klebstoff,111
Konstantenerweiterung,14
Konstantenreduktion,14
Konventionen,11
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L
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6
R

-konvex,83
kristallographisch,81
Krull-Schmidt-Azumaya,40, 41, 55, 71
Krulls Hauptidealsatz,24
Krullscher Durchschnittssatz,20, 24
Kugel,20, 25

`-adische Bewertung,129
Länge,77
Längenfunktion,77
LC(3), 83
Lehrstuhl D,10
lexikographisch,23, 46, 86, 87, 130
Limes

inverser,29–34, 37, 124–127
lineare Topologie,18, 123
Links-Abstiegsmenge,92
Links-Sternoperation,92
Linkszelle,82
Lusztig-Homomorphismus,10, 77, 100–103, 120
Lusztig-Homomorphismus (Def.),101

Maschke
Satz von,54

Matrix-Einheit,99, 121
Matrix-Einheits-Relationen,99
Matsumoto,78, 79
maximale regul̈are Folge,133
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Mittelungsoperator,54
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nach oben abgeschlossen,22
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Nachfolger,81
Nakayama-Lemma,41, 134
Nebenklassenvertreter

ausgezeichnete,91
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Norm
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Produkt

alternierendes,78
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Richard Dipper,86
Ring,11

regul̈arer, lokaler,23, 24, 134, 135
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Robinson-Schensted-Abbildung,88
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Satz
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Satz von Maschke,54
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Schur-Element,55
selbst-injektiv,55
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semilokaler Ring,39
semiperfekt,39
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Specht-Modul,86
Spektrum,43
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einer Hecke-Algebra,79
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Standardtableau,87
Sternoperation,92
Struktur von EndH (P), 56
symmetrische Algebra,53
symmetrisierend,53

T-Basis,78
T̃-Basis,80
t-Basis,101

Urbilder,101
τ -Invariante

verallgemeinerte,89
Teil, 86
Teilmenge

archimedische,23
Tensorprodukte

Freiheit von,12
Projektivitat von,12

Tiefe,133
Tits’ Deformationssatz,112
Topologie

Bewertungs-,21
I -adische,19
lineare,18, 123
Norm-,25
ν-adische,21

Umformulierung,115, 117, 119
Unteralgebra

parabolische,104
Untergruppe

parabolische,90

verallgemeinerteτ -Invariante,89
Verbesserung von Idempotenten,41
verblüffend,82, 102, 111, 122
Vertex-Operator-Algebra,10
Vervollsẗandigung,29, 124
vollständig,29, 125

W-Graph,82, 95
Wechsel des Grundrings,14–17
Wedderburn-Basis,99, 103
Wedderburn-Zerlegung,10, 96–103, 121
Wertegruppe,20

XGAP4, 84, 109

Young-Diagramm,108

Zelle
Links-, 82
Rechts-,82
zweiseitige,86

Zellmodul,83
Zellmoduln

projektive,108
zentral-primitives Idempotent,97
Zerfällungsk̈orper,17

fur Hecke-Algebren,86
Zerlegung in Bl̈ocke,111
Zerlegungsabbildung,69
Zerlegungsabbildungen

Faktorisierung von,64, 73, 114
Zerlegungsmatrix,73, 88, 109, 110, 113, 120
zρ , 53
zweiseitige Zelle,86
zweistufige Bewertung,48
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27.5.1971 Geburt meines Bruders Till

1976–80 Besuch der Theodor–Heuß–Grundschule in Eppelheim

1980–89 Besuch des Dietrich–Bonhoeffer–Gymnasiums in Eppelheim

Oktober 1989 Beginn des Mathematik–Studiums in Heidelberg

1989 Aufnahme in die Studienstiftung des Deutschen Volkes

März 1992 Vordiplom in Mathematik

März 1997 Diplom in Mathematik

seit Sept. 1997 Wissenschaftlicher Angestellter an der RWTH Aachen

April 2003 Promotion in Mathematik an der RWTH Aachen


	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Gebiet der Arbeit
	James' Vermutung
	Inhalt der Arbeit
	Bemerkungen zum Text

	Bezeichnungen und Grundlagen
	Moduln und Bimoduln
	Algebren
	Wechsel des Grundrings

	Vollständigkeit und Heben von Idempotenten
	Lineare Topologien und additive Bewertungen
	Lineare Topologien auf Ordnungen
	Vervollständigung
	Heben von Idempotenten
	Semilokale und semiperfekte Ringe
	Verbesserung von Idempotenten

	Der Polynomring über Z
	Primideale von Z[v]
	Primidealketten und nicht-diskrete Bewertungen
	Semiperfekte Ordnungen über Bewertungsringen in Q(v)

	Idempotente aus Matrixdarstellungen zu projektiven Moduln
	Grundlagen und Definitionen
	Symmetrische Algebren über Körpern
	Schur-Relationen
	Primitive Idempotente

	Zerlegungsabbildungen und Brauer-Reziprozität
	Grundlagen und Definitionen
	Zerlegungsabbildungen
	Klebeabbildungen
	Brauer-Reziprozität
	Faktorisierung von Zerlegungsabbildungen

	Iwahori-Hecke-Algebren
	Grundlagen und Definitionen
	Kazhdan-Lusztig-Basen
	Ergebnisse über Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A
	Kazhdan-Lusztig-Basis und Wedderburn-Zerlegung im Typ A
	Lusztig's asymptotische Algebra J
	Parabolische Unteralgebren und Induktion von Zellmoduln
	Projektive Zellmoduln

	Die James-Geck-Vermutung
	Bisherige Formulierungen
	Neue Formulierungen mit Brauer-Reziprozität
	Neue Formulierungen mit Gram-Matrizen
	Fazit

	Ergänzungen
	Vollständigkeit und Heben von Idempotenten
	Nicht-diskrete Bewertungen auf Z[v]
	Existenz von ganzzahligen Darstellungen

	Bezeichnungsindex
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Literaturverzeichnis
	Index

