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Einleitung

Gebiet der Arbeit

Die Darstellungstheorie befasst sich mit dem Problem, abstrakt gegebene algebraische Strukturen wie
Gruppen und Algebrepkonkret abzubilden*. Dabei bedeutgdtonkret abbilden”, eine Abbildung

in eine Matrixalgebra anzugeben, die mit der algebraischen Struktuagketr ist. So ist eine Ma-
trixdarstellung einer (endlichen) Grupgebeispielsweise eine Abbildung vda in die Gruppe der
invertierbaren Matrizen einer gewissendBelber einem Ring, so dass das Bild des Produktes von je
zwei beliebigen Gruppenelementen gleich dem Matrixprodukt der beiden Bilder ist. Die Kenntnis der
Darstellungen eines mathematischen Objekts ist nicht nur an sich interessant, sondern erlaubt auch
Rickschlisseliber das Objekt selbst.

Ein Grundproblem der Darstellungstheorie ist die Klassifikation aller Darstellungen einer gegebenen
algebraischen Struktur. Diese erfolgt in der Regel in zwei Schritteréchst kommt die Klassifikati-

on der einfachen Darstellungen — sozusagen der Atome. Dabei ist eine Darstellung einfach, wenn sie
in einem gewissen Sinne keipkleineren” Darstellungen erdlt. Als zweiter Schritt wird analysiert,

wie die nicht-einfachen Darstellungen aus den einfachen zusammengesetzt sind.

Je nachdem, aus welchem Ring die Eigl der darstellenden Matrizen stammen, sind diese beiden
Schritte unterschiedlich schwierig. Zum Beispiel sind alle einfachen Darstellungen der symmetrischen
Gruppe$§, aufn Punkteniiber dem KrperC der komplexen Zahlen, der sogenanygewbhnliche”

Fall, vollséandig bekannt. Aul3erdem sind alle endlich-dimension&HJarstellungen einer endlichen
Gruppe halbeinfach, was bedeutet, dass sie direkte Summen von einfachen sind. Der Isomorphietyp
einer beliebigerC-Darstellung vors, hangt also nur von den Vielfachheiten der einfachen Summan-
den ab — die Klassifikation ist abgeschlossen.

Ganz anders ist die Situation, wenn man sighdie Matrixdarstellungen der symmetrischen Grup-

pe S, Uber dem endlichen &perF, mit ¢ Elementen interessiert, wobeieine Primzahl ist, die

die Gruppenordnung! teilt. Hier ist nur eine Parametrisierung der einfachen Darstellungen bekannt,
noch nicht einmal die @f3e der Matrizen in den einfachen Darstellungisst sich (aul3er in Klei-

nen Beispielen) bestimmen! Zaizlich sind die Darstellungen nicht alle halbeinfach, sondern es gibt
Darstellungen, die sich nicht mehr weiter in direkte Summen kleinerer Darstellungen zerlegen lassen,
aber selbst nicht einfach sind. Dies@nodulare” Fall fir die symmetrischen Gruppen ist eines der
grol3en, offenen Probleme der Darstellungstheorie.

Ganzahnlich sieht esifr die Darstellungen der Gh, q) aus, der Gruppe der invertierbaren n-
Matrizen mit Eintagen im endlichen &rper mitg Elementen. Vilhrend die ge@hnliche Darstel-
lungstheoridiberC wieder gut verstanden ist, sind wir weit von einer Klassifikation der modularen
Darstellungen entfernt. Die modulare Darstellungstheorie vo@l) ist ein weiteres, grol3es, offe-

nes Problem.

Beim Studium dieser beiden Probleme ist man auf lwahori-Hecke-Algebren gesto3en. Diese traten
zuréchst als Endomorphismenringe gewisser Moduln auf, wurden aBe&srsf1964 von Iwahori,

siehe [wa64]) auch abstrakt als assoziative Algebidrer Erzeuger und Relationen definiert:

Es seiS:= {(1,2), (2,3),...,(n — 1,n)} die Menge der NachbartranspositionerS§n Dann Bsst

sich jedes Element vo§, als Produkt von Elementen vdhschreiben. Die Iwahori-Hecke-Algebra
Ha(u) zur symmetrischen Grupgg (das heil3t Typ An_1"“) Uber einem RingA mit Parameten € A
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6 Einleitung

ist dann die assoziativA-Algebra mit ErzeugerfTs | s € S}, fUr die die Relationen

T2 = u-ly+@u—-1)-Ts furseS und
Tt = TiTs furs,t € Smitst=ts und
TTiTs = TTsTy furs,t € Smitst £ ts

gelten. So gibt es alsaif jeden kommutativen Ring\ und jeden Parameter € A eine lwahori-
Hecke-Algebra zi&,. Die kombinatorischen Daten zur Konstruktion sind jeweils gleich.

Diese Tatsachdihrt dazu, dass jeder RinghomomorphisriusA — A’ einen Ringhomomorphis-

mus zwischen den lwahori-Hecke-Algebrafy (u) und # (6 (u)) induziert. Eine solche Abbildung

0 wird , Spezialisierung* genannt. Ein wichtiger Spezialfall ist, dassin lokaler Ring ist,A’ sein
Restklasserikper undd die kanonische Abbildung.

Istu = 1, so ist#a(u) isomorph zur Gruppenalgebra v& iiber dem RingA. Die Gruppenalgebra

kann man sich als die Algebra darwertigen Funktionen au, mit Konvolutionsprodukt vorstellen,

sie hat dieselben Darstellungéber dem RingA wie die Gruppe selbst. Man nennt die Iwahori-
Hecke-Algebraiir einen Parameter # 1 eine, Deformation” der Gruppenalgebra.

Konnte man alle Darstellungen vdidx (u) fur beliebige KorperK und beliebige Parametere K
bestimmen, so enthielte dies also alle modularen Darstellungen der symmetrischen Gruppe. Ande-
rerseits zeigt ein s@mes Ergebnis von Karin Erdmann (sieltgd97), dass die Kenntnis aller ein-
fachen Darstellungen aller symmetrischen Gruppen auch die Kenntnis aller einfachen Darstellungen
der Gruppen GIn, q) Uber Korpern der Charakteristikmit £ | g implizieren wirde.

So gibt es also viele Verbindungen der Iwahori-Hecke-Algebren mit anderen, interessanten Fragestel-
lungen.

James’ Vermutung

Beim Studium der modularen Darstellungstheorie der Gruppem &) haben Richard Dipper und
Gordon James sogenanntgSchur-Algebren* betrachtet. Diese treten — wie die lwahori-Hecke-
Algebren der symmetrischen Gruppe — als Endomorphismenringe gewisser Moduln auf. So gibt es
auch fir jedesn € N, jeden kommutativen Riné und jeden Parametere A eineq-Schur-Algebra.
Dasq im Namen,q-Schur-Algebra* kommt genau von diesem Parameter, der in der Literatur meist
mit g bezeichnet wird, hier aberheil3t zur besseren Unterscheidung vpaher GL(n, q).

Vor 1990 untersuchten Richard Dipper und Gordon James die Darstellungen dieser Algebren f
n < 10 und endliche KrperF, (¢ eine Primzahl) mit 0% u € FF,. Dabei beobachtete Gordon Ja-
mes, dass die Darstellungstheorie in diesem Fall nicht wirklichévand u abrangt, sondern dass es
(wenn¢ grold genug ist) nur auf den Parametankommit, der so definiert ist: € N ist die kleinste
Zahl, firdie 1+ u+u?+---+u®t = 0ist. Firu = 1iste = ¢, und fir u # 1 iste gleich der
multiplikativen Ordnung vom in IF,.

Er vermutete also im Jahre 1990 irejn9(, dass die Darstellungstheorie dpiSchur-Algebraiber

F, mit Parameter G4 u € F, nur vone und nicht von¢ und u abrangt, solange nue - £ > n ist.

Zwei g-Schur-AlgebreruberF, bzw. F, mit Parameteu € [F, bzw.u’ € F, verhalten sich also in
Bezug auf ihre Darstellungéiber dem KrperF, bzw.F, ,im Wesentlichen gleich”, wenn nur beide
dasselbe@ haben unct - ¢ > nist.

»Sich im Wesentlichen gleich verhalten* bedeutet hieraainst, dass es eine Bijektion zwischen den
Mengen der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der beiden Algebren gibt, so daé8dre Gr
der vorkommenden Matrizen von dieser Bijektion respektiert werderatZlich wird aber noch eine
Vertraglichkeit mit den ge@hnlichen Darstellungeitber dem FunktionerigkperC(v) in einer Unbe-
stimmtenv vermutet, die mit sogenannteéderlegungsabbildungen* formuliert werden kann (siehe
weiter unten bzw. in KapiteV). Dazu wird die Spezialisierung): Z[v] — F,, v — u betrachtet, die

die kanonische Abbildung — [, fortsetzt.

In [Gec9g formuliert Meinolf Geck 1998 eine Variante dieser Vermutuiig livahori-Hecke-Algeb-

ren. Dabei dehnt er sie auf andere Typen als Typ A aus und beschreibt gleichzeitig die vermutete
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Klassifikation der einfachen Darstellungen konkreter.iDat die Voraussetzung- £ > nzuf > n
versclarft, was ramlich beim Typ A genau bedeutet, daskein Teiler der Gruppenordnung der
symmetrischen Gruppe ist.

Obgleich schon inGec9§ gezeigt wird, dass die Aussage der Vermutuiig derugend grol3e
stimmt, ist bis heute keine explizite untere Schrarike/fbekannt, oberhalb der sie richtig ist.

In der vorliegenden Arbeit werden andere, aber zu James’ Vermidtymigalente Aussagen vorge-
stellt mit der Idee, auf diese Weise neue aize fir einen Beweis zu finden. So stellt diese Arbeit
eher den Anfang eines Forschungsprojekts dar als den Abschluss.

Inhalt der Arbeit

Im Folgenden wird der Inhalt der Arbeit nicht in der Reihenfolge des logischen Aufbaus, sondern in
der Reihenfolge der gegenseitigen Motivation beschrieben. Diese Reihenfolge entspricht auch etwa
der, in der die Ideen entstanden sind.

Die James-Geck-Vermutung ist ic6gc9§ mit Hilfe von Zerlegungsabbildungen beschrieben. Da-
bei wird die, generische” Iwahori-Hecke-Algebt#g ., (v) vom Typ A uber dem Funktioneritper

Q(v) in einer Unbestimmten mit den ,spezialisierten“ lwahori-Hecke-AlgebreXg ., () Uber

dem KreisteilungsirperQ(¢e) und #r, (u) Uber dem endlichen &perF, verglichen, insbesondere

in Bezug auf die Frage, wie die jeweiligen DarstellungerrQ(v), Q(ze) bzw.[F, zusammenangen.
Dabei dient die AlgebréberQ(¢e) als Prototypiir all diejenigen AlgebreiiberF,, derere(u) gleich

eist.

Ist A ein Integrifatsbereich, dann wird eine Zerlegungsabbildung im Wesentlichen definiert, indem
man eine Darstellung eineék-Algebra # Giber dem Quotienterikper K von A durch Basiswechsel
»ganzzahlig® macht und dann auf die E#uge in den Darstellungsmatrizen einen Ringhomomor-
phismus in einen Krperk anwendet, so dass man eine Darstellung ejspezialisierten” Algebra

KFH = kg J¢ Uberk erhalt. IstK # := K ® F die Konstantenerweiterung, dann kann man so einem
einfachenK #-Modul einenk#-Modul zuordnen. Einfache Darstellungen werden bei diesem Pro-
zess im Allgemeinen reduzibel, und die Zerlegungsabbildung kodiert darjaden Isomorphietyp
einfacherK #-Moduln, wie oft die einfachek#¢-Moduln als Konstituenten in der oben beschrie-
benen,Spezialisierung* vorkommen. Diese Konstruktion ergibt eine wohldefinierte Abbildung zwi-
schen den Grothendieck-Grupp&(K #) und Ry(k#). Kennt man die Darstellungen vad 7,

dann ist die Kenntnis der Zerlegungsabbild@rgivalent zur Kenntnis der einfachen Darstellungen
vonkJ7t.

Fur die Formulierung der James-Geck-Vermutungde 9§ definiert man drei Zerlegungsabbildun-
gen zwischen den Grothendieck-Gruppen der oben beschriebenen Algebren, die ein kommutatives

Dreieck bilden:
d
Ro(Q(v) ) & Ro(F, #¢)

O
d{e dée
Ro(Q(&e) #)

Die James-Geck-Vermutung besagt dann, dasé £ n die Zerlegungsabbildumjfe trivial ist, also

ein Isomorphismus ist, der die Klassen der einfachen Moduln auf ebensolche abbildet. Dies bedeutet,
dass eben die Zerlegungsabbilduig den,generischen* Zerlegungsfall darstellt, dér flle ¢ ab

einer gewissen Schranke auch bei allen Zerlegungsabbilduhgeintritt. Diese Formulierung der
James-Geck-Vermutung ist der Ausgangspunkt dieser Arbeit.

In Kapitel V wird zurachst auf die Definition von Zerlegungsabbildungen eingegangen, und es wird
geklart, welche Voraussetzungéer die vorkommenden Ringediper und Algebren zu machen
sind. Danach wird ein zur Zerlegungsabbildung duales und in vietdlerFaquivalentes Konzept
eingefihrt, ramlich das derKlebeabbildung“. Dabei betrachtet man die projektiven Grothendieck-
GruppenKo(K #) und Ko(kF¢). An die Stelle von einfachen Moduln treten projektiv unzerlegbare,
und die Klebeabbildung wird zwischen den projektiven Grothendieck-Gruppen in der umgekehrten
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Richtung definiert, also voiKo(k#) nachKq(K #): Man wahlt zuréchst einen geeigneten lokalen
Ring ® mit Restklasserirperk, fir denA € @ C K gilt. Dann beginnt man mit einem beliebigen
primitiven Idempotentf in k#, hebt dieses zu einem Idempotehte O # := O & H und ordnet

dem projektiv unzerlegbarek#¢-Modul fk# den projektivenK #-Modul f K # zu. Dies liefert

eine wohldefinierte Abbildungo(k#) — Ko(K #).

Es stellt sich heraus, dass unter geeigneten Voraussetzungen an dem (e lebeabbildung die
duale Abbildung der Zerlegungsabbildung'iddiese Tatsache wirgBrauer-Reziprozit* genannt

und ist in der modularen Darstellungstheorie von endlichen Gruppen ein Standardwerkzeug. Die
Ausfuihrungen in KapiteV zu diesem Thema basieren auf einer Arbeit von Meinolf Geck und Ra-
phal Rouquier (sieheGR97). Wirklich neu ist an KapiteM nur der Name Klebeabbildung* und

eine sorgéltige Klarung der beftigten Voraussetzungen.

Es kommt @&mlich heraus, dass die wesentliche Voraussetzung an den lokale®Rétgdass die
O-Algebra® # semiperfekt ist. Das bedeutet, d&sg/ rad(©@ #) ein halbeinfacher, artinscher Ring

ist und zu jedem Idempoterft € @.#/rad@#) ein [dempotentf € @ # existiert, das unter der
kanonischen Abbildung # — ©J¢/rad© #) auf f abgebildet wird> Diese Existenzaussage wird
~-Heben von ldempotenten® genannt. Ein semiperfekter Ring ist also einer, bei dem das Heben von
Idempotenten vom Radikalfaktoraglich ist.

In Kapitel Il werden Bedingungen an lokale Rin@eund Algebren# gesucht, die déir ausreichen,
dass die Algebra) #¢ semiperfekt ist. Klassisch (insbesondere in der modularen Darstellungstheo-
rie endlicher Gruppen) wird hidif ein vollséndiger, diskreter Bewertungsrir@ benutzt. Da dies
aber im Zusammenhang mit der James-Geck-Vermutung zu weit reichende Voraussetzungen sind,
wird in Kapitel Il einerseits gezeigt, dass man in der Regel auf die Veraolisgung verzichten kann
(Stichwort, Verbesserung von Idempotenten®, siéh@.1)), zum Anderen werden nicht-diskrete Be-
wertungsringe betrachtet. Dies wirdagpr beftigt, um Ketten von ineinander enthaltenen Bewer-
tungsringen zu erhalten (siehe unten).

Die Abschwachung der Voraussetzungen@macht eine genaue Analyse des Vervaltatigungspro-
zesses, der dabei vorkommenden Topologien und deigleafen Verfahren zum Heben von Idempo-
tenten notwendig. Insbesondere wird in Kapitetine Topologie auf Algebre@ #¢ auf verschiedene
Weisen definiert, um in verschiedenen Situationen unterschiedliche Beweistechniken agukgrf

zu haben. Die dabei vorgestellten Techniken sind nach Kenntnis des Autors neu.

In Kapitellll wird der RingZ[v, v—] und sein QuotienterikperQ(v) betrachtet. Neben einer Klassi-
fikation der Primideale vof[v, v—] werden dort nicht-diskrete Bewertungen mit WertegruppeZ
konstruiert, die an Primidealketten® q C p < Z[v, v~1] angepasst sind. Dadurch atman inein-
ander enthaltene Bewertungsringaind ©’ mit Z[v, v=1] C © € 0’ € Q(v), wobei®’ diskret und

O nicht-diskret ist. Diese Bewertungsringeidhkén die Voraussetzungen aus Kapitelso dass man
semiperfekte Algebre® # und @’ # erhlt, die ebenfalls ineinander enthalten sind. Nach Kenntnis
des Autors sind diese Konstruktionen neu.

Die bisher aufgezhlten Resultate erlauben nun in Kapél zwei Umformulierungen der James-
Geck-Vermutung mit Hilfe von Idempotenten. Dabei werden Bewertungsringe und die Semiperfekt-
heit der Iwahori-Hecke-Algebren darer benutzt, um Klebeabbildungen zu definieren, die wie oben
die Zerlegungsabbildungen ein kommutatives Dreieck bilden:

Ko(Q(v) #) & Ko(F,J¢)
O
€ er
Ko(Q(Ze) 3¢)

Die erste Umformulierung verwendet, dass wegen der Diidlit den entsprechenden Zerlegungsab-
bildungen die James-Geck-Vermutuaguivalent dazu ist, dass die Klebeabbild&fgein Isomor-

1 Dual ist bediglich der Paarung voRg(K #) undKq(K #) gemeint, die von der Tatsache kommt, dass die projektiv
unzerlegbareiK #-Moduln genau die projektivenidlen der einfacheiK #-Moduln sind.
2 Mit rad(0 #¢) ist das Jacobson-Radikal vén# bezeichnet.
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phismus ist, der die Klassen der projektiv unzerlegbaren Moduln auf ebensolche abbildet. Die zweite
Umformulierung vergleicht die beiden Klebeabbildunggnund e, durch Betrachten von Idempo-
tenten in den lwahori-Hecke-Algebréiber den zwei Bewertungsringénund ©’.

AulRerdem enthlt Kapitel VII eine weitere Umformulierung mittels Gram-Matrizeriirliese Um-
formulierung wahlt man eine bestimmt&-Linearkombinationy irreduzibler Charaktere vos#, die

die Eigenschaft hat, dass sie nach Spezialisierung eine nicht-ausgeartete Spurform auf der Algebra
Q(ze)H/ rad(Q(ze) #) induziert. Betrachtet man nun die Gram-Mathikvon v beziglich einer be-
liebigenZ[v, v—1]-Basis von#, so ist die James-Geck-Vermutuaguivalent zu der Aussage, dass

fur £ > n der Rang vorM nach Spezialisierung z@(¢e) und zulF, gleich ist.

Nach Kenntnis des Autors sind alle drei Umformulierungen neu.

Im Hinblick auf einen ndglichen Beweis von James’ Vermutung sehen Formulierungen, die Idempo-
tente in nicht-halbeinfachen Algebren involvieren, nicht gerade erfolgversprechend @usnd es
namlich fur halbeinfache Algebren mit Hilfe der Frobenius-Schur-Relationen eine gut bekannte Me-
thode gibt, aus einfachen Matrixdarstellungen primitive Idempotente zu gewinnen (siecheR@). [
7.2.7]), ist es im Allgemeinenif nicht-halbeinfache Algebren schwierig, explizite Formeln gri-

mitive Idempotente anzugeben.

In Kapitel IV werden die Ergebnisse i6P0Q 7.2.7] auf den Fall symmetrischer Algebren, die nicht
halbeinfach sind, verallgemeinert. Statt mit einem einfachen Modul startet man mit einem projek-
tiv unzerlegbaren Modul mit einer besonderen Basis. Diese Basis ranggh an die Radikalreihe

des Moduls angepasst sein. Manatleine Verallgemeinerung der Frobenius-Schur-Relationen, die
eine explizite Konstruktion von primitiven Idempotenten égiichen, bei der die Nenner der Ko-
ordinaten der Idempotente in einer bestimmten Basis der Algebra kontrolliert webderrk Nach
Kenntnis des Autors ist dies die erste explizite Konstruktion von primitiven ldempoteintencht-
halbeinfache, symmetrischen Algebren.

Im Hinblick auf die Umformulierungen der James-Geck-Vermutung in Kapitelbedeuten diese
Ergebnisse, dass einaglicher Beweisansatz die Konstruktion ganzzahliger Formen projektiv un-
zerlegbarer Moduln mit einer an die Radikalreihe angepassten Bases Wuch dies ist aber im
Allgemeinen nicht explizit raglich.

Iwahori-Hecke-Algebren haben aber eine besondere Basis. Im Jahr 1979 konstruientih Da-

vid Kazhdan und George Lusztig iKIL79] die nach ihnen benannte Kazhdan-Lusztig-Basis. Diese
Basis hat einige phantastische Eigenschaften. Insbesondere erlaubt sie die Definition von aufsteigen-
den Ketten von Idealen ik, und die daraus resultierenden Quotienten liefern ganzzahlige Formen
einfacher Moduln r die generische Algebr#y,.2) (v) Uber dem FunktionertkperQ(v/?) in ei-

ner Unbestimmten/? (fur diese Konstruktionen werden die Quadratwurzeln des Parametiens
Algebra beitigt). Diese Moduln heiRepZellmoduln®, da bei ihrer Konstruktion die symmetrische
Gruppe in sogenanntZellen* partitioniert wird. Weil diese Moduln ganzzahlig, also bergiter

dem RingZ[vY/?, v=Y/2] definiert sind, kann man sie spezialisieren und Moduirdfe spezialisierten
Algebren g, (Ce) UNd Hp, (,1/2)(U) erhalten.

Im ersten Teil von KapiteVI sind neben den grundlegenden Definitionen von Ilwahori-Hecke-Al-
gebren diese Resultate aus der Kazhdan-Lusztig-Theorie dargestellt. Ganz am Ende des Kapitels ist
eine Beobachtung beschriebei@nmiich, dass sich unter den spezialisierten Zellmodulra¢tisch
projektive Moduln finden lassen. Obwohl nicht alle Isomorphietypen projektiv unzerlegbarer Moduln
auftauchen, sieht es so aus, als ob sich unter den Zellmoduigeed, kleine* projektive Moduln
finden lassen, um didif die Formeln in KapitelV berbtigten Moduln zu liefern. Die angepasste
Basis ist in Form der Kazhdan-Lusztig-Basis der Zellmoduln bereits vorhanden.

Leider ist es im Rahmen dieser Arbeit nicht gelungen, die beobachteten projektiven Moduln hinrei-
chend zu erkdren bzw. zu beweisen, dass ggand viele projektive Moduln auftreten. In Abschnitt
VI.6 ist zwar der Satz bewiesen, dass der induzierte Modul eines Zellmoduls einer parabolischen
Unteralgebra wieder ein Zellmodul ist, dies érnitldie beobachteten projektiven aber nur zum Teil.
Kapitel VI entralt noch ein anderes interessantes Resultat, dagigich einen Ansatz zum Beweis

von James’ Vermutung lieferndkinte. In AbschnitiVl.4 wird namlich bewiesen, dass man aus der
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Kazhdan-Lusztig-Basis und ihrer dualen explizit eine Wedderburn-Zerlegungn, 2, (v) kon-
struieren kann. Da die Kenntnis der Wedderburn-Zerlegung einer halbeinfachen Adggeilralent

mit der Konstruktion aller einfachen Moduln ist und deswegen im Allgemeinen eben nicht ditree M
explizit erhalten werden kann, unterstreicht dieses Ergebnis die Besonderheit der Kazhdan-Lusztig-
Basis einmal mehr. In den Beweis dieser Konstruktion gehen extrem tiefliegende Rdsitgitiltate

Uber die baihmten Kazhdan-Lusztig-Polynome ein. Aulerdem wird mehrfach verwendet, dass die
zugrunde liegende lwahori-Hecke-Algebra vom Typ A ist.

Schlief3lich wird in AbschnittVl.5 noch eine Verbindung zu Lusztig’'s asymptotischer Algefira

und dem Lusztig-Homomorphismys: # — ¢ hergestellt. Diese wurden von George Lusztig in
einer Reihe von Arbeiten in den Jahren 1985 bis 1987 konstruiert (dieh89, [Lus874, [Lus87H

und [Lus874d) und spater mehrfach mit grolRem Erfolg benutzt. Die asymptotische Alggbhat

eine ausgezeichnete Basis und in Abschith werden explizit Urbilder dieser Basiselemente unter
dem Lusztig-Homomorphismus angegeben. Diese Urbilder sind bis auf eine Ringinvolution genau
die Basiselemente, die in derVfi.4 konstruierten Wedderburn-Zerlegung vorkommen. Dadissi|

sich der Lusztig-Homomorphismus als Einbettung der Algeiéria dasZ[vY/?, v—/2]-Erzeugnis der

in V1.4 konstruierten Wedderburn-Basis interpretieren. Nach Kenntnis des Autors sind die Resultate
Uber die Wedderburn-Zerlegung und die Induktion von Zellmoduln neu.

In Kapitel | sind elementare Bezeichnungen und einige bekannte Ergebnisse zur Verwendung in den
hinteren Kapiteln zusammengefasst.

Im Anhang sind Ergnzungen zum Haupttext gesammelt. Dies sind zum Einen Ergebnisse, die zwar
als solche interessant, abér flen weiteren Verlauf der Arbeit nicht relevant sind. Zum Anderen sind
hier der Vollsandigkeit halber auch Beweise aufgenommen worden, die aus irgendeinem Grund im
Haupttext entbehrlich sind.

Der Autor hegt die Hoffnung, dass diese Arbeit einen Beitrag leistetatxadir einen Beweis von
James’ Vermutung zu finden.

Bemerkungen zum Text

Kapitel I ist von grundlegender Natur und eéthkeine neuen Ergebnisse. Die Kapitebis VI sind
weitgehend unakiingig und bereiten Kapit&fll vor.

Der Text aller Kapitel aulR3er Kapit&fll ist so geschrieben, dass esgtich ist, an einer beliebigen
Stelle anzufangen zu lesen. Dies wird dadurch erreicht, dass in jedem Unterabschnitt alle vorkom-
menden Symbole er&it sind oder zumindest Informationen angegeben sind, die den Leser zu den
entsprechenden Definitioneiahfren.

Dies ist in KapiteVIl anders. Dieses Kapitel ist so aufgebaut, dass alle einmal ahmgeh Bezeich-
nungen ihre @ltigkeit ohne weiteren Kommentar behalten.

Auf den Seiterl36bis 139ist der Bezeichnungsindex zu finden, in dem alle vorkommenden Symbole
zusammen mit Referenzen zu ihrer Definition aufief ist. Ganz am Ende dieser Arbeit befindet
sich der Index. Darin sindif die meisten Worte nicht alle Stellen verzeichnet, an denen ein Wort
vorkommt. Vielmehr wurde versucht, nur auf die entscheidende Stelle zu verweisen, in den meisten
Fallen ist dies die Definition.

Nach jedem Eintrag im Literaturverzeichnis folgt eine Liste der Abschnitte, in denen auf den Eintrag
verwiesen wurde.

In der PDF-Version (Portable Document Format) dieser Arbeit sind alle Verweise Hyperlinks, so dass
man ihnen durch Mausklick folgen kann. Die eiittige Version dieses Dokuments kaiiher das
folgende URL heruntergeladen werden:

http://www.math.rwth-aachen.de/ “Max.Neunhoeffer/phd/

Dort sind auch Korrekturen zu finden, wenn diese notwendig werden.


http://www.math.rwth-aachen.de/~Max.Neunhoeffer/phd/

Kapitel |

Bezeichnungen und Grundlagen

Dieses Kapitel dient zwei Zwecken: Zum Einen werden die in dieser Arbeit verwendeten Bezeich-
nungen und Konventionen einggifrt. Zum Anderen werden aber auch einige Hilfsergebnisse vorge-
stellt, auf die dann im Rest der Arbeit verwiesen werden kann.

.1 Moduln und Bimoduln

(1.1) Konventionen fir Ringe, Moduln und Homomorphismen

Alle vorkommenden Moduln sind — wenn nicht explizit anders &mwwt — Rechts-Moduln. Alle
Ringe haben eine 1, sollte doch einmal ein Ring ohne 1 vorkommen, wjiRing* genannt.

Moduln Uber kommutativen Ringen werden wie Bimoduln behandelt mit derselben Operation von
links und von rechts.

Ist # ein Ring, so bezeichnet mo#- die Kategorie der endlich erzeugten (Rechigoduln und
proj-# die volle Unterkategorie von mo&¢ der endlich erzeugten, projektiven (Rech#-Moduln.
Die Menge der Homomorphismen zwischen zwei ModMInN € mod-# wird mit Homg (M, N)
bezeichnet. Homomorphismen werden von links geschrieben ungdweikettet.

Ist M ein #¢-Modul, dann bezeichnen wir mit rdd das Jacobson-Radikal vdvi, also den Durch-
schnitt aller maximalen Untermoduln (weivh keine maximalen Untermoduln hat, ist ried= M).
Der ,Kopf* von M ist der RadikalfaktoM / radM.

Mit ,Integritatsbereich* meinen wir einen kommutativen, nullteilerfreien Ring (mit Eins ugdl).

(1.2) Lemma (Fiinfer-Lemma, vgl. [Lan75, 1.3.3])
Es sei # ein Ring und

f |

A B—sc—"3p—>E

[ O 2
£/ 7 , i

A B—sC — D —>F

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen in der Kategorie der #¢-Moduln. Dann gilt:

(i) Sind B und § injektiv und ist a surjektiv, dann ist y injektiv.
(ii)  Sind 8 und § surjektiv und ist ¢ injektiv, dann ist y surjektiv.
(iii)  Sind «, B, 6 und ¢ bijektiv, so ist auch y bijektiv.
Beweis:Wir veranstalten eine Diagrammjagd (und lasséir Verkettung in diesem Beweis weg):
Es seiens undé injektiv und « surjektiv. Seic € C mit yc = 0. Dann isth’yc = shc = 0, also
auchhc = 0. Deswegen gibt es eim € B mit ¢ = gh. Also ist 0 = ygb = g’'8b und es gibt ein

a € Amit f'ea = gfa = gb. Dann ist aberfa = b, da beide untepg auf gb gehen. Also ist
c=gb=gfa=0.

11
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Es seierg unds$ surjektiv unde injektiv. Seic’ € C’ beliebig. Dann gibt es eid € D mit §d = h'c’.
Da 0= j'h'd = j'éd = ¢jd und damitjd = O ist, gibt es einc € C mit hc = d. Nun ist
h'(¢ — yc) = 8d — shc = 0, also gibt es eilb € B mit g'/8b = ¢’ — yc. Dann ist abec + gb ein
Urbild vonc’ untery, denny(c+ gb) = yc+ g Bb =

Behauptung (iii) folgt aus (i) und (ii). d

(1.3) Lemma (Freiheit von Tensorprodukten)
Es seien A und B Ringe. Weiter sei Mp ein A-Modul und ANg ein A-B-Bimodul. Ist My frei als
A-Modul und aANg frei als B-Modul, dann ist M A® ANpg ein freier B-Modul.

Beweis:Ist M4 ein freier A-Modul, so istM, isomorph zu einer direkten Summe von Kopien des
rechts-reguiren ModulsMa = [ [;, Aa mit einer Indexmengeé. Da das Tensorprodukt von Moduln
mit direkten Summen vertauscht (siehe zBRB1, (2.17)]), ist

Ma@ aNg = (]_[ AA) 2 aNg = [ | (AA§>ANB) =] [aNs alsB-Moduln.

iel iel iel
Letztere Isomorphie kommt vom riatichen Isomorphismus von Link&-Moduln AAA§ AN = AN.
Ist aber,Ng frei als B-Modul, dann istaNg = ]_[J-eJ Bg als B-Moduln mit einer Indexmengd.

Dann ist aber
MA% /—\NB = ]_[]_[ BB
iel jed

als B-Moduln, was die Behauptung beweist. O

(1.4) Lemma (Projektivitit von Tensorprodukten)
Es seien A und B Ringe. Weiter sei Ma ein A-Modul und poNp ein A-B-Bimodul. Ist M p projektiv
als A-Modul und ANg projektiv als B-Modul, dann ist M A® aNg ein projektiver B-Modul.

Beweis:Da ANg als B-Modul projektiv ist, gibt es einel-Modul N, so dasssNg & Ng als B-
Modul frei ist. Weil Ma ein projektiverA-Modul ist, gibt es einerA-Modul M}, so dasdVia & M,
freiist. Es ist

(MA‘%ANB) @ (MZA%’ANB) = (Ma® M,/A)%ANB-

Wie im Beweis von Lemma&(1.3)folgt, dass dieser Modul eine direkte Summe von Kopien yNig
ist. Addiert man @ir jeden Summanden eine Kopie viiig, so erfalt man einen freie-Modul. Also
ist MA§) aNg als B-Modul direkter Summand eines freien Moduls und damit projektiv. O

(1.5) Definition (Endlich prasentierter Modul)
Es seiA ein Ring undM ein A-Modul. Eine exakte Sequenz

Fr—F—M—0

von A-Moduln heif3tPrasentationvon M, wennFo und F; freie A-Moduln sind. BesitztM eine
Prasentation mit freien Modulfg und F; von endlichem Rang dann heil3M endlich prasentiert

Bemerkung: Jeder Modul besitzt eine Bsentation, da jeder Modul Quotient eines freien ist.

1.2 Algebren

Der Begriff der Algebra ist grundlegendrfden Rest der Arbeit.

(2.1) Definition (@-Algebra, vgl. [CR81, (1.1)])
Es sei® ein kommutativer Ring. Ein@-Algebra # ist ein Ring zusammen mit einem Ringhomo-
morphismusy : @ — Z(#) von @ ins Zentrum von#.
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(2.2) Definition (Idempotent)

Es sei# ein Ring. Einldempotentin J ist ein Element 0% e € J#, fur dase? = e gilt. Wir nennen

zwei l[dempotente;, e, € # orthogonal, wenne; -, = 0 = &, - e gilt. Ein ldempotent € # heil3t
primitiv , wenn es in# nicht als Summe zweier orthogonaler Idempotente geschrieben werden kann.

(2.3) Bemerkung (Modulstruktur tiber dem Grundring)

Ist @ ein kommutativer Ring und eine ©-Algebra, dann ist jedeff-Modul automatisch auch ein
O-Modul. Istramlichyr : @ — Z(#) der Ringhomomorphismus, déf zur ©-Algebra macht, dann
operiert ein Element € @ durchh -0 :=h -y (0) aufh € #.

(2.4) Definition (@-Ordnung, vgl. [CR81, (23.1)])
Es sei@ ein kommutativer Ring. Ein@-Ordnung ist eine @-Algebra, die als®-Modul endlich
erzeugt und frei ist.

(2.5) Definition (@-Gitter, vgl. [ CR81, §10D])
Es sei® ein kommutativer Ring. Ei@-Gitter ist ein endlich erzeugte@-freier ©-Modul.

(2.6) Definition (#¢-Gitter, vgl. [ CR81, (23.2)])
Es sei® ein kommutativer Ring und? eine ©-Ordnung. Eind¢-Gitter ist ein #-Modul, der als
©-Modul endlich erzeugt und frei ist.

(2.7) Lemma (Homomorphismen aus projektiven Moduln heraus)

Es sei O ein kommutativer Ring, # eine O-Algebra, € € J ein Idempotent und M ein J-Modul.
Dann ist Homg (eJf, M) = Me als O-Moduln. Ist M = eJ¢, dann ist Endy(eff) = efte als O-
Algebren.

Beweis:Ein Homomorphismug € Homy (e#, M) ist durch den Wert, den er asfannimmt, be-
stimmt:

p(eh) = ¢(e)h furalleh e #¢.

Fur jeden solchen Weti(e) gilt aber:
9(e) = ¢(e) = p(e)e € Me.

Umgekehrt definiert aber jedes beliebige Elenmant Me wegenm = meeinen Homomorphismus
¢m € Homy (e#, M) durch:

¢m(eh) := mh fur alleh € #.

Dies ist wohldefiniert, dalir eh = e’ auchmh = meh= meH = mH gilt. AuRerdem isiy, ein
JF-Homomorphismus:

¢m(ehH) = mhH = ¢, (eh)h’ fur alleh, h’ € #.

Die Zuordnungp — ¢(e) ist offensichtlich@-linear, damit ist die erste Behauptung bewiesen.
Ist M = e#, dann ist der obige Isomorphismus sogar mit der Multiplikation @gtich:

(Y op)(E) =v(ep(e) =v(e - p(e.
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1.3 Wechsel des Grundrings

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie man den Grundring einer Algebra und ihrer Moduln
verandern kann. Dies kann eine Ringerweiterung (od@plérerweiterung) sein, aber auch eine Rest-
klassenbildung oder allgemeiner ein beliebiger Homomorphismus zwischen Ringen. Im so genannten
»Change of Rings“-Lemma geht es um die Folg@&nHomomorphismenmengen bei ¥aderung des
Grundrings.

(3.1) Definition/Proposition (Wechsel des Grundrings)

Es seien @ und O’ kommutative Ringe, # eine 9-Algebra und ' gleichzeitig eine 9 -Algebra und ei-
ne O'-Algebra (siehe 1.(2.1)). Dann ist auch F’ ® H gleichzeitig eine (9'-Algebra und eine 9 -Algebra
mit der Multiplikation, die durch (0 ® h) - (K’ ® k) := h’k’ ® hk und lineare Fortsetzung gegeben ist.

Beweis:Wir kbnnen#’ als @'-@-Bimodul auffassen und¢ als Links9-Modul. Dann ist das Ten-
sorprodukt ein Linkg9’-Modul. Die Linksmultiplikation mit einem beliebigen Elememte #¢ ist

ein @-Endomorphismus vog. Die Linksmultiplikation mit einem beliebigen Elememt € #’ ist

ein Endomorphismus vout’, sowohl als@-Modul als auch als Linkg¥’-Modul aufgefasst. Des-
wegen gibt esiir jedes Paath’, h) € #' x # einen®@’-Endomorphismus vo;ﬂ”%ﬂ’, der durch
®9 — (Wgehg) firg € # undg € H' gegeben ist. Durch lineare Fortsetzung ist damit
eine Multiplikation definiert. Wir nissen noch zeigen, dad# fdiese die Ringaxiome énit sind:
Die Assoziativiait vererbt sich sofort vodt’ und #, das Element 4 ® 14 ist das neutrale Element.
Die Distributivgesetze folgen ebenfalls direkt aus der Definition bzw. aus den entsprechetféen in
und #. Das Tensorprodukt ist eir®-Algebra (bzw.(9-Algebra), da man den Homomorphismus von
O’ (bzw. ©) ins Zentrum von#’, der #’ zur @’-Algebra (bzw.¢@-Algebra) macht, einfach mit dem
Ringhomomorphismus vof’ nach#¢’ ® J¢, derh’ aufh’ ® 1, abbildet, verketten kann. O

(3.2) Bemerkung (Konstantenreduktion und Konstantenerweiterung)

Propositionl.(3.1) lasst sich insbesondere in der folgenden Situationen anwenden: B& aigie
Algebraiiber einem Ring undy : O — @’ ein Ringhomomorphismus. Dann 8t vermbgey eine
O-Algebra und®’ © H eine Algebralber dem Ring9’. Wir nennen dieKonstantenreduktion und
schreiben kur9’ #¢ fur O’ @ H.

Haufig ist zum Beispie® ein lokaler Ring mit maximalem ldeat unde : @ — k die kanonische
Projektion auf den Restklassditperk := @ /m.

Ist ¢ injektiv, dann nennen wi@®’ # auchKonstantenerweiterung

(3.3) Definition/Proposition (Wechsel des Grundrings fiir Moduln)

Es seien @ und O’ wie in 1.(3.1) kommutative Ringe, # eine 9-Algebra und F#' gleichzeitig eine
O-Algebra und eine O'-Algebra. Weiter sei M ein #-Modul. Dann ist Jf”% M ein Jf’% F-Modul
durch die Operation (W @ m) - (' ® Q) :=h'g ®mgfirh' e #' ., me M, g € # undg € F#.

Beweis:Da M ein #-Modul und damit auch ei®-Modul ist und® kommutativ ist, Kknnen wir

M als Links-¥-Modul auffassen und das Tensorproduktg M bilden. Die #-Operation aufM
kann durch einen Antihomomorphismus von Ringen # — Endy (M) beschrieben werden (man
beachte, daskl ein Rechts#¢-Modul ist und wir Endomorphismen von links schreiben).

Die Abbildungr : #' — Endy(#'), die einem Elemerd’ € ' die Rechtsmultiplikatiom (g") mit

g’ zuordnet, ist ein Antihomomorphismus v@#l nach Eng (J#’).

Verkettet marr ® ¢ : Jf”%}(’ — End@(}f/)%End@(M) mit dem kanonischen Homomorphismus
Endy (F#) ® Endy(M) — End(g(,}(”g M), erhéalt man eine Rechtsoperation va#l ® H auf J(”% M.
Diese ist genau durch die Formel aus der Proposition gegeben. d

(3.4) Bemerkung (Konstantenreduktion und Konstantenerweiterung fir Moduln)
Wie in Bemerkund.(3.2) lasst sich Propositioh(3.3) auch in der folgenden Situation anwenden:
Ist # eine Algebraiber einem kommutativen Ring undg : @ — O’ ein Ringhomomorphismus,
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dann ist fir einen#¢-Modul M die Konstantenreduktion (9/§ M einO@'H = (9’%,}(-Modul. Wir
schreiben auch kur@’M fur (9’@ M.

Wieder wird sehr Aufig @ ein lokaler Ring mit maximalem Ideal sein undy : @ — k die kanoni-
sche Projektion auf den Restklassérgerk := @ /m.

Ist ¢ injektiv , dann nennen wi®’M auchKonstantenerweiterung

(3.5) Lemma (Wechsel des Grundrings bei freien und projektiven Moduln)

Es seien O und O’ kommutative Ringe, J eine -Algebra und #' sowohl eine O - als auch eine O'-
Algebra. Ist F ein freier #¢-Modul, dann ist €’ © F ein freier H’ ® #-Modul. Ist P ein projektiver
J€-Modul, dann ist auch Jt”% P als 3’ © J¢-Modul projektiv.

Beweis:Ist F frei, dann istF als #-Modul isomorph zur direkten Sumnid; _, # mit einer Index-
mengel . Dann ist abe’ oF = [lic (3 ® J), also ein freieg’ ® J€-Modul. Ist P projektiv, dann
gibt es einer#¢-Modul P’, so das$ @ P’ frei ist. Dann ist abe(#’ @ P)®(H' 8 PH = 2 (P& P’
ein freier#’ @ #¢-Modul, also ist#’ & P projektiv. O

(3.6) Lemma (Change of Rings, vgl. [CR81, (2.38)])
Es seien O ein kommutativer Ring, # und F¢' Algebren iiber @ und M und N Rechts-# -Moduln.
Dann ist die folgende Abbildung ein Homomorphismus von (9-Moduln:

a: H ® Homgk(M,N) — Homﬂ/%ﬂ(ﬂ’gM,J(’/%N),
h @ f — (W f

wobei | (h') die Linksmultiplikation mit h' auf J#’ ist. Beide Seiten haben eine #'-J#'-Bimodul-
struktur, die von derjenigen von #' kommt. Die Abbildung « respektiert diese, ist also ein H'-F'-
Bimodulhomomorphismus.

Ist #' als O-Modul flach, dann gilt:

(i) Ist M als #-Modul endlich erzeugt, dann ist o injektiv.
(ii)  Ist M als #¢-Modul endlich prisentiert, dann ist « bijektiv.
(iii)  Ist M als #-Modul endlich erzeugt und ist #' als @-Modul frei, dann ist « bijektiv.

Beweis:Alle Tensorprodukte seidilber dem Ring9. Zunachst ist zu pifen, ob fir beliebigeh’ € #¢’
und f € Homg (M, N) die Abbildungl(h) ® f von #' ® M nach#’ ® N ein Homomorphismus
von #' ® J¢-Moduln ist: Es ist aber

(Mo Higem) Xex)=hgxe fmx=1h)e ) (gem) - X ex)

furalleh’ e #',g € #', X' e #',me M, x € Jundf € Homg (M, N). Da(h’, f) » () ® f
bilinear ist, iste mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes wohldefinierchsn
als Homomorphismus zwisché&nrModuln.

Die Menge #’ ® Homy (M, N) wird durchh’ - (g ® f) - h” := h'gh"® f fur g, h',h" e H’
und f € Homg (M, N) zu einem#’-#'-Bimodul. Auf3erdem ist Homp g 5 (H' @ M, #' ® N) ein
H'-F¢'-Bimodul — die Linksoperation kommt von der Link&‘-Operation im Bildbereich und die
Rechtsoperation von der Link&”-Operation im Urbildbereich. Man rechnet leicht nach, dasegar
ein Homomorphismus vogi¢’- #'-Bimoduln ist.

Von nun an sei#’ als @-Modul flach. Wir betrachten eine Bsentation (vgll.(1.5)) von M:

Fi— Fo— M — 0.

Dann sind
0 — Homy (M, N) = Homy (Fo, N) - Homy (F1, N)
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und damit
0 — H' ®Homy (M, N) LT 30 ® Homy (Fo, N) el J€’®H0m;e(F1, N)

exakte Sequenzen vai-Moduln, da#’ flach ist.
Andererseits ist

HOF 2 # 9F 22 3 @M —> 0

wegen der Flachheit vo#’ exakt. Also ist auch

1 ®n) 1 ®M)

0— Hom(H' @M, #' @ N) — Hom(H @ Fo, ¥ @ N) —> Hom(#' ® F1, #' ® N)

eine exakte Sequenz vah-Moduln (Homomorphismenmengen jewdilser #’ ® #).
Man kann nun nachrechnen, dass man ein kommutatives Diagramm mit exakten Zéilen erh

00— 7' ® Homy (M, N) —2""s 20 @ Homye (Fo. N) —=*" s 3¢ @ Homy (F1. N)

la s l s l

0—— Hom(H#' @ M. 7' @ N) 224 Hom(#' & Fo. 7' ® N) “2% Hom(#' & Fy. #¢' @ N).

Man erltélt die Abbildungenx’ und o” analog zux, indem manM durch Fy bzw. F; ersetzt. Die
Kommutativitait des Diagramms kommt daher, dassatirlich in M ist.
Ist nunM endlich erzeugt dann lnnen wirFy = [ [;, #4 mit | endlich annehmen. Es ist aber

Homy (]_[ H, N) = [ [Homy (Ftx, Ny =] [N (1.1)

iel iel iel

als @-Moduln (siehe Definition des Koprodukt3gc89 Definition 1.5]) und damit

3 ® Homy (]_[ Ho, N) = [t ®N) = Homy o (]_[(Jf’@}fmw, H ® N)
iel iel iel

g Hom](/(g)]f(](/@ FO? J€/®N)’

weil fir endliche Indexmengen direkte Summe und direktes Produkt isomorph sind und weil das Ten-
sorprodukt mit direkten Summen vertauscht (siehe ZB {1, (2.17)]). Hier haben wir die Rechnung
in Gleichungl.1 nochmal in umgekehrter Richtuidper #’ ® J# benutzt. Die Abbildung’ vermittelt
genau diesen Isomorphismus. Also folgt mit deimfer-Lemma (sieh&(1.2)), dassx injektiv ist.
Damit ist (i) bewiesen.

Ist M endlich prasentiert, dann kann man zészlich annehmen, dass = ]_[J-GJ Fz mit einem
endlichenJ ist und erlalt ebenso, dass’ ein Isomorphismus ist. Also folgt wieder mit deriirfer-
Lemma, dasg bijektiv ist. Damit ist (ii) bewiesen.

(Ist M nicht endlich pasentiert, dannigt; = [ [;.; #» mit einer unendlichen IndexmengeNun ist
aber#’ ®[[;; N nicht mehr isomorph z{i]; _;(#'® N), weil das Tensorprodukt im Allgemeinen
nicht mit direkten Produkten vertauscht.)

Ist 7¢’ als @-Modul frei , dann ist die kanonische Abbildurf’ ¢ (]‘[J—GJ N) — []jes(#'@N) nach

[Bou7Q 11.3.7, Corollary 3Jinjektiv . Damit kann man wie oben dasifer-Lemmd.(1.2) anwenden
und erfalt, dassy bijektiv ist, was (iii) beweist. O

(3.7) Lemma (Wechsel des Grundrings und Idempotente)
Es seien @ ein kommutativer Ring, #€ und #' Algebren iiber O und e € # ein Idempotent. Weiter
sei M ein beliebiger #-Modul. Dann gelten:

(1) 1y ®ee H' ® Jt ist ein Idempotent oder gleich O.
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(i) (Apee)(H eH)=H ceX.
(i) (H' eM) (1 ee) = H o Me.

Beweis: Alle Tensorprodukte seieiiber@. Die Aussage (i) ergibt sich direkt aus der Definition der
Algebra#’ ® #. Da 1 ® ein #' @ e liegt, ist, * in (ii) klar. Andererseits is§ ', h/ @ eh =
(L ®€)-> 1, h @ h; fur ein beliebiges Elemeit;_, h! ® eh € #’ ® e#, woraus,>* und damit
(ii) folgt. Die analoge Rechnun@® [, hi @ m) (L ® €) = >, h/ ® m;e beweist (iii). O

(3.8) Lemma (Wechsel des Grundrings bei projektiven Moduln)
Es seien O ein kommutativer Ring, # und #’ Algebren iiber O und M ein Rechts-# -Modul. Weiter
sei € € J ein Idempotent. Dann gilt:

Homy @ 5 (#' @ €3¢, H' @ M) = H'@ Homy (e, M)
o

als #'-©@-Bimoduln.

Beweis:Alle Tensorprodukte seieiiber@®.

Mit Hilfe von Lemmal.(3.7)folgt, dass#’' @ e# = (1 ® €)(H’' ® F) ist. Daraus folgt mit Lemma
1.(2.7), dass die linke Seite al®-Modul isomorph zu(#’' ® M)(1; ® €) und die rechte Seite als
©-Modul isomorph zu#’ ® Me ist. Diese beiden sind aber wieder nach Lemr(7) gleich.

Man rechnet leicht nach, dass alle Isomorphismen auch mit der LAfikgtodulstruktur vertaglich
sind. O

(3.9) Definition (absolut einfacher Modul, vgl. [CR81, (3.42)])

Es seiF ein Korper,# eineF-Algebra unadv ein einfache¢-Modul. Dann heil3¥ absolut einfach
wenn fir jeden ErweiterungskperF’ > F die Konstantenerweiterunig'V als F’ #-Modul einfach
ist.

(3.10) Theorem (Kriterium fiir ,,absolut einfach*, vgl. [CR81, (3.43)])
Es sei F ein Korper, # eine F-Algebra und V ein einfacher #-Modul. Dann ist V genau dann absolut
einfach, wenn Endy (V) = F - 1y ist.

Beweis:Siehe CR81, (3.43)]. O

(3.11) Definition (Zerfallungskorper, vgl. [CR81, (7.12)])
Es seiF ein Korper, # eine F-Algebra undE ein Erweiterungsérper vonF. Dann heiR3tE Zer-
fallungskorper fur #¢, wenn jeder einfach& #-Modul absolut einfach ist.



Kapitel I

Volistandigkeit und Heben von
ldempotenten

In diesem Kapitel @ihren wir zuichst lineare Topologien ein. Dies sind Topologien auf Ringen
bzw. Moduln, die mit der linearen Struktur zusammenpassen. Spdlaaifervon sind Topologien,

die von Idealen herkommen und Topologien, die von Bewertungen kommen. Es wird gezeigt, wie sich
diese Ideen auf nicht-kommutative Algebren, die frieer ihrem Grundring sindibertragen lassen.
Danach wird erkdrt, wie Moduln bzw. Ringe, die mit einer linearen Topologie versehen sind, ver-
vollstandigt werden &nnen. Hierbei geht entscheidend ein, dass eine lineare Topologie automatisch
eine uniforme Struktur definiert.

Der rachste Abschnitt beséltigt sich mit dem Heben von Idempotenten, es werden Voraussetzungen
angegeben, unter denen dies geht. Danach wird der Begriff der Semiperfektheifleihget erkhrt,

was dieser mit dem Heben von Idempotenten zu tun hat.

Der letzte Abschnitt besélftigt sich mit der Frage, unter welchen Voraussetzungen man auf die
Vervollstandigung verzichten kann. Es zeigt sich, dass dies geht, wenn der Grundring ein geeigne-
ter Bewertungsring ist, da man die durch einen Giezgang in der Vervollahdigung erhaltenen
Idempotente nackaglich durch eine Approximation wiedgverbessern* kann, so dass man die Ver-
vollstandigung wieder los wird.

Der Begriff der Vollsandigkeit wird wie in Mat86, Kapitel 8] eingedihrt, also insbesondere nicht
durch die Standardkonstruktion mit Cauchy-Folgen und Nullfolgen. Dadurch ist es leidigdcim

die Topologie auf verschiedene Arten zu definieren und so verschiedene Konstrukiiemeier-
vollstandigung zu erhalten, die aber als topologische Moduln bzw. Ringe isomorph sind.

Letzteres wird wichtig, da die eins@gigen Ergebnisse zum Heben von Idempotenten immer von
Topologien ausgehen, die durch ein zweiseitiges Ideal gegeben sihdend die Ergebnisse zum
»verbessern von Idempotenten” besser mit einer anderen Konstruktion der Vénaidging formu-

liert werden lonnen.

.1 Lineare Topologien und additive Bewertungen

In diesem Abschnitt werden lineare Topologien auf Moduln bzw. Ringen dihgeDie Ausfihr-
ungen lehnen sich eng alft86, Kapitel 8] an, wobei dort alle Ringe als kommutativ vorausgesetzt
sind. Der Vollséndigkeit halber sind in Anhangy ausfihrliche Beweiseiir alle Resultate aufg@hrt,
wenn diese inflat86 nur fur kommutative Ringe stehen oder ganz fehlen.

(1.1) Definition (Lineare Topologie, vgl. Mat86, Kapitel 8] bzw. A.(1.1))

Es sei# ein Ring,M ein #-Modul, A eine gerichtete Menge ur{dM; | A € A} ein System von
Untermoduln vorM mit M, © M,,, wenni < p ist. Dielineare Topologieauf M beziglich {M, }
ist dadurch definiert, dass die Menger- M, furx € M undx € A eine Umgebungsbasis bilden.

18



II.1. Lineare Topologien und additive Bewertungen 19

Das bedeutet: Eine Teilmengée C M ist genau dann offen, wenn zu jedem Puxikt X einA € A
existiert mitx + M, < X.
Der Spezialfall, dasM = J¢ selbst ist und diéV; Ideale sind, wird s@ter eine Rolle spielen.

Bemerkung: Diese Definition steht inNlat86, Kapitel 8] nur fir kommutative Ringe¥. Sie funk-
tioniert aber exakt genau so audlr hicht-kommutative Ringe. Der VolBhdigkeit halber ist in Ab-
schnittA.(1.1)im Anhang ein Beweis aufgéhrt, dass die Mengex+ M, furx € M undi € A die
Axiome einer Umgebungsbasis einer Topologiéikeh. O

(1.2) Proposition (Eigenschaften von linearen Topologien, vgl. [Mat86, Kapitel 8] bzw. A.(1.2))
Es seien #¢, M, A und {M,} wie in II.(1.1). Dann sind die Addition in M, das Bilden von Negativen
und die Operation jedes Elementes von # auf M beziiglich der linearen Topologie stetig. Ist M = F#
und sind die M, zweiseitige Ideale in #, so ist auch die Multiplikation als Abbildung # x J — F
stetig (Produkttopologie auf # x J).

Die lineare Topologie ist genau dann hausdorffsch, wenn (1, ., M, = {0} ist.

Jede der Mengen X + M, ist offen und abgeschlossen, so dass die Quotiententopologie auf jedem
M /M, diskret ist.

Ist N € M ein Teilmodul, dann ist die Teilraumtopologie gleich der linearen Topologie auf N, die
durch das System {N N M, | A € A} gegeben ist. Die Quotiententopologie auf M /N ist gleich der
linearen Topologie, die durch das System {(M, + N)/N | L € A} gegeben ist. Sie ist genau dann
hausdorffsch, wenn N in M abgeschlossen ist.

Bemerkungen zum Beweisln [Mat8€] sind alle Ringe als kommutativ vorausgesetzt. Dies wird aber
fur die Beweise der Behauptungen in dieser Proposition niclittlggnDie vorletzte Behaupturigber

die Teilraumtopologie ist inNlat86] ohne Beweis erd@hnt. Der entscheidende Trick hier ist, dass der
AbschlusU einer MengeJ < M gleich Miea (U + M;) ist, dax € u+ M, genau dann gilt, wenn
ue x4+ M, ist.

Der Vollstandigkeit halber ist in Abschnith.(1.2) im Anhang ein kompletter Beweisif die obige
Proposition aufgefhrt. O

(1.3) Korollar (Lineare Topologien und direkte Summen)

Es seien # ein Ring und L und N zwei #¢-Moduln, die jeweils mit einer linearen Topologie beziiglich
eines Systems von Untermoduln {L; | A € A} bzw. {N; | A € A} mit derselben gerichteten Index-
menge A versehen sind. Dann kann man die direkte Summe M := L & N durch M, := L; & N,
fiir A € A ebenfalls mit einer linearen Topologie versehen. Diese Topologie auf M hat die folgende
Eigenschaft: Fasst man L bzw. N als Teilmoduln auf, dann entspricht die Teilraumtopologie jeweils
der auf L bzw. N gegebenen linearen Topologie und fasst man L bzw. N als Faktormoduln M /N
bzw. M/L auf, dann entspricht die Quotiententopologie jeweils der gegebenen, linearen Topologie.
Insbesondere sind die kanonischen Inklusionen und Projektionen in den beiden kurzen exakten Se-
quenzen 0 - L > M —- N—->0und0— N - M — L — 0Oalle stetig.

Beweis:Fasst mar Uber die InklusiorL < L @ N als Teilmodul vonM auf, dannist, = LNM,,
also hat. mit Propositiorl.(1.2) die Teilraumtopologie. Fasst maniber die Projektiol. &N — L
als FaktormoduM/N von M auf, so istL; = (M; + N)/M;, also hatL ebenfalls mit Proposition
I1.(1.2) die Quotiententopologie. Das Analoge gilrfN. 0

In dieser Arbeit kommen zwei Spezialfe von linearen Topologien vor, dieadische Topologie, die
durch ein Ideal gegeben ist, und die-adische Topologie, die durch eine Bewertungegeben ist.
Im Folgenden wird dies vorbereitet und ekl

(1.4) Definition/Proposition (| -adische Topologien als lineare Topologien)

Es sei # ein Ring, M ein #€-Modul und | ein echtes, zweiseitiges Ideal in #¢. Dann ist durch A := N
(natiirliche Zahlen ohne 0) und My, := M " eine lineare Topologie auf M und mit N, := |" eine auf
Jt definiert. Sie heift | -adische Topologie.
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Ist # = O ein noetherscher Integrititsbereich, so ist wegen dem Krullschen Durchschnittssatz (sie-
he [Mat86, 8.10]) jede | -adische Topologie auf © hausdorffsch, da (), 1" = {0} ist. Ist M ein
endlich erzeugter ©-Modul und gilt zusitzlich | C rad@, dann ist die | -adische Topologie auf M
hausdorffsch.

Beweis:Siehe Mat86, 8.10]. a

Wir betrachten nun Bewertungen:

(1.5) Definition (Additive Bewertung, vgl. [Jac89 (9.4)])
Es seiA ein kommutativer Ring unb eine total geordnete, abelsche Gruppe (wir schrefbexldi-
tiv). Dann heil3t eine Abbildung : A — G U {oco} eineadditive Bewertung von A, wenn gilt:

i viX)=00 <+ x=0.
@iy  v(xy) = v(X) +v(y) furallex,y € A.
(i)  v(xX+y) = min{v(x), v(y)} furallex,y € A.

Das Erzeugnis des Bildes verin G wird Wertegruppe genannt; wenn es als total geordnete Gruppe
isomorph zWZ ist, dann nennen wir diskret.

Da die Wertegruppe eine Untergruppe vBnist, kdnnen wir bei Bedarf ohne Besémkung der
Allgemeinheit annehmen, dass sie gletghist.

Die MengeBy(x) := {X' € A|v(x — X)) > g} heiltdie Kugel um x mit Radius g.

Bemerkung:
Wenn wir im Folgenden vopBewertung* reden, meinen wir immeadditive Bewertung”.

(1.6) Lemma (Eigenschaften von additiven Bewertungen)
Es seien A ein kommutativer Ring, G eine total geordnete, abelsche Gruppe undv : A — G U {oo}
eine additive Bewertung. Dann gelten:

@ vl =v(-1)=0eC.

@ii))  v(X) = v(—X) fiiralle X € A.
(iii) Istv(X) < v(y) fiirX,y € A, dannist v(X + Y) = v(X).
(iv)  Aist ein Integrititsbereich.

(v) v lasstsich durch v(X/y) := v(X) —v(y) fiir X, y € Aundy # 0 eindeutig zu einer additiven
Bewertung des Quotientenkorpers K := QuOt(A) fortsetzen.

Beweis:Esistv(l) = v(1-1) = v(1) + v(1) und es folgtv(1) = 0 durch Addition von—v (1) auf

beiden Seiten. Damitist& v(1) = v((—1) - (—1)) = v(—1) + v(—1), also hatv(—1) in G Ordnung
1 oder 2. Da abe@ total geordnet ist, Wirde aus)(—1) > 0 (analog:w(—1) < 0) der Widerspruch
0=v() =v(-D +v(-1 > v(-1 > 0 folgen. Also ist auch(—1) = 0 und wir haben (i)
bewiesen. Daraus folgt (ii) wegeri—x) = v(—1- x) = 0+ v(x) sofort.

Sindx, y € Amit v(X) < v(y), dannist einerseits(x + y) > min{v(x), v(y)} = v(X). Andererseits
giltvix) = v(X+y—y) > minfv(X+Y), v(y)}. Daabew(x) < v(y) ist, folgtv(x) > v(x+y) und

damit (iii).

Ausx # 0 undy # 0 folgt v(xy) # oo und damitxy # O, womit (iv) bewiesen ist.

Istx/y = X'/y € Kmitx,x',y,y € A dannistxy = x'y € A, alsov(xy) = v(X'y), was
die Wohldefiniertheit von auf K zeigt. Die Eigenschaften einer additiven Bewertunglaublgen

dann direkt aus denen vanauf A. Ist 0 # y € A, so istv(1/y) + v(y) = v(1) = 0, also ist
v(1/y) = —v(y), was die Eindeutigkeit beweist. O
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(1.7) Definition/Proposition (Bewertungsring)

Es sei A ein kommutativer Ring, v : A — GU{oo} eine additive Bewertung mit einer total geordneten,
abelschen Gruppe G und K der Quotientenkorper von A (existiert wegen Lemma I1.(1.6).(iv)). Dann
ist O := {x € K | v(X) > 0} ein Teilring von K. Er heilit Bewertungsring zur Bewertung v im
Korper K und ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m := {X € K | v(X) > 0}. Der Ring O heif3t
genau dann diskreter Bewertungsring, wenn die Bewertung v diskret ist.

Ist K ein beliebiger Kérper und @ C K ein Teilring mit der Eigenschaft, dass fiir jedes X € K \ {0}
mindestens eines der Elemente X und X! in @ liegt, dann gibt es eine Bewertung v : K — G U {00}
mit einer total geordneten, abelschen Gruppe G, so dass @ der Bewertungsring von v ist.

Beweis:Siehe Mat86, §10]. d

Die folgende Schreibweise wird im Folgenden sefmfig in Voraussetzungen gebraucht.

(1.8) Bezeichnungen (Bewertungssystem)

Ein Bewertungssystemist ein Rinftupel (A, K, G, v, @), bei demA ein Integrifitsbereich istK
sein Quotiententrper,G eine total-geordnete, abelsche Gruppe,K — G U {oco} eine surjektive,
additive Bewertung un@ C K der Bewertungsring zu in K. Zusatzlich soll A in @ enthalten sein,
so dass also(x) > 0 e Gistfurallex € A.

Bemerkung: Mitunter schreiben wirn©, K, G, v, @), wenn kein anderer Ring auf3er dem Bewer-
tungsring vorkommt. Man beachte, dass durch die Surje#tivitny vorausgesetzt ist, dass die Wer-
tegruppe gleiclt ist.

Diskrete Bewertungsringe kann man durch Lokalisieren erhalten:

(1.9) Lemma (Lokalisierung ist diskreter Bewertungsring)
Es sei (A, K, Z, v, ©) ein Bewertungssystem. Dann ist q := {a € A|v(a) > 0} ein Primideal in A.
Ist q ein Hauptideal in A, dann ist die Lokalisierung Aq von A bei q gleich dem diskreten Bewer-
tungsring @ zur Bewertung v im Quotientenkorper K von A.

Beweis:Dassq ein Primideal ist, folgt sofort aus den Eigenschaften der Bewentumeeil alle Ele-
mente inA einen Wert gol3er oder gleich 0 haben. Im Quotienténger K ist A; die Menge der
Elemente, die sich als Quotientayib schreiben lassen mit, b € A undv(b) = 0. Die Inklusion
A, C 0 istKklar, da nur durch Elemente mit Wert O dividiert wird.

Fur die InklusionA; 2 O benutzen wir, dasg= m Aist fur ein Elementr € q. Dannistv(r) = 1 (da
v nach Voraussetzung surjektiv ist). Es agb € ¢, alsoa,b € Amitb # 0. Dannistv(a) > v(b)

wegenv(a/b) > 0. Solltev(b) > 0 sein, dann isb € g, also von der Formr b’ mit einemb’ € A.

Dasselbe giltifir a, so dass wir mitr kiirzen konnen. Diesdsst sich wiederholen, bigb) = 0 ist

und wir damit gezeigt haben, dasth € A, ist. 0

Bemerkung: Ist v eine nicht-diskrete Bewertung, dann ist die Lokalisierung Yohei dem Ideal

{a € A] v(@) > O} im Allgemeinennicht gleich dem Bewertungsring vom im Quotientenkrper

von A, was man schon daran sieht, dass nicht-diskrete BewertungsringeMatgg] 11.1] nicht
noethersch sind, &hrend Lokalisierungen von noetherschen Ringen wieder noethersch sind (siehe
[Mat86, Corollary to 4.1]). Andererseits gibt es aucallg, in denery kein Hauptideal ist, aber trotz-
demA, gleich dem diskreten Bewertungsring zin K ist (vergleiche dazu Lemmid.(2.1)).

Versieht man einen Integétsbereich mit einer Topologie, die von einer additiven Bewertung kommt,
dann lassen sich einige Aussagtdrer die Beziehungen zum Quotienténper, dessen Topologie und
dem zur Bewertung géinenden Bewertungsring darin machen:

(1.10) Definition/Proposition (Lineare Topologien, die von additiven Bewertungen kommen)
Essei (A, K, G, v, O) ein Bewertungssystem. Dann ist durch A := Gund M, := {x € A| v(X) > A}
eine lineare Topologie auf A definiert. Sie hei3t v-adische Topologie und ist hausdorftfsch.
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Durch A := Gund N, := {X € @ | v(X) > A} ist auf O eine lineare Topologie definiert. Durch
L, := {Xx € K | v(X) > A} ist auch auf dem O-Modul K eine lineare Topologie gegeben. Wir nennen
diese beiden Topologien jeweils v-adische Topologie, sie sind hausdorffsch.

Die v-adische Topologie auf A ist die Teilraumtopologie der v-adischen Topologie auf @ und die
wiederum die Teilraumtopologie der v-adischen Topologie auf K. Dementsprechend sind die Ein-
bettungsabbildungen A — O < K stetig. AuBBerdem sind Addition, Bildung von Negativen und
Multiplikation in K stetig beziiglich der v-adischen Topologie. Die Inversenbildung in K \ {0} ist
auch stetig.

Versieht man G mit der diskreten Topologie, dann ist v : K \ {0} — G (und damit jeweils auch die
Einschrinkung auf A bzw. O) stetig.

Bemerkung: Die Konstruktion der Topologien auk bzw. @ ist vollig analog zu der in einem me-
trischen Raum, indem man einfach diblichen Absande inR* durch die Wertegrupp& U {oo}
ersetzt und die Anordnung herumdrets hier entspricht der @ R*). Die Beweise orientieren sich
an dieser Analogie und die Veglichkeit der Topologien auf, der auf® und der aufK kommt
genau daher.

Beweis:Die M, sind Ideale inA und dieN, sind Ideale in®, da alle Elemente iiA bzw. ® Werte
grolRer oder gleich 0 haben. Dieadische Topologie ist hausdorffsch, da jedes Elemesat0 € K
einen endlichen Wert hat.

Addition, Bildung von Negativen und Multiplikation iA und @ sind bereits hach Bemerkuig(1.2)
stetig. DaM;, = AN N, fur allex € G gilt, ist die v-adische Topologie auh genau die Teilraum-
topologie derv-adischen Topologie aud (vergleiche die Ausfhrungen zur Teilraumtopologie in
Propositionll.(1.2)). Genau so argumentiert mairf® C K. Also sind auch die Einbettungsabbil-
dungenA — @ — K stetig.

Die Multiplikation in K ist stetig, da aus(a — a’) > g; undv(b — b’) > g, sofortv(ab— a’'t’) =
v(@ab—ab+ab—a'l)) > min{v((a—a’)b), v@(b—Db))} > min{g, + v(b), v(@) + g} folgt und
v(@) =v@-(a—a)) = minfv(a), g1} gilt. Also kann manfir jedesg € G ein g’ finden, so dass
ausv(a—a’) = g undv(b — b') > g folgt, dassv(ab — a’'b’) > gist.

Bei Inversenbildung wird der-Wert offenbar negiertv(y/X) = —v(X/y).

Mit y=t—x—1 = Xx;yy furx, y € K\ {0} zeigt man die Stetigkeit der Inversenbildung: l&trlichy ,so
nah“ beix, dassv(x — y) > v(X) gilt, dann muss wegen(x) = v(Xx — y+Yy) = minfv(x — y), v(y)}
die Absclatzungv(x) > v(y) gelten. Alsoist (y=* — x™1) = v(x — y) — v(x) — v(y) ,groB3*, wenn
p(X —Y) ,groR* ist. Deswegen gibt es zu jeder Kudelim x ! eine Kugel unx, die beim Invertieren
ganz naclB abgebildet wird.

Das Urbild der Menggi} € G unterv : K \ {0} — G ist die MengeX := {x € K | v(X) = A}. Ist
aberx € X undu > A beliebig, dann folgt mit Lemm#.(1.6).(iii), dassx + M,, € X ist. Also istX
offen in derv-adischen Topologie unddamit stetig auK \ {0}. d

In Bewertungsringen ist es vergleichbar einfach, sich eideerblick Uiber alle Idealel zu ver-
schaffen. Auf3erdem ist esaglich, ein Kriterium anzugeben, wann dieadische Topologie mit der
Bewertungs-Topologi@bereinstimmt. Dies zeigen die folgenden Resultate. Es sindchsh zwei
Definitionen notwendig:

(1.11) Definition (nach oben abgeschlossene Teilmenge, v@loli64, V1.83.5])
Es seiG eine total-geordnete, abelsche Gruppe. Wir nennen eine Teilmleng& U {oc} hach oben
abgeschlosserwenn fir allet € T undt’ € G U {oo} mitt’ > t aucht’ € T ist. IstS C G U {oc}
eine beliebige Teilmenge, dann bezeichnen wir &it= {g € G | es gibt eins € Smit g > s} ihren
Abschluss nach obendieser ist per definitionem nach oben abgeschlossen.

(1.12) Definition (Ideale zu einer Bewertung)
Es sei(A, K, G, v, 0) ein Bewertungssystem (sielie(1.8)). Ist T € G U {oo} eine nach oben
abgeschlossene Teilmenge, danr{fst= {x € A| v(x) € T} ein Ideal inA.
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(1.13) Lemma (Ideale in Bewertungsringen, siehe [Bou64, VI.§3.5])

Es sei (0, K, G, v, O) ein Bewertungssystem und G die Menge der positiven Elemente in G.
Dann ist die Abbildung T +— 19 = {X €0 | v(X) € T} eine Bijektion von der Menge der nach oben
abgeschlossenen Mengen T C G, U {oo} auf die Menge der echten Ideale des Bewertungsrings ©.

Beweis:Siehe Bou64 VI.83.5, Corollaire]. 0

(1.14) Definition (archimedische Teilmenge)
Es seiG eine total-geordnete, abelsche Gruppe Tind G U {co} eine Teilmenge. Dann bezeichnen
wir mit T" fir n € N den Abschluss nach oben der Menge midachen Summen, also

n
T o= > ylyeThrt<j<n
=1
n
= teGU{oo}‘esgibttjeTfUrlgjgn,sodas?.)th
=1

Wir nennen eine nach oben abgeschlossene Teilm&ngeG U {oo} archimedisch, wenn fir jedes
g € G einn € N existiert mitt > g fur allet € T".

Bemerkung: Offensichtlich sind alle Elemente einer archimedischen Teilmenge positiv.

(1.15) Proposition (Die v-adische Topologie als Topologie, die von einem Ideal stammt)

Essei (O, K, G, v, @) ein Bewertungssystem und G die Menge der positiven Elemente in G. Weiter
sei T C G U{oo} eine archimedische Teilmenge und | := I{D = {X €O | V(X) € T} das zugehorige
Ideal (vergleiche Definition I1.(1.12)).

Dann stimmen die v-adische Topologie und die | -adische Topologie auf O iiberein.

Beweis:Beide Topologien sind lineare. Es reicht also zu zeigen, dass in jeder Nullumgebung der einen
Topologie eine Nullumgebung der anderen enthalten ist und umgekehrt.

Die Nullumgebungen in der-adischen Topologie sind die Potenzen VorEs gilt I" = 1£,: Die
Inklusion ,<* folgt direkt aus den Eigenschaften der Bewertungind der Definition vonT" in
I1.(1.14). Fur die Inklusion,>* sei 0 # x € 1. Firt := v(x) gibtesalsaj € Tfur1< j < n
mitt > > . Dav surjektiv ist und® der Bewertungsring zu in K, gibt es inl Elemente; mit
v(ij) =t fur 1 < j < n, sodass miy := []|_,ij € 1" gilt, dassv(y) = Y, tj < tist. Also ist
X/y € O und damitx € 1".

Die Eigenschaft vorm, archimedisch zu sein, bedeutet nun gerade, dass zu jedei@ einn € N
existiert mit1" = I?n C Bg(0), wobei By(0) fur die Kugel um die Null mit Radiug steht (siehe
Definition 11.(1.5)).

Umgekehrtistd@ir einn € N wegenl " = 1§, fur jedest € T" die KugelB,(0) in 1" enthalten. [

(1.16) Bemerkung (Beispielir archimedische Mengen)

Es seiK ein Korper,G eine total-geordnete, abelsche Gruppe énd G lexikographisch geordnet.
Es gilt also genau danf@, a") > (b, b’), wenn entwedea > bist odera = b unda’ > b’ ist.

Dann ist die Mengd := {(a,a) € Z x G |a > 0} U {oc} archimedisch.

Im Fall von reguéiren, lokalen Ringen sind die beiden Konzepteadische Topologielfr das maxi-
male Ideam” und , Topologie zu einer Bewertung* sogaquivalent. Dies wird im &achsten Theorem
gezeigt, direkt nach der Wiederholung der Definition yoeguiirem, lokalem Ring".

Dieses Resultat wird im Rest der Arbeit nicht mehr verwendet.

(1.17) Definition (Reguérer, lokaler Ring, vgl. [Kun85, VI.1.6])
Ein regularer, lokaler Ring ist ein kommutativer, noetherscher, lokaler RiAgdessen maximales
Ideal vond Elementen erzeugt wird, wobeidie Dimension vorA ist.
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Bemerkung: Ist A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal und istk := A/m sein Restklassefkper,
dann ist

emb dimA := dim, m/m?

die so genanntEinbettungsdimensionvon A. Fir jeden lokalen RingA gilt
embdimA > dim A

und Gleichheit gilt genau dann, wemn durch dimA Elemente erzeugt werden kann (vgl. Krulls
Hauptidealsatzat86, 13.5]). Ein reguhrer, lokaler Ring ist immer ein Integaiisbereich (siehe
[Mat86, 14.3]).

(1.18) Theorem (Die m-adische Topologie bei reguliiren, lokalen Ringen)

Es seien A ein reguldrer, lokaler Ring mit maximalem Ideal m und K := QUOA) sein Quotien-
tenkorper. Dann gibt es eine (additive) Bewertung vy, : K — Z U {00}, die auf A die m-adische
Topologie induziert. Eine Méglichkeit fiir v, wird im Beweis explizit angegeben.

Bemerkung: Man beachte, dasa im Allgemeinen kein Bewertungsring ist! Reguoé, lokale Rin-
ge liefern also Beispieldif Topologien, die sich sowohl ats-adische als auch als solche, die von
Bewertungen kommen, auffassen lassen!

Beweis:Wir definierenv,, zurnachst aufA, was wegen LemmhH.(1.6).(v) ausreicht, um eine Bewer-
tung aufK zu definieren. DaA als reguarer, lokaler Ring per definitionem noethersch und wegen
[Mat86, 14.3] nullteilerfrei ist, is{),,.y m" = {0} (siehe Krullscher Durchschnittssatd§t86, 8.10])

und zu jedem G4 x € A gibt es genau eih e N U {0} mit x € m' \ m'*? (hier istm® = A). Es sei
nun

oo fur x=0

t fur xem!'\mtt!

V(X)) 1= {

Dann ist offenban,,(x) = ©o genau dann, wenr = O ist. AuBerdem_ folgt aus,(x) = t und
vm(y) =S, dassx + y e m™ns jst, Wenns # t gilt, dann istx 4+ y ¢ m™nst+1 also ist in diesem
Fall sogan,(X + Yy) = min{v,(X), vm(y)}. Ists = t, dann ist jedenfalls noch

V(X +Y) = v(X) = v(y) = Minfvg(X), v (y)}.

Fur via(Xy) = vm(X) + v(y) brauchen wir nun die Reguladit von A. Aus [Mat86, 14.4] folgt
namlich, dass der graduierte Ring

grm(A) — @ mn/mn+1

neNU{0}

isomorph zu einem Polynomrirgper einem Krper ist, also insbesondere nullteilerfrei ist. Das be-
deutet, dass das Produkt- y € m'*S/m!™S*! zweier homogener Elemente £ X € m'/m'*!
und 0 # y € m®/mS*t! ungleich 0 ist. Also ist das Produkt zweier Elemertee m! \ m'*? und

y € mS\ mS*t1 zwar inmS*, nicht jedoch inmSt™+1. Daraus folgt, dass,(Xy) = v (X) 4+ vim(Yy) ist.
Diese Bewertung,, wird nun wie inll.(1.6).(v) auf K fortgesetztv,(X/y) := vin(X) — v (y) fur
X,y € Amity # 0.

Die Mengenx + m" (mit X € A undn € N) der oben definierten Umgebungsbasis deaidischen
Topologie sind gerade djgugeln* {y € A| V(X —Yy) 2> n}. Also induziertv,, diem-adische Topo-
logie auf A. AuRerdem wird so auk eine Topologie induziert, so dass dieadische Topologie auf
A die TeilraumtopologieA C K ist. O

Bemerkung: Dieses Resultat zeigt die Existenz eines diskreten Bewertunggimgis A C @ C K
und rad® N A = m fir den Fall, das#\ ein reguérer, lokaler Ring ist.
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1I.2 Lineare Topologien auf Ordnungen

Dieser Abschnitt zeigt, wie lineare Topologien auf Ordnungen definiert werdiengn. Die Ergeb-
nisse werden sger zum Heben von Idempotenten benutzt.

Bei Vektoriaumen lassen sich aus AbsolutBgien auf dem Grundkper mit Hilfe von Normen To-
pologien definieren. & freie Modulniiber kommutativen Ringen geht dies analog mit Bewertungen.
Dazu fihren wir den folgenden Begriff ein:

(2.1) Definition (Additive Norm)
Es seiA ein kommutativer Ring una : A — G U {oco} eine additiven Bewertung mit einer total
geordneten, abelschen GruppeWeiter seiM ein A-Modul.
Dann heif3t eine Abbildunfj — | : M — G U {oo} additive Norm, wenn gilt:
@) |m|=00c <= m=0.
(i) |mx|=|m|+vx) furalleme M undxe A

@iy [[m+n'| = min{|m

|m'|[}  furallem,m' e M.

Die MengeBy(m) := {m' € M | |[m —m'| > g} heiBtdie Kugel um m mit Radius g.
Bemerkung: Aus (ii) folgt sofort, dassvl keine A-Torsion hat.

(2.2) Definition/Proposition (Lineare Topologien, die von additiven Normen kommen)

Es sei (A, K, G, v, @) ein Bewertungssystem. Weiter sei M ein A-Modul mit einer additiven Norm
| =] : ™M — GU{oo}. Dann ist durch A := G und M, := {me M| |m| > 1} eine lineare
Topologie auf M definiert. Sie heiit Normtopologie und ist hausdorffsch, da jedes Element auf3er der
Null eine endliche Norm hat.

Die Norm H - H lasst sich durch H % H = Hm” —v(X) fiirm € M und X € A\ {0} eindeutig zu einer
Norm auf KM := K ® M fortsetzen. Ist OM := O ® M, dann ist durch A := G und

N, == {me oM ||m| > 1}
eine lineare Topologie auf OM (als @-Modul) definiert. Durch
Ly:={me KM | |m| =2}

ist auch auf dem O-Modul KM eine lineare Topologie definiert. Wir nennen diese beiden Topologien
jeweils Normtopologie, sie sind hausdorffsch, da jedes Element au3er dem Nullvektor eine endliche
Norm hat. Die Operation von K auf KM ist stetig, wenn K mit der v-adischen Topologie versehen
wird wie in II.(1.10) beschrieben.

Die Normtopologie auf M ist gleich der Teilraumtopologie der Normtopologie auf @M und diese
gleich der Teilraumtopologie der Normtopologie auf K M. Dementsprechend sind die Einbettungsab-
bildungen M — OM < KM stetig beziiglich der Normtopologien.

Beweis:Wegenv ist A ein Integriitsbereich und wegeh— | ist M torsionsfrei alsA-Modul. Des-
wegen ist die KonstantenerweiterukgM isomorph zur Lokalisierung des Moduld bei der mul-
tiplikativ abgeschlossenen Menge\ {0} (siehe Mat86, Theorem 4.4]), so dass wir uns Elemente
von KM als Biiche vorstellen &nnen. Es folgt aum/x = m'/x’ € KM sofortmx = mx € M
und damit|m|| — v(x) = ||| — v(X). Damit ist durch|m/x|| := |m| — v(x) eine Abbildung
wohldefiniert. Die Eigenschaften (i) und (ii) einer additiven Norm sind klarerweigditesfobei hier
KM als O-Modul aufzufassen ist. Bei (ii) gilt sogaimy| = |m| + v(y) fur allem € KM und

y € K.
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Eigenschatft (iii) ist eillt, da

m m
__|__
X X/

= [|[mx + m'x|| — v(xx)

mx + m'x
R
> min{||m| +v(x),
= min{|m| —v(x),

||| + v} = v(x) — v(x)
i = v}

gilt. Analog zull.(1.10) sind dieN, Untermoduln de®)-Moduls@ M, also ist eine lineare Topologie
auf @M definiert. DaM, = M N N, gilt, ist die Normtopologie auM genau die Teilraumtopologie
der Normtopologie au®® M (vergleiche die Ausfhrungen zur Teilraumtopologie 1h(1.2)). Genau
so argumentiert marif M < K M. Also sind die Einbettungsabbildungéh < OM — KM
stetig.

Die Operation vorK auf K M ist beziglich der Normtopologie auk M (und derv-adischen auk)
stetig: Die AbbildungK M x K — KM, (m, y) — my (hieristK M x K mit der Produkttopologie
versehen) istamlich stetig, da aum—m'|| > g, undv(y—y') > g firm,m € KM undy, y’ € K
undg,, g € G sofort

Imy—my| = [my—my+my—my]|>min{|m]+vy—y), [m-m]+vy)}
> min{|m| + g2 g1+ v(y)}

folgt und ausv(y’) = v(y — (y — Y)) = min{v(y), v(y — y)} folgt, dassv(y’) > v(y) ist fur
0> > v(y). Deswegen kann man zu jedem Pugkt y) € KM x K und jedemg € G Elemente
01, 92 € G so wahlen, dass die Menggm',y) € KM x K | |[m—n'|| > g undv(y — y) > g}
ganz in die Kugel mit Radiug ummy € KM abgebildet wird. g

Nachdem bislang in diesem Abschnitt nur von Moduler kommutativen Ringen die Rede war,
kommen nun Algebren ins Spiel. Wir brauchen hieréinige Vorbereitungen, insbesondeiie dlie
Konstruktion von zweiseitigen Idealen darin.

Fur A-Ordnungen &nnen wir aus einer Bewertung a#ifeine additive Norm konstruieren:

(2.3) Theorem (Normtopologie bei einem Gitter iiber einem bewerteten Ring)
Es sei A ein kommutativer Ring mit einer additiven Bewertung v : A — GU {oo} und M ein A-Gitter
(vgl. 1.(2.5)). Weiter sei (b, ..., bg) eine beliebige A-Basis von M. Dann definiert

d
Im|| ;= min{vm) |i =1,...,d]} falls m:Zbimi istmit m € A
i=1
eine additive Norm auf M.
Gilt v(a) > O fiir alle a € A, dann ist die Definition von || — || sogar unabhingig von der gewdihlten
Basis. Die Kugel B4(0) € M entspricht dann nimlich beziiglich jedes Isomorphismus M = @?:1 A
dem Teilmodul EBid:l I, wobei | gleich dem Ideal {a € A‘ v(@) = g} in Aist.

Beweis:BeZiglich einer festen Basi®;, . . ., by) ist die Wohldefiniertheit klar.

Die Eigenschaften einer additiven Norm werden genau so von den Eigenschaften der additiven Bewer-
tungv vererbt wie bei der Definition der Maximumnorm mit einem Absolutbetrag: Nur der Nullvektor
hat Norm unendlich. Isth = Y% , b;m;, dann ist

[mx|| = min{v(m;x)} = min{v(m) + v} = min{vM)} + vx) = M| + v(X).
AuBerdem gilt mitm' = 3% b

Im+m'| =minfv(m +m)} > mi

= mi

{ min(v(my), v(m))} =

n
n(min{v(m)}, min{fv(m)}) = min{|m

I

'}
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Damit ist gezeigt, das§ — | eine additive Norm aul ist.

Gilt v(a) > O fur allea € A, dann ist @ir jedesg € G die Menge{m € M | |m| > g} (definiertuiber
eine beliebige Basis wie oben) gleich der Merigé (unablangig von der Basis!), wobdi gleich
dem Ideal{a € A] v(a) = g} in Alist: Die Inklusion, C" folgt, da SummenZ{j:1 bm; € M1 liegen
furm; e 1. Far die Inklusion, > verwendet man, dass nach Definition der Nofm| > 0 ist fur
allem e M, weil v(m;) > Oist fur allem; € A.

(2.4) Lemma (Multiplikation in normierten A-Ordnungen)
Es sei (A, K, G, v, Q) ein Bewertungssystem, J# eine A-Ordnung und H — H eine additive Norm auf
J wie in Theorem I1.(2.3). Dann gilt tiir alle h, h' € #, dass Hh - H > Hh” + H h’” ist.

Beweis:.Es seienb,, ..., by) die Basis von#, die zur Definition der Norm wie in Theoreth(2.3)

benutzt wurde, undhijx € A die Strukturkonstanten vog¢ beziglich dieser Basis, es gelte also
d g .

b - bj = Zk:lbkhijk fur1<i, ] < d.

Sindh = Zidzl ba € # mita; € Aundh’' = Z}Ll bj aj’ € Jf mit aj/ € A zwei Elemente in¥, dann

sind nach Definitior] h| = min {v(a) |1 <i < d} und [ = min {v(a) |1 < | < d}. Alsoist

||h-h’|| = Zbkhijkaiaj/

i,j.k
= min{[be| +v(hi) +v@) +v@)} > [h] + K]

> min | behyaa |

’

was zu beweisen war. O

Bemerkung: Daraus folgt sofort, dass die Kugeln um die Null, diedf1durch die Norm|| — H
gegeben sind, zweiseitige Idealedf sind. Das folgende Lemma gibt genauere Auskibgr diese
Ideale.

(2.5) Lemma (Konstruktion zweiseitiger Ideale in Algebren)
Es sei A ein kommutativer Ring, | < A ein Ideal in A und # eine A-Algebra (siche Definition I.(2.1)).
Dann ist

n
13¢= 1> ijhj[neN,ijelundhj e H firl < j<n
j=1

ein zweiseitiges Ideal in #¢ und es gilt (1 #)< = 1% . #.

BeweisideeNNachrechnen. i die letzte Behauptung benutzt man, daéeine 1 enthlt und deswe-
genig-ip- -+ cik-h=1(1-1g) - (>(2-1g)- --- - (ix-h)istfuri; e I undh e #. O]

(2.6) Definition/Proposition (Ideale in A-Ordnungen, die durch eine Norm beschrieben sind)

Es sei (A, K, G, v, O) ein Bewertungssystem, # eine A-Ordnung und H — H eine additive Norm auf
H wie in I1.(2.3). Ist § = T < G U {oo} eine nach oben abgeschlossene Menge (siehe Definition
IL(1.11)), dann ist 17 := {h e H ’ HhH € T} ein zweiseitiges Ideal in # und es gilt | = |23 fiir
das Ideal |+ = {a € A|v(a) € T} von A (vergleiche Definition I1.(1.12)).

Beweis:Dassl; ein Ideal inA ist folgt direkt aus der Tatsache, dagx) > O ist fur allex € A und
der Eigenschaft der Mengk, nach oben abgeschlossen zu sein (vergldictie12)). Dann folgt aus
Lemmall.(2.5), dassl+# ein zweiseitiges Ideal it#¢ ist. Die Gleichheitl #* = 17 wird bewiesen
wie die letzte Aussage von Theoréh{2.3). O

Analog zu Propositiorl.(1.15) kdbnnen wir auch die Normtopologie auf einer Ordntirger einem
Bewertungsring als Topologie, die von einem ldeal stammt, deuten:
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(2.7) Korollar (Normtopologie als Topologie, die von einem Ideal stammt)
Es sei (A, K, G, v, Q) ein Bewertungssystem und G die Menge der positiven Elemente in G. Es sei

T C G, U {oo} eine archimedische Teilmenge und | := 1¥ = {X €0 | v(X) € T} das zugehorige
Ideal (vergleiche Definition 1I.(1.12)). Weiter sei # eine @-Ordnung und || — || eine Norm auf #

wie in IL.(2.3). Dann stimmen die Normtopologie auf J, die | -adische Topologie und die | -adische
Topologie auf # (im letzteren Fall als @-Modul) iiberein.

Beweis:Das zweiseitige Idedl (vergleichell.(2.6)) ist gleich1f # = | # und (179" = "¢ fur

n € N (siehe Lemmal.(2.5)). Also sind diel #-adische Topologie der Algebr# und diel -adische
Topologie deg9-Moduls # identisch.

Dieselbe Argumentation wie im Beweis zu Propositib(L.15) zeigt aber nun, dass in jeder Nullum-
gebungl "# derl;¢-adischen Topologie eine Nullumgebung der Normtopologie liegt und umgekehrt.
Also sind alle drei linearen Topologien gleich. O

Das folgende Lemma wird sich an mehreren Stellen @éislich erweisen:

(2.8) Lemma (Invertierbarkeit in A-Ordnungen)

Es sei A ein Integrititsbereich und J# eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Dann ist ein
Element h € # genau dann invertierbar in #, wenn seine Determinante in der reguldren Darstellung
eine Einheit in A ist.

Beweis:Es seiB := (b)1<i<n €ine beliebige Basis vo# und D die rechts-regidre Matrixdarstel-
lung von# beziglich der BasisB. Isth € # invertierbar, dann isD(h) - D(h~1) = E, (n-reihige
Einheitsmatrix). Also ist ddb(h) wegen dem Determinanten-Multiplikationssatz eine Einheiin
Sei umgekehrt ddd (h) eine Einheit inA. Dann ist die MatrixD (h) invertierbar undD (h)~ ist ein
Polynom inD (h) mit Koeffizienten aug, liegt also inD(#). Damit isth invertierbar in#¢, denn die
regubre Darstellung ist treu. d

(2.9) Proposition (Eigenschaften von Normtopologien)

Es sei (A, K, G, v, O) ein Bewertungssystem, # eine A-Ordnung und H — || eine additive Norm auf
J wie in Theorem II.(2.3). Mit K # sei die Konstantenerweiterung K ® Jt bezeichnet und die Norm
| = || wie in IL(2.2) auf K 3¢ fortgesetzt.

Dann sind Addition und Multiplikation in # bzw. K # beziiglich der durch || - H definierten Topologie
stetig. Istu € K J# invertierbar, dann gibt es eing € G, so dass fiir alle v € K # mit || u—v || > g auch
v in K # invertierbar ist, die Menge der invertierbaren Elemente in K F ist also offen. Inversenbildung
auf dieser Menge ist ebenfalls stetig.

AuBerdem gilt: Es seien € € O3 := O @ 3 und e € K H beliebig mit |e— € | > 0. Dann liegt auch
ein OH.

Beweis:Es seiB := (by, ..., by) die A-Basis von, bediglich der die Norm| — | in Theorem
I1.(2.3) definiert ist. Wir stellen uns alle Elemente K07 in Koordinaten beizglich der BasisB
geschrieben vor.

Laut Propositioril.(1.10) sind Addition und Multiplikation inK stetig befiglich derv-adischen To-
pologie.

Die Addition in K # erfolgt komponentenweise, so dass sich die Stetigkeit der Additigh diirekt
auf #¢ und K ¢ fortsetzt(ist [a — a'| > gund |b— /|| > g, dannist|(@+b) — (& + b")|| > g).
Dies folgt auch aus der Tatsache, dass die Topologi&a#ifeine lineare ist.

Die Multiplikation in # bzw. K # lasst sich mit den Strukturkonstanten bgizch der BasisB be-
schreiben:

d
bi-bj =) b mit hjeA fur 1<i,j k<d.
k=1
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Daraus ergibt sich eine Multiplikationsformeirfbeliebige Elementg € # undy € #, die in jeder
Komponente des Ergebnisses einen bilinearen Ausdruck in den Koordinateruwety hat:

d

d d
(Zbixi)‘ Y oby | =Y | b Do xyihi
i=1 j=1 i

k=1

Also existiert fir jedesg € G eing’ € G, so dass aufx — X'|| > g und|y — y'| > g folgt, dass
Ixy — X'y'| > gist. Deswegen ist die Multiplikation ifi¢ stetig.

Fur die Inversenbildung kann man die (rechts-)régelDarstellung betrachten:

Ein Elementu € K # ist nach Lemmal.(2.8) genau dann invertierbar ik #, wenn die Matrix von

u in der reguren Darstellung bémlich einer beliebigen Basis Determinante ungleich 0 hat.

Die Abbildung, die einem Elemente K # die Determinante seiner Abbildungsmatrix in der rechts-
reguBairen Darstellung bémlich B zuordnet, ist aber eine stetige Funktion ufdst hausdorffsch,
deswegen folgt: Wenn in K # invertierbar ist, dann gibt es em € G, so dass alle € K# mit
lu—v| > g ebenfalls invertierbar itk # sind. Also ist die Menge der invertierbaren Elemente in
K #¢ offen.

Die Inversenbildung irK \ {0} ist laut Propositioril.(1.10) stetig. Das Inverse eines invertierbaren
Elements inK # errechnet sich komponentenweise atssung eines linearen Gleichungssystems
(regukre Darstellung!). Nach der Cramerschen Re@elgh das Inverse vamalso stetig voru ab.

Die Elementee in K # mit || > 0 sind genau diejenigen, dereanstliche Koordinaten bémlich

B im Bewertungsring® liegen, also die Elemente vafi#¢. Deswegen folgt aus’ € @# und
le—¢€]| >0,dass|e| = |[e— €+ €| = min{|e—€]|. | €]} > 0ist, dass alse € O ¥ liegt. O

’

1.3 Vervollst andigung

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass die hier angegebene Konstruktion von ¥ediglistgen
nicht dielibliche Konstruktion mit Cauchy-Folgen und Nullfolgen ist. In Anh@ngird aber gezeigt,
dass zumindest der hier definierte Begriff der V@lisligkeitaquivalent zunuiblichen ist.

(3.1) Definition/Proposition (Vervollstindigung, vgl. [Mat86, Kapitel 8])

Es sei # ein Ring, M ein #-Modul, A eine gerichtete Menge und {M, | A € A} ein System von
Untermoduln mit M, © M, wenn A < u ist. Die Vervollstindigung M von M ist der inverse
Limes MM/MA des Systems {M /M, | A € A} mit der folgenden Topologie: Jedes M /M, wird mit
der diskreten Topologie versehen, das direkte Produkt [ [, ., M/M, mit der Produkttopologie und M
mit der Teilraumtopologie in diesem Produkt. Diese Topologie ist eine lineare Topologie auf M, die
durch das System der Kerne ker p,, der Projektionen p,, : lm M/ M » — M/M,, auf die Komponenten
des direkten Produkts gegeben ist. Die Vervollstindigung von M beziiglich dieser Topologie ist als
topologischer Modul isomorph zu M.

Die kanonische, lineare Abbildungi : M — |\7|, M = (M+ M;)scn ist stetig und das Bild i (M) liegt
dicht in M. Der Kern Keri von i ist gleich (Nica M., die Abbildung i ist also genau dann injektiv,
wenn die lineare Topologie auf M hausdorffsch ist.

Ein Modul M heiBt vollstindig in der linearen Topologie beziiglich {M, | A € A}, wenn die
Abbildung i ein Isomorphismus der topologischen Moduln M (lineare Topologie, siehe Definition
I1.(1.1)) und M ist. Also ist M selbst vollstindig.

Ist M = # und sind die M, zweiseitige Ideale, dann ist die Vervollstindigung H ein Ring, da dann
alle M /M, Ringe sind und M der inverse Limes von Ringen ist.

Beweis:Alle Behauptungen sind injat86, Kapitel 8] bewiesen, wobei dort aber wiigerweise der
Ring # als kommutativ vorausgesetzt ist. Der Vdlisdigkeit halber sind in Abschni&.(1.3) im
Anhang komplette Beweise zu finden. O
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Bemerkungen:
o Der Begriff,,vollstandig* hier entsprichtvollstandig und separiert* in Bourbaki-Terminologie.

e Im Allgemeinen braucht mariif den Begriff der Vollshndigkeit nicht nur eine Topologie, son-
dern eine uniforme Struktur. Eine lineare Topologie liefert aber automatisch eine solche, da die
Umgebungen eines beliebigen Punktes einfach die verschobenen Nullumgebungen sind.

(3.2) Proposition (Vervollstindigung und Teilmoduln, vgl. [Mat86, Kapitel 8])

Die Bezeichnungen seien wie in Definition I1.(3.1). Ist N € M ein Teilmodul, dann sind die Teil-
raumtopologie von N in M und die Quotiententopologie auf M /N lineare Topologien, gegeben durch
die Systeme {N N M, | A € A} bzw. {(M; + N)/N | A € A}. Die folgenden Vervollstindigungen
sind jeweils mit diesen Topologien zu verstehen.

Die kurze, exakte Sequenz 0 > N — M — M/N — 0 induziert im inversen Limes die exakte
Sequenz 0 — N—> M- M /N), wobei die letzte Abbildung surjektiv ist, wenn die Topologie eine
| -adische ist (I ein zweiseitiges Ideal in #¢). Wir kénnen also N als Untermodul von M auffassen.
Esist N genau der topologische Abschluss von i (N) in M.

AuBerdem ist Vervollstindigen ein Funktor: Sind M und M’ mit linearen Topologien versehen, dann
g1bt es zu ]edem stetigen Homomorphismus f : M — M’ genau einen stetigen Homomorphismus
f : M — M’, der mit den kanonischen Abbildungen M — M und M’ — M’ insofern vertrdglich
ist, als das Diagramm

f
M——M

|

M—— M
kommutativ ist. Sind M und M’ Ringe (und die Nullumgebungen fiir die lineare Topologie zweiseitige

Ideale, so dass M und M’ ebenfalls Ringe sind) und ist f ein stetiger Ringhomomorphismus, dann ist
auch f ein stetiger Ringhomomorphismus.

Beweis: Siehe Mat86, Kapitel 8]. Obwohl in Mat8€ alle Ringe kommutativ sind, wird dies in den
Beweisen zu dieser Proposition in Kapitel 8 nichtdggt. Der Volls&éindigkeit halber ist in Abschnitt
A.(1.4) ein kompletter Beweis zu finden. O

(3.3) Korollar (Vervollstindigung und direkte Summen)

Es seien #¢ ein Ring und L und N zwei J#¢-Moduln, die jeweils mit einer linearen Topologie beziiglich
eines Systems von Untermoduln {L; | A € A} bzw. {N, | A € A} mit derselben gerichteten Index-
menge A versehen sind. Versieht man dann wie in Korollar I1.(1.3) die direkte Summe M := L & N
durch M, := L, ®N;, fiir A € A ebenfalls mit einer linearen Topologie, dann ist die Vervollstindigung
M von M beziiglich dieser Topologie als topologischer #-Modul isomorph zur direkten Summe der
Vervollstindigungen L und N.

Beweis:Wir betrachten die aufspaltende kurze exakte Sequenz

in der alle Abbildungen laut Korolldt.(1.3) stetige Homomorphismen sind. Nach Propositigi3.2)
erhalten wir daraus die folgenden stetigen Homomorpismen zwischen den Vandiggingen

0—— [ —

p
s A ~
«_ Ny 0
f

wobei, wenn wir alle Inklusionen von Moduln in ihre Vervolisidigung mif bezeichneni,oj = joi,
iop= pPoiundior =foigelten. Wegemor =idy istalsoi =iopor = poior = pofoiund
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damitp o f = idy als eindeutiger, stetiger Homomorphismus womachN, der auf dem Bild (N)
der TeilmengeN € M gleich der Identit ist (siehe wieder Propositidh(3.2)). Also istinsbesondere
p surjektiv und wir haben eine zerfallende, kurze exakte Sequenzl0—- M — N — 0. 0

(3.4) Proposition (Universelle Eigenschaft der Topologie von M)
Die Bezeichnungen seien wie in Definition I1.(3.1). Zusétzlich sei

j M= limM/M; - []M/M,

rEA

die Inklusion in das direkte Produkt und p, : [[,., M/My — M/M,, jeweils die kanonische
Projektion auf die u-Komponente. Dann hat die Topologie von M die folgende universelle Eigen-
schaft: Ein #-Modul-Homomorphismus ¢ : X — M ist genau dann stetig, wenn die Abbildung
Ppojog: X — M/M, fir jedes u € A stetig ist, wobei M/M,, mit der diskreten Topologie
versehen ist.

Beweis: Wir setzen die universellen Eigenschaften der Teilraumtopologie und der Produkttopologie
zusammen: Davl die Teilraumtopologie im direkten Produk, ., M/M, hat, iste genau dann
stetig, wennj o ¢ stetig ist. Aus der universellen Eigenschaft der Produkttopologie folgt dann die
Behauptung. O

(3.5) Proposition (Vervollstindigung hingt nur von der Topologie ab)

Die Bezeichnungen seien wie in Definition I11.(3.1). Dann héngt die Vervollstindigung M nur von der
Topologie ab und nicht von der speziellen Wahl der Umgebungsbasis.

Genauer: Ist M mit einer zweiten linearen Topologie versehen, die von einem anderen System von
Nullumgebungen {N, | y € I'} mit einer gerichteten Menge I' herkommt (wir bezeichnen diese
Kopie von M mit M’), so dass aber die Identitit in beiden Richtungen stetig ist, dann induziert die
Identitét einen Isomorphismus M = M’, insbesondere ist M genau dann vollstindig beziiglich der
linearen Topologie, die durch {M, | A € A} gegeben ist, wenn M volistindig ist beziiglich der
linearen Topologie, die durch {N, | y € I'} gegeben ist.

Beweis: Wir bezeichnen den Modu\l mit der zweiten linearen Topologie mM’. Nach Voraus-
setzung ist die Identit in beiden Richtungen stetig, so dass es also nach Propdsi(®8) stetige
Abbildungenf undg gibt, die das Diagramm

id id id

M M’ > M > M’
l f l g ‘L f l
M M’ M > M’

kommutativ machen. Wegen der Eindeutigkeit in ProposittigB.2) istgo f bzw. f og jeweils gleich
der identischen Abbildung ai bzw. M’. O

(3.6) Bemerkung (Vervolls&ndigung mit Netzen)

Ublicherweise wird die Vervoll$indigung mit Cauchy-Folgen und Nullfolgen definiert. Eine Ver-
allgemeinerung davon benutzt den Begriff déketzes®. Im Anhang in den Abschnitték(1.5) bis
A.(1.8)findet sich diese Definition, eine andere Konstruktion der Vendildigung und der Beweis,
dass dies@quivalent zur obigen Definition ist. Gleichzeitig wird so der Zusammenhang mittdier
chen Definition der Vervollgindigung mittels Cauchy-Folgen klar.

Insbesonder&ikst sich ein Integiétsbereich bamlich einer Bewertung vervolighdigen. Dieser Fall
wird sich sgter als besonders wichtig erweisen. @ztich lasst sich in diesem Fall Einigéber die
auftretenden Quotienteiikper und Restklasseakper sagen:
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(3.7) Proposition (Vervollstindigung beziiglich einer Bewertung und Quotientenkorper)
Es sei (A, K, G, v, Q) ein Bewertungssystem. Dann ist wie in Proposition I1.(1.10) durch das Sys-
tem {M, | A € G} von Idealen von A mit M, := {X € A | v(X) > A} bzw. durch das System
{N;. | » € G} von Idealen von O mit N, := {x € @ | v(X) > A} bzw. durch das System {L; | > € G}
von @-Untermoduln von K mit L, := {X € K | v(X) > A} sowohl auf A als auch auf O und
K jeweils eine lineare Topologie definiert. Wir bezeichnen mit A die Vervollstindigung von A und
mit @ die Vervollstindigung von ©. Dann ist O ein Integrititsbereich. Wir bezeichnen mit K den
Quotientenkorper von 0, also nicht die Vervollstindigung von K beziiglich obiger Topologie!
Die stetigen Embettungen A — O — K zusammen mit den kanonischen Einbettungen A — A
und @ < @ und @ < K und der aus der Funktorialitit der Vervollstindigung (siehe Theorem
11.(3.2)) kommenden Abbildungen A <> @ bilden ein kommutatives Diagramm stetiger, injektiver
Ringhomomorphismen:

A— 0O ——>K

IR

A—6—K.

Die Bewertung v : A — G U {oo} lasst sich zu einer Bewertung auf O fortsetzen und liefert damit
automatisch eine Fortsetzung von v : A — G U {oo} auf A. Es gilt v(X) 0 fiir alle X € @. Die Fort-
setzung v ist dadurch eindeutig bestimmt, dass die Abb11dung v:0 \ {0} — G stetig ist, wenn man
G mit der diskreten Topologie versieht. Die Topologien auf A und @ (aus dem Vervollstandigungs-
prozess) sind gleich der v-adischen Topologie (. bezughch der fortgesetzten Bewertung). Wir setzen v
von © auf den Quotientenkorper K fort und versehen K mit der v-adischen Topolog1e
Dann gibt es genau einen steugen injektiven Kérperhomomorphismus j : K — K, der mit den
Inklusionen O < K und @ < O < K vertraghch ist, also das kommutative D1agramm II.1 rechts
komplettiert. Das Bild von | liegt dicht in K.
Ist m := {x € A| v(X) > 0} und m die Vervollstindigung des A-Untermoduls m von A, dann ist

={x € A|v(x) > 0} und es gilt A= A+ 1, so dass also A/m = A/f als Ringe ist.
Die Vervollstindigung 0 ist gleich dem Bewertungsring von v in K und K ist die Lokalisierung von
O bei der mu1t1p11kat1v abgeschlossenen Teilmenge A\ {0}.
Der Schnitt K N A (betrachtet als Teilmengen von K) ist im Bewertungsring O enthalten.

Beweis:Das kommutative Diagramih.1 ergibt sich direkt aus den Eigenschaften der Vervaigt-
gung in Theorenil.(3.2). WegenM, = AN N, undN, = @ N L, furallex € A ist Anamlich nach
Propositionll.(1.2) mit der Teilraumtopologie der linearen Topologie &jfund@ mit der Teilraum-
topologie der linearen Topologie a#f versehen. Es ist klar, dass alle vorkommenden Topologien
hausdorffsch sind, da sie von Bewertungen kommen. Man beachte, dass &dhgunoch keine Ab-
bildungK — K haben, d& nicht als Vervollsandigung vorK beziglich derv-adischen Topologie,
sondern als Quotientedkper von@® definiert wurde.

Die Fortsetzung von auf@ lasst sich explizitangeben: Ist9 % = (X, +N;,);cc € O ein Elementim
inversen Limeszln(‘)/NA = @, dann gibtes eip € G mitx, ¢ N,. Wir setzen danm(X) := v(X,).
Dies hangt nicht von der Wahl vop ab: Sei @amlich ©* € G gegeben mik, ¢ N, und (ohne
Beschankung der Allgemeinhei})’ > u, dannistx,, — x,, € N, (daX im inversen Limes ist), also
v(Xy —X,) > n. Weil aberx,, ¢ N, ist, istv(x,) < . Also gilt v(X,) = v(X, + X — Xu) = v(X,)
wegen Lemmal.(1.6).(iii).

Diese Festlegung ist also wohldefiniert, liefert eine Fortsetzong (O ist als (X + Ny)iec € 1)
eingebettet) und €iflt die Eigenschaften einer additiven Bewertung (per direkter Vererbung der Ei-
genschaften vom, wenn man,weit genug hinten schaut’). Sie sémkt auf analoge Weise auf den
inversen LimesA ein und offensichtlich ist(X) > 0 fur allex € @. Der Beweis der Eindeutigkeit
folgt weiter unten.

Aus der Existenz vom folgt mit Lemmall.(1.6).(iv), dass® ein Integrititsbereich ist.

Wir zeigen zuichst, dass die Topologie afifaus der Konstruktion der Vervolttdigung gleich der
v-adischen Topologie mit dieser Fortsetzung ist: L&(8.1) ist die Topologie auf eine lineare To-
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pologie, die durch das System der Kerne pgider Projektionerp,, : M@/NA — O/N, definiert
ist.
Ist nun(X + N),ea = X € kerp,, alsox, € N,, dann ist nach obiger Festsetzun®) = v(X,)
fur ein beliebigeg.’ mit x,» ¢ N,. Daraus folgiu’ > u, alsox,, — x, € N, und damitv(x,/) > pu.
Ist andererseits(X) > u, dann ist entsprechend, € N, fur jedesy’ mit x,» ¢ N/, alsox, € N,,.
Demnach sind die Kerne der Projektionpp sogar genau die Kugeln um die Null liggich der
fortgesetzten Bewertung Genau so argumentiert mair fA.
Dann ist aber genau wie i.(1.10) die Abbildungv : O\ {0} > G stetig, wenn mars mit der
diskreten Topologie versieht. Daraus folgt die Eindeutigkeit der Fortsetzung, dieht in @ liegt
und es deswegerbhhstens eine stetige Fortsetzung der stetigen Abbildung \ {0} — G gibt.
Wir konstruieren nun einen injektiven, stetigetriéerhomomorphismus: K — K. DaK der Quo-
tientenlorper von@ ist, hat er folgende (universelle) Eigenschaftilst® — K die Inklusion,R ein
kommutativer Ring un@ : @ — R ein Ringhomomorphismus, so dass die Bilder der Elemente von
O \ {0} invertierbar sind, dann gibt es genau einen Ringhomomorphigmis — Rmity = j oi.
Dies wenden wir auR := K undg : © < K an und erhalten zithst einen Ringhomomorphis-
musj : K — K, der Diagrammil.1 kommutativ macht. D& ein Korper ist, istj injektiv und ein
Korperhomomorphismus. Wir fass&nvon nun an als Teilmenge vdf auf.
Die Abbildung j ist dadurch gegeben, dass méin €in Elementa/b € K mita,b € A jeweilsa
und b einzeln abbildet (mity) und dann inK dividiert. Deswegen ist die Bewertungauf K eine
Fortsetzung vomn auf K. Dementsprechend ist die Inklusion stetig, da sowolls auchK mit der
v-adischen Topologie versehen sind. Da Inversenblldurl’@\lfO} und Multiplikation inK stetig sind,
kénnen wir ein Elemerd/b € K mita,be @ beliebig genau durch ein Elementkhapproximieren,
indem wira undb jeweils durch Elemente ia’, b’ € © so genau approximieren, dagg/b —a’/b’)
groB genug ist. Also liegk dicht inK.
Die GIeichungA = A+ mfolgt so: Sindu > 0und 0# X = (X, + M;)seG € A beliebig, dann ist
V(X = X,) > un > 0,daaus, — X, ¢ N, folgt, dassh > p ist. Also istX — x, € m. Deswegen ist
A/m = A/f. Genau so kann maiif©@ argumentieren.
Offensichtlich gilt ir alle Elementd € , dass)(§) > 0 ist. Sei nun umgekehite A mit v(R) > O.
WegenA = A + i ist & von der Fornk = a + ¥ fiir eina € Aund einy € . Ausv(%) > 0 und
v(¥) > 0 folgt nun, dass(a) > 0 ist und damita € m, also aucha € m. Damit ist gezeigt, dass
={%e A|v®) > 0} ist.
Wir zeigen als Achstes, das@ der Bewertungsring von in K ist. Bereits oben wurde gezeigt, dass
v(R) = Oist fur allex € @.
Dazu brauchen wir zuthst eine Hilfsaussage: 18t= (X, + N;)ea € O mit v(X) = uw >0
undy € @ mit v(y) < u, dann gibtes eit € @ mit 2-y = %, esist alsa&t/y € @ < K. Das
Elementz = (z, + Ny),ea lasst sich explizit angeben: Wir setzesnmlichz,_, := O fur aller < u
undz,_, = X, /y fur allex > p, in letzterem Fall ist amlichv(x;) = u (sonst véarev(X) > u),
also istz,_,, € . Das so gebildete Elemeatliegt im inversen Limes, denrif y > A > 0 folgt
V(Z, — ) = v(Xy4,/Y — Xag/Y) = A und fur & < 0 ist sowiesoN,, = O. AuBerdem isly - 2 = X,
dennfirr >0 |stv(y z, — XA) = V(Y Xt /Y — X)) = A
Seinuna/b € K mit4, b € @ gegeben mit(a/b) > 0, alsov(d) > v(b). Istv(b) > 0, dann nnen
wir die Hilfsaussage benutzen und mit einem Element@lsirzen, so dass wir ohne Beséhkung
der AIIgemeinheit}(B) = 0 annehmendnnen. Wir zeigen nun, dabsn O invertierbar ist, indem wir
explizit ein Inverseg = (€, +Nj)sea € o angeben: Istamlichb = (b +N;)sen Mit v(B) = 0, dann
gilt b, ¢ N, fur allex > O (sonst varev(b) > 0) und wir kbnnen ohne Einschnkung annehmen,
dasdh, = listfuraller < 0. Dannsetzenwi;, := 1 furaller < Oundgc, := b;l e@furr > 0,da
in letzterem Falb(b,) = 0, alsob;, im Bewertungsring? invertierbar ist. Das so gebildete Elemént
liegt im inversen Limes, da aus9 1 < y undv(b, —b,) > 1 sofort

b, — b,
v(bt — )_v(bA b>_v(b —b) >
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folgt. Fur & < 0 ist sowiesoN; = @. Offensichtlich ist€ das Inverse vob und liegt in@. Damit ist
gezeigt, dass/b und damit auctd/b in O liegt.

Andererseits haben wir damit auch gleich gezeigt, thasie Lokalisierung vor® bei der multiplika-
tiv abgeschlossenen Teilmenge, {0} ist. Ist ramlicha/b € K beliebig mita, b € @, dann konnen
wir diesen Bruch so mit einem Element A erweitern, das&/b = &/c - ¢/bist mitv(c/b) > 0, so
dass als@/b im Bewertungsringd liegt (man beachte, dass nach Voraussetaungk — G U {oo}
surjektiv undK der Quotientensirper vonA ist, so dass irA Elemente mit beliebig grol3enWerten
existieren).

Istx € K N A, dann istv(x) > 0, daA im Bewertungsring9 von K enthalten ist. Also liegk im
Bewertungsring? von K. O

Bemerkung: Im Allgemeinen ist der Schnitk N A echt gbRer alsA, wie man schon daran sieht,
dass der Grenzwert Y 2, 4" in der VervollsandigungZ, vonZ bediglich der 2-adischen Bewertung
gleich 1/3 ist, wenn man ihn in der entsprechenden VervaiidigungQ, von Q betrachtet.

Diese Resultatéber kommutative, bewertete Ringe lassen sich auf Ordnuiligensolchen Ringen
verallgemeinern:

(3.8) Bemerkung (Vervollsindigung einer Ordnung beziglich einer Norm)

Es sei(A, K, G, v, 0) ein Bewertungssysten#¢ eine A-Ordnung und| — | eine additive Norm
auf # wie in Theoremil.(2.3). Dann sind die NullumgebungeBy(0) zweiseitige Ideale in#, so

dass also die Vervollahdigung von# beziglich der Normtopologie eind-Algebra ist, wobeiA die

Vervollstandigung des Grundrings beziglich derv-adischen Topologie ist.

Beweis: Wegen Lemmal.(2.4) sind die NullumgebungeiBgy(0) zweiseitige Ideale, da nach Kon-
struktion der Norni|h|| > Oiist fir alleh € #¢. Dadurch hat der inverse Lime# eine Multiplikation.
Der Ringhomomorphismug : A — #, der # nach Definitionl.(2.1) zu einer Algebra macht, ist
stetig, also gibt es laut Propositidin(3.2) genau einen stetigen RlnghomomorphlsnpusA — J(’
der mit den Inklusionen vedglich ist. Dieser mach# zu einerA- Algebra Dass das Bild von
im Zentrum von# liegt, folgt daraus, dasa dicht in A und # dicht in # liegt und deswegen aus
Stetigkeitsgﬂ'ﬂndenf(a)h = hj(a) nicht nur ira € Aundh € #, sondern auchif a € A und

h e # qilt. O

Es folgen einige Hilfsatze fir solche vervollsindigte Ordnungen, insbesondere um sie mit der Kon-
stantenerweiterung mit der Vervolistdigung des Grundrings zu vergleichen.

(3.9) Proposition (Vervollstindigung ist Tensorierung, vgl. [Mat86, 8.7])

Es sei A ein kommutativer, noetherscher Ring, | ein Ideal in A und M ein endlich erzeugter A-
Modul. Dann ist die | -adische Vervollstindigung M von M als topologischer A-Modul isomorph
zur Konstantenerweiterung A% M, wobei A die | -adische Vervollstindigung von A ist. Ist also A
vollstindig beziiglich der | -adischen Topologie, dann ist auch M volistidndig beziiglich der | -adischen
Topologie.

Beweis:Siehe Mat86, 8.7]. Am angegebenen Ort wird zwar eine Bijektion angegeben, aber nicht auf
die Topologien bzw. die Stetigkeit eingegangen.

Die VervollstandigungA hat nach der Konstruktion ih.(3.1) eine lineare Topologie, die durch die
Kerne der Projektionem, : A — A/I™ gegeben ist. Durch das Mengensystekerpn® M)neN

ist eine lineare Topologie auf der Konstantenerwelterm@ M definiert. Man kann nachrechnen
dass die bijektiveA-lineare AbblldungA® M — M, (a, + I”)neN@um — (aym+4 1" M)neN genau

die Mengen der Umgebungsbasis VAI@ M auf die Mengen der Umgebungsba5|s \Mnabbildet.
Deswegen ist diese Abbildung ein Isomorph|smus topologlsAH&‘IDduln O
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(3.10) Proposition (Flachheit der Vervollstindigung, vgl. [Mat86, 8.14])
Es sei A ein kommutativer, noetherscher Ring, | ein Ideal in A und A mit der | -adischen Topologie
versehen. Dann sind dquivalent:

@1 CradA (ii) die | -adische Vervollstindigung A von A ist treu-flach iiber A.

Beweis:Siehe Mat86, 8.14]. O

(3.11) Proposition (Vollstindigkeit von A-Ordnungen, vgl. Bemerkung nach [CR81, (5.22)])

Es sei A ein kommutativer, lokaler Ring mit maximalem Ideal m und #¢ eine A-Ordnung.

Wenn A vollstindig beziiglich der m-adischen Topologie ist, dann ist auch # vollstindig in der m-
adischen Topologie.

Ist A nicht vollstindig und A die Vervollstindigung, dann gilt fiir die Vervollstindigung H von H
beziiglich der m-adischen Topologie:

H = Aéﬁ H (als topologische A—Modu]n).

Beweis:Siehe CR81, nach (5.22)]. O

Bemerkung: A ist nicht als noethersch vorausgesetzt, soiiahke man Propositioh.(3.9) verwen-
den. Diese Proposition ist nur zum Vergleich autdet und wird sater nicht verwendet. INJR8]]
wird namlich eine andere Definition von Volistdigkeit benutzt (Cauchyfolgen). Diese ist z\aigui-
valent, jedoch ist diese Tatsache nicht unmittelbar klar (siehe Bemetk($§)).

Dasselbe gilt analogif den Fall einer Ordnungber einem RingA mit einer Bewertung, wenn die
Topologie durch die Bewertung bzw. durch eine Norm gegeben ist, auch wenn der Grundring nicht
noethersch ist, wie zum Beispiel bei nicht-diskreten Bewertungsringen.

(3.12) Proposition (Vollstindigkeit von A-Ordnungen beziiglich einer Bewertung)

(vgl. Bemerkung nach [CRS81, (5.22)])
Es sei (A, K, G, v, O) ein Bewertungssystem, # eine A-Ordnung und || — || eine additive Norm auf
J€ wie in Theorem II.(2.3).
Ist A vollstidndig beziiglich der v-adischen Topologie, dann ist auch J€ vollstindig in der Normtopo-
logie. Ist A nicht vollstindig und A die Vervollstandigung, dann gilt fiir die Vervollstindigung H von
J beziiglich der Normtopologie:

A

H = A§ H (als topologische A-Algebren).

Beweis:Es seiAq := {a e A|v(@) > g} und#y := |[h e # | |h| > g}, jeweils fir g € G. Weiter
sei(by, ..., by) die A-Basis von#, beiiglich der wie in Theorer. (2 3) die Norm| — || definiert ist.
Die analoge Definition mit deA-BaS|s(1 @ bi,..., 15 ® bg) von A® J¢ setzt die Norm fort. Damit
ist auchA® J¢ mit einer linearen Topologle versehen

Wir definieren eineA-lineare Abbildungp : A® J¢ — J¢ durch die Vorschrift

(ag + Aglgec @ > (agh + Hg)gec  flrag € Aundh € J¢.

Das Element auf der rechten Seite liegtéatsich in#, da||h|| > Oist fur alleh € # und deswegen
lagh — agh| > gist fur alleg,g’ € G mit g > g. Man kann nachrechnen, dagssogar ein
Homomorphismus vor-Algebren ist.

Ist umgekehrﬁ (hg + Hg)gecc €in Element vorHl, so kdnnen wir jedes als Linearkombination
in der obigen Ba5|s schrelbehg Zl 1ag.b fur alleg € G, wobeiag; € Aistfirg € G und
1<i < i—oagi) = gfurl<i <dwegen
der Definition der Norm. Also ish; := (ag,i + Ag)geg fur 1 <i < djeweils ein Element vor und
damit durchh — Zid:lé; ® b die Umkehrabbildung vop konstruiert. Deswegen igt bijektiv.
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Man Uberzeugt sich leicht, dass die Mengen der Umgebungsbasﬁ@dﬂ von ¢ genau auf dieje-
nigen der Umgebungsbasis vt abgebildet werden, so dass alsein Isomorph|smus von topolo-
gischenA-Algebren ist. d

Bemerkung: Der Unterschied zu Propositidh(3.11) ist nur die Art der Definition der Topologie:
Dort war die Topologie alsi-adische definiert, hier als von einer Bewertung bzw. Norm induzierte.

.4 Heben von Idempotenten

Istg : A — B ein Ringhomomorphismus, dann wird ein Idempoteat A unteryp auf ein Idempotent

@ (e) oder auf 0 abgebildet. Unter dem Begrifieben von Idempotenten” versteht man den Vorgang
in der anderen Richtung: Man finde zu einem Idempotert B ein Idempotene € Amit ¢(e) = f.

In diesem Abschnitt geht es um einige Aussagen zu diesem Thema.

Das folgende Lemma erweist sich als extreiitztich:

(4.1) Lemma (Radikal einer Algebra iiber einem lokalen Ring, vgl. [CRS81, (5.22)])

Es sei A ein kommutativer, lokaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassenkorper K und F eine
A-Algebra, die als A-Modul endlich erzeugt ist. Wir setzen # := J /mH, eine endlich-dimensionale
k-Algebra, und bezeichnen die kanonische Projektion mit ¢ : # — #. Dann gilt:

(i) radi =gt (radF) D mH.
(ii)  Die Abbildung ¢ induziert einen Isomorphismus von K-Algebren #/rad# = # /rad .
(iii)  J¢/radF ist ein halbeinfacher artinscher Ring.
(iv)  Es gibt eine natiirliche Zahl j mit (rad#)! C myt.
(v) EsistH/mH = k% H als K-Algebren.

Beweis: Die Aussagen (i) bis (iv) sind @rtlich aus CR81, (5.22)] ubernommen. Die Abbildung
h — 1k<§>h hat das Ideaim#¢ im Kern und induziert einen Isomorphismus Vie\lgebren, dessen
Inverses durcx @ h — x - (h + mJ¢) gegeben ist, was (v) beweist. O

Da Ideale eines Rings, die von Idempotenten erzeugt werden, projektive Untermoduln déaseregul
Moduls sind, wird folgende Proposition relevant:

(4.2) Proposition (Kopf bestimmt Isomorphietyp von projektiven Moduln, vgl. [CR81, (6.6)])
Es sei | ein zweiseitiges Ideal in einem Ring # mit | C rad# und Q und Q' zwei endlich erzeugte,
projektive #¢-Moduln. Dann ist Q = Q’ genau dann, wenn Q/QI| = Q'/Q’l als #/1 -Moduln ist.

Beweis:Siehe CR81, (6.6)]. O

Das folgende Theorem ist Standard. Der Beweis ist aber komplett angegeben, da er an unsere De-
finition der Vervollsindigung angepasst ist und wiraser Ideen und Methoden daraus anderweitig
brauchen (in KapitelV).

(4.3) Theorem (Heben von Idempotenten, vgl. [CR81, (6.7) und (6.8)])

Es sei J ein Ring und | ein zweiseitiges Ideal in ¢ mit | C radJ¢. Weiter sei # vollstindig in der | -
adischen Topologie. Wir setzen # := # /| und bezeichnen die kanonische Projektion mit Querstrich:
h+ h:=h+ |. Dann gilt:

(i) Zu jedem Idempotent f € H existiert ein Idempotent € € J# mite = f.

(ii) Fiir beliebige Idempotente €, € € J sind die #€-Rechtsmoduln e;# und € genau dann
isomorph, wenn €; 3 und €3¢ isomorph als #¢-Rechtsmoduln sind.
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(iii) Ein Idempotent € € J ist genau dann primitiv, wenn € primitiv in J¢ ist.

(iv) Jede Zerlegung
H=eHD - DeH mitef =g

in unzerlegbare Rechtsideale € # von F# ergibt eine Zerlegung
H=eH® - GeH mite =8

in unzerlegbare Rechtsideale € # von #. Umgekehrt kommt jede solche Zerlegung von # von
einer von J¢, man kann also Idempotente simultan heben.

Beweis:Siehe auchCR81, (6.7) und (6.8)].
Wir betrachten zuachst eine Folge von PolynomeniiX], die wir aus der Identitt

2t
I=X+@A=-X)*=)" (Zst) X2S(1—X)S furteN (1.2)
s=0

gewinnen, indem wir die Summe nur hitaufen lassen:

t
2t
fri= > (s>x2t—3(1 —X)S,  furteN.

s=0
Fur diese Polynome gilt i[ X] fart > 1:

@ f e Z[X].
(b) fr=0 (modX") und fi=1 (mod(1— X)H.
() fi=f2 (modX'-(1—- X)Y.

(d) fi=fa (mod X' (1—X)Y.

(e) fi=X (modX- (11— X)).

Die Aussage (a) ist klar, da Binomialkoeffizienten ganzzahlig sind. Aussage (b) gilt, da<gus
folgt, dass 2 — s > t ist, und damit jeder Summand in der Definition véindurch X' teilbar ist.
Andererseits ist - f; durch(1 — X)! teilbar, da 1— f; gleich der Summéber die Summanden in
Gleichungll.2 ist, fur dies > t ist.

Nun ist aber (c) einfachf, — f2 = f, - (1 — f;) ist namlich sowohl durctX® als auch durctil — X)*
teilbar und letztere sind teilerfremd. Auch (d) folgt sofort aus (b),fda erst recht durchx! und
fiy1 — 1 durch(1 — X)! teilbar ist. Damit istf, — fi 1 = (1 — fi11) — (1 — f;) sowohl durchX! als
auch durch(1 — X)! teilbar, also auch durcK' - (1 — X)!. Aussage (e) folgt, da alle Summanden von
f. auRer demifr s = 0 durchX - (1 — X) teilbar sind undX? — X sowohl durchX als auch durch
(1 - X) teilbar ist.

Ist nun f e # ein Idempotent, so @ahlen wir zuichst ein Elemertt € # mit h = f. Dann ist
h2 —h =0, alsoh? — h € |. Wir kdnnen nun explizit ein Element i#t = # = lim J#¢/1' angeben
durche := (fi(h) + I'');cny. Wegen (d) liegeim inversen Limes und damit wegen der Vadistligkeit
auch in#¢, wegen (c) ist es ein Idempotent und wegen (egisth € | und damite = f.

Aussage (ii) folgt sofort aus Propositidh(4.2) und der Tatsache, dass# und e, J¢ projektive
Moduln sind fir zwei Idempotente;, e, € # und das®, # = g # als #-Moduln sind.

Fur Aussage (iii) see € # ein Idempotent, uné = f; + f, mit zwei orthogonalen Idempotenten
f1, f» € #H. Zu zeigen ist, dass au@mnicht primitiv ist. Dazu vidhlen wir einh € # mith = f; und
setzerg := ehe Dann istg = e fie = f; undeg= g = ge Ist nun wie oberg; gleich dem Element
(fe(9) + 1Yty € H, so gilt nicht nuref = g, sondern aucke = e; = e;eunde; = f;. Setzen wir
nune, := e— ey, SO folgt% = e unde, = f,. AuBerdem ise;e;, = 0 = e;e; undeist nicht primitiv.
Da die andere Richtung trivial ist, haben wir Aussage (iii) bewiesen.
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Aussage (iv) enthlt die Aussagen aus Theore@iR81 (6.8)], wo allerdings zugzliche Voraus-
setzungen gemacht werden, die aber fimrdie Vollstindigkeit gebraucht werden, die hier sowieso
vorausgesetzt ist: Zu zeigen ist also noch, dass eine Zerlegung derEirg-t - - - + f, in paarweise
orthogonale Idempotente i# simultan hochgehoben werden kann. Diesiistf = 1 trivial und fur

n = 2 kann man einfacH; zu e; heben und erddt mit 1 — e; automatisch eine Hebungrf f,.

Dann geht man per Induktion vor: Wenn die Aussai@enf — 1 bewiesen ist, dann gruppiert man
found f, zu f .= f; + f, zusammen und &hlt nach Induktionsannahme eine simultane Hebung
1=-e+e3+---+6€, zu paarweise orthogonalen Idempotenten, wobei jeweilber f; fur 3 <i < n
unde lber f liegt. Fur f; geht man nun vor wie im Beweis zu Aussage (iii). Dies liefert @imit
e, = fiundeg = e =¢ge Danniste;-g =(e;-e)-g =0=¢ - (e-e) =g -¢e furallei > 3
unde, := e — e ein Idempotent in¥, das orthogonal ze; und alleng fur 3<i < nistund fur das

e, = f, gilt. Damit ist Aussage (iv) bewiesen. O

Dieses Theoreriiber das Heben von Idempotenten ist insbesondere in zwei Situationen anwendbar:

(4.4) Proposition (Algebra iiber einem noetherschen, vollstindigen, lokalen Ring)

Es sei A ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring mit maximalem Ideal m, der in der m-adischen
Topologie vollstindig ist. Weiter sei # eine als A-Modul endlich erzeugte A-Algebra und darin | :=
m#H C radF (nach Lemma II.(4.1)). Dann ist | ein zweiseitiges Ideal in # und die | -adische
Topologie auf # stimmt mit der m-adischen (# als A-Modul aufgefasst) iiberein.

Die Algebra # ist vollstindig in der | -adischen Topologie, so dass man mit Theorem II.(4.3) Idem-
potente von # /| nach # heben kann.

Beweis: Da alle unsere Algebren eine Eins haben (siehe Definlti@l)), ist 1X = mKz fir alle
k € N (siehe Lemmal.(2.5)). Deswegen stimmt die-adische Topologie voi¢ mit derm-adischen
Uberein. Aus Propositiofl.(3.9) folgt, dass# mit A vollstandig in derm-adischen Topologie ist.
Dann ist abert wegen Propositiofi.(3.5) auch vollséndig in derl -adischen Topologie. O

(4.5) Proposition (Ordnung iiber einem vollstindigen Bewertungsring)

Es sei (O, K, G, v, O) ein Bewertungssystem und G die Menge der positiven Elemente in G. Es
sei O vollstidndig beziiglich der v-adischen Topologie, # eine @-Ordnung und || — H eine additive
Norm wie in Theorem I1.(2.3). Es sei T € G U {00} eine archimedische Teilmenge und | das Ideal
17 = {h e H | v(h) T} (vergleiche Definition II.(2.6)).

Dann ist # vollstindig in der If” -adischen Topologie, so dass man mit Theorem II.(4.3) Idempotente
von # /14 nach 3¢ heben kann.

Beweis: Aus Korollar I1.(2.7) folgt, dass diel #-adische Topologie auf¢ mit der Normtopologie
tbereinstimmt. Wegen der Voltstdigkeit von® in derv-adischen Topologie ist die Algebg nach
I1.(3.12) beZiglich der Normtopologie vollgindig. Die Vervollshindigung Bngt aber nach.(3.5) nur
von der Topologie ab, also igt auch vollsandig be#glich derl #-adischen Topologie und man kann
Theoremll.(4.3) anwenden. 0

Bemerkung: Der Unterschied zwischen den beiden letzten Propositionen ist, dass einmal der Grund-
ring als noethersch vorausgesetzt ist. Hat man dies nicht, braucht manPdejektivitat Uber dem
Grundring, auRerdem muss das Ideah # so gevahlt sein, dass die Elemente in den Potenzen von

| in der Norm,immer gibRere Werte* bekommen (dies wird hier durch die Voraussetzarahime-

disch* fur T erreicht). Die Voraussetzungewertungsring wird hier wegen der Verwendung von
11.(3.12) gebraucht, damit dié-adische Topologie wirklich dieselbe ist wie die Normtopologie (und
keine feinere).

1.5 Semilokale und semiperfekte Ringe

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Semiperfektheit eines Ringes dihgefEs wird gezeigt,
dass @ir semiperfekte Ringe der Satz von Krull und Schmidtgrojektive Moduln gilt. Semiperfekte
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Ringe werden in KapiteV/ zur Definition der Klebeabbildung (sieh&(3.1)) und fur die Brauer-
Reziprozitt (sieheV.(4.1)) verwendet und spielen deswegen eine wichtige Rolle bei den Umformu-
lierungen der James-Geck-Vermutung in Kapitél.

(5.1) Definition (Semilokaler Ring, vgl. [CR81, (5.27)])
Ein Ring # heiRtsemilokal, wenn#¢/ rad# ein halbeinfacher, artinscher Ring ist.

(5.2) Proposition (Endlich erzeugte Algebra iiber lokalem Ring, vgl. [CR81, (5.28)(ii)])
Sei A ein kommutativer, lokaler Ring und # eine endlich erzeugte A-Algebra. Dann ist # semilokal.

Beweis:Siehe CR81, (5.28)(ii)]. d

(5.3) Lemma (Radikalfaktor projektiver Moduln)

Es sei ¢ ein semilokaler Ring und e € J ein Idempotent. Weiter sei die kanonische Projektion
H — F/radH mit v bezeichnet. Dann ist der Radikalfaktor e# /radle#) des projektiven F€-
Moduls e# isomorph zu 7 (€) (F€/ rad Ff).

Beweis:Wegen CR81, (5.29)] ist rade#) = (eJt) - radH = eradF, daJf semilokal ist. Anderer-
seits isterad# = e# Nrad#. Also ist die Einschitnkung vonr aufe#¢ gleich der Projektion auf
eJt/rad(edt). Das Bild vone#¢ unterr ist aber gleichr (e) (F/ rad#). O

Der folgende Begriff istiir diese Arbeit von grundlegender Bedeutung.

(5.4) Definition (Semiperfekter Ring, vgl. [CR81, (6.22)])
Ein Ring # hei3tsemiperfekt, wenn #/rad# ein halbeinfacher, artinscher Ring ist (d.XH. ist
semilokal) und sich jedes Idempotentify rad# zu einem Idempotent itk heben &sst.

Die folgende Proposition ist genau so einfach zu beweiseninioh, da alle endlich-dimensionalen
Algebrenuiber Korpern artinsche Ringe sind:

(5.5) Proposition (Artinsche Ringe sind semiperfekt, vgl. [CR81, (5.19)])
Jeder artinsche Ring J¢ ist semiperfekt.

BeweisideeMit [ CR81, (5.19)] ist#¢/ rad# halbeinfach und wegerC[R81, (6.5)] ist# vollstandig
(rad# ist nilpotent), also kann man Idempotente nach Thedtdrh3) heben. d

(5.6) Theorem (Projektive Hiillen bei semiperfekten Ringen, vgl. [CR81, (6.23)])

Es seien # ein semiperfekter Ring und N := rad#. Dann hat jeder endlich erzeugte #¢-Modul X eine
projektive Hiille. Genauer: Es gibt einen endlich erzeugten, projektiven #¢-Modul P mit P/PN =
X/ XN als # /N-Moduln und dieser Isomorphismus lasst sich zu einer surjektiven Abbildung P — X
heben, so dass P damit eine projektive Hiille von X ist.

Beweis:Siehe CR81, (6.23)]. O

Bemerkung: Die Tatsache, dass jeder Mod¥leine projektive Hille hat, ist nachCR81, (6.26)(i)]
sogaraquivalent damit, das® semiperfekt ist. Iril.(5.10) unten wird ein Spezialfall dieses Ergeb-
nisses bewiesen.

(5.7) Korollar (Projektive Moduln sind Summen von PIMs)

Es seien J ein semiperfekter Ring und Q ein endlich erzeugter, projektiver #-Modul. Dann ist
Q isomorph zu einer (endlichen) Summe von projektiv unzerlegbaren Moduln der Form € # mit
primitiven Idempotenten € € J¢.

Beweis: Wir wenden Theorenil.(5.6) fur X = Q an: Wie im Beweis dieses Resultats iDH81,
(6.23)] findet manP, indem man die einfachen direkten Summanden des halbeinfakliead # -
Moduls Q/radQ = Q/(Qrad#t) (siehe CR81 (5.29)]) in der Forme (J¢/rad#) schreibt und
die primitiven Idempotente zu primitiven Idempotenteg € # hebt. Wegen Lemmk.(5.3) ist der
Radikalfaktorg #/ rad(g #) jeweils als#-Modul isomorph zie (#/ rad#). Der projektive Modul
Q ist natirlich seine eigene projektiveitie, welche eindeutig ist, also h@ die behauptete Forml
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(5.8) Lemma (Kopf der projektiven Hiille eines einfachen Moduls)
Es seien J€ ein Ring, V ein einfacher #¢-Modul und f : P — V eine projektive Hiille von V. Dann
ist ker f =radP, also hat P einen einfachen Kopf.

Beweis: AngenommenP hatte zwei verschiedene maximale Untermodin := ker f und M.
Dann lonnte f |y, nicht gleich der Nullabbildung sein (sonséwe M, € M), ware also surjektiv
(V ist einfach). Dann &re aberf nicht essentiell und® damit keine projektive Hille. Also hatP
einen eindeutigen, maximalen Untermodul Rag- ker f. O

Bemerkung: An diesem und dem vorigen Ergebnis sieht man, dass die endlich erzeugten, projek-
tiv unzerlegbaren Moduln semiperfekter Ringe genau die projektividiel der einfachen Moduln

sind. Es gibt also zu jedem Isomorphietyp einfacher Moduln genau einen Isomorphietyp projektiv
unzerlegbarer Moduln.

(5.9) Theorem (Krull-Schmidet fiir projektive Moduln iiber semiperfekten Ringen)

Es sei € ein semiperfekter Ring. Jeder endlich erzeugte, projektive #-Modul ist isomorph zu einer
endlichen direkten Summe projektiv unzerlegbarer #-Moduln, nidmlich den projektiven Hiillen der
einfachen Konstituenten seines Kopfs. Sind zwei endliche direkte Summen projektiv unzerlegbarer
J-Moduln als Ganzes isomorph, gilt also

Dr=da (11.3)
i=1 j=1

dann ist n = m und es gibt eine Permutation m auf {1, ..., n}, sodass P, = Q) fiir 1 <i < n gilt.

Beweis:Nach Korollarll.(5.7) ist jeder endlich erzeugte, projektive Modul isomorph zu einer endli-
chen direkten Summe projektiv unzerlegbarer Moduln. Diese Zerlegung findet man, indem man die
projektiven Hillen der einfachen Konstituenten des Kopfs des Moduls nimmt und deren direkte Sum-
me bildet. Dies sind nur endlich viele, da der Kopf auch endlich erzeugt ist.

Da nachil.(5.7) undll.(5.8) die projektiv unzerlegbaref-Moduln genau diejenigen Projektiven mit
einfachem Kopf sind, sind zwei projektiv unzerlegbare Moduln wegen Propo#iijér2) genau dann
isomorph, wenn ihre Epfe isomorph sind, dann sind si@mlich jeweils die projektive Hile ihres
einfachen Kopfes.

In Gleichungll.3 folgt aus der Isomorphie der Moduln als Ganzes die Isomorphie defeKauf
beiden Seiten. Das Radikal auf beiden Seiten ist aber jeweils die direkte Summe der Radikale der
projektiv unzerlegbaren Summanden (sieB&81, Exercise 5.11]). Also &ngt der Isomorphietyp

und die Vielfachheit deP, bzw. derQ; nur vom Isomorphietyp und der Vielfachheit der einfachen
Konstituenten im Kopf des Moduls ab. d

(5.10) Proposition (Semiperfektheit und Heben von Idempotenten)

Es sei Jf eine Algebra iiber dem kommutativen, lokalen Ring A, die als A-Modul endlich erzeugt
ist, und K sei der Restklassenkdrper von A. Dann ist J genau dann semiperfekt, wenn zu jedem
Idempotent e € kF ein Idempotent € € J existiert mit 1 ve= e

Beweis:Die kanonische Projektioi¢ — #/rad# sei mitw und das maximale Ideal voAA mit m
bezeichnet. Nach Lemm&(4.1).(v) ist #/mH = k@ﬂ’ =k undmF C radF (Teil (i)). Wir
haben also die Restklassenvétygrungy : #/mJ — J¢/radF. Wir bezeichnen die kanonische
Projektion# — J#/mJf mit ¢, es gilt alsor = ¢ o ¢. AuBerdem ist nach Lemmi&(4.1) das
Radikal von# genau das Urbild des Radikals végfi/m# unterg. Deswegen hafr als Kern das
Radikal von#t /m#¢ und #/ rad #¢ ist isomorph zum Radikalfaktor voFft /m#¢.

Angenommen zu jedem Idempotenic k7t existiert ein Idempotere € ¢ mit 1, @ e = e. Nach
Propositionl.(5.2) ist #¢ semilokal. Es bleibt also zu zeigen, dass zu jedem Idempéter# / rad #
ein ldempotenk existiert mitr (€) = é. Da abek# = # /md¢ als endlich-dimensionale-Algebra
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semiperfekt ist, gibt es zu jedem Idempotért F#/ rad# ein Idempoteng € #/mHt mit y (e) = é.
Dazu gibt es aber nach Voraussetzung ein Idempeten#? mit p(e) = 1 ®e= e

Also ist (¥ o p)(e) = m(e) = é und wir haben gezeigt, dagg semiperfekt ist.

Sei umgekehr# semiperfekt. Isé € #/mJ ein [dempotent, so i€ := ¥ (€) € #/rad¥ ebenfalls
eines, wir finden also nach Voraussetzung ein Idempetent#t mit 7(e) = ¥ (p(e)) = é= 1y (e €
J¢/rad#. Es kann nun aber sein, dass= ¢(e) # eist, obgleich beide untey auf é abgebildet
werden!

Nach Lemmadl.(5.3) bedeutet) (€¢') = y(€) aber, dass die projektivda?¢-Moduln ek und ek #
isomorph sind, da ihre Radikalfaktoren beide isomorphézu #¢/rad#) sind (vgl. Proposition
I1.(4.2)). Also gibt es eine Einheil € kJ mit UeU™ " = €. Ist nunu ein beliebiges Urbild voru
unter ¢, dann istu in # invertierbar: Ink# ist die Linksmultiplikation mitu surjektiv. Also gilt
in J¢, dassu# + mJ¢ = J ist, nach dem Nakayama-Lemma ist als# = J¢, also hatu ein
Rechtsinverses,. Analog hatu aber auch ein Linksinverses. Dann gilt abew, = u; - u - Uy = u,.
Also iste := ugu~! ein Idempotent in# mit ¢(e) = €. O

1.6 Verbesserung von Idempotenten

Unter dem StichwortVerbesserung von Idempotenten” verstehen wir den Vorgang, zu einem ldem-
potent, das nach einem Hebungsvorgang in einer Veraalibtjung gefunden wurde, nadigtich
durch einen Approximationsvorgang ejbesseres” zu finden, das auch eine Hebung ist, aber kei-
ne Vervollsindigung braucht. Dadurch kann an vielen Stellen auf die Veraoliigung verzichtet
werden.

(6.1) Theorem (Idempotente- Verbesserungssatz, vgl. [Miil95, 3.4.1] bzw. [CR81, Exercise 6.16])
Es sei (O, K, G, v, O) ein Bewertungssystem, # eine (9-Ordnung und die Konstantenerweiterung
K# zerfalle iiber K. Die Vervollstand1gung von @ beziiglich v sei mit O bezeichnet, K sei der
Quotientenkorper von O und v sei auf @ und K fortgesetzt (vergleiche Proposition I1.(3.7)). Wie in
Theorem 11.(2.3) definieren wir mit v durch Wahl einer Basis in J# eine additive Norm || — || auf
H (und den Konstantenerweiterungen). Zusétzlich sei & € OH ein Idempotent und 0 < g € G ein
Element der Wertegruppe.

Dann gibt es ein Idempotent € € # mit He — éH =g

Beweis:Es gelten die Inklusione® < K undK < K, so dass als& ein Erweiterungsérper von
K ist (verglelche Proposmoh (3.7)) undK in K bediglich derv-adischen Topologie dicht liegt.
Wir setzenJd := radK #) und J := rad(K #¢). Weil K Zerfallungslorper vonK # ist, folgt aus
[CR81, (7.9).(i)], dass] = K ¢ JundK #/J = K ¢(K 3/ J) ist.

Wir zeigen zuichst die Existenz eines Idempoteeits K mit €K #¢ = &K # als K #-Rechts-
moduln.

Da K # endlich-dimensional ist, ist es als artinscher Ring semiperfekt und damit insbesondere semi-
lokal (d h., das¥ J¢/J halbeinfach und artinsch ist, sieHg5.5)), dasselbe giltifr K 7. Deswegen
ist derK,}(’/J -Modul &K }t’/ rad(eK F€) mit Lemmall.(5.3) isomorph zum Rechtsidedl - (K,}t’/J)
fur ein Idempotemf € KJ(’/J

Aber K ist Zerfallungslorper fir die AlgebrakK #/J. Also gibt es ein Idempotent’ € K #/J mit
f.(Ka/d) = - (Kx/J) (siehe ER62 (29.21)]). DaK # semiperfekt ist,dsst sichf’ zu einem
Idempoteng’ € K # heben. Nach Propositidh(4.2) folgt, dasseK # = €K # ist, und wir haben
€ gefunden.

Dann ist aber auctl — €)K # = (1— &)K ¥, daK # endlich-dimensional ist (siehe Krull-Schmidt-
Azumaya ER81, (6.12)] oder Theorertl.(5.9)). Daher gibt es nach(JR81, Exercise 6.14] eine Ein-
heitu € K# mité = ueu1.

Wir approximieren numi in K # so gut durch eim € K #, dass erstensauch (inK #!) invertierbar
ist und zweitens - € - v=1 € K # immer noch so nah a@liegt, dass es nicht nur i@ 7 und damit
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in K# N OF < J¢ liegt, sondern auch noch die Behauptung des TheoreriteBazu benutzen
wir die Eigenschaften von Topologien, die durch additive Normen definiert sind (siehe Proposition
11.(2.9)):

Sei 0< g € G aus den Voraussetzungen gegebenachst gibt es eig; € G, so dass jedese K J
mit Hv — uH > g, in K J invertierbar ist (sieche Propositidh(2.9)). Weiter ist wegen der Stetigkeit
der Multiplikation und Inversion i # die Abbildungv — ve/v—! stetig (S|ehe Propositidh (2.9)).
Also gibt es eing, € G, so dassiir [u — v| > g, auch|é — ve'v | = |ueu™ —vev 2| > gist.
Da K # in K #¢ dicht liegt (siehdl.(3.12) und1.(3.7)), kdnnen wir nun ein € K # wahlen, fir das
|lu—v| > maxg., g} ist. Dann istv genau wieu invertierbar, zuéchst inK #¢, da aber daraus nach
Lemmall.(2.8) folgt, dass die Determinante vanin der reguiren Darstellung auk ¢ ungleich
Null ist, gilt dasselbe auch iKK # und es folgt, dass auch inK # invertierbar ist. Aul3erdem ist
|& — ve'v~| > g. Wir setzere := ve'v .

Dav und€ in K # liegen, gilt dies auchifr e. Da aberg groRer oder gleich 0 ist, ifté — e| > 0
also liegt nach Propositioit.(2.9) auche in @ #¢ und damit in#. d

(6.2) Proposition (Semiperfekte Ordnungen iiber Bewertungsringen)

Es sei (O, K, G, v, Q) ein Bewertungssystem, # eine (-Ordnung und die Konstantenerweiterung
K # zerfalle iiber K. Das maximale Ideal von O sei mit m = {X e | v(X) > O} bezeichnet. Die
Vervollstandigung von bezughch v sei mit @ bezeichnet.

Fiir die Vervollstand1gung F =05 ( vergleiche Proposition 11.(3.12)) gelte, dass sich Idempotente
von O ¥ /m(93€ nach O3 heben lassen, wobei th das maximale Ideal des Bewertungsrings O ist.
Dann ist # semiperfekt.

Bemerkung: Hier muss man explizit voraussetzen, dass sich ldempotente nach Vémdi¢ging
heben lassen, daeine nicht-diskrete Bewertung sein kann. In diesem Fall kann raariich nicht
direkt Theorenil.(4.3) anwenden, da die Topologie 7 nicht durch ein Ideal ir0 #¢ definiert ist.

Beweis:Es sei wie in Proposmoh (3.7) mit K der Quotlentenkrper von@® bezeichnet una auf @
undK fortgesetzt. Dann isb der Bewertungsring itk zur fortgesetzten Bewertung(siehe wieder
Propositionll.(3.7)). Wie in Theorenll.(2.3) definieren wir mitv durch Wahl einer Basis iti¢ eine
additive Norm| — | auf # (und den Konstantenerweiterungen). Esnistt = {h € 7| |h| > 0}
undm@#H = {h e O# | |h| > 0} (siehe Definitiorl.(2.6) mit T := {g € G | g > 0} U {o0}).
Wegen Propositiofi.(5.10) bleibt zu zeigen, dass sich Idempotente ¥6fm # nach# heben lassen.
Sei alsof ein Idempotent in# /m#. Wir betrachten ein beliebiges Elemehte #, dasiiber f
liegt. Es ist ein Idempotepmodulom#*: || f2— f | > 0. Fassen wiff als Element vor® # auf, so
kénnen wir nach Voraussetzung ein Idempoteat # finden mitf — & e mO#, also|| f — &| > 0.
Da K Zerfallungskorper fur K # ist, kbnnen wir nun den ldempotente-Verbesserungské#6z1)
verwenden, um ein Idempoteate # mit |e — &| > g zu finden fir irgendeing > 0. Dann ist aber
wegen|e—é| > Ound|é— f| > Oauch|e— f| > 0, alsoe — f € m# unde liegt iber dem
urspiinglichenf. O

(6.3) Korollar (Ordnungen iiber diskreten Bewertungsringen sind semiperfekt)
Es sei (0, K, Z, v, Q) ein Bewertungssystem, also v eine diskrete Bewertung. Es sei J eine O-
Ordnung und K Zerfdllungskorper fiir die Konstantenerweiterung K #€. Dann ist J semiperfekt.

Beweis: Das maximale Ideal vo® sei mitm bezeichnet. Es s& die Vervollsandigung von©
beZiglich derv-adischen Topologie undt die vonm. Wir benutzen Propositioh.(6.2), es bleibt zu
zeigen, dass sich Idempotente \@ui¢ /i@ # nach@ ¢ heben lassen.

Die MengeT := {t € ZU {oo} |t > O} ist archimedisch undh@# = 197 wegen Proposition
11.(2.6), also folgt die Behauptung aus Propositla(4.5). O



Kapitel Il

Der Polynomring tUber Z

Dieses Kapitel beginnt mit einem Abschnitt, in dem die Primideale im PolynonitiegZ und im

Ring der Laurent-PolynomigberZ klassifiziert werden. Danach wird unter gewissen Voraussetzung-
en fur eine Primidealkette in einem Ring eine additive Bewertung konstruiert, die insofern angepasst
ist, als im zugebirigen Bewertungsring ebenfalls eine Primidealkette existieri g der ursping-

lichen liegt. Dies erraglicht, im Quotientenérper eine entsprechende Kette von ineinander enthal-
tenen Bewertungsringen zu definieren. Als Letztes wird noch gezeigt, dass Ordrilbeyetiesen
Bewertungsringen semiperfekt sind.

All diese Konstruktionen werden bei der Umformulierung der James-Vermutung in Ksjitéle-

nutzt.

1.1 Primideale von Z[v]

Im ganzen Abschnitt sei eine Unbestimmte und[v] der Polynomringiber dem Ring. der ganzen
Zahlen. Zuiachst wollen wir uns einebdberblickiber das Spektrum vdf[v] verschaffen.

(1.1) Definition (Inhalt von Polynomentiber Q, vgl. [Jac74 2.16])

Derlnhalt eines Polynoms aus[v] ist der (positive) gifdite gemeinsame Teiler der Koeffizienten und
Polynome mit Inhalt 1 heiReprimitiv . Wir definieren @ir ein Polynomp € Q[v] seineninhalt als
dasjenige positive Elemenpt € Q, fur dasp/y ein primitives Polynom ir%[v] ist (vgl. [Jac74 2.16,
Lemma 1]). Der Inhalt ist eindeutig bestimmt.

(1.2) Proposition (Primideale von Z[v])
Der Polynomring Z[v] hat die folgenden Primideale:
(i) Das Nullideal {0}.
(ii)  Die Ideale gZ[v], wobei q ein in Z[v] irreduzibles Polynom mit Inhalt 1 ist.
(iii)  Die Ideale £Z][v], wobei £ € N eine Primzahl ist.

(iv)  Die Ideale £Z[v] + pZ[v], wobei £ € N eine Primzahl und p ein normiertes, in Z[v] irredu-
zibles Polynom ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] — F,[v] irreduzibel
ist.

Die Krull-Dimension von Z[v] ist 2, alle Primidealketten maximaler Linge sind entweder von der
Form {0} C ¢Z[v] C £Z[v] + pZ[v] tiir eine Primzahl ¢ € N und ein Polynom p wie in (iv) oder
von der Form {0} C gZ[v] C £Z[v] 4+ pZ[v] fiir ein Primideal gZ[v] wie in (ii) und ein Primideal
LZ]v] 4+ pZ[v] wie in (iv).

Beweis:Die Primideale lassen sich zaichst unterteilen nach der Charakteristik des Restklassenring-
es. Anders gesagt, man kann den Schnitt mit dem Teilfitgtrachten: Sei < Z[v] ein Primideal.

43
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Dannist der SchnitinZ ein Primideal inZ, also entweder das Nullideal oder ein Ideal, das von einer
rationalen Primzahd erzeugt wird.

Wir betrachten zuachst den Fall, dass der Restklassenring Charakteristik O hat, dagsdlse: {0}

ist. Dann kbnnen wir ramlich die Lokalisierung des Ring&$v] an der multiplikativ abgeschlossenen
TeilmengeS := Z\ {0} betrachten, diese ist isomorph @fiv], dem Polynomringiber den rationalen
Zahlen. Wir ldnnen nun alle Primideale vdf{v], die S nicht schneiden, bestimmen, indem wir die
Primideale vorQ[v] bestimmen ungzuriickschneiden® (siehe z.BAM69, Proposition 3.11]).

Da aberQ[v] als Polynomring in einer Unbestimmtéber einem Krper ein Hauptidealring ist, wird
jedes Primideal von einem irreduziblem Polyngm Q[v] erzeugt. Wir kbnnen ohne Bescénkung
der Allgemeinheit annehmen, dag¥oeffizienten inZ hat und Inhalt 1. Br ein beliebiges Element

g € Z[v] N qQ[v], also beispielsweisg = gh mit h € Q[v], ist dann nach dem Gauf3schen Lemma
(siehe z.B. Jac74 2.16, Lemma 2]) der Inhalt vog gleich dem Inhalt vor, also isth auch inZ[v]

und der Schnitt vop mit Z[v] ist das Hauptidea Z[v].

Ebenfalls mit dem Gaul3schen Lemma folgt, dass jededun irreduzible Polynom auch i@[v]
irreduzibel ist, also sind alle in (ii) aufgéfrten Ideale Primideale vdfiv]. Damit ist bewiesen, dass
in (i) und (ii) samtliche Primideale vof[v] aufgefihrt sind, deren Restklassenring Charakteristik O
hat.

Wir betrachten nun den Fall, dass der Restklassenring Charaktéfigttkwobei¢ € N eine Primzahl
ist. Der kanonische Epimorphismuys: Z — F, lasst sich koeffizientenweise auf den Polynomring
fortsetzenip : Z[v] — F,[v]. Der Kern vong besteht aus den Polynomen, derémtiche Koef-
fizienten durchy teilbar sind, ist also gleich dem Hauptideal, das ¥arzeugt wird. NachAM®69,
Kapitel 1] stehen die Primideale vdf[v], die ¢Z[v] enthalten, in 1-1-Korrespondenz zu denjenigen
vonF,[v].

Jedes Primideal auf3er dem Nullideal im Hauptidealfigiy] lasst sich von einem irreduziblen Po-
lynom p erzeugen, das wir ohne Einséankung normiert withlen ldnnen. Das Urbild eines solchen
Ideals pFF,[v] unter dem kanonischen Epimorphismus besteht dann aus allen Polygometjv],
deren Reduktion modulé gleich einem Vielfachen vop ist. Anders ausgedckt bedeutet das, dass
¢ Y (PF[v]) = £Z[v] + pZ[v] ist, wobeip ein beliebigesUrbild von p ist. Dieses Urbild Bnnen
wir ohne Einschitnkung normiert und von gleichem Grad wiewahlen. Ein normiertes Polynom
p € Z[v], dessen Reduktion modutdrreduzibel ist, muss aber selbst irreduzibiberZ sein.

Damit ist bewiesen, dass in (iii) und (iv) alle Primideale v&w] aufgetihrt sind, deren Restklassen-
ring positive Charakteristik hat.

Die Bemerkungeiiber die Krull-Dimension und Primidealketten folgen sofort aus der Klassifikation
der Primideale. O

(1.3) Korollar (Primideale von Z[v, v™'])
Der Ring Z[v, v™'] der Laurent-Polynome iiber den ganzen Zahlen hat die folgenden Primideale:

(i) Das Nullideal {0}.
(ii))  Die Ideale Z[v, v™1], wobei q ein in Z[v] irreduzibles Polynom ungleich v mit Inhalt 1 ist.
(iii)  Die Ideale ¢Z[v, v—], wobei £ € N eine Primzahl ist.

(iv)  Die Ideale ¢Z[v, v™'] + pZ[v, v~1], wobei £ € N eine Primzahl und p ein normiertes, in
Z|v] irreduzibles Polynom ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] — F,[v]
in F[v] irreduzibel und ungleich v ist.

Beweis:Der Laurent-Polynomring[v, v—] ist die Lokalisierung des Polynomring$v] an der mul-
tiplikativ abgeschlossenen Teilmenge= {v* |k € N\ {0}}. Wir missen also nur zeigen, dass die
einzigen Primideale voH[v], die nicht-leeren Schnitt m§ habenyZ[v] und£Z[v] + vZ[v] fur eine
beliebige Primzaht € N sind.

Ist gZ[v] ein Ideal aus (ii) in Propositiohl.(1.2), alsoq ein in Z[v] irreduzibles Polynom mit Inhalt
1, so ist nur dann eine Potenz vehin gZ[v], wennq selbst ein Teiler von* ist. Das kommt — da

g irreduzibel ist — nur in den &8lenq = +v vor, die explizit ausgeschlossen sind.
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Ist p := £Z[v] 4+ pZ[v] ein Ideal aus (iv) in Propositiofil.(1.2), so ist p ein normiertes, irtZ[v]
irreduzibles Polynom, dessen Bild unter der kanonischen Abbilgung[v] — F,[v] irreduzibel in
F,[v] ist. Dieses Ideap enthalt genau dann eine Potenz voywenn sein Bildp(p) eine Potenz von
v enthalt. Dies ist aber wie oben nur dann der Fall, werip) selbst eine Potenz vanist. Weil ¢ (p)
irreduzibel und normiert ist, trifft dies aber ndurfden Fall zu, der explizit ausgeschlossen ist. [

[11.2 Primidealketten und nicht-diskrete Bewertungen
Das folgende Lemma wird nuiif den Beweis des darauffolgenden Theorems gebraucht.

(2.1) Lemma (Existenz diskreter Bewertungen)
Es sei R ein noetherscher Integrititsbereich, K = QUOt(R) sein Quotientenkorper und p < R ein
Primideal der Hohe 1. Zusitzlich sei entweder vorausgesetzt, dass

(a) p = m R ein Hauptideal ist, oder, dass
(b) der Ring R ganz-abgeschlossen in K ist.

Dann ist die Lokalisierung R, ein diskreter Bewertungsring und es gibt eine eindeutig bestimmte, ad-
ditive, diskrete Bewertung vy, : K — ZU {oo} mit Wertegruppe Z, so dass R, = {X e K ‘ Vp(X) > 0}
ist. Es gilt vy(X) > O fiirallex € Rund p = {x € R|vp(x) > 0}.

Im Fall (a) ist vp(r) = 1 und es gilt fiir alle X € R mit vp(X) = n > 0, dass x € p" ist und
7 "X e R\pist.

Beweis:Die LokalisierungR,; ist wie R ein noetherscher Integéitsbereich (vgl.lat86, 4.1]) und
aufl3erdem lokal. Dain R die Hohe 1 hat, isR, eindimensional. Unter der Voraussetzung (a) ist das
maximale IdeapR, von R, genau wiep vom Elementr € R erzeugt. Damit sind die Voraussetz-
ungen von Mat86, 11.2.(3)] erdilit. Unter der Voraussetzung (b) folgt mitipt86, §9, Example 3],
dassR, ebenfalls ganz-abgeschlossenKnist, so dass die Voraussetzungen vfa{86, 11.2.(4)]
erfullt sind (man beachte, dass in diesem Fall die Definition ywrmal* bei Matsumura mitganz-
abgeschlosserfibereinstimmt). In beiden&fen folgt mit [Mat86, 11.2], dassR, ein diskreter Be-
wertungsring ist.

Wie in [Mat86, §10] erkhrt, entspricht dem diskreten BewertungsriRg eine additive Bewertung
vp : K — Z U {oo} mit WertegruppéeZ (d.h. v, ist surjektiv). Unter alleraquivalenten Bewertungen
mit BewertungsringR, wird v, durch diese Voraussetzung eindeutig bestimmt.

WegenR C R, folgt v,(x) > O fur allex € R. Da R, die Lokalisierung vonR bei p ist, gilt
p=RNpR,, sodassalsp = {x € R|vp(x) > 0} ist.

Im Fall (a) ist — wie oben erahnt — das maximale IdealR, von R, gleichm R,. Dav surjektiv
ist, gibt es eirx € K mit v(x) = 1 und diesex ist nicht nur im Bewertungsrin&,,, sondern auch in
dessen maximalem IdepR,. Da dieses aber — wie oben &itant — vom Element erzeugt wird,
folgt sofort, dass im Fall (a) das Elementden Wert 1 hat.

Es bleibt zu zeigen, das8rfallex € R mit v,(X) = n > 0 gilt, dassx € p" liegtundz ™" - x € R\ p
ist.

Seialsox € Rundvy(x) = n > 0 fur einn € N. Dann istx von der Formz" - y mit einemy € R,.
Das Elemeny ist von der Forma/b mita € Rundb € R\ p. Alsoistx-b = 7"a. Dap ein Primideal
von Rist, folgt, dassx € p = mRist. Alsoistr ! - x € Rund wir erhaltenw =1 - x) - b= z""1. a,
welches wieder eine Gleichung Riist. Induktiv zeigt man so, dassin R durchz" teilbar ist, also
im Idealz"R liegt. Warex € 7"'R = p"*, dann varev,(x) > n. Alsoistr ™" - x ¢ 7 R. O
Bemerkung: Es gilt 7"R = {x € R| Vp(X) > n} fur n € N. Daraus folgt sofort, dass im Fall (a)
die Gleichungr"R = RN 7"R, gilt. Die Inklusion, C* ist klar und die Inklusion,>* wurde oben
gezeigt.
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(2.2) Theorem (Bewertung, die an eine Primidealkette angepasst ist)

Es sei A ein noetherscher Integritéitsbereich, der ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkorper K
istund 0 = po C p1 € p2 C -+ C px € A eine aufsteigende Kette von Primidealen von A, so dass
pi fiir 1 < i < K von der Hohe i ist. Zusétzlich sei fiir 1 < i < k das Hohe-1-Primideal p; /pi_1 in
A/pi_1 ein Hauptideal und A/px_1 ganz-abgeschlossen in QUOIA/pk_1).

Dann gibt es eine additive Bewertung v : A — ZX U {00}, so dass fiir 1 < i < k gilt:

pi = {X € A‘ v(X) > O und eine der ersten i Komponenten von v(X) ist ungleich O} . (1n.1)

Eine Moglichkeit fiir v wird im Beweis explizit konstruiert.
Bemerkungen:

¢ Die abelsche GruppéZX, +) sei lexikographisch geordnet, so dass alsvat b € Z¥ genau
danna < b gilt, wenn die erste nicht-verschwindende Komponente bceh a positiv ist.
Zusatzlich seia < oo firr allea e ZX.

e Durch die ProjektiorZX — Z' auf die ersten Komponenten et manfir 1 <i < k—1
jeweils eine additive Bewertung : A — Z' U {oo}, so dasp; = {x € A|v;(x) > 0} ist.

Beweis: Wir bezeichneniir 1 < i < k den QuotienterA/p;_; mit Ay und das Khe-1-Primideal
pi/pi—1in A mit gi. Es ist alsoAj ;1 = A/q; fur 1 < i < k. Nach Voraussetzung sind dig fur
1 <i < k Hauptideale, sie seien jeweils vom Elemene A erzeugt.

Natirlich setzen win(0) := oco. Ansonsten erfolgt die Definition vaminduktiv, wobei wir in jedem
der Schritte 1 bik einmal Lemmadll.(2.1) anwenden:

Es sei 0# x; € A= A; gegeben (der Index 1 steht hier aus systematischénden).

Fur die erste Komponente von wenden wir das Lemma alR := A = A; und das Primideal
p := p1 = q1 an. Die Lokalisierung vor\; beiq; ist also ein diskreter Bewertungsring, die zugete
Bewertungy,, aus dem Lemma ergibt die erste KomponentewoNir setzen als®(Xy)1 := vq, (X1).
Da wir im Fall (a) des Lemmas sind, folgt, dass wirabdividieren knnen, es ist also

—vqq (X1)
Ty i1 -X1€A1\q1.

Wir betrachten dieses Element nun modgjpalso in Ay, und setzen

0# X = ”;vql(Xl) X1+ g1 € Ar/q1 = Ao
Fir diei-te Komponente vom (2 < i < k) wenden wir das Lemma alj := A; und das Primideal
p := g; an. Die Lokalisierung vorA; bei g; ist also ein diskreter Bewertungsring, die zugede
Bewertungv, aus dem Lemma ergibt diete Komponente vom. Wir setzen als®(Xy)i 1= vg (X).
Da wir im Fall (a) des Lemmas sind, folgt, dass wirabdividieren knnen, es ist also

ni*”qi (i)

X € A\ g.
Wir betrachten dieses Element nun modglpalso inA; 1, und setzen

71}'(i) ~
0# X1 i=m " % +q € AJG = A

Fur die k-te Komponente vorr wenden wir das Lemma alR := Ay und das Primideap := g
an. Hier sind wir im Fall (b) des Lemmas. Die Lokalisierung vAg bei gy ist also ein diskreter
Bewertungsring, die zugéhige Bewertungy, aus dem Lemma ergibt diete Komponente vom.
Wir setzen also

V(Xp)k 1= Vg (Xk)-

Da aber die Induktion hier endet, ist auch kein weiteres Abdividieren erforderlich.
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Die Wohldefiniertheit dieser Konstruktion ist klar. Siartgt allerdings von der Wahl der Hauptideal-
erzeugerr; fur 1 <i < k ab. Als rachstes wird gezeigt, das®ine additive Bewertung ist.

Nach Definition istv(x;) = co genau dann, wenxy = 0 ist, fur X; #~ 0 ist in der Induktion geéhr-

leistet, dass alle Zwischenergebnigsengleich 0 sind.

Die anderen Eigenschaften einer additiven Bewertung kommen aus der Konstruktion und den Eigen-
schaften der verwendeten diskreten Bewertungen. Es seien gdsg 0y; € A gegeben, wir setzen

Z1 = Xp - Y1 und argumentieren wieder induktiv:

Fur die erste Komponente vanfolgt v(z;); = v(X1)1 + v(y1)1 direkt aus den Eigenschaften der
diskreten Bewertungg,. Es wird nun @r xp, y» und z, ausxy, y1 bzw. z; die Zahlz; so oft wie
moglich abdividiert. Da aber(z;); = v(X1)1 + v(y1)1 ist, gilt

_‘)ql(zl) —vqq(X1) _Vql(yl)

=1 i+ q1= (1 X1+ qa) - (g Y14 q) =X2- Yo € Ar/qr = Ao

Es sei nun bereits(z,); = v(Xy)j + v(yy); furl < j <i —1undz = x; - y; bewiesen. Br diei-te
Komponente vomw folgt nunv(zy); = v(X1); + v(y1)i direkt aus der entsprechenden Eigenschaft von
Vg, dav(zy)i = vg (z) undv(X1)i = vg (X)) undv(y1)i = vg (Vi) ist. Firi < k wird nun wieder aus

X, ¥i undz in A; die Zahln; so oft wie noglich abdividiert, wieder gilt aber

—vg; (@) —Vg; (Xi

i) —vq; i
Zy=m, -z +qi = (T, X +qi) - (7 i

) Vi tdi) =Xi+1- Yivr € Ai/di = A
Damitistv(zy) = v(X1 - Y1) = v(X1) + v(y1) fUr beliebige G% x4, y; € A gezeigt.

Es sei nunifir den Nachweis der Minimumsungleichung= x;+Yy;. Wir kbnnen ohne Bescénkung

der Allgemeinheitv(x;) < v(y1) annehmen und unterscheiden die beidakeR (x;) = v(y1) und
v(Xy) < v(Y1)-

Istv(X1) = v(y1), so werden zur Konstruktion de&r undy; fur 2 < i < k jeweils dieselben Potenzen
von rr; abdividiert und es gilvg (xi) = vq (y) fur 1 < i < k. Wir betrachten nun die Konstruktion
von v(s;). In der ersten Komponente kann entwedés;); > v(X1); sein, woraus wegen der lexi-
kographischen Ordnung sofarts;) > v(x;) folgt, oder es kann(s;); = v(X;1)1 sein. In diesem
Fall wird aber zur Konstruktion vos, dieselbe Potenz vom; von s; abdividiert wie beix; und y;.

Also ists, = x, + Y». Betrachten wir nun die weiteren Komponenten, so folgt, dass jeweils entweder
v(S1)i > v(Xy)i und damitv(s;) > v(Xp) gilt und weitere Komponenten uninteressant sind, oder dass
v(S)i = v(Xy)i istund damit auclg 1 = X1 + V.1 ist.

Ist v(X1) < v(y1), SO gibt es eine kleinste Komponeitan derv(x;);i < v(yy); ist. Bis vor dieser
Komponente greift die Argumentation aus dem letzten AbsatzZilgt£ j < i nochv(s)); = v(Xy)j,
dann folgt daraus; = x; + ;. Nun folgt aber aus(x1)i < v(y1); und Lemmall.(1.6).(iii), dass
V(S1)i = v(Xy)j ist. Dann ist aber (wenn< Kk ist)

_Vi()
Saa=m s+ =

—vg; (%) —Vai (%)

X+ Vi) g =Xi+1€ A/g = Aiga,

weil ni_”‘“ oo yi € gi ist. Also ists 1 = X1 und damit auch (s;) = v(xy).

Damit ist gezeigt, dass eine Bewertung ist.

Es bleibt, den Zusammenhang vemit der Primidealkette in Gleichundj.1 zu zeigen. Nach Kon-
struktion liegt einx; € A genau dann ip; = q1, wennv(Xy); > 0 ist. Damit ist Gleichundll.1 fur

i = 1 bewiesen, also

p1 = {x1 € A|v(xy) > 0 und die erste Komponente voix,) ist ungleich @ .

Furi > 1 argumentieren wir wieder induktiv: Es seid j < k und Gleichungll.1 bereits bis
1<i < j bewiesen. Brx; € pj_1 C p; ist dann bereits bewiesen, dags;) > 0 ist und mindestens
eine der Komponenten vor dgrten ungleich 0 ist. & x; ¢ p;_; ist dann aber ebenfalls bereits
bewiesen, dass die erstgn- 1 Komponenten alle gleich 0 sind. Also ist in der obigen Konstruktion
Xj = X1+ pj-1 € Aj = A/pj_1. Dann ist aber dig-te Komponente nach Definition genau dann
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groRer als 0, wenm; € q; = p;/pj_1 ist, wasaquivalent zwx; e p; ist. Also ist Gleichungdll.1 fur
i = j und damit auch induktivifr allei < k bewiesen. O

Es folgt nun ein Beispiel zur Anwendung dieses Theorems auf den Polyno#jrifg

(2.3) Korollar (Zweistufige Bewertungen auf Z[v, v='])

Es sei £ € N eine Primzahl und v eine Unbestimmte. Weiter sei p = £Z[v, v"1] + pZ[v, v™1]
das von p und ¢ erzeugte Hohe-2-Primideal von Z[v, v~1], wobei p ein normiertes, irreduzibles
Polynom aus Z[v] ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] — F,[v] irreduzibel in
F¢[v] und ungleich v ist. AuBerdem sei q € Z[v] ein irreduzibles Polynom ungleich v mit Inhalt
1, das in p enthalten ist. Wir bezeichnen das von ( erzeugte Hohe-1-Primideal mit q, wir haben
also die Primidealkette 0 C q C p in Z[v, v™']. Es sei Z[v, v~']/q ganz-abgeschlossen in seinem
Quotientenkorper.

Dann gibt es eine nicht-diskrete Bewertung v : Z[v, v"'] — Z x Z U {00} (mit lexikographischer
Ordnung auf 7 x 7), so dass

q=1{heZv,v|vh) > @0}, p={heZv,v|vh) > (00} und v =(0)

gelten und es ein X € p mit v(X) = (0, 1) gibt. Ist co # v(h) = (v(h)q, v(h)2), dann lassen sich die
beiden Komponenten v(h) zum Beispiel durch folgende Eigenschaften bestimmen:

heq ™\ g™+ C 7Ziv, v und v(h)z = vy/q (q_”(h)l -h+q), (1.2)

wobei vy die diskrete Bewertung zum diskreten Bewertungsring (Z[v, v71/ q)p/q mit Wertegruppe
Z ist.

Beweis: Wir wenden Theorentll.(2.2) auf A := Z[v, v~!] und die Primidealkette @ q C p an.
Die Hohen der Ideale stimmen, das erste Primidgadt ein Hauptideal undZ[v, v=1]/q ist nach
Voraussetzung ganz-abgeschlossen in Qljot v=1]/q).

Die Konstruktion im Theorem ist genau durch die in Gleichlih@ angegebenen Eigenschaften be-
schrieben: Br die erste Komponente varth) wird gezhlt, wie oftq in h aufgeht undiir die zweite
Komponente vomw (h) wird — nach Abdividieren vorj — im QuotienterZ[v, v=1]/q die Bewertung
zum diskreten Bewertungsrin@lv, v=11/q),/q genommen. Die in Korollalil.(2.3) angegebene Ver-
bindung zuy bzw. zup ergibt sich aus dem Theorem, daach Konstruktion auf.[v, v—1] nur Werte
in (NU {0}) x (NU {0}) annimmt.

Die Gleichungv(gq) = (1, 0) ergibt sich aus der Konstruktion (und tidich der Wahl der diskreten
Bewertung im Lemma) und die Existenz eines Elem&ntsp mit v(x) = (0, 1) kommt von der Wahl
der diskreten Bewertung im Quotient&fw, v=1]/q im Lemma. O

Insbesondereabst sich vorstehendes Korollar auf den Fall anwenden,{deis® rationale Primzahl
undg = ¢ dase-te Kreisteilungspolynomiir eine > 1 ist:

(2.4) Korollar (Anwendung auf Kreisteilungspolynome)

Es sei £ € N eine Primzahl, v eine Unbestimmte, 1 < € € N und ¢e das e-te Kreisteilungspolynom im
Polynomring Z[v]. Weiter sei q := @eZ[v, v™] das von e in Z[v, v~] erzeugte Hohe-1-Primideal.
Es sei ¢ : Z[v] — F[v] die kanonische Abbildung, p € F,[v] ein normierter, irreduzibler Faktor
von ¥ (ge) in Fy[v] und p € Z[v] ein normiertes v -Urbild von P. Dann ist P # v, da @e in Z[v] ein
Teiler von v€ — 1 ist und damit auch p in F,[v] ein Teiler von v€ — 1 ist.

Das Primideal £Z[v, v + pZ[v, v~1] sei mit p bezeichnet, es ist von der Hohe 2 enthilt q. Wir
haben also die Primidealkette

0C q=9eZlv, v 1 Cp=LZv,v 1+ pZv, v 1.

Der Quotient Z[v, v=1] /q ist isomorph zum Ganzheitsring 7Z[¢e] des Kreisteilungskorpers Q(&e),
wobei e eine primitive e-te Einheitswurzel ist. Also ist Z[v, v=1]/q ganz-abgeschlossen in seinem
Quotientenkorper.



[11.2. Primidealketten und nicht-diskrete Bewertungen 49

Damit ist Korollar 111.(2.3) anwendbar. Es gelten die dortigen Ausfiihrungen. Insbesondere lésst sich
die dort konstruierte Bewertung v : Z[v, v™1] — ZxZU{oo} wie folgt beschreiben: Fiirh € Z[v, v!]
gibt v(h); € NU{O} an, wie oft h durch g, teilbar ist. Die zweite Komponente v(h), von v(h) ist dann
der Wert von ¢3"™1 . h + peZ[v, v € Z[v, v7]/9eZlv, v = Z[e] in der diskreten Bewertung
mit Wertegruppe Z, die zum Primideal p/q < Z[v, v_]/@eZ[v, v™1] gehért.

Beweis:Siehe Beweis zlil.(2.3). O

Der Restklasseriktper des Bewertungsrings zur so konstruierten Bewertasgj kich bestimmen:

(2.5) Proposition (Isomorphie von Restklassenkorpern)

Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Korollar I11.(2.4).

Dann sind der Restklassenkorper ki des Bewertungsrings @ zur Bewertung v in Q(v), der Restklas-
senkorper kp der Lokalisierung Z[v, v~1], beim Hohe-2-Primideal p und der Restklassenkorper Ks des
diskreten Bewertungsrings (Z[v, v=]/ q)p/q isomorph.

Beweis: Es sei® der Bewertungsring zur Bewertung also 9 := {x € Q(v) | v(x) = (0, 0)} und
m:= {x € Q(v) | v(X) > (0, 0)} sein maximales Ideal.

Da die erste Komponente vandie (diskrete) Bewertung ist, die #[v, v—] Teilbarkeit durchye
misst (bzw. im Sinne von Lemmi#.(2.1) zum Primideal getbrt), ist0’ := {x € Q(v) [ v(x)1 = 0}
ein diskreter Bewertungsring, dessen maximales Ideal gleich= {x € Q) \ v(X)1 > 0} ist. Es
gitm" C m C © C ¢, alle Inklusionen sind echt.

Der Ring @’ ist gleich der Lokalisierun@[v, v=1], von Z[v, v=1] beim Primidealy = geZ[v, v
(sieche Lemmail.(2.1)). Also istm’ = q4 und wegerZ[v, v]/q = Z[{e] ist Q(Ze) = QUOKZ[Le]) =
QuotZ[v, v71l/q) = (Zlv, vy /(qq) = O'/w’ (Lokalisierung vertauscht mit Quotientenbildung,
siehe Mat86, 4.2]).

Nun kbnnen wir aberlat86, 10.1] anwenden. Danach ist ein Primideal von® und @/m’ ein
Bewertungsring im Krper@’/m’ mit maximalem Ideaim/m’. Da aber@’/m’ = Q(¢e) ist, istO® /m’
darin gerade der diskrete Bewertungsring, der durch die zweite Komponentegeageben ist. Also
ist (O/m)/(m/m’) = @/m = k; isomorph ziks.

Andererseits isk; = Z[v, v"1],/pp = Z[v, v7/p = (Zlv, v71/9)/(p/q) = ks, wieder mit Mat86,
4.2]. Damit sind alle Behauptungen bewiesen. O

Fur gewisse Werte voa unde lasst sich noch melitber den Restklassediper des Bewertungsrings
zur Bewertungy sagen:

(2.6) Proposition (Restklassenkorper ist IFy)

Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Korollar 111.(2.4). Gilt zusitzlich, dass £ = 1 mode oder
e = /( ist, dann ist der Restklassenkorper des Bewertungsrings O zur Bewertung v aus Korollar
1II.(2.4) isomorph zu F,.

Bemerkung: Diese Situation wird sjter bei einer Umformulierung der James-Vermutung auftreten.

Beweis: Wir betrachten den Ganzheitsridj¢e] = Z[v, v=]/q des KreisteilungsirpersQ(ze) =

Z[v, v~14/44. Wegen Propositiofil.(2.5) kdnnen wir so den Isomorphietyp des Restklassepexrs
des Bewertungsrings zur Bewertungpestimmen.

Aus ¢ = 1mode folgt zurachst, dase ein Teiler von¢ — 1 ist, dass also im endlichendiKper
F, primitive e-te Einheitswurzeln existieren. Zazlich bedeutet dies naclCR81, (4.34)+Beweis],
dasspe modulo? in paarweise verschiedene Linearfaktoren @érfdass das Hauptide&¥.[¢.] ein

Produkt aus paarweise verschiedenen Primidealen ist und dass deren Restitpss€dZ[.] ein

Dedekindring ist, sind alle Primideale maximal) isomorphFzusind. Insbesondere ist also dps
auslll.(2.4) gleichv — q fur eine primitivee-te Einheitswurzelf] € T, ist und dasp ausllil.(2.4)

von der Formv — a, wobeia € Z Urbild von q unter der kanonischen Abbilduriy — F, ist. Also
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wird das Idealp = ¢Z[v, v~ + (v — @)Z[v, v~1] unter der kanonischen Abbildur&fv, v=] —
Zlv,v1]/q = Z[¢e] auf das Ideap = €Z[ce] + (¢e — a)Z[Ze] abgebildet.

Im anderen Fall folgt aus = ¢ mittels [CR81, (4.38)], dass die Reduktion van modulo{ gleich
(v — 1)& 1 e Fy[v] ist, dass dap auslll.(2.4) ohne Bescliinkung der Allgemeinheit gleich — 1
ist, dass das Bil@ von p unter der kanonischen Abbildur&fv, v=] — Z[v, v™1/q = Z[¢] gleich
(e — DZ[&e] ist und dass der zpi diskrete Bewertungsring[¢ely von Z[¢e] den Restklassefikper
F, hat.

Also ist in beiden Bllen der Restklasseiikper des diskreten Bewertungsrin@v, v=1/q)/q iso-
morph zulF,. Dies gilt nach Propositiotil.(2.5) dann auchiir den Restklasseikper von0®. g

1.3 Semiperfekte Ordnungen Uber Bewertungsringen inQ(v)

Semiperfektheit bedeutet im Wesentlichen (sidl(®.10)), dass man Idempotente heben kanir. F
Ordnungeriiber vollsiindigen, diskreten Bewertungsringen ist dies ein klassisches Resultat. Dass man
im Fall von diskreten Bewertungsringen ohne Vervaltgtigung auskommt, steht bereits (D81,
Example 6.16] undj1u195, 3.4.1]. Neu an den Ergebnissen in diesem Abschnitt ist, dass Ordnungen
Uber gewissen nicht-diskreten Bewertungsringen semiperfekt sind.

(3.1) Voraussetzungen
Es sei(0, K,Z x G, v, @) ein Bewertungssystem (sielie(1.8)), wobeiZ x G lexikographisch
geordnet sei. Es spi:= {x e K ] v(X) > (0, O)} das maximale Ideal des Bewertungsrittgs

(3.2) Folgerungen/Bezeichnungen

Es gelten die Voraussetzungen aus I11.(3.1). Wir bezeichnen die beiden Komponenten der Bewertung
vmit vy : K = Z U {oo} bzw. v, : K — G U {00}, so dass also v(X) = (v1(X), v2(X)) ist fiir X # 0
und v1(0) = oo = v2(0). Dann ist v; eine diskrete Bewertung auf K. Es sei (9’ der Bewertungsring
zu vy, sodass also © C O’ C K gilt. Das maximale Ideal von O’ ist gleich q := {x € K | v1(X) > 0},
es ist ein Primideal in O mit q C p. Laut [Mat86, 10.1] ist dann O’ gleich der Lokalisierung ©O4 von
O beim Primideal q und R := @ /q ist ein Bewertungsring in seinem Quotientenkorper

Quot(@/q) = Oq/aq = 0'/a9=0'/q

(das letzte Gleichheitszeichen gilt, da q das maximale Ideal von O’ ist).

Weil vy auf den Nebenklassen X + q € O’ \ q konstant gleich O ist, induziert v, auf O'/q eine
additive Bewertung, die wir ebenfalls mit v, bezeichnen. Es gilt vo(r) > O fiir alle r € R. Da
andererseits v2(X) < O fiir alle X € @'\ O gilt, ist R gleich dem Bewertungsring zur Bewertung v,
auf QUO(R) = (9'/q. Das maximale Ideal von R ist deswegen gleich p := p/q.

(3.3) Theorem (Ordnung iiber Bewertungsring ist semiperfekt)

Es gelten die Voraussetzungen aus II1.(3.1) und die Folgerungen und Bezeichnungen aus II1.(3.2).
Weiter sei # eine O-Ordnung, so dass K Zerfallungskorper fiir die Konstantenerweiterung K J€ ist
und RF semiperfekt ist. Dann ist # semiperfekt.

Beweis:Wir benutzen Propositiol.(5.10), milssen also nur noch zeigen, dass wir Idempotente von
J /pF nachFt heben Bnnen.

Wie in Theoremll.(2.3) wahlen wir eine beliebige, aber feste Basis W#nund erhalten damit aus

v eine Norm| — | auf # mit Werten in(Z x G) U {oc}. Es seienS, T € (Z x G) U {oo} die
beiden nach oben abgeschlossenen Teilme®en {(z, 0)eZxG | (z,9) > (O, O)} U {oo} und

T := {(z.9) € Z x G|z > 0} U {00}, wobei letztere laut Bemerkurigj(1.16) sogar archimedisch
(vgl. Definition 11.(1.14)) ist. Nach Propositionl.(2.6) gilt p# = 12 undq# = 1, natirlich gilt

qFt C pH. Also haben wir die kanonischen Abbildungen

H—» H)qH = RI —» H/pH = RH/pRH .
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Es sei nure e H/pH = RFH /pRFH ein Idempotent. Dann ist zu zeigen, dass ein Idempaent
existiert, das unter der kanonischen Abbildung@abgebildet wird.

Da R# nach Voraussetzung semiperfekt ist, folgt mit Propositiq®.10), dass es ein Idempotent
€€ H/qH = R¥ gibt, dasiibere liegt. Um dieses wiederuritber den zweiten Schrifi — qJ¢ zu
heben, brauchen wir vibergehend eine Vervolkatdigung.

Es sei@ die Vervollsandigung von® beziglich derv-adischen Topologie uné der Quotien-
tenkdrper von@. Nach Propositioril.(3.7) ist @ ein Teilring von® und K ein Teilkdrper vonK
und v lasst sich auf und K fortsetzen. AuRerdem ig? der Bewertungsring der Fortsetzungn
K. Wir setzenj := 1¥ = {x € @ |v(x) € T}. Damit ist§ ein Primideal vond, das im maximalen
Idealp enthalten ist. Der RindR = ©/q bettet in den Ring9 /4 ein, weil g der Kern der Abbildung
O < @ — @/§ist. Also ist auch die Konstantenredukti®¥¢ = #/q in O # /40 ¥ enthalten
und wir kdnnene als Element vor® 7 /GO # auffassen.

DaT eine archimedische Teilmenge v@A x G) U {oo} ist, existiert nach Propositioth.(4.5) ein
Idempotenté € @¥, das unter der kanonischen Abbildung @&t @ /30 abgebildet wird.
Dieses &sst sich aber mit Hilfe von Theorein(6.1) zu einem Idempoterda € # ,verbessern®,r
dasHe— é| > (1, 0)ist. Istnunf e # ein beliebiges Element, das unter der kanonischen Abbildung
H — /9 aufe abgebildet wird, dann isté — f | € T, daé unter der kanonischen Abbildung

OH — OH/40# aufe abgebildet wird. Also isfe — f| > min{|e—&|, |- f||} € T unde
liegt Ubere und damit aucliibere. O

(3.4) Theorem (Ordnung iiber Bewertungsring zu Primidealkette ist semiperfekt)

Es gelten die Voraussetzungen aus Theorem II1.(2.2), v sei die dort konstruierte Bewertung auf K
und @ € K der Bewertungsring zu v. Weiter sei J# eine (9-Ordnung, so dass K Zertillungskorper
fiir K# und QUOtA/pi) fiir 1 < i < K jeweils Zerfdllungskorper fiir QUOtA/p;i) . Dann ist F
semiperfekt.

Beweis:Die Behauptung folgt per Induktidiber die langek der Primidealkette ifil.(2.2) mit Hilfe
von Theorenll.(3.3): Im Fallk = 1 ist der Bewertungsrin@ gleich der Lokalisierung voi beim
Hohe-1-Primideap,, also ein diskreter Bewertungsring. Damit#tnach Korollarll.(6.3) semiper-
fekt. Fur k > 1 liefert Theoremill.(3.3) genau den Induktionsschritt: Man spaltet @it:= 71
den ersten Faktor ii* = Z x G ab, dann ist die zweite Komponentgder Bewertung genau die
Bewertung, die mit Theoremil.(2.2) fir den RingA/p1 und die Primidealkette Op,/p1 <- - - <px/p1
der Langek — 1 konstruiert wird. Dadurch und durch die Voraussetzung mit derdlenigslorpern
sind alle Voraussetzungen vih(3.3) erfullt und die Behauptung ist bewiesen. O

(3.5) Korollar (Anwendung auf Spezialfall in I11.(2.3))

Es gelten die Voraussetzungen aus Korollar I11.(2.3). Es sei @ der Bewertungsring zur Bewertung v
in K = Quot(Z[v, v]) = Q(v) und # sei eine O-Ordnung. Es seien K Zerfillungskorper fiir die
Konstantenerweiterung K # und Quot(Z[v, v=1]/q) Zerfillungskorper fiir die Konstantenreduktion
Quot(Z[v, v=1]/q)#. Dann ist # semiperfekt.

Beweis:Dies ist ein Spezialfall von Theorehi.(3.4). O



Kapitel IV

ldempotente aus Matrixdarstellungen zu
projektiven Moduln

Ist # eine halbeinfache Algebraber dem Krper K und K Zerfallungslorper fir #, dann kann

man mit Hilfe der Frobenius-Schur-Relationen aus irreduziblen Matrixdarstellunge#\explizite
Formeln fir primitive ldempotente in# gewinnen. In diesem Kapitel wird dies auf den Fall einer
symmetrischen Algebra¢ Uber einem Krper verallgemeinert. Man kommt dann aber nicht mehr
mit irreduziblen Matrixdarstellungen aus, sondern braucht Matrixdarstellungen, die durch geeigne-
te Basiswahl aus projektiv unzerlegbaren Moduln entstehen. Hierbei ist eine Basis eines projektiv
unzerlegbaret¥¢-Moduls P ,,geeignet*, wenn sie an die Untermodulkette

socP <radP < P

angepasst ist, wobei sétder Sockel und ra® das Radikal vorP sind.

IV.1 Grundlagen und Definitionen

(1.1) Definition (Nicht ausgeartete Bilinearform, vgl. [GP0Q, 7.1.1])

Es seiA ein kommutativer Ring und¢ eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Eine Bilinear-
form (—|—) : # x # — A aufH heildtnicht ausgeartet wenn ir eine A-Basis(T,)) ,ew VOn H
die Determinante der Gram-MatriX,,|T,)..,cw €ine Einheit inA ist.

(1.2) Proposition (Duale Basen)

Es sei A ein kommutativer Ring und # eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Weiter sei
(—=]—) : # x #H — A eine Bilinearform auf F¢.

Ist (—|—) nicht ausgeartet, dann ist fiir eine beliebige A-Basis (Cy)ycw von # die Determinante der
Matrix (Cy|Cy)y xew eine Einheit in A und es gibt eine A-Basis (C;,/ )yew von F mit

Diese nennen wir die zu (Cy) yew duale Basis.
Existiert umgekehrt zu einer A-Basis (Cy)yew von # eine Basis (C; )yew mit IV.1, dann ist die
Bilinearform (—|—) nicht ausgeartet.

Beweis:

Es sei(T,)wcw €ine A-Basis von#, fur die die Determinante der Gram-MatriX,,| T,), vew €iN€
Einheitin Aist.

Fur eine beliebigeA-Basis(Cy)yew von # gibt es dann eine Basiswechselmatix= (S, )y wew
mitCy = >, .w S.wTw furalley e W, und die Determinante vo8 ist ebenfalls eine Einheit ir.
Dann gilt aber die folgende Matrixgleichung:

(Cylcx)y,XeW == S(Tw |Tv)w,veWST ,

52
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wobeiS' die Transponierte vo8ist. Daraus folgt, dass die Determinante ¥@3|Cx)y xcw ebenfalls
eine Einheit ist.

WennN = (N, y)uw yew die Inverse der Gram-MatrixCy|Cy)y xew iSt, dann setzen wir einfach
C, = Zyew N,,yCy fur w € W. Damit gilt (C)/|Cy) = 8, x fur allew, x € W. Also ist (C)),ew
die duale Basis z(C,,) ,cw-

Existiert zu einer beliebigeA-Basis(Cy)ycw von # die duale Basi$CyV)y€W, dann kann maﬁ:; in
der BasigC,),cw Schreiben:

C, = Z N,.,C, firalleyeW.
weW

Da aber aucmCyv)yew eine A-Basis von# ist, ist die MatrixN = (Ny ,,)y wew invertierbar, also ist
ihre Determinante dél) eine Einheit inA. Weil

(C;//|Cx)y,xew =N- (Cw|cx)w,xew
die Einheitsmatrix ist, ist—|—) nicht ausgeartet. O

(1.3) Definition (Spurform, symmetrische Algebra, vgl. P00 (7.1.1)])

Es seiA ein kommutativer Ring undt¢ eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Eirkelineare
Abbildungt : # — A heil3tSpurform, wennt(hh) = t(h’h) fur alleh, h’ € # gilt. Wir nennen
eine Spurformr symmetrisierend wenn die zugebrige symmetrische Bilinearform

HxH— A (hh)— hh)

nicht ausgeartet im Sinne vdN.(1.1) ist. Eine Algebra# wie oben mit einer symmetrisierenden
Spurformz heiRtsymmetrische Algebra

(1.4) Lemma (Isomorphie mit Dualraum, vgl. [CR81, (9.5)])
Es sei # eine symmetrische Algebra iiber dem kommutativen Ring A mit symmetrisierender Spur-
form t. Dann ist die Abbildung

0: Hzp —> (3F)* :=Homa(xH, A)
h +— (X = t(hXx))

ein Isomorphismus von J#-Moduln.
Beweis:Offenbar istY linear und ein Homomorphismus vai-Moduln:
o(hy)(x) = t(hy-x) = t(h-yx) =6(h)(yx) fluralleh,x,ye J.

Da die Bilinearform zur, die (h, h") auf r(h - h") abbildet, nach Voraussetzung nicht ausgeartet ist,
existiert wegen PropositidV.(1.2) zu jeder BasigT,,),ew die duale BasisT,),cw. Deswegen it
injektiv, ist amlichh = %", a,T,, so folgt aus G= 6(h)(T,)) = t(h- T))) = a, fur allew € W,
dassh = 0 ist. Der Homomorphismu8 ist aber auch surjektiv, da ein Element vga#¢)* durch
seine Werte auf einer Basis vdifi festgelegt wird. O

(1.5) Definition/Proposition (Element z,, vgl. [CR81, (9.17)])

Es sei # eine symmetrische Algebra mit Spurform t iiber dem kommutativen Ring A. Wir bezeichnen
mit Z,, das Element von J# (siche 1V.(1.4)), fiir das die Linearform h — t(z,-h) gleich dem Charakter
p der reguliren Darstellung von J ist (damit ist auch in Charakteristik p # O die Spur der reguliren
Darstellung gemeint).

Dann ldsst sich z, auch so beschreiben: Ist (T,,)yew eine beliebige A-Basis von # und (T,/),ew die
zugehorige duale Basis, dann gilt:

Zp = Z Tu\;/Tw = Z /O(Tw) TJ
weW weW

AuBerdem ist z,, zentral in H.
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Beweis:Wir verwenden mehrfach, dass die zgehrende symmetrische Bilinearform nicht ausge-
artet ist, also wie inV.(1.4) einen Isomorphismus mit dem Dualraum induziert.
Die Koordinaten eines beliebigen Elemenrts # beZiglich der BasigT,).cw lassen sich wegen

x= Y 1(T)-xT, furalexe # (IV.2)

w
weW

bequem mit der dualen Basis auscken. Fir den Charaktep der rechts-regaken Darstellung ist
der Charakterwernp (h) eines Elementels € # gleich der Summe der Diagonaleiége der Darstel-
lungsmatrix zuh beziglich einer beliebigen Basis. Deswegen gilt mit Gleichivig

py=>"1(Ty-T,h)

weW

fur alleh € # und damit:

Tz, - =ph)y=>) (T - T,h=r (Z /T, - h) fur alleh € H.

weW weW

Alsoistz, =}, .w T, Tw und diese Formel ist unakhgig von der ge@hlten Basis.
Die andere Gleichung folgt sofort wegeuz, - T,) = p(T,) fur allev € W, da dies zeigt, dass die
T,’-Koordinate vore, gleichp(T,) ist.

Wegen
(z,h- T,) = p(hT,) = p(T,h) = (2, - T,h) =t(hz, - T,) furallew e W
vertauschi, mit jedem Elemenh € #. O

(1.6) Definition/Proposition (Mittelungsoperator |, vgl. [GP00, (7.1.9)])

Es sei # eine symmetrische Algebra mit Spurform t iiber dem kommutativen Ring A. Weiter seien
M und N zwei #-Moduln, ¢ € Homa(M, N) ein A-Modulhomomorphismus und (T,),ew eine
beliebige A-Basis von # mit zugehoriger dualer Basis (T,/)yew.

Wir definieren | (p) € Homy (M, N) durch:

L@)(m) = Y omT)T,  firalleme M.
weW

Dann ist | (¢) ein #-Modulhomomorphismus und héngt nicht von der Wahl der Basis ab. Sind X und
Y zwei weitere J¢-Moduln, dann gilt fiir beliebige ¥ € Homg (X, M) und 7 € Homg (N, Y):

lgoy)=1(p)oy und l(mogp)=mol(yp).

Bemerkung: Diese, Mittelungsmethode* wird zum Beispiel auch zum Beweis des Satzes von Masch-
ke benutzt und erlaubt, einélsHomomorphismus zwische®-Moduln zu einem#-Homomorphis-

mus zu,verbessern®.

Beweis:Nachrechnen, siehe z.B5P0Q (7.1.10)]. O

(1.7) Lemma (Gaschiitz-Ikeda, vgl. [GP00, 7.1.11])

Es sei #t eine symmetrische Algebra mit Spurform t iiber dem kommutativen Ring A. Weiter sei P
ein #-Modul, der als A-Modul projektiv ist. Dann ist P als #-Modul genau dann projektiv, wenn es
ein ¢ € Enda(P) gibt mit | (¢) = idp.

Beweis:Siehe [GP0Q 7.1.11]. O
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IV.2 Symmetrische Algebrentber Korpern

(2.1) Vorbemerkungen (Krull-Schmidt-Azumaya, projektiv unzerlegbare Moduln)

In diesem Abschnitt werden wir symmetrische Algebiiber Korpern betrachten. Da man hier mit der
Dimensionuber dem Grunddrper argumentieren kann, @éhman automatisch die aufsteigende und
die absteigende Kettenbedingung £ndlich-dimensionale Moduln und damit den Satz von Krull-
Schmidt-Azumaya (sieh&CR81, (6.12)]). Deswegen ist jeder projektiv unzerlegbare Modulkine
symmetrische Algebrat Uiber einem Krper als#¢-Modul isomorph zu einem Ideal#, wobeie ein
primitives ldempotent ir# ist.

(2.2) Definition/Proposition (Schur-Elemente, vgl. [GP00, (7.2.1)])
Es sei # eine endlich-dimensionale symmetrische Algebra mit Spurform t iiber dem Koérper K und
V ein absolut einfacher #¢-Modul. Dann gibt es eine eindeutige Konstante ¢y € K mit

I (¢) = cy Tr(p) idy fiir alle ¢ € Endk (V).

Die Konstante ¢y hdngt nur vom Isomorphietyp von V ab. Sie wird das Schur-Element zu \V genannt.

Beweis:Siehe [GP0Q (7.1.10)], analoge Rechnungen finden sichtspin diesem Abschnitt. [

(2.3) Definition/Proposition (Orthogonalraum, vgl. [CR81, (9.8)])
Es sei # eine endlich-dimensionale symmetrische Algebra mit Spurform t iiber dem Korper K und
M C J# eine Teilmenge. Dann heif3t

ML :={h e # | t(hm) = O fiir alle m € M}

der Orthogonalraum von M.

Ist L ein Linksideal in J#¢, dann ist L+ ein Rechtsideal in J, nidmlich der Rechtsannihilator von L.
Ist R ein Rechtsideal in #, dann ist R+ ein Linksideal, nimlich der Linksannihilator von R. Die
Zuordnung L < L+ ist eine bijektive, inklusionsumkehrende Korrespondenz zwischen der Menge
der Linksideale von J# und der Menge der Rechtsideale von .

Beweis:Nach Definition bedeutdt € L+, dassr(Lh) := {r(lh) | | € L} gleich{0} ist. Daraus folgt
aber sofort_h = 0, dar symmetrisierend ist. Damit ist klar, daks gleich dem Rechtsannihilator
des Linksideald_, also ein Rechtsideal und insbesondere ein Untervektorrauniish Die zweite
Behauptung folgt analog.

Aus M C N folgt sofortM+ > N+, also istL <> L* inklusionsumkehrend. Die Inklusidn € L++
ist klar, da abet# und #* als K -Vektorraume isomorph sind, ist diglL+ = dimyx # — dimg L,
also ist sogat. = L+, O

Bemerkung: Fur diese Proposition braucht man nigeymmetrische Algebra*, sondern nirobe-
nius-Algebra“. Dann muss man aber den Orthogonalraum anders definieren (&Friie (9.8)]).

(2.4) Proposition (symmetrisch —> quasi-Frobenius, vgl. [CRS81, (9.9)])
Es sei # eine endlich-dimensionale symmetrische Algebra mit Spurform t iiber dem Korper K und
N := rad(#) das Jacobson-Radikal von #. Dann gilt:

1. N+ ist ein zweiseitiges Ideal von H.

2. Fiir jedes primitive Idempotent € € J ist eN = rad(e#) der eindeutige maximale Untermodul
von e und e - (N+) = soqe#) der eindeutige minimale Untermodul von eJ¢.

3. Die Algebra # ist selbst-injektiv (= quasi-Frobenius), d.h. der rechts-regulire Modul F{y ist
injektiv.

Beweis:Analog zu [CR81, (9.9)]. BeachtedN+ = {h € # | Nh = 0} aus PropositioV.(2.3). O
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IV.3 Schur-Relationen

Die folgenden Voraussetzungen sindtzlich, wenn man explizitiber die Struktur eines projektiv
unzerlegbaren Moduls (PIM) reden will:

(3.1) Voraussetzungen (Basiswahl in projektiv unzerlegbarem Modul)

Es sei# eine endlich-dimensionale symmetrische Algebra mit Spurfoiiber dem KrperK und
N := rad# das Jacobson-Radikal varf. Der Korper K sei ein Zeréllungskorper fir 7. Weiter
sei P ein nicht-einfacher, projektiv unzerlegbarer Modut f#¢ mit SockelV := socP und Radikal
radP.

Es seierd, m, n € N und (bi)1<i<n €ine Basis vorP, so dassbi)i«i<q €ine Basis vorV = socP
und (b;)1<i<m €ine Basis von ra@ ist.

Wie in IV.(2.1) erklart, ist P als #-Modul isomorph zum Rechtsideal# fur ein primitives ldempo-
tente € # und mit [CR81, Proposition (9.12)] folgt, dass der Kop¥/ radP als #-Modul isomorph
zum SockeV = sodqP) ist. Also istn = m +d.

Die Basis sei nun so gelt, dass

n: P — P
b {bi_m fur i >m

0 sonst

ein #-Endomorphismus ist. Wir nennendie Projektion vom Kopf auf den Sockel
Wir bezeichnen mitb)1< <n die zu (by)1<i<n duale Basisvon P* := Homg (P, K), es gilt also
bl*(bj) = 8”‘ for1<i, j <n.

(3.2) Bemerkung (Basiswahl ist immer ndglich)

Obige Basiswahl ist immer églich: Nach Voraussetzung ist nicht einfach, also sind Sockel, Ra-
dikal und P echt verschieden. Man kann nun zghst eine Basis des Sockelahlen, dann zu einer
Basis des Radikals efigzen und verwenden, dass der Kopf isomorph zum Sockel ghltvkhan
dann ramlich Urbilder der Basisvektoren des Sockels unter einem Endomorphismud, s das
Radikal im Kern hat und den Sockel als Bild, dann&timan automatisch Vektorei ), <n mit
der gevilnschten Eigenschatft.

(3.3) Proposition (Struktur von Endg (P))
Es gelten die Voraussetzungen in IV.(3.1). Dann gibt es fiir jedes ¢ € Endy(P) eine eindeutige
Konstante ¢ € K, so dass Im(¢ — c-idp) CradP ist. Esgiltdann m op =C-m =@ o .

Beweis:Man beachte, dass witif die folgenderiJberlegungemicht verwenden, dasP projektiv
ist, sondern nur, da€® einen einfachen Kopf hat, der isomorph zum SockelBee V ist.

DaK Zerfallungslorper fur # ist, ist der einfache Modw absolut einfach und es gilt EpdV) =

K -idy (siehe zum BeispielJR81, (3.43)]). Das Radikal ra@ liegt im Kern jedes Homomorphismus
¢ € Homg (P, V). Dementsprechend ist HoaiP, V) eindimensional al¥-Vektorraum, besteht
also nur aus den Vielfachen der kanonischen Projeldion P/radP = V. Die folgende Sequenz
ist exakt (HoniM, —) ist links-exakt):

0 — Homy (P, radP) — Homy (P, P) — Homy (P, P/radP).

Fassen wir Hom (P, radP) als Teilmenge von Hoga(P, P) auf, so folgt daraus, dass es zu jedem

¢ € Endy(P) eine eindeutige Konstantee K gibt, fir dieg — ¢ - idp € Homy (P, radP) ist, so

dass also Iy — ¢ - idp) C radP gilt.

Dann istr o (¢ — ¢ -idp) = 0, da rad® = kerx ist, und damitr o ¢ = ¢ - 7. Fur die andere
Verkettunguiberlegt man sich, dass eli-Endomorphismus voi®, dessen Bild im Radikal liegt, in

der Radikalreihgnach unten” abbildet, also den Sockel auf 0 abbildet, da der Sockel der letzte nicht-
verschwindenden Modul in der Radikalreihe ist. Also ist aieh-c-idp) or = 0, dasod® = Imx

ist. Sofolgtp or =c¢C - 7. 0



IV.3. Schur-Relationen 57

Bemerkung: Wir hatten die vorliegende Proposition auch folgendermalRen bewetserek: Wie
oben ervahnt istP als #¢-Modul isomorph zum Rechtsidea¥ fur ein primitives Idempoterd € F¢.
Der Endomorphismenring Egde#¢) ist nach CR81, (6.10)] lokal. WegenHei82 (1.18.8)] ist aber

Endy (e#)/ radEndy (e#)) = eFe/ radlee) = K.

Ein Endomorphismus voe#f ist aber genau dann nicht invertierbar (und damit in(egéke)), wenn
er nicht surjektiv ist, wenn er also ins Radikal (eindeutiger, maximaler Untermodul) abbildet]

(3.4) Proposition (Umformulierung in Koordinaten)
Es gelten die Voraussetzungen in IV.(3.1). Dann gibt es zu jedem Endomorphismus ¢ € Endg(P)
von P eine eindeutige Konstante C € K, so dass fiir die Matrixkoordinatenfunktionen gilt:

§j-c fir 1<i<dundl<j<d
. W _ ) Gj-c fir m<i<nundm<j<n
bie®)) =1 fir d<i<nundl<j<d

0 fir m<i<nundl<j<<m

Fiir die Konstante ¢ € K gilt w1 o ¢ = C- 1w = ¢ o w mit dem Endomorphismus 7 aus IV.(3.1).

Beweis:Ein Endomorphismug € Endy (P) bildet das Radikal ra@ in sich ab (siehe z.B(R81,
(5.1)(i)]). Dies gilt dann induktiv auchiif die weiteren Glieder der Radikalreihe, also zuletzt atich f
den Sockel. Damit folgen alle Aussagen aus der Basiswdi (8.1) und audV.(3.3). O

(3.5) Bemerkung (Umformulierung mit Matrizen)

Beschreibt man einen Endomorphismpse Endy (P) beziglich der Basis(bi)1<i<n durch eine
Matrix (in Spaltenkonvention), so ettt man eine Blockstruktur, wie sie in Abbilduhg.1 zu sehen
ist (mit Eq ist died x d-Einheitsmatrix gemeint).

c- Eq * * d Zeilen
0 * * m — d Zeilen
0 0 c- Eg d Zeilen

[, S S— N——]

d m-—d d
Spalten Spalten Spalten

Abbildung IV.1: Matrizen von Endomorphismen kigglich der Basigb;) in Spaltenkonvention

Wir betrachten jetzt den Mittelungsoperatomit expliziten Koordinatenrechnungen. Wir werden uns
namlich einenUberblick iiber alle Mittelungen verschaffen, indem vkr-Homomorphismen vom

Rang 1 mitteln. Wir betrachten insbesondere solche, deren Kern von allen bis auf einen Basisvektor
aufgespannt wird.

(3.6) Proposition (Mittelung von K -Homomorphismen vom Rang 1)

Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1). Zusitzlich sei V ein einfacher J-Modul, der nicht iso-
morph zu V, dem Kopf von P, ist. Weiter seien © € V und b* € P* beliebig, (B,),cw eine beliebige
Basis von # und (B,)),,ew die zugehorige duale Basis beziiglich der zu t gehdrenden Bilinearform.
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Dann verschwindet die Mittelung | (¢) des K-Homomorphismus vom Rang 1

o: P — \Y;
X — b*X)-v
iiberall, es gilt also
0=1(p)(x) = Y _b*(xB,)TB, fiiralle X e P.
weW

Insbesondere ist fiir jede Linearform f* € V* = Homg (V, K)

0= ) b*(xB,)f*(@By) firalle X e P.
weW
Bemerkung: Die letzte Gleichung kann wie bei den klassischen Frobenius-Schur-Relationen als ei-

ne Orthogonalit von Matrixkoordinatenfunktionen verschiedener Darstellungen aufgefasst werden
(vgl. [GPOQ 7.2.2)).

Beweis:Nach Schur's Lemma (siehe Z.E:FRS} (3.17)]) ist Homy (V, V) = 0. Da abelP ein Modul
mit einfache[n KopiV ist, ist auch Homng (P, V) = 0, weil P keinen Untermodul mit Faktormodul
isomorph zw hat. Die Mittelungl (¢) ist aber einf’-Homomorphismus. g

(3.7) Proposition (Mittelung von K -Endomorphismen vom Rang 1)

Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1). Es sei (B,,)yew eine beliebige Basis von # und (B))),ew
die zugehorige duale Basis beziiglich der zu © gehérenden Bilinearform.

Weiter sei fiir 1 < s,t < n mit ¢s; der K-Endomorphismus des projektiven Moduls P vom Rang 1
mit der folgenden Abbildungsvorschrift bezeichnet:

pst: P — P
X — bIXx)-b -

Dann gilt tiir die Matrixkoordinaten der Mittelung | (¢s+t):

CG. j.s.t) =7 (I(ps)()) = Y _ by (0B,) - bE(byBy) = b (I (1) (b)) (IV.3)
weW
firl<i,j,s,t<n.
Damit haben wir fiir diese Zahlen eine zweite Interpretation als Matrixkoordinaten einer anderen
Mittelung gefunden! Wir bezeichnen den Ausdruck in Gleichung IV.3 mit C(, |, S, t), es gilt also
Cd, j,s,t) =C(s, t,i, |) firallei, j,sundt zwischen 1 und n.

Bemerkung: Dieser Trick stammt ausgP0Q 7.2.1] und wird dort zum Beweis der Frobenius-Schur-
Relationen fir Matrixkoordinatenfunktionen einfacher Moduln benutzt.
Beweis:Es gilt

b (Ips)(0)) = Y by (07(bBy) - bB,)

weW

= D _bi(xB,)-bi(bBy)

weW

= ) by (by(bB,) - bBy)

weW
= b (1 (@),
weil die Mittelung unabkngig von der geahlten Basis ist un@B,,),cw die duale Basis zUB))),cw
beZiglich der zur gehbrenden Bilinearform ist. O

Uber den Ausdruck(i, j, s, t) in GleichunglV.3 kénnen wir nun mit Hilfe von PropositiotV.(3.4)
einige Aussagen treffen, indem wir beide Interpretationen als Mittelung verwenden:
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(3.8) Proposition (Koordinaten der Mittelung von K -Endomorphismen vom Rang 1)
Es gelten die Voraussetzungen aus 1V.(3.1) und die Bezeichnungen aus 1V.(3.7).
Es seien weiter 1 < i, |, S, t < n. Dann gilt fiir den Ausdruck in Gleichung IV.3:

0 fir s>dundt <d (W)

0 fir s> mundt<m (®)

0 fir i >dundj <d )

0 fir i >mundj<m <)

0 fir s,t<dunds#t (®»)

L 0 fir s,t>munds #t ()
Ca.1.s b = 0 fir i,j<dundi#£] (O
0 fiir i,j>mundi # | ©)

Ca,j,1,1 fir s=t<d (&)

C@,j,1L1 fir s=t>m ()

Ci,1,st) fir i=j<d >

Cl 1ls,t) fir i=j>m <)

Beweis:Die Behauptungen folgen mit Propositibn(3.4) direkt aus der jeweiligen Interpretation als
F¢-Endomorphismus. Die mii#) bzw. (&) markierten Aussagen folgen aus der Interpretation von
C(, j,s,t) = b (I (¢i,j) (b)) als Koordinaten der Mittelung vop j (siehe GleichungV.3). Die mit

(©) bzw. (<) markierten Aussagen folgen aus der Interpretation®an j, s, t) = b (I (@S’t)(bj))

als Koordinaten der Mittelung vaps ;. Fur (&) und (<>) verwendet man, dass die Diagonalkoordina-
ten alle gleich sind. O

Nach PropositionV.(3.3) ist jeder#¢-Endomorphismus voR eindeutig als Summe eines Vielfachen
der Identitit und einem nilpotentesf-Endomorphismus zu schreiben. Wir wollen nun unser Au-
genmerk auf die Frage richten, welche Mittelungderhaupt eine Idenéitskomponente haben. Wir
verwenden als d@chstes, dass makf-Endomorphismen (wie zum Beispiel auslV.(3.1)) aus einer
Mittelung herausziehen kann (siehe Proposith(il.6)).

(3.9) Proposition (Identititskomponente von Mittelungen)

Es gelten die Voraussetzungen aus 1V.(3.1) und die Bezeichnungen aus 1V.(3.7).

Istt < moders > d, dann ist die Mittelung | (¢s;) nilpotent, bildet also ins Radikal von P ab.
Insbesondere gilt in diesem Fall fiiri, j < d:

Cd, j,s,t)=0. (IV.4)
Firt > munds < dundi, j <d gilt:
0 fir i # |
Cd, j,st) = 0 fir s#t—m . (IV.5)
CAm+1,11 fir i=j und s=t—m

Die Zahl C(1, m+ 1, 1, 1) ist ungleich O.

Beweis: Wir betrachten die Verkettungen o ¢s; und ¢s; o 7 mit dem #-Endomorphismug aus
IV.(3.1). Es gilt amlich

0 falls s> d
Ysimt falls s<d ’

0 falls t<m

pst-m falls t>m und gstom = {

no‘ﬂs,t={

wie man sich sofort mit den Definitionen vanund ¢s in 1V.(3.1) und1V.(3.7) Uberlegt. Da aber
ein #-Endomorphismus ist und deswegen nach Propositigf.6) folgt, dass

l(mopst) =mol(psy) und I(pstom)=1(pst)om
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ist, gilt:

0 falls s>d
[ (pstmyt) falls s<d

0 falls t<m

| (pst—m) falls t>m . (%)

7o l(pst) = { und | (psp) o = {
Darauf wenden wir nun Propositidi.(3.3) an. Dal (¢s;) ein #-Endomorphismus ist, gibt es da-
nach ein eindeutiges € K, so dass Inﬁl (pst) —C- idp) C radP ist. Es hat die Eigenschaft, dass
wol(pst) =C-m = Il(pst) o ist. Nun folgt urt < m (betrachter o | (¢s;) in (x) links) oder

s > d (betrachtd (¢st) o 7 in (x) rechts) jeweils zufichstc = 0 und dann mit PropositiolV.(3.8)
(obere(Q)-Zeile bzw. oberg<>)-Zeile) die Behauptung in Gleichung.4, daC(1, 1, s,t) = cist.

Fart > mund s < dundi, j < dist nun nach Propositioh/.(3.8) zunachstC(i, j, s,t) = 0O fur

i # | (obere(Q)-Zeile) undC(i, j,s,t) = C(1, 1, s, t) furi = j (obere(<>)-Zeile). Nun ldnnen wir
unsere Erkenntnisdebers benutzen:

Cl1st) = bi(I(gs)(bn)=b;((I(@st)om) Omis))
= b} (1 (@stmt)(bmi1)) = C(L, m+ 1, s+ m,t).

Das + m > mist, folgt wieder mit PropositionV.(3.8), dass dieser Ausdruckifs + m # t
verschwindet (unterés)-Zeile) und sonst gleiclC(1, m + 1, 1, 1) ist (untere(&)-Zeile), was zu
beweisen war.

Damit kennen wir nun digldentitatskomponente® einer beliebigen Mitteluh@ps ;) fur1 < s, t < n.
Diese verschwindetur fiirs < d undt = s+ m nicht undistin diesem Fall gleic6 (1, m+1, 1, 1).
Da die K-Endomorphismerigs 1)1<st<n €ine Basis von Eng(P) bilden und nach dem Lemma von
Gascliitz-lIkeda (siehdV.(1.7)) ein K-Endomorphismus voR existiert, dessen Mittelung gleich der
Identitat ist, folgt, das€ (1, m+ 1,1, 1) # Oiist. O

(3.10) Korollar (Frobenius-Schur-Relationen, vgl. [GP00, 7.2.2])

Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7). Wir interpretieren
nun die Zahl C(i, j, S, t) erneut anders.

Fir j <dundl1<i,s,t <ngilt

Ch.j.s. )= b (By) - bi(jB)) =8 ) - bsyme- C(L M+ 1,1, 1). (IV.6)

weW

Bemerkung: Die Abbildungerh — b*(b:h) von # nachK sind Matrixkoordinatenfunktionen einer
Darstellung von# auf dem projektiven ModuP und die Abbildunget — bi(bjh) fur1<s, j <d

sind Matrixkoordinatenfunktionen einer Darstellung vhauf dem einfachen ModW = socP.
GleichunglV.6 zeigt also eine Art Orthogonaditsrelationen zwischen diesen beiden Funktionenmen-
gen.

Beweis:Isti > d, so verschwinde€(i, j, s, t) wegen PropositiofV.(3.8) und j < d. Sei nun auch
i < d. Mit PropositionlV.(3.9) folgt, dassC(i, j,s,t) = Oistfurt < moders > d. Im Fallt > m
unds < d folgt GleichunglV.6 direkt aus PropositiofV.(3.9). O

IV.4 Primitive I[dempotente

In diesem Abschnitt werden einige spezielle Elemente in symmetrischen Algebren betrachtet und
ihre Wirkung auf projektiv unzerlegbaren Moduln. Schliel3lich werden explizit primitive Idempotente
konstruiert.

(4.1) Definition/Proposition (Element zy, vgl. [CR81, (9.17)])
Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7). Der Charakter des
einfachen Moduls V sei mit 0 bezeichnet. Wir bezeichnen mit z, das Element von ¢, fiir das die



IV.4. Primitive Idempotente 61

Linearform h — t(25-h) gleich dem Charakter 0 ist (siche IV.(1.4)). Dann ist z, zentral in #, operiert
also auf jedem #€-Modul als ein #¢-Endomorphismus und es gilt fiir den unzerlegbaren Modul P:

0 fir t<m

CALm+111) by fir t>m " (IV.7)

b -z = {
Das Element z, projiziert somit den Kopf auf den Sockel, hat also das Radikal radP im Kern und als
Bild den Sockel socP. )
AuBerdem annulliert z, jeden einfachen Modul V, der nicht isomorph zu V ist und jeden projektiv
unzerlegbaren Modul Q, der nicht isomorph zu P ist.

Bemerkung: Man beachte, dass laut Propositidf(3.9) die ZahlC(1, m+ 1, 1, 1) ungleich 0O ist.

Beweis:Dassz, zentral in# ist, folgt wie am Ende des Beweises von Propositiiil.5). Fir ein
beliebigesh € # gilt namlich:

t(zh-B,) =6(h-B,) =6(B,-h)=1t(%B,  -h)=1(hz - B,) furalle w e W.

Also istzh = hz, fur alleh e #.
Dazy =) ,.w0(By) - B} ist(es giltr(zB,) = 0(B,) fur allew € W) und der ModulV gleich
dem Sockel vorP ist, kbnnen wirzy, auch so schreiben:

d d
zp=Y 0(B,) By =>">"bi(bs-B,) By =) (Z b:(bs - B,) - Bl) . (IV.8)

weW weW s=1 s=1 \weW

Wir bezeichnen den Ausdruck in der Klammer mjt= " _,, bi(bs- B,) - B € Hfurl<s<d
und betrachten, wig; auf P operiert. Dazu seient € N mit 1 < i, t < n beliebig. Dann gilt:

yiboz) = b (u - (z o2 (bs - B.)- Bz))
weW
= > b(b-BY) - by(bs- By)
weW
= C(,s,st)

= bisOstmt Clm+1,1,1),

wobei letzteres Gleichheitszeichen gilt, da wir Korolle(3.10) anwenden &nnen, weil nach Vor-
aussetzung < d ist. Damit ist aber gezeigt, dass alle Basisvektoren abfgr durch zg auf Null
abgebildet werden und dalss, mzs = C(1, m+ 1, 1, 1) - bs ist. Zusammen mit Gleichuniy.8 folgt
damit GleichungV.7.

Ist andererseit¥ ein einfacher#-Modul, der nicht isomorph z¥ ist, und isti € V ein beliebiger
Vektor, dann gilt:

(4

L Ze = f;.(Zb;(bs-Bw).Bg>
weW
= Y bi(bs-B,) 5B =0

weW

laut PropositiornV.(3.6), also annullierzs und damit wegen Gleichurly.8 auchz, ganzV.
Sei nunQ ein projektiv unzerlegbaref-Modul, der nicht isomorph z ist, also als Kopf einen
einfachen Modul hat, der nicht isomorph 2\ ist. Wir betrachten ein beliebiges Element Q.
Esist

X - Zg = Zb;‘(bs- B,)- X By.

weW



62 Kapitel IV. ldempotente aus Matrixdarstellungen zu projektiven Moduln

Ist f* € Q* eine beliebige Linearform au®, dann ist

(x-25) = > bi(bs- By) - £*(x- BY). (IV.9)
weW
Das < dist, isth — b} (bs-h) eine Matrixkoordinatenfunktion einer Darstellung véhauf dem ein-
fachen ModulV = socP. Deswegen kann man Propositibn(3.6) auf den projektiv unzerlegbaren
Modul Q mit einfachem Kop# und den einfachen ModW in der folgenden Weise anwenden:

(P7 Vv \77 b*a 57 f*)|V(36) = (Qv \77 Vv f*7 bS? b*)hlel' .

Alsoist f*(x-zs) = O fur jedes beliebigd * € Q* (beachte Gleichunty.9), damit gilt auchx-z; = 0
in Q. Wegen Gleichund).8 annulliert dann auck, ganzQ. O

(4.2) Korollar (Operation von z, auf PIMs)

Es gelten die Voraussetzungen aus 1V.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7). Das Element z,, aus
1V.(1.5) entspricht beziiglich des Isomorphismus aus IV.(1.4) dem reguldren Charakter. Es ist also
gleich einer Summe aus Vielfachen der Elemente z,, wobei 6 durch die einfachen Charaktere lduft
und zy jeweils das vermdge 1V.(1.4) entsprechende Element in # ist. Die Vielfachheit ist dabei jeweils
die Vielfachheit des entsprechenden einfachen Moduls im regulédren. Also operiert z, auf jedem nicht-
einfachen, projektiv unzerlegbaren Modul P als Projektion von Kopf auf Sockel, es sei denn, die
Vielfachheit des einfachen im regulidren Modul ist durch die Charakteristik des Grundkérpers teilbar.
In letzterem Fall operiert z, wie die Null. O

(4.3) Definition/Proposition (Primitive Idempotente)

Es gelten die Voraussetzungen aus IV.(3.1) und die Bezeichnungen aus IV.(3.7). Der Charakter des
einfachen Moduls V sei mit 6 bezeichnet.

Wir bezeichnen die Zahl C(1, m+ 1, 1, 1) mit . Sie ist ungleich O und wir setzen fiir 1 <i < d:

& :=ct. Z by (Bism - By) - By (IV.10)
weW

Dann gibt es ein ganzzahliges Polynom f € Z[X], so dass e := f(§) fir 1 < i < d primitive
Idempotente in # sind, die modulo dem Radikal von # paarweise orthogonal sind, und fiir die die
Rechtsideale g # als #-Moduln isomorph zu P sind. Es gilt also:

e€=e , @H=P und & e cradH) fir 1<i,i’<d und i#i. (IV.11)
Das Polynom f ist im Beweis explizit angegeben.

Beweis:Dassc = C(1, m+ 1,1, 1) ungleich 0 ist, wurde bereits in Proposititvi(3.9) bewiesen.
Wir betrachten zuachst die Element@.

Die Operation vorg auf dem ModulV = socP bestimmen wir, indem wis, j € Nmits, j <d
wahlen und betrachten:

bi(b-8) = c—l.b_;j( (Z b (Bi4m - Bu) w)) — ot Y b (bym - By) b (by - BY)
weW weW
Die letzte Summe ist nach der Definition in GleichuN gleichC(i, j, s, i +m). Nach Proposition
IV.(3.10) gilt: C(i, j,S,i +mM) = & j - Ssrmi+m- C(1, m+1, 1, 1). Deswegen ish?(b; - &) genau @r
s = ] =1 gleich 1 und sonst gleich 0. Damit operiértaufV beziglich der Basighs)1<s<q als eine
Matrix mit genau einer Eins auf der Diagonalen in Zeilend sonst lauter Nullen. Das Prodét &
annulliertri # i’ ganzV.
Auf einem einfachen Modu¥/, der nicht isomorph z ist, annulliertg alles: Ist amlichv e Y
beliebig, dann ist
5-&=c" > b(bsm-By) 7 By =0,

weW
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wie man sofort mit Propositiof.(3.6) sieht. Also Iieger’é,-2 —§furl<i <dundg -8& for
1<i,i’ <dundi #i’im Radikal rad?¢, denn sie annullieren jeden einfachen Modul.

Nun sind wir aber genau in der Situation détebens von Idempotenten” (vgl. Theoréinf4.3)). Die
Algebra #¢ ist namlich — da sie endlich-dimensiondber einem Krper ist — ein artinscher Ring,
ihr Radikal ist nilpotent. Dadurch ist sie automatisch véltgtig in der radi-adischen Topologie.
Wie in Theoremil.(4.3) wahlen wirt € N so groB, dasgad#)! = 0 ist und setzen

t

FX) =) <28t> X251 — X)S.

s=0
Fir dieses Polynom gilt (siehe Beweis zu Theolléid.3) oder [CR81, (6.7)]):

iy fez[X]
i) f2—f=0 (modX!(1—X)H
(i) f=X (modX(l- X))

Wegen (iii) operierg := f (&) auf jedem einfachefit-Modul wie § . Insbesondere ist danst #~ 0
fur 1 <i < d. Wegen (i) undX'(1 — X)' = (X — X2)t sind dieg Idempotente in¥, dag — & ¢
rad#¢ ist.

Wir haben also bewiesen, daggit ein projektiverJ¢-Modul ist. Wegen PropositionJR81, (6.6)]
lasst sich der Isomorphietyp solcher Moduln an ihrem Kopf ablesen: BSHsE e# genau dann,
wenne J#/rade #) = V ist. Uber den Kopf eines projektiven Modués# gibt aber die Homo-
morphismenmenge Hoa(e #, V) = Vg Auskunft: Die K-Dimension ist gleich der Vielfachheit,
mit derV im Kopf von g # vorkommt (siehefei82 1.8.2]). Diese ist hier aber gleich 1, weilg
eindimensional ist, da wie die Projektion auf den-ten Basisvektor vorY operiert. Alle anderen
einfachen Modulrv’ kommenuberhaupt nicht im Kopf vor, da Hog(e #,V’) = V'g = 0 ist.
Damit sind aber die (fir 1 < i < d) primitive Idempotente zum projektiven Mod®&, es gilt also
e = P als #-Moduln. Zusitzlich sind dieg paarweise orthogonal modulo dem Radikal, es gilt
namliche - g, € radJ¢ fur alle 1 < i,i’ < dundi # i’, da diese Produkte in jeder einfachen
Matrixdarstellung von# auf 0 abgebildet werden. O

(4.4) Bemerkung (Bibliographischer Kommentar)

Die in 1V.(3.6) und 1V.(3.10) beschriebenen verallgemeinerten Frobenius-Schur-Relationen tauchen
schon in einer alten Arbeit von Brauer (sieli&rd45 Theoreme 4 und 5])uir Frobenius-Algebren

auf, wurden aber dort nicht verwendet, um primitive Idempotente zu konstruieren.



Kapitel V

Zerlegungsabbildungen und
Brauer-Reziprozitat

In diesem Kapitel werden zaehst einige Grundlageiiif die Betrachtung modularer Darstellungen

von Algebren gelegt, indem Zerlegungsabbildungen definiert werden. Dabei werden im Wesentlichen
Darstellungeriiber einem Krper K ,ganzzahlig® gemacht und dann elementweise modulo einem
maximalen ldeal reduziert, um Darstellungdrer einem anderendfperL zu erhalten.

Danach wird gezeigt, dass diese sich auch anders beschreiben lgssdinoh rdurch Betrachtung

von projektiv unzerlegbaren Moduln bzw. primitiven Idempotenten. Hierbei geht man in der anderen
Richtung vor: Die primitiven Idempotente in der AlgehirherL lassen sich zu Idempotenten in der
Algebraiber einem geeigneten Rir@ heben, dessen Quotientémger gleichK ist. Dabei gehen

die vorigen Ergebnissigber Semiperfektheit ein. Dieser Ansaiihft zur Definition einer,Klebeab-
bildung*, die beschreibt, wie die primitiven Idempotente in der AlgalivarK ,,zusammenkleben®,

wenn man die Algebraber© betrachtet, also weniger Nenner asst.

Die Tatsache, dass beide Konzepte im Wesentlichen dasselbe sind, wird unter dem Sti8rauvent
Reziproziat' bewiesen. Am Ende des Kapitels folgt noch ein Abschibgr die Faktorisierung von
Zerlegungsabbildungen. Dort wird eine Situation beschrieben, in der sich eine Zerlegungsabbildung
als Verkettung von zwei anderen beschreiliesst. Dies wird sjter bei der Formulierung der James-
Vermutung verwendet.

V.1 Grundlagen und Definitionen

(1.1) Definition (Grothendieck-Gruppe, vgl. [CR81, §16B])

Es sei#t ein Ring. Wir bezeichnen mRy(#) die Grothendieck-Gruppe der Kategorie mod# der
endlich erzeugter¢-Moduln.

Die abelsche GruppBy(#) ist also von den Isomorphieklassph] endlich erzeugteg¢-Moduln V
erzeugt. lar diese Erzeuger gelten die Relation® = [V'] + [V"] fUr jede kurze exakte Sequenz
0— V' =V — V’— 0von#-ModulnV, V' undV". Wir bezeichnen miR; (#) das Teilmonoid
von Ry(#), das aus den Elementé¥] besteht, wobefV] eine Isomorphieklasse endlich erzeugter
J¢-Moduln ist.

(1.2) Proposition (Grothendieck-Gruppe eines artinschen Rings, vgl. [CR81, (16.6)])

Es sei J¢ ein artinscher Ring. Fiir zwei #-Moduln V und V' ist genau dann [V] = [V'] € Ro(¥#),
wenn sie dieselben Vielfachheiten von Kompositionstaktoren haben. Es folgt, dass Ry(#€) eine freie
abelsche Gruppe ist mit einer Basis, die durch die Isomorphieklassen der einfachen #€-Moduln gege-
ben ist.

Beweis:Siehe CR81, (16.6)]. O

Bemerkung: Dies gilt insbesonderdif den Fall, dass¥# eine endlich-dimensionale Algebider
einem Korper ist.

64
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(1.3) Definition/Proposition (Funktorialitit von Rp)

Es seien # und #' Ringe und F : mod-# — mod-#' ein exakter Funktor. Dann induziert F
vermdge [V] +— [FV] einen Homomorphismus Ry(F) zwischen den abelschen Gruppen Rp(#)
und Ro(H'). Ist #H" ein weiterer Ring und G : mod-#' — mod-#" ein exakter Funktor, dann gilt

Ro(G o F) = Ro(G) o Ro(F).

Beweis: Offensichtlich ist[V] +— [FV] eine wohldefinierte Abbildung auf der Menge der Isomor-
phieklassen endlich erzeugter Moduln. Baexakt ist, gehen exakte Sequenzer0V' — V —

V" — 0in exakte Sequenzen8& FV' — FV — FV” — 0lber undRy(F) ist wohldefiniert. Die
Vertraglichkeit mit Verkettung ist Kklar. O

(1.4) Beispiel (Konstantenerweiterung induziert Gruppenhomomorphismus)

Es seiF ein Korper,F’ O F ein Erweiterungsérper und# eine F-Algebra. Dann ist die Konstan-
tenerweiterung (vgll.(3.2) und 1.(3.4)) ein exakter Funktor von der Kategorie ma@él-der endlich
erzeugten#-Moduln in die Kategorie mod~’' # der endlich erzeugteR’ #-Moduln. Es ist @mlich

F’ ein F-Vektorraum und damit al&-Modul frei und deswegen flach. Also i§t/§ — ein exakter
Funktor.

Deswegen induziert die Konstantenerweiterung né¢h.3) einen Homomorphismus zwischen den
abelschen GruppeRy(#) und Ry(F’'#¢), der durciV] — [F’ @V] gegeben ist.

(1.5) Bezeichnungen (Konstantenerweiterung bei Grothendieck-Gruppen)
In der Situation au¥.(1.4) bezeichnen wir den durch den Konstantenerweiterungs-Funktor induzier-

ten Homomorphismus zwischd®y(#) und Ry(F’#) mit dFF'.

(1.6) Definition (projektive Grothendieck-Gruppe, vgl. [CR81, §16B])

Es sei# ein Ring. Wir bezeichnen miKq(#) die projektive Grothendieck-Gruppe, also die
Grothendieck-Gruppe der Kategorie peij-der endlich erzeugten, projektivei-Moduln.

Die abelsche GruppKq(#) ist also von den Isomorphieklassgia] endlich erzeugter, projektiver
J¢-Moduln P erzeugt. lar diese Erzeuger gelten die Relatiori&i = [P’] + [P”] fur jede direkte
Summenzerlegun® = P’ @ P” von endlich erzeugten, projektiveff-Moduln P, P” und P”. Wir
bezeichnen miKJ(J(’) das Teilmonoid vorKq(#), das aus den ElementgR] besteht, wobeP ein
endlich erzeugter, projektivett-Modul ist.

Bemerkung: In der Kategorie der projektiven Moduln brauchen wiir flie Relationen nur direkte
Summenzerlegungen, da jede kurze exakte Sequenz aufspaltet.

(1.7) Proposition (Grothendieck-Gruppe eines semiperfekten Rings, vgl. [CR81, (16.7)])

Es sei # ein semiperfekter Ring. Fiir zwei endlich erzeugte, projektive #-Moduln P und P’ gilt
genau dann [P] = [P’] € Ko(H#), wenn sie dieselben Vielfachheiten von projektiv unzerlegbaren
Summanden haben. Es folgt, dass Ko(#) eine freie abelsche Gruppe ist mit einer Basis, die durch die
Isomorphieklassen der endlich erzeugten, projektiv unzerlegbaren #¢-Moduln gegeben ist.

Beweis:Siehe CR81, (16.7)]. O

Bemerkungen: Wegen Korollanl.(5.7) ist jeder endlich erzeugte, projektive Modul direkte Summe
von projektiv unzerlegbaren.

Nach Propositionl.(5.5) ist eine endlich-dimensionale Algebiiger einem Krper semiperfekt, also
gelten die obigen AussagéiberKy(F¢) insbesondere in diesem Fall.

(1.8) Definition/Proposition (Funktorialitit von Kg)

Es seien #¢ und #' Ringe und F ein additiver Funktor von der Kategorie proj-J¢ der endlich erzeug-
ten, projektiven J#¢-Moduln in die Kategorie proj-#¢’ der endlich erzeugten, projektiven F#¢’'-Moduln.
Dann induziert F vermége [P] +— [FP] einen Homomorphismus Ko(F) zwischen den abelschen
Gruppen Ko(#) und Ko(H'). Ist #” ein weiterer Ring und G ein weiterer additiver Funktor von
der Kategorie der endlich erzeugten, projektiven #'-Moduln in die Kategorie der endlich erzeugten,
projektiven #"-Moduln, dann gilt Ko(G o F) = Ko(G) o Ko(F).
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Beweis: Offensichtlich ist{P] — [F P] eine wohldefinierte Abbildung auf der Menge der Isomor-
phieklassen endlich erzeugter, projektiver Moduln. Badditiv ist, gehen direkte Summen =
P’® P” in direkte SummerrP = F P’ & F P” Uber undKy(F) ist wohldefiniert. Die Vertaglichkeit
mit Verkettung ist klar. 0

(1.9) Beispiel (Ringhomomorphismus induziert Gruppenhomomorphismus)

Istgp : # — F' ein Ringhomomorphismus, danidhnen wirJ¢’ vermbge ¢ als #¢-#¢'-Bimodul
auffassen und jedem projektive#i-Modul P den projektiven#¢’-Modul P®J€’ zuordnen. Da der
Tensorproduktfunktor & 7' ein additiver Funktor ist, induziert das einen Gruppenhomomorphlsmus
Ko(— ® H') : Ko(H) — Ko(Jt’ ), fur den alsdKg(— ® H)([P]) =[P ® F'] gilt. Dadurch kann man

Ko als einen Funktor von der Kategorie der Rlnge in die Kategorle der abelschen Gruppen auffassen.

(1.10) Beispiel (Konstantenerweiterung induziert Gruppenhomomorphismus)

Es sei® ein Ring und#¢ eine ©-Algebra. Weiter se®9’ ein Erweiterungsring vo®. Dann ist die
Konstantenerweiterung ein additiver Funktor von der Kategorie ffaer endlich erzeugten, pro-
jektiven #£-Moduln in die Kategorie profd’# der endlich erzeugten, projektiven #¢-Moduln. Ist
namlich P ein endlich erzeugter, projektive?-Modul, dann ist9’'P = (9’@ P nach Lemmd.(3.5)
ein projektiver®’7¢-Modul. Als Tensorprodukt-Funktor ig?’ © — automatisch additiv, induziert al-
so nach PropositioN.(1.3) einen HomomorphismuKo((Q’%—) 1 Ko(#H) — Ko(O@'#) abelscher
Gruppen.

(1.11) Bezeichnungen (Konstantenerweiterung bei projektiven Grothendieckgruppen)

Mit der Inklusionsabbildung : # — ©@’# erhalt man mit Hilfe vonV.(1.9) dieselbe Abbildung von
Ko(#) nach Ko(O'#) wie in V.(1.10) mit dem Konstantenerweiterungs-Funktor. Wir bezeichnen
diese Abbildung mitg .

(1.12) Definition (Paarung zwischerKo(#€) und Ro(#), vgl. [GR9I7, 2.1])
Es seiF ein Korper und# eine endlich-dimensionalé-Algebra. Dann definiert

([P1][V1) := dime Homy (P, V)
eine bilineare Abbildung—|—) : Ko(#) x Ro(#) — Z.

Beweis: Die Wohldefiniertheit folgt, weil Horg(—, V) additiv und Hom, (P, —) exakt ist, daP
projektiv ist. O

(1.13) Proposition (Duale Basen von Grothendieck-Gruppen)

Es sei F ein Korper und # eine endlich-dimensionale F-Algebra. Weiter sei F Zertallungskorper
tiir #€. Dann ist die Basis von Ko(#), die durch die projektiv unzerlegbaren Moduln gegeben ist,
beziiglich (—|—) dual zur Basis von Ry(#), die durch die einfachen Moduln gegeben ist.

Beweis:Da J¢ nach Propositiofi.(5.5) semiperfekt ist, sind die projektiv unzerlegbaren Moduln laut
Lemmall.(5.8) (und der daran anschlieRenden Bemerkung) genau die projektiientier einfa-
chen Moduln. IstP die projektive Hille des einfachen Modulg, dann ist Hom, (P, V') fur jeden
einfachen ModuV’ als F-Vektorraum isomorph zu Hogx(V, V). Wegen dem Schur'schen Lemma
und Theoren.(3.10)ist die Dimension dieseB-Vektorraums gleich 0, wen¥’ nicht isomorph zu

V ist, und gleich 1, wen¥ isomorph zw/' ist, daF Zerfallungslorper fur #¢ ist. 0

Bemerkung: Ist P die projektive Hille des einfachen Modulg, so gibt{[P]|[[M]) die Vielfachheit
von V in einer Kompositionsreihe des Moduld und {[Q], [V]) die Vielfachheit vonV im Kopf
des projektiven Modul€) an. Die Vielfachheiten der einfachen Moduln im Kopf eines projektiven
beschreiben dessen Isomorphietyp valhstig.
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(1.14) Definition/Proposition (Charakteristisches Polynom, vgl. [GP00, 7.3.1])

Es sei R ein kommutativer Ring, 6 : R — F ein Ringhomomorphismus in einen Kérper F, J# eine
R-freie R-Algebra von endlichem Rang und X eine Unbestimmte iiber F. Es sei mit MapS #, F[X])
die Menge der Abbildungen von J# nach F[X] bezeichnet. Sie ist eine Halbgruppe beziiglich punkt-
weiser Multiplikation. Wir fassen F -Vektorrdume vermoge 6 als R-Moduln auf und bezeichnen die
Konstantenreduktion bzw. Konstantenerweiterung mit F#¢ := F @ #{. Dann definieren wir:

pr: Ry(FH) —> Map?(ﬂ’,(mxl),
)

[M] — (h—~ Xaoh)
wobei X(<1M @), ny das charakteristische Polynom desjenigen F -Endomorphismus von M ist, der durch die
Operation von 1 @ h € F #¢ gegeben ist. Dies ist ein Homomorphismus von Halbgruppen.

Bemerkung: Haufig wird6 eine Inklusion oder eine kanonische Projektion sein oder sogar die Iden-
titat. Wenn sie sich unzweifelhaft aus dem Zusammenhang ergeben, werdst¥ im Folgenden
meist nicht mehr erahnt.

Beweis:Die Abbildung ist wohldefiniert, da wegen Propositidgiil.2) aus[M] = [M'] € RJ(FJ(’)

folgt, dassM und M’ dieselben Kompositionsfaktoren haben, und wigiféde kurze, exakte Sequenz
00— M —>M— M — 0die ModulnM” und M” zusammen dieselben Kompositionsfaktoren wie
M haben (Vielfachheiten bécksichtigt!). Das charakteristische Polyngiagny hangt aber nur von
den Kompositionsfaktoren voll ab. Das charakteristische Polynom auf einer direkten Summe von
Moduln ist das Produkt der charakteristischen Polynome auf den Summanden. O

(1.15) Lemma (Brauer-Nesbitt, vgl. [GP00, 7.3.2])
Es sei F ein Korper, # eine endlich-dimensionale F-Algebra und F sei Zerfillungskorper fiir F€.
Dann ist die Abbildung pg aus V.(1.14) mit R = F und 6 = idg injektiv.

Beweis:Da F Zerfallungslorper ist, folgt mit CR81, (3.41)], dass die Menge der irreduziblen Cha-
raktere von# eine linear unakdngige Teilmenge vo* := Homg(#, F) ist. Damit sind alle
Voraussetzungen irdP0Q 7.3.2] erfillt. O

(1.16) Lemma (Kompatibilitit mit Korpererweiterung, vgl. [GP00, 7.3.4])
Es sei F ein Korper, # eine endlich-dimensionale F-Algebra und F’ ein Erweiterungskorper von F.
Dann induziert die Konstantenerweiterung wie in V.(1.4) vermége [M] — [F’QFO M] einen Homomor-

phismus d,'::/ : Ro(H) — Ro(F'H), der das folgende Diagramm kommutativ macht:

R (3¢) = Mapsii, F[X])

| o [

R (F' ) 5y Maps #, F'[X])

Hierbei sind pg und pg: jeweils die Abbildungen aus V.(1.14) und der rechte Pfeil ist durch die Ein-
bettung F[X] < F'[X] gegeben. Ist F Zerfillungskérper fiir #, dann ist dE " ein Isomorphismus,
der die Isomorphieklassen der einfachen Moduln erhiilt.

Beweis:Siehe [GP0Q 7.3.4]. O

(1.17) Lemma (Kompatibilitit mit Korpererweiterung II)

Es sei F ein Korper, # eine endlich-dimensionale F-Algebra und F’ ein Erweiterungskorper von
F. Dann induziert die Konstantenerweiterung wie in V.(1.10) vermége [P] — [F’ ® P] einen Homo-
morphismus eE’ s Ko(#) — Ko(F'#). Dieser und d,f, aus V.(1.5) bzw. V.(1.16) sind vertrdglich mit
der Paarung aus V.(1.12), es gilt ndmlich fiir alle P € proj-#€ und alle M € mod-#:

([P1[tM1),, = (F (PD[AF AMD)_ = (IF'PI|LF'MI),,,,. (V.1)
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Ist F Zerfdllungskorper fiir #, dann ist eE' ein Isomorphismus, der die Isomorphieklassen der pro-
jektiv unzerlegbaren Moduln erhalt.

Beweis:Der Konstantenerweiterungs—Funkﬁ-J(rg — induziert wie inV.(1.4)undV.(1.10)Homomor-
phismendE’ : Ry(#) — Ro(F’#) undef : Ko(#) — Ko(F'#). Wir benutzen nun dagChange
of Rings*-Lemma au$.(3.6). Da F’ als F-Modul frei und alle vorkommenden Moduln endlich er-
zeugt sind, isF’g Homyg (P, M) = Homg 4 (F'P, F'M) als F’-Vektorraume. DieF’-Dimension der
linken Seite ist aber gleich dér-Dimension von Hom (P, M), also gilt

([P1]IM]),, = ([F'PI|[F'MI).,, fur alle P € proj-# und alleM € mod-#.

Ist F Zerfallungslorper fir #¢, dann istdE/ laut LemmaV.(1.16)ein Isomorphismus, der die Isomor-
phieklassen der einfachen Moduln &lthIst P projektiv unzerlegbar, dann igt' P wegen Gleichung
V.1 und der Bemerkung nacti(1.13) ein projektiverF’ #-Modul mit einfachem Kopf, also unzer-
legbar. d

(1.18) Definition (@-Form)

Es seiK ein Korper,@ C K ein Teilring, # eine®-freie @-Algebra von endlichem Rang urM ein
endlich erzeugteK #-Modul. Dann heil3t eir®-freier #-Modul M, fur denK @ M= M gilt, eine
O-Formvon M.

(1.19) Proposition (Bei Bewertungsringen ist ,,torsionsfrei* gleich ,,frei*“, vgl. [Gol80, (5.2)])
Es sei O ein Bewertungsring und M ein endlich erzeugter, torsionstreier O -Modul. Dann ist M frei.

Beweisidee:Das maximale Ideal vo® sei mitm bezeichnet, der Restklassémnger mitk und die
kanonische Projektion mit einem Querstrich: @ — k. Es sei(m;)1<i<n €in minimales Erzeugen-
densystemiir M. Dies bedeutet nackK[in85 1V.2.4], dassm;)1<; <n €ine Basis voM = M/(mM)

ist. Da @ ein Bewertungsring ist,dnnte man in einer nicht-trivialen RelatioEi”:l om; = 0 mit

0, € O durch den Koeffizienten mit der niedrigsten Bewertung teilen und erhielte so eine ebensolche
Relation, in der ein Koeffizient gleich 1 ist, also auch nitfergang zik eine nicht-triviale Relation
zwischen derfm; )1« <n. Dies ware aber ein Widerspruch dazu, dass)1<i <, eine Basis ist. [

(1.20) Korollar (Existenz von O -Formen iiber Bewertungsringen)
Es sei K ein Korper, @ € K ein Bewertungsring, # eine O -freie O-Algebra von endlichem Rang
und M ein endlich erzeugter K #-Modul. Dann gibt es zu M eine @-Form M.

Beweis:Wir wahlen eineK -Basis(by, . . ., by) von M und eine®-Basis(hy, ..., hy) von #. Das®-
Erzeugnis detb; h))1<i<n 1<j<m iSt dann ein#-Untermodul vonM, der als torsionsfreie®-Modul
nachV.(1.19) @-frei ist. O

(1.21) Proposition (Existenz von Bewertungsringen, vgl. [Mat86, Theorem 10.2])
Es sei K ein Korper, A C K ein Ring und q ein Primideal von A. Dann gibt es einen Bewertungsring
O inK mit AC @ und ANrad@ = q.

Beweis:Siehe Mat86 Theorem 10.2]. O

V.2 Zerlegungsabbildungen
Fur den Rest des Kapitels benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

(2.1) Voraussetzungen (Spezialisierung)

Es seiA ein Integrititsbereich und# eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Der Quotien-
tenkorper vonA sei mitK und die Konstantenerweiterunge J¢ mit K 7 bezeichnet (vgll.(3.2)).
Entsprechend schreiben véx# fur @ ® Jt, wenn® ein Ring mitA C O ist.
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Zusatzlich seiA ganz-abgeschlossenkundé : A — L ein Ringhomomorphismus in einerdlper
L, so dass. der Quotientensirper vorg (A) ist. Vernged konnen wirl als einerA-Modul auffassen
und vonL# = L & H sprechen (vgll.(3.2)). Es seiL Zerfallungslorper fur L. DaL ein Korper
ist, istq := ker6 ein Primideal inA.

(2.2) Definition (Zerlegungsabbildungdy, vgl. [GPOQ, 7.4.2 und 7.4.3])

Es gelten die Voraussetzungen aUR.1). Die Zerlegungsabbildungd, ist dann durch die folgende
universelle Eigenschaft definied; : Ry(KJ) — Ro(L#) ist der Homomorphismus abelscher
Gruppen, fir den das folgende Diagramm kommutativ ist:

R (K7¢) <5 Mapg #¢, A[X])

b O O :
d l l (V.2)

RY (L) < Maps(#, L[X])

Dabei stehpy fir die Abbildung aud/.(1.14) Dass die Polynome im Bildbereich ver Koeffizi-
enten audA haben, wird inv.(2.5) bewiesen. Die Abbildung, ist die entsprechende Abbilduridgper
dem KorperL undé, steht fir die Abbildung, die durch Anwendung venauf die Koeffizienten der
Polynome induziert wird. AuRerdem wiidj mit seiner Einschiankung aufR{{(KJf) C Ry(KF)
identifiziert.

Bemerkung: In PropositionV.(2.5) wird Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegungsabbildung bewie-
sen. Dort findet sich auch eine genaue Konstruktion und einellBdgng dalfir, dass obige Eigen-
schaft,universell” ist.

(2.3) Voraussetzungen (Hilfsring)
Es gelten die Voraussetzungen &&.1). Es sei@ ein lokaler Ring, @ir den gilt (vgl.V.(1.21)):

i) AcCOCK.
@iy radONA=q.

Der Restklasserikper©®/rad(@) sei mitk bezeichnet; er ist ein Erweiterungsker vonL, da die
Abbildung A — @ — k einen injektiven Homomorphismus — k induziert (L ist der Quotien-
tenldrper vond (A)).

(2.4) Voraussetzungen (Existenz vo®-Formen)
Es gelten die Voraussetzungen aU&.1) undV.(2.3). Weiter habe9 die folgende Eigenschatt:

(h) Zu jedem~einfacheK JF¢-Modul V gibt es eing9-Form, also eir® #-Gitter V mit
V=KegV alsK #-Moduln.

Bemerkung: Korollar V.(1.20) zeigt, dassd) erfillt ist, wenn@® ein Bewertungsring ist, da dann
sogar jeder endlich erzeugke#-Modul M eine@-Form besitzt.

(2.5) Proposition (Existenz, Eindeutigkeit und Konstruktion der Zerlegungsabbildung)

(vgl. [GP00, 7.4.2 und 7.4.3])
Es gelten die Voraussetzungen aus V.(2.1). Dann existiert die Zerlegungsabbildung dy aus V.(2.2) und
ist eindeutig durch die dort angegebene Eigenschaft charakterisiert.
Genauer: Es sei O cin beliebiger Ring, der die Voraussetzungen aus V.(2.3) erfiillt und der die Ei-
genschaft (M) aus V.(2.4) hat. Dann lasst sich das Bild einer Isomorphieklasse [V] einfacher K # -
Moduln wie folgt beschreiben: Es sei V eine ©@-Form von V. Da L Zerfillungskorper fiir L # ist, ist
d'L‘ (U] = [k@E)U] nach Proposition V.(1.16) ein Isomorphismus zwischen Ro(L #) und Ry(KF).
Es ist

dy(IV]) = @A)~k g V]) € Ry (LH).
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Beweis:Zunachst sei bemerkt, dass es immer einen Ringjbt, der die Voraussetzungen avi§2.3)
und (h) ausV.(2.4) erfullt. Wir brauchen amlich nur einen Bewertungsring mit A € @ € K
und rad® N A = q zu wahlen. Dieser existiert nach Propositigr{1.21) Die fur () notwendigen
O-Formen existieren dann nach KorolMi(1.20)

Wir zeigen nun, dass die Abbildumg : R} (K #) — Maps#, K[X]) ausV.(1.14)in Wirklichkeit
nur Werte in Mapé#¢, A[X]) annimmt: Sei amlich M ein beliebiger endlich erzeugt&r#¢-Modul.
Dann existiert nacv.(1. 20)furJeden beliebigen Bewertungsritgmit A € @ € K eine@-Form,
also ein® #-Gitter M mit K ® M = M. Daher &sst sich die zIM gerdrende Matrixdarstellung von
J€ Uber@ realisieren und d|e charakteristischen Polyngmdaben @ir beliebigeth € # Koeffizi-
enten in®. Da A aber lautV.(2.1) ganz-abgeschlossenlifiist und der Schnitt aller Bewertungsringe
O zwischenA und K gleich dem ganzen Abschluss vénin K — also gleichA ist (siehe Mat86,
10.4]), haben alle charakteristischen Polyngmédoeffizienten inA.

Zu jeder additiven Abbildung zwischen den abelschen Halbgrupgn(K #¢) und Ry (L #) gibt
es genau einen Homomorphismus zwischen den abelschen GrEpgerit) und Ry(L #), der auf

¢ einschénkt. Da abep, nach Lemma/.(1.15)injektiv ist, kann es tichstens eimy geben, dessen
Einschéankung aufR] (K #) das DiagramnV.2 kommutativ macht. Damit ist die Eindeutigkeit der
Zerlegungsabbildung bewiesen. Dies zeigt, dass die Eigenschadt vdas DiagramnV.2 kommu-
tativ zu machen,universell* bzw.,charakterisierend"” ist.

Zum Beweis der Existenz séi ein beliebiger Ring, der die Voraussetzungen @(2.3) erfullt und
die Eigenschaftr() ausV.(2.4) hat. Wir definieren nun zuthst eine Abbildung

df : RI(K#H) — RI(LH)

so, wie in der Formulierung der Proposition angegeben, also durch Angabe der Bilder der Isomor-
phieklassen einfacher Moduln und lineare Fortsetzung. Wir zeigen, dass dieser Homomorphismus
von Halbgruppen das Diagramm2 kommutativ macht: Es seiamlich M ein endlich erzeugter

K #¢-Modul, h € # und xn das charakteristische Polynom der Operation vt auf M. Dann

ist (6, o px)([M])(h) gleich dem Polynom, das ays durch Anwenden voRA auf die Koeffizienten

von xp, entsteht. Andererseits igt, gleich dem Produkt der charakteristischen Polynome der Operati-
on von k ® h auf den Kompositionsfaktoren (Vielfachheiten beksichtigt). Das Bilddy ((M]) von

[MT] ist nach Definition die Summe der Bilder der Isomorphieklassen der Kompositionsfaktoren von
M. Fir die Isomorphieklassen der einfachen Modulexistieren®-FormenV, die mitk tensoriert
werden. Deswegen igp; od?)([M])(h) gleich dem Produkt der Polynome, die aus den charakteristi-
schen Polynomen der Kompositionsfaktoren durch Anwender\aurf die Koeffizienten entstehen.

Man beachte, dass die Abbildudg nach PropositioWV.(1.16)ein Isomorphismus ist, der die Isomor-
phieklassen der einfachen Moduln &itrund vertaglich mit der Bildung charakteristischer Polynome

ist.

Damit ist gezeigt, dass jedes soldff¢ das DiagramnV.2 kommutativ macht. Deswegen haben wir

dy = d? unablangig von der Wahl des Ringésund der Wahl de®-FormenV konstruiert und die
Existenz ist bewiesen. O

V.3 Klebeabbildungen

In diesem Abschnitt werden wir unter denselben Voraussetzungen wie bei der Zerlegungsabbildung
(sieheV.(2.1)) eine andere Abbildung zwischen Grothendieck-Gruppen definieren. Hier betrachten
wir projektiv unzerlegbare Moduln anstelle von einfachen und benutzen die projektiven Grothendieck-
Gruppen. Die Abbildung gehin die andere Richtung".

Spater wird sich herausstellen, dass dies genau die duale Abbildung der Zerlegungsabbildung ist.

(3.1) Definition (Klebeabbildung)
Es gelten die Voraussetzungen &&.1) undV.(2.3). Zusatzlich sei®@ # semiperfekt. Dann definie-
ren wir eine Abbildung? : Ko(L#) — Ko(K #) wie folgt: Ein projektiv unzerlegbardr #¢-Modul
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P ist von der ForneL# fur ein primitives Idempoteré € L #. Dieses Idempotent ist auch ein Idem-
potent ink# (beachte, dads C kist) und weil@ # semiperfekt ist, kann magzu einem Idempotent
e € OJt heben (man beachte Proposititif5.10)), so dass also e e = e ist. Wir setzen dann

e ([P]) := [eKH] € KJ (KH).
Wir nennenef Klebeabbildung.

Bemerkung: Der Name,Klebeabbildung“ kommt daher, dass sie beschreibt, wie die primitiven Idem-
potente inK #¢ zusammenkleben, wenn man die Algelstéf Gber dem Ring9 betrachtet. Dies
kommt durch das Fehlen von Nennern. Die Zerlegung eines ldempetengne Summe von paar-
weise orthogonalen, primitiven ldempotenten ist dasselbe wie die Zerlegung des projektiven Moduls
eK# in eine direkte Summe von projektiv unzerlegbaren KO# als endlich-dimensionale Algebra

Uber einem Krper semiperfekt ist, ist diese Zerlegung in Bezug auf den Isomorphietyp bis auf die
Reihenfolge eindeutig (siehe Theoréing5.9)).

(3.2) Proposition (Wohldefiniertheit der Klebeabbildung)
Die Klebeabbildung egg in V.(3.1) ist wohldefiniert.

Beweis:Nach Lemmadl.(4.1).(v) (angewandt auf #¢) istk# = O # /m@O F#, wennm das maximale
Ideal von@ ist, undm@J¢ C rad@#, so dass wir die Restklassenvéigerung

v OH /mOH — OH/radO K

haben. Zwei verschiedene Hebungemnde' von € sind also immer modulo ra@ # gleich, so dass

die projektiven Modulre@ # unde @ # mit Propositionl.(4.2) und Lemmadl.(5.3) als@ #-Moduln
isomorph sind. Insbesondere ist alstiK #] = [€K #H] € Ko(K H) unde(?([P]) hangt nicht von der
Wabhl vone ab.

Die gleiche Argumentation greift auch in dem Fall, dass man mit zwei verschiedenen primitiven ldem-
potentené und € in L#¢ anfangt: WeileL# und €L # als L #-Moduln isomorph sind, gilt auch

ek = &kFt alskF-Moduln, also istyr (€) - (OH/radOFH) = (€) - (OFH/rad@H) (wieder mit
Propositionll.(4.2) und Lemmall.(5.3) angewandt au® #). Dann kann man aber wieder wie oben
schlieBen und sieht, dag$([ P]) auch nicht von der Wahl voaabrangt. O

(3.3) Lemma (Variante von ,,Change of Rings*, vgl. [Fei82, Lemma 17.6])

Es sei O ein kommutativer, lokaler Ring mit Quotientenkorper K und Restklassenkorper K. Weiter sei
O H eine O-Ordnung, P € proj-OJ¢ und M ein O #-Gitter. Zusétzlich sei O H semiperfekt.

Dann ist Homg 5 (P, M) ein endlich erzeugter, O -freier O -Modul und

Home o (k@ P, ke M) = k@ Homgz (P, M).
o
AuBerdem gilt tiir den Rangr von Homg 5 (P, M):
dimg Hom(@(m(kg P, kg M) =r = dimx HomMk @ 9 (K @ P, K ® M).
o o

Beweis: Wegen Korollarll.(5.7) ist P isomorph zu einer endlichen direkten Summe von projektiv
unzerlegbaren Moduln der Forg® # fir Idempotente € @ #. Da Hom additiv ist, kann man also
ohne Besclankung der Allgemeinheit annehmen, d&ss= e@ # ist fur ein primitives Idempotent

e € OF. Dann ist aber Hog (€@ #, M) als O-Modul isomorph zuMe. Da M als @-Modul frei

ist und die Zerlegung in eine direkte Sumide= Me® M (1 — e) hat, istMe ein @-projektiver und
damit (© ist lokal, siehe [at86, Theorem 2.5]) eir@-freier Modul, der als direkter Summand von
M endlich erzeugt ist. Also ist auch gezeigt, dass Haite® 7, M) als @-Modul frei ist.

Mit Lemmal.(3.8) haben wir sowohliir k als auch @ir K das,Change of Rings*-Lemma zur Vérf
gung und schlie3en sofort

Hon‘k@,@ﬂ(k%e@ﬂ, kg M) = kg Homy » (e® F#, M) alsk-Vektorraume
[¢]
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und

Homk @ 97 (K 2e0H, K ® M) = K gHom@ﬂ(e(DJf, M) als K-Vektorraume
[

Da Homp 5 (e® F¢, M) als @-Modul frei ist, folgen die Behauptungdiber den Rang und die Di-
mensionen. O

(3.4) Proposition (Unabhingigkeit der Klebeabbildung von )
Die Klebeabbildung €5 aus Definition V.(3.1) héingt nicht von der Wahl des Hilfsrings O ab, so-
lange @ die Voraussetzungen aus V.(2.3) und () aus V.(2.4) erfiillt, O H semiperfekt ist und K
Zerfédllungskorper tiir K # ist.
Genauer: Es gelten die Voraussetzungen aus V.(2.1). Zusitzlich sei K Zerfdllungskorper fiir K #.
Sind @1 und O, zwei Ringe, die jeweils die Voraussetzungen aus V.(2.3) und (th) aus V.(2.4) erfiillen
und fiir die @1 und O, F semiperfekt sind, dann gilt fiir alle projektiv unzerlegbaren L #-Moduln
P:

e/ ([P]) = &?([P]) € Kg (KH).

Beweis:Es seik; der Restklasserikper von®@; undk, derjenige vor9,. Weiter seieré € L# ein
Idempotent, fir dasP = eLJ ist, unde; € 01 unde; € O H Idempotente,iir die Jk1 ®e =

é € kg J und sz ® e = € e ko qilt. Wir vergleichen nureg K # und e;K #, indem wir Jewells
Vielfachheiten von einfachen Moduln im Kopéhlen, also die Paarung ay$1.12)verwenden:

IstV ein beliebiger einfachek #¢-Modul, dann is{[e K #]|[V]), ,, die Vielfachheit vorV im Kopf
voneg K # furi = 1, 2 (vgl. PropositiorV.(1.13)mit Bemerkung). Nun existieren nach Voraussetzung
aber sowohl ein@;-FormV; vonV als auch ein@,-FormV, vonV und wir kdbnnen Lemma/.(3.3)

in beiden Rllen anwenden. Daraus folgt, dass

(6 K H V1), ,, = (1Ek 1|1k gvi])h .

istfuri =1, 2.

Da aberL Zerfallungslorper fur L # ist, induziert die Konstantenerweiterung vomachk; jeweils
einen Isomorphismus voRy (L #) nachRy(k; #) und vonKq(L #) nachKg(k; #) und wir erhalten
wegen der Vertiglichkeit mit(—|—) (vgl. LemmaV.(1.16)und LemmaV.(1.17)):

(16 KHIIV I, = (L3I H0k 9 ViD) = (IBLHI|do(1V D),

furi = 1, 2. Nun steht aber auf der rechten Seite das Bild Wh € Ry(K #) unter der Zerle-
gungsabbildungly, die — wie in PropositiorV.(2.5) bewiesen — unaliingig vom Ring® ist. Also
ist die Vielfachheit eines beliebigen einfachE#-Moduls V im Kopf von e;K # gleich derjeni-
gen im Kopf vone;, K #. Damit sind die Kpfe vone K # unde,K # isomorph und deswegen mit
Propositionll.(4.2) auche; K # unde; K # selbst. Die Behauptung ist bewiesen. O

Bemerkung: Der Beweis zu dieser Behauptung liefert in Wirklichkeit noch mehr. Er zéigilich,
dass die Klebeabbildung die duale Abbildung zur Zerlegungsabbildung iggliez der Paarungen
(—|—) fur K # und L #¢. Davon handelt deracthste Abschnitt.

V.4 Brauer-Reziprozitat

(4.1) Theorem (Brauer-Reziprozitit, vgl. [GR97, 2.12])

Es gelten die Voraussetzungen aus V.(2.1) und V.(2.3), auBerdem gelte () aus V.(2.4) und O F sei
semiperfekt. Zusitzlich sei K Zerfdllungskorper fiir die Algebra K #. Dann ist die Klebeabbildung
& : Ko(LH) — Ko(KFH) die duale Abbildung der Zerlegungsabbildung dy : Ro(K #H) — Ro(LF)
beziiglich der Paarung (—|—) aus V.(1.12). Es gilt also

([P1|da(IMD)),_,, = (&(LPD|IM]),. ,, fiir alle P € proj-L# und alle M € mod-K #. (V.3)
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Bemerkung: Dieses Theorem kann folgendermaf3en interpretiert werden:

Schreibt man di&-lineare Abbildungl, : Ry(K #) — Ro(L#¢) als Matrix beziglich der Basen von
Ro(K #) bzw. Ry(L #), die aus den Isomorphieklassen der einfachen Moduln bestehen (vgl. Proposi-
tionenV.(1.2) undV.(1.7)), ertélt man die so genann#erlegungsmatrix. Ublicherweise indizieren

die Isomorphieklassen der einfachK#-Moduln die Zeilen und die Isomorphieklassen der einfa-
chenL #-Moduln die Spalten dieser Matrix. Die Konstruktion der Zerlegungsabbildung zeigt nun,
dass injeder Zeile der Zerlegungsmatrix die Vielfachheiten der einfacheff-Moduln in der Kon-
stantenreduktion eing?-Form eines einfacheld #-Moduls stehen.

Die Paarung—|—) stellt nun sowohlifir K # als auch iir L # jeweils eine Bijektion zwischen den
einfachen und den projektiv unzerlegbaren Moduln her. Also sagt Theur@ni), dass injeder
Spalte der Zerlegungsmatrix die Vielfachheiten der projektiv unzerlegbd&efi-Moduln in einer
direkten Summenzerlegung einer Hebung eines projektiv unzerlegbhdfelloduls stehen.

Beweis: Weil dy und e, Homomorphismen abelscher Gruppen sind gnd—) bilinear ist, reicht
es, Gleichung/.3 auf Basisvektoren nachzurechnen. Wir benutzen die BasidRyoK #¢) der Iso-
morphieklassen einfaché¢ #¢-Moduln (vgl. PropositionV.(1.2)) und die Basis vorKo(L #¢) der
Isomorphieklassen projektiv unzerlegbake#-Moduln.

Es sei daz@L# ein projektiv unzerlegbardr #-Modul mit einem primitiven Idempoter@ € L
unde € O eine Hebung, also ein Idempotent mkt®1e = & € k# D LJ. Weiter seiV ein
einfacherK #-Modul mit einer@-FormV. Dann Ionnen wir Lemma/.(3.3) anwenden und erhalten,
dass Horg » (e® #, V) ein O-freier @-Modul vom Rang ist und dass

([ék}f]\[k\?]>m —r= <[eK,}f]|[K\7]>K}€

gilt. Da aberdy ([V]) = (df)~*([kV]) ist, folgt {[eL#1|dy ([VD), ,, = (& ([ELHD|IV]),,, - O

V.5 Faktorisierung von Zerlegungsabbildungen

(5.1) Voraussetzungen (Faktorisierung von Zerlegungsabbildungen)

Es seienA ein Integrifitsbereich ung@ und g zwei Primideale vorA mit 0 # q C p. Die Lokalisier-
ungen vonA beip bzw. g seien mitA, und A, bezeichnet und die entsprechenden Restklassenringe
mit k, = Ay/rad(Ap) undk, = Aq/ rad(A,). Es seiK der QuotientenBrper vonA.

Dann istk, der Quotientenéirper des Ringeé/q, da Lokalisierung mit Quotientenbildung vertauscht
(siehe Kun85, 111.4.16]). Es seiA/q ganz-abgeschlossenky und A ganz-abgeschlossen k. Wir
betrachten die drei kanonischen RinghomomorphistgenA — A, — k, undf, : A — A; — K,
undé, : A/q = Ap/dp — Ap/Pp = Kp.

Das Bild vond, liegt im Definitionsbereich voRr,, so dass wir uns erlauben, von g&ferkettung'

0y o 6 zu sprechen.

Es sei# eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang. Weiter d€iZerfallungskorper tir die Kon-
stantenerweiterun§y # und es seiek, undk, Zerfallungskrper tir die Konstantenreduktionég.#
bzw. k, #

(5.2) Proposition (Faktorisierung von Zerlegungsabbildungen, vgl. [Gec98, Abschnitt 2])
Unter den Voraussetzungen in V.(5.1) sind drei Zerlegungsabbildungen definiert:

dP
Ro(K #) > Ro(kp#)
O
Ro(Kq#)

Dieses Diagramm ist kommutativ, es gilt also dy, = dg o dg.
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Beweis:Die gemachten Voraussetzungen sind genau diejenigerijrdiief Definition der drei Zerle-
gungsabbildungen notwendig sind (vgl(2.1)), dabei istd, = dy, undd, = d, undd;' = d(,g nach
Definition V.(2.2). Das bedeutet insbesondere, dasdie Abbildung ist, die das Diagramm

Ry (K #) & Mapg#, A[X])

d{ o l@,)* (V.4)

Ry (kqd) & Mapg#, kq[X])

kommutativ macht, wobei die waagrechten Pfeile jeweils wié (B.2) Bildung des charakteristischen
Polynoms sind undé,).. die Abbildung zwischen den Abbildungen in die Polynomringe ist,6die
auf die Koeffizienten anwendet.

Entsprechend is'd;l die Abbildung, die das Diagramm

Ry (Kg#) < Maps(#¢, (A/q)[X])

d;l o J(eé.“)*

Ry (kpH) & Mapg(#, ky[X])

kommutativ macht. Wie in Abschnitt.(2.5) bewiesen wird, haben die charakteristischen Polynome,
die in der unteren Zeile von Diagram¥h4 vorkommen, in Wirklichkeit nur Koeffizienten i\ /q,

da A/q nach Voraussetzung ganz-abgeschlosseg, iist. Also kbnnen wir die beiden Diagramme
untereinander setzen und erhalten ein kommutatives Diagramm mit der Verkeftaioly:

RY (K #) —— Mapg#, A[X])

dg o dql O J/(Gp )%

Ry (kpH) & Maps(#, ky[X])

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegungsabbildung ist dise d;' o dg. g

Als Nachstes folgt ein Kriterium déf, dass in der obigen Situation der zweite Schritt der Zerlegungs-
abbildung trivial ist, also ein Isomorphismus, der die Klassen der einfachen Modaiih erh
Wir brauchen dazu z@chst das folgende Lemma:

(5.3) Lemma (Charaktere als Spurformen auf halbeinfachen Algebren)

Es sei F ein Korper und F # eine endlich-dimensionale, halbeinfache F-Algebra, so dass F Zerfill-
ungskorper fiir F #¢ ist. Weiter sei Y : FJ — F eine Linearform, die eine Summe von irreduziblen
Charakteren von F # ist, so dass jeder irreduzible Charakter x mit einer Vielfachheit n, vorkommt,
die mindestens 1 und nicht durch die Charakteristik des Korpers F teilbar ist.

Dann ist  eine nicht-ausgeartete Spurform auf F # und macht F # zu einer symmetrischen Algebra.

Bemerkungen:
e \Vergleiche CR81, (9.7)]. Der Beweis hier ist analog.

e Ist die Charakteristik vorir ungleich 0, dann ist mitirreduziblem Charakter* hier die Line-
arform gemeint, die von der Spur auf einer irreduziblen Matrixdarstellung herkommt.

Beweis:Da ein Charakter einer Algebra von der Spur einer Matrixdarstellung her kommt, ist sofort
klar, dass) eine Spurform ist. Es bleibt also zu zeigen, dassicht ausgeartet ist.
DaF Zerfallungskrper und die Algebr# #¢ halbeinfach ist, ist sie nach dem Satz von Wedderburn
(siehe CR8Y, (3.28) bzw. (3.34)]) isomorph zu einer direkten Summe voller Matrixriiger F, wo-
bei jeder zu einem Isomorphietyp einfacher Moduln korrespondiert. Es gibt also einen Isomorphismus
@ von F-Algebren

¢:FiHt — P Mg, (F),

xelrr(F#)
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wobei Irr(F #) die Menge der irreduziblen Charaktere vBi# ist undd, die F-Dimension des
einfachenF #¢-Moduls mit Charaktey. Ist x € Irr(F#), dann isty (h) furh € FJ¢ gleich der Spur
der Matrix in dery-Komponente vorp(h).

Also gibt es zu jedem G4 h € F# einh’ € FJ#, so dassp(hh’) in genau einer Wedderburn-
Komponente (es seai der zugebrige Charakter) ungleich Null ist und dort genau einen Wert ungleich
Null auf der Diagonalen hat (man kanirfp(h’) in einer geeigneten Komponente eine Matrix mit ge-
nau einer Eins an der richtigen Stell@ken). Dann ist abey (hh') # 0 und alle anderen Charaktere
verschwinden aulfil'. Aufgrund der Voraussetzung, dass die Vielfachhegitles Charakterg in
mindestens 1 und nicht durch die Charakteristik ¥oreilbar ist, folgt, dass auctr (hh’) # 0 ist.
Damit ist gezeigt, dasg auf F # nicht ausgeartet ist. O

Die folgenden Bezeichnungen werden zur Formulierung des Kriteriums gebraucht:

(5.4) Bezeichnungen (Bezeichnungefirf Kriterium)

Es gelten die Voraussetzungen au®.1). Zusatzlich sei die Zerlegungsabbildung surjektiv.

Wir bezeichnen den Rind\/q mit R. Mit Charakter meinen wir jeweils die Abbildung, die einem
Element einer Algebra die Spur der Darstellungsmatrix in einer entsprechenden Matrixdarstellung
zuordnet. DaR nach Voraussetzung ganz-abgeschlossep, ist, nehmen Charaktere der Algebra
kg7 auf R# Werte inR an (die Spur einer Darstellungsmatrix ist ein Koeffizient des charakteristi-
schen Polynoms, vergleiche den Anfang des Beweises von Propodéitibh)), wir konnen also die
Charaktere vork,# als R-lineare Abbildungen vorR# — R auffassen, erlauben uns aber still-
schweigend die KonstantenerweiterungkguEntsprechend nehmen die irreduziblen Charaktere von
K #¢ auf Elementen vori¢ Werte in A an, daA nach Voraussetzung ganz-abgeschlosséhist. Wir
konnen also die irreduziblen Charaktere Wit als A-lineare Abbildunger# — A auffassen.

Es seiyy : R#¥ — R die Summe der irreduziblen Charaktere v, also eine Spurform mit
y(hh') = y(h'h) fur alleh,h” e RF. Weil d; surjektiv ist, gibt es ein&-Linearkombination

¥ : 3 — Aderirreduziblen Charaktere vat.J¢, so dass ig® ¥ = v ist. Die Koeffizienten von)s

in dieserZ-Linearkombination lassen sich aus der Zerlegungsabbildyaflesen, sind jedoch nicht
eindeutig, wenr, nicht injektiv ist.

Da vy eine Summe von Charakteren viep# ist, verschwindet es auf dem Radikal vep# und
induziert so eind-Linearformyr : kq#¢/ radky# —> k.

(5.5) Theorem (Kriterium dafiir, dass der zweite Schritt trivial ist)

Es gelten die Voraussetzungen aus V.(5.1) und die Bezeichnungen aus V.(5.4), insbesondere sei al-
so die Zerlegungsabbildung dq : Ro(K#) — Ro(KqH) surjektiv. Es sei M die Gram-Matrix der
Spurform 1/} : # — A beziiglich einer Basis (By,),ew von #, also M = (1/~/(Bw - Buw))w.wew-
Dann ist die Zerlegungsabbildung d;’ : Ro(kq#H) — Ro(kpH) genau dann trivial, also ein Isomor-
phismus, der die Klassen der einfachen Moduln erhélt, wenn der Rang der Matrix 1kq ® M iiber K,
gleich dem Rang der Matrix 1y, & M iiber Ky ist.

Beweis:Mit LemmaV.(5.3) folgt, dassy eine nicht ausgeartete Spurform &yf#¢/ radk,# ist, da
diese Algebra halbeinfach ist. Also ist die Determinante der Gram-Matritidhieh einer beliebigen
kq-Basis vonk,#/ radky,# ungleich Null. Erginzt man eine Basis von régl# zu einer Basis von
kq7¢ und betrachtet die Gram-Matrix vah be4iglich dieser Basis, dann folgt aus den Erkenntnissen
ubery, dass ihr Rang gleich dég;-Dimension vonk, 7/ radk,# ist. Dasselbe gilt dannif die
Gram-Matrix vonyr beziglich jeder anderen Basis vég#, also auchir 1 a M, daidg ® U=
ist.

Dieselbe Argumentation wollen wir uns nun auéink, # undk,#/ radk,# zunutze machen.

Es sei zuAchst die Zerlegungsabbildunld trivial. Dann ist id, @ ¥ = idy, © ¥ gleich der Summe
derirreduziblen Charaktere vép.#¢, da jede Reduktion einegl{er einem geeigneten Ringanzzah-
lig gemachten) einfachen Moduls vdg#¢ auch alsk, #-Modul einfach ist. Damit greift dieselbe
Argumentation wie oben, so dass der Rang der Matr‘pgl\/l uberk, gleich derk,-Dimension von
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kp 7/ radk, # ist. Da beide Dimensionen gleich der Summe der Quadrate der Dimensionen der ein-
fachen Moduln sind, sind sie gleich.

Es seien nun umgekehrt der Rang der Matm(@lM Uberk, gleich dem Rang der Matrlxk;®

Uberky,. Dann isty := id, ®1// id, ®1// immer noch gleich einer Summe von irreduziblen Cha-
rakteren vork, #, in der alle vorkommen da jeder einfache Modul JQi# als Konstituent in ir-
gendeiner Reduktion eines einfachen Moduls kg# vorkommt. Jedenfalls igt eine Spurform auf
ko7, die auf dem Radikal rad, # verschwindet, also eine Spurforgauf der halbeinfachen Alge-
brak,#/ radk,# induziert. Wenn diese nicht ausgeartet ist, ist wieder die Dimension der Algebra
kp# / radk, # gleich dem Rang der Matri>q<g.§> M uberk,. Wenng ausgeartet ist, dann ist der Rang
sogar noch kleiner.

Wenn aber mindestens eine Klasse einfacher Mofilne Ro(kq#) unterd;' auf eine Klasse nicht-
einfacher Modulrd;'([V]) € Ro(k,#) abgebildet wird, ist die Summe der Quadrate der Dimension-
en der einfachen Moduln vok, # echt kleiner als die Summe der Quadrate der Dimensionen der
einfachen Moduln vork,#. Also ist auch die&k,-Dimension vork,#¢/ radk,# echt goler als die
kp-Dimension vork, # / radk, # und damit die Behauptung bewiesen. O

Die eine Schlussrichtung dieses Ergebnisses funktioniert auch unter leicht abgewandelten Bedingun-
gen:

(5.6) Korollar (Kriterium dafiir, dass der zweite Schritt trivial ist, IT)

Es gelten die Voraussetzungen aus V.(5.1) und die Bezeichnungen aus V.(5.4) mit den folgenden Ab-
wandlungen: Die Zerlegungsabbildung d, muss nicht surjektiv sein, dafiir sei aber die Charakteristik
von K, gleich Null. An Stelle der Spurform v benutzen wir hier den reguliren Charakter p von R#H
und statt  sei jp der regulire Charakter von J, dann gilt idg ®p = p. Es sei M’ die Gram-Matrix
von p beziiglich einer Basis (By)yew von #, also M’ := (p(B,, - By))w.uwew. Wenn dann der Rang
der Matrix 1, ® M’ iiber k, gleich dem Rang der Matrix 1, ® M’ iiber K,, ist, so ist die Zerlegungsab-
bildung dq tr1v1a] also ein Isomorphismus, der die Klassen der einfachen Moduln erhilt.

Beweis:Der Beweis geht vrtlich wie die eine Richtung in Theorem(5.5), jeweils mitp an Stelle

von ¥ bzw. 5 statty. Zur Anwendung von Lemm¥.(5.3) ist nicht mehr notwendig, dass jeder irre-
duzible Charakter vok,# genau einmal vorkommt, da die Charakteristik kgmgleich Null ist, also
keine Vielfachheit teilt. Die Umkehrung ist im Allgemeinen nicht mehr richtig, da die Charakteristik
vonk, ein Teiler einer Vielfachheit eines irreduziblen Charakterskif in idy, © p sein lonnte.[]



Kapitel VI

lwahori-Hecke-Algebren

In diesem Kapitel sind zuchst grundlegende Definitionen und Bezeichnungen diliigetie sgter
verwendet werden. i eine audihrliche Erkhrung der Theorie und die Beweise sei aaPP(J ver-
wiesen.

Die AbschnitteV1.4 bis VI.6 enthalten neue Ergebnis@ber die beithmte Kazhdan-Lusztig-Basis.
Insbesondere wirdif Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A explizit eine Wedderburn-Zerlegung aus
der Kazhdan-Lusztig-Basis und ihrer dualen konstruiert. Diese Konstruktiohdann in Abschnitt
VL5 zu einer neuen Interpretation des Lusztig-Homomorphismus in die asymptotische Adgelara
explizit Urbilder der Standardbasis vghunter dem Lusztig-Homomorphismus angegeben werden
konnen.

In AbschnittVI.6 wird gezeigt, dass der induzierte Modul eines Zellmoduls einer parabolischen Un-
teralgebra wieder ein Zellmodul ist, der explizit kombinatorisch beschrieben werden kann.
SchlieBlich istin Abschnitt/l.7 die Beobachtung beschrieben, dass sich unter den Zellmdahna-
schend viele Moduln finden lassen, die bei Spezialisierung projektive Moduln liefernuiHkerinte
bisher kein Argument gefunden werden, das diese Beobachtung hinreicheirt erkl

VI.1 Grundlagen und Definitionen

Es wird angenommen, dass der Leser mit den Begriffexetersystemund Coxetergruppevertraut
ist. Sie werden hier so verwendet, wie BP0Q Chapter 1] beschrieben ist.

(1.1) Definition/Proposition (Lingenfunktion, vgl. [GP00, 1.1.4 bis 1.1.8])

Es sei (W, S) ein Coxetersystem und w € W. Ist w = S; - - - - - & eine kiirzest-mogliche Darstellung
von w als Produkt von Coxetererzeugern S € S, dann nennen wir dies einen reduzierten Ausdruck
fiir w. Wir bezeichnen mit | : W — NU/{0} die Lingenfunktion. Sie ist dadurch definiert, dass | (w)
die Linge eines (beliebigen) reduzierten Ausdrucks fiir w ist.

Ist we Wund s € S dannist |(w) — 1 < l(ws) < I(w)+ 1. Ist J € Sund w € W, dann gibt es
ein w € (J) und ein X € W mit w = w'X, so dass | (w) = | (w’) + 1 (X) ist und | (sX) > | (X) fiir alle

s e J gilt.
Daraus folgt: Ist | (Ssw) < |(w), dann gibt es einen reduzierten Ausdruck S - -+ - S)—1 fir Sw, so
dassS-Sy - -+ - Sqy-1 ein reduzierter Ausdruck fiir w ist.

Alle Aussagen gelten analog, wenn wsS und Sw vertauscht werden.
Insbesondere folgt aus | (wS) < | (w), dass es einen reduzierten Ausdruck fiir w gibt, der mit S endet.

Beweis:Es qiltl (ws) < I(w)+1, da man aus einem reduzierten Ausdruigkd# durch Antangen von
s einen Ausdruckiir ws erhalt. Genauso folgt(w) = | (wss) < | (ws) + 1, das® = 1 gilt. Damit ist
die Absclatzung der Bnge vonws gezeigt. Die darauf folgende Aussage ist@HO0Q 1.1.8] durch
Induktion nach der Bnge vorw bewiesen bewiesen.

Benutzt man diese Aussagi@rf) = {s}, so folgt aud (sw) < l(w), dassw = w'x = sxist mit

w’ € (J) undl(w) =1(sx) > | (x). Also hatx die Langel (w) — 1. O

77
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(1.2) Definition/Proposition (Bruhat-Ordnung, vgl. [GP00, nach 1.2.5])

Es sei (W, S) ein Coxetersystem. Wir nennen v € W Bruhat-kleiner-oder-gleich w € W und
schreiben v < w, wenn es einen reduzierten Ausdruck w = S - - -+ - Sy fiir w, ein 0 < K < [(w)
und Indizes 1 < i1 < iy < --- < ix < I(w) gibt, sodassv = S, - --- - S, ist. Wir nennen jedes
solches v einen Teilausdruck von w. Diese Sprechweise ist gerechtfertigt, da in diesem Fall v aus
Jjedem reduzierten Ausdruck fiir w als Teilausdruck gewonnen werden kann.

Durch diese Definition ist eine partielle Ordnung auf W definiert. Ist S € Sund w € W, dann gilt
w < ws, falls | (ws) =1 (w) + 1, und ws < w, falls | (ws) = (w) — 1ist.

Beweis: Dass die Menge der Teilaustike vonw nicht von dem ge@hlten reduzierten Ausdruck
fur w abhangt, ist mit dem Satz von Matsumotd@P0Q Theorem 1.2.2]) inGP0Q Lemma 1.2.4]
bewiesen. Mit GP0Q Theorem 1.2.5] und3P0Q Exercise 1.7] folgt dann, dass die Bruhat-Ordnung
eine partielle Ordnung aw ist.

Istl(ws) = I (w) + 1, dann wird aus einem beliebigen reduzierten Ausdriickefdurch Antangen
vons einer fir ws, also istw ein Teilausdruck vomws und damitw < ws.

Istl(ws) = I(w) — 1, dann existiert nackl.(1.1) ein reduzierter Ausdruckif w, der mits endet.
Also ist ws ein Teilausdruck vomw und damitws < w. O

(1.3) Definition (Bezeichnung fir alternierende Produkte)
Ist Aein beliebiger Ringa, b € Aundn € N, dann bezeichnen wir mit Préal b; n) das alternierende
Produkta-b-a- --- mit n Faktoren.

————

n Faktoren

(1.4) Definition/Proposition (Iwahori-Hecke-Algebra, vgl. [GP00, 4.4 bzw. 8.1])

Es sei A ein kommutativer Ring und (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ mit Coxetergruppe
W und Coxetererzeugern S. Es sei (8s)ses eine Sammlung von Elementen aus A, so dass as = & gilt,
wenn S, t € Sin W konjugiert sind.

Dann bezeichnen wir mit Fa(W, S, (8s)scs) die assoziative A-Algebra mit Eins, die durch die Erzeu-
ger {Ts | s € S} und die Relationen

T2 = as-lyg+@—1)-Ts fir seS  und
Prode, Ti;mey) = PrOth, Ts; Mgt) fir s #t und sS,te€ S und mg < o0

definiert ist, wobei Mgy € N U {oo} fiir s, t € Sdie Ordnung von st € W ist.
Sind alle a5 fiir s € S gleich einem Wert @, dann schreiben wir dafiir auch kurz #a(W, S, a).
Fiir 3¢ = #(W, S, (as)ses) gilt:

(i)  Fiir jedes w € W gibt es ein wohldefiniertes Element T,, € #,sodass T,, = Tg; - Tg,- - -+ - Tg,
ist fiir jeden beliebigen reduzierten Ausdruck w =Sy - -+ - Sy mit§ € Stirl <i <n.
Insbesondere ist Ty = 1y.

(ii) Firse Sundw € W gilt:

Tew wenn |(sw) > [(w)

Tolo = { &Tow + (@ = DTy wenn  I(sw) <lw),

wobei | die Lingenfunktion von W aus VIL.(1.1) ist.
(iii)  Die Algebra # ist ein A-freier A-Modul und (T,,),cw ist eine A-Basis von J.
Wir nennen diese Basis die T-Basis.

Wir iibertragen die Typbezeichnungen der Coxetersysteme von endlichem Typ auf die zugehoéri-
gen Iwahori-Hecke-Algebren. Es ist also eine Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A, eine Algebra
Ha(W, S, a) wie oben, wobei (W, S) ein Coxetersystem vom Typ Ap ist. Hier kommt immer nur
ein Parameter vor, da alle s € S zueinander konjugiert sind.

Beweis:Siehe [GP0Q Abschnitt 4.4]. O
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(1.5) Definition/Proposition (Iwahori-Hecke-Algebren sind symmetrisch, vgl. [GP00, 8.1.1])

Es sei Fa(W, S, (8s)ses) eine Iwahori-Hecke-Algebra wie in VI.(1.4). Die Linearform t : # — A
sei durch t(T,) := 81, fiir alle w € W definiert.

Dann werden durch a,, 1= 8, - -- - - &g, fiir einen beliebigen reduzierten Ausdruck w =s;- --- - &
Konstanten a,, € A fiirw € W festgelegt, mit denen gilt:

a, fir wl=uw,

T(TuTu) = { 0 fir wt#uw.

Wenn alle a5 (tiir s € S) Einheiten in A sind, dann ist T symmetrisierend und # dementsprechend
eine symmetrische Algebra (vgl. IV.(1.3)).

Die zu (T,)wew beziiglich T duale Basis ist (T, )yew mit T,V := a1 - T, -1 fiir alle w € W.

Beweis:Siehe [5P0Q 8.1.1]. Die Wohldefiniertheit dea,, folgt aus dem Satz von Matsumoto. [

Bemerkung: Im Weiteren werden wir meistens annehmen, dassagl(@ir s € S) Einheiten inA
sind.

(1.6) Proposition (Index- und Signumsdarstellung, vgl. [GP00, 8.1.3])

Es sei Ha(W, S, (as)ses) eine Iwahori-Hecke-Algebra wie in VI.(1.4) und A ein Integrititsbereich.
Dann ist die A-lineare Abbildung ind : # — A, T, — a, (die a,, wie in VIL.(1.5)) eine Darstel-
lung von J¢. Wir nennen sie die Indexdarstellung. Weiter ist durch ¢ : # — A, Ts — —1 eine
Darstellung von # definiert, wir nennen sie die Signumsdarstellung.

Beweis:Siehe [5P0Q 8.1.3]. d

(1.7) Definition (Generische lwahori-Hecke-Algebren, vgl. GP0Q, 8.1.4])

Es seien(W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ un@ine UnbestimmtéiberZ. Weiter sei
A := Z[v, v~1] der Ring der Laurent-PolynonigerZ in der Unbestimmten. Dann nennen wir die
Algebra#a(W, S, v) die generische (Ein-Parameter-)lwahori-Hecke-Algebra

(1.8) Proposition (Spezialisierung, vgl. [GP00, 8.1.2])

Es seien A und A’ kommutative Ringe, # := JHa(W, S, (@s)scs) eine Iwahori-Hecke-Algebra iiber A
wie in VI.(1.4) und 6 : A — A’ ein Ringhomomorphismus. Dann induziert 6 einen Ringhomomor-
phismus von Ha(W, S, (as)ses) nach H' := Ha (W, S, (6(8s))ses). Die Algebra F' ist kanonisch
isomorph zu A ® Jt, wobei wir A’ hier durch 6 als einen A'-A-Bimodul auffassen (vergleiche Bemer-
kung 1.(3.2) und Proposition 1.(3.1)).

In diesem Fall nennen wir J' eine Spezialisierung von F.

Beweis:Siehe [5P0Q 8.1.2]. O
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V1.2 Kazhdan-Lusztig-Basen

In diesem Abschnitt stellen wir die Ergebnisgker die Kazhdan-Lusztig-Basis einer generischen
Iwahori-Hecke-Algebra zusammen, die im weiteren Verlauf der Arbeit gebraucht werden. Die Notati-
on orientiert sich anGP0Q Chapter 11] und &t sich damit an den in der Literatublichen Standard.

Fur Beweise wird auf die Literatur verwiesen. Zur Vereinfachung bésdtan wir uns auf den Ein-
Parameter-Fall.

Zur Konstruktion der Kazhdan-Lusztig-Basis werden die Quadratwurzeln des Parameters der lwahori-
Hecke-Algebra beitigt. Deswegen arbeiten wir von nun é@ber dem Ring der Laurent-Polynome in
der Wurzel der Unbestimmten:

(2.1) Bezeichnungen (Grundring mit Wurzeln, vgl. [GP00, Bemerkungen vor 9.4.7])

Es sei,/v = v¥/2 eine Unbestimmte. Wir bezeichnen das Quadraty@mmit v und nennen/v ,,die
positive Quadratwurzel* vom und —,/v ,die negative Quadratwurzel*. Es sai:= Z[vY?, v=1/?]
der Ring der Laurent-Polynome in der Unbestimmii. Es seiAt := v/ . Z[vY/?] die Teilmenge
der Polynome in'/? mit konstantem Koeffizienten 0 und~ := v=%2 . Z[v=%?] die Teilmenge der
Polynome inv~—%2 mit konstantem Koeffizienten 0. Weiter s€¢i = Q(v/?) der Quotientenirper
von A.

(2.2) Bezeichnungen (Did -Basis, siehe GP00, 11.1.9])

Es seien/v, AundK wie in VI.(2.1). Weiter sei(W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und
FH = Ha(W, S, v) die zugelirige Iwahori-Hecke-Algebraber dem RingA mit Parametep (siehe
VI.(1.4)). Wir nennen# wie in V1.(1.7) generische Ein-Parameter-lwahori-Hecke-AlgebraDer
einzige Unterschied ist, dass der Grundringigmiich die Quadratwurzeln des Parametersahtidvir
bezeichnen miT,, fir w € W die folgenden Vielfachen der Elemente der T-Ba$js:= v~ ™/2T,,.
Dav¥2in A invertierbar ist, ist(T,,),cw €ine Basis von¥#. Mit < sei dieBruhat-Ordnung in W
bezeichnet (sieh¥l.(1.2)).

(2.3) Definition/Proposition (Eine Involution auf #¢, siehe [GP00, vor 11.1.10])
Es gelten die Bezeichnungen in VI.(2.1) und VI.(2.2). Wir erweitern die Involution a — @ auf A, die

~Y/2 vertauscht, durch die folgende Abbildungsvorschrift zu einer Involution h +— h auf J:

Y a,f =Y,

weW weW

vY/2 mit v

Diese Involution ist ein Ringhomomorphismus (allerdings kein Homomorphismus von A-Algebren,
da nicht A-linear).

Beweis:Siehe Bemerkung vodP0Q 11.1.10] bzw. P0Q Exercises 8.1 und 8.2]. 0

(2.4) Theorem (Existenz und Eindeutigkeit der Kazhdan-Lusztig-Basis, siehe [GP00, 11.1.10])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3). Dann gibt es fiir jedes
w € W ein eindeutiges Element C, € J, so dass

C,=C, und C,eT,+) A Ty (VI.1)
yeWw
gelten. Schreiben wir C), = ZyeW P}’,“,w'lzy mit Pj, € A, dann ist P, = 1 fiir allew € W und

P;fw = 0, fiir alle y, w € W, fiir die nicht y < w gilt. Die Elemente (C))),ew bilden eine A-Basis
von #¢. Sie heifit Kazhdan-Lusztig-Basis (oder kurz KL-Basis) von F.
Es sei (Y, w) der Koeffizient von Py bei v/,

Beweis:Siehe [GP0Q 11.1.10]. O
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(2.5) Bemerkungen (Beidge zur Literatur)
e Diese Basis wurde von David Kazhdan und George Lusztiglitvp] eingefihrt. Schon dort
finden sich praktisch alle wesentlichen Eigenschaften und Konstruktionen, die wir hier zitieren.

e Die (C)),ew sind eine Variante defeigentlichen* Kazhdan-Lusztig-Basi€,,),ew, die aus
denC;, durch Anwenden einer weiteren Involution va@h hervorgehen (siehé&jP0Q 11.1.10,
Step 3] bzw. Abschnit?1.(5.1)). In dieser Arbeit werden hauggshlich dieC; benutzt.

e Entsprechend sind diBy , eine Variante der béhmten Kazhdan-Lusztig-Polynome, digr f
y.w € Wmity < wdurchPy,, := v!®=0/2. p* "gegeben sind. Di®,,, sind Polynome
in v (Achtung: nicht nur Polynome in*/2) vom Grad kleiner oder gleich(l (w) —I(y) — 1)
mit konstantem Term 1. Sie sind ebenfallskii[79] zuerst eingdihrt worden. Siehe dazu auch
[GPOQ 11.1.11].

e Die Bezeichnungen hier halten sich exakt an den Standard in der Literatur, der duid] [
und [Lus84 gegeben ist. Die — aus Sicht der vorliegenden Arbeit —atigen Striche an den
C/, ergeben sich daraus.

(2.6) Lemma ({C_ | s € S} erzeugt ¢ als A-Algebra)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C,)),,ew sei die Basis
aus VI1.(2.4). Die Algebra # wird als A-Algebra von der Menge {C{ | s € S} erzeugt.

Beweis:Es istC, = Ty = Ty = 15 undC, = Ts + v~¥/2T; (siehe im Beweis zuGP0Q 11.1.10]
oder durch direktes Benutzen der Definition in Theohéini2.4)). Da dieTs die Algebra# erzeugen
(sieheVI.(1.4)) und unsere Definition vo-Algebra immer eine Identt erfordert, erzeugen auch
dieC, ganz#. O

(2.7) Theorem (Multiplikationsformeln fiir die C,, siehe [Lus84, (5.1.15)])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis V1.(2.3) und (C,,),ew sei die Basis
aus VI.(2.4). Dann gelten fiirs € Sund w € W:

(V2 4+v7Y2) . C), fiir sw <w
C.-C, = C., + Z w(y, w) - C;, fiir sw > w (V1.2)
&) @

Sy<y
und
(vl/2 + v*1/2) -C,, fir ws<w

c.cl={ Cis+ Y. uy.w- C, fir ws>w (V1.3)

y<w
I(W# (w) (2)
ys<y

Hierbei ist u(y, w) € 7Z gleich dem Koeffizienten von Py, bei v/,

Beweis:Siehe [Lus84 (5.1.15)]. O

(2.8) Theorem (Positivitit der Koeffizienten der Kazhdan-Lusztig-Polynome)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C))),,ew sei die Basis
aus VI.(2.4). Die Coxetergruppe W sei kristallographisch im Sinne von [Lus85, (3.1.1)] (das heift,
dass alle mg; in der Menge {2, 3, 4, 6, oo} liegen fiirs,t € S).

Dann gilt: Die Koeffizienten der Polynome Py, sind nicht-negativ. Insbesondere sind die u(y, w) aus
Theorem VI.(2.7) nicht-negativ. Fiir alle X, y € W ist C)/(-C; eine A-Linearkombination der (C))),ew,
in der alle als Koeftfizienten vorkommenden Laurent-Polynome nicht-negative Koeffizienten haben.
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Beweis:Siehe KL80] bzw. [Spr83. Siehe auch die bibliographischen Hinweise am Ende @&#(Q
Chapter 11]. O

Bemerkung: Diese Positiviats-Resultate sind extrem tiefliegend. Ihre Beweise erfordern komplizierte
geometrische Konstruktionen. Gleichzeitig haben sie starke Implikatidivedié Struktur vonit

und wichtige Konsequenzen in der Darstellungstheorie endlicher Chevalley-Gruppen [(sisdé [
Chapters 5 and 12] unc€Cpr8g).

Eine der verhlffenden Eigenschaften der Kazhdan-Lusztig-Basis ist, dass sie in gewisser Hinsicht
eine Filtrierung des regaten Moduls realisiert. Um dies zu egkén, beitigen wir einige Definitio-
nen:

(2.9) Definition (Linkszellen, Rechtszellen, § und . %“)

(siehe Lus84, nach 5.1.12] oder KL79, Def. 1.2])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzung®i 8.1) bis VI.(2.3) und(C;)) ,cw Sei die Basis
ausVl1.(2.4). Es sei, <" (bzw. ,, ﬁ“) die Relation auf W, fur diey <w (bzw. Y w)mity,w e W
genau danngilt, wenny = w ist oder es eins € Sgibt, so das€, - C, (bzw.C, - C), ausgedickt
in der C-Basis, alsC{-Koordinate einen Wert ungleich 0 hat (beachte Gleichuhg (bzw. VI.3)).
Weiter sei,,g“ (bzw. ,,%“) der transitive Abschluss der Relatiq%“ (bzw. ,,ﬁ“). Es gilt alsoy Sw
(bzw. y S w) genau dann, wenn eine Ketyg, ..., vk € W existiert mity SISy S hsw
(bzw.yﬁylﬁyzﬁ---ﬁykﬁw)f[]reinkeN. )
Dann ist,,%“ (bzw. ,,%“) eine transitive Relation audV. Die zugeltirige Aquivalenzrelation sei mit
" (bzw. ,%") bezeichnet, es ist alsg - w (bzw. y + w) genau dann, weny < w und w <y
(bzw. ysw und w < y) ist. Die Aquivalenzklassen béglich ,»* (bzw. ,+*) heil3enLinkszellen
(bzw. Rechtszelle.
Die Relation, <" (bzw. ,<*) induziert somit auf der Menge der Linkszellen (bzw. der Rechtszellen)
eine partielle Ordnung, die wir auch mﬁL; (bzw. %) bezeichnen.

(2.10) Bemerkung Aquivalenz zur Definition in [ Lus84))

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzung®i 8.1) bis VI.(2.3) und(C;)) ,cw Sei die Basis
ausVl.(2.4).

In [Lus84 nach (5.1.12)] isxg“ uber die C-Basis stattber die G-Basis definiert. Die Definitionen
stimmen aber genailberein, daiir die C-Basis inlfus84 (5.1.12)] Formeln gelten, die sich von
denen inVI.2 undVI1.3 nur um Vorzeichen unterscheiden.

In [KL79, Def. 1.2] ist, <" auf den ersten Blick anders definiert. Auch dort wird die C-Basis anstatt
der C-Basis verwendet und es ist voWw-Graphen” die Rede. Die Definitionen stimmen aber genau
Uberein, die Unterschiede sind nur auf andere Bezeichnungaokaufihren.

Sowohlin [KL79, Def. 1.2] als auch inlfus84 nach (5.1.12)] isy < w alsy~! < w™* definiert. Dies

ist aquivalent mit unserer Definition, wie das folgende Argument zeigt:

Laut [GPOQ Exercise 4.8] ist die Abbildung

L H — FH, Z a, T, — Z a,T,-1
weW weW

ein A-Algebren-Antiautomorphismus (wie man leicht nachrechnet, indem man die Relationgf von
in der opposiiren Algebra#°P nachrechnet). Dieser bildeifw € W das Element,, auf T,-: ab,
dal(w) = I(w™?) ist. Andererseits bildet Elemente, die unter der Involution au$.(2.3) invariant
sind, wieder auf solche ab (kurze Rechnung, man ben(iize}) = T, *). Deswegen folgt mit der
Eindeutigkeit der Element€C))),,cw aus TheorenVI.(2.4), dass(C}) = C/ _; istfur allew € W
und dasPr, ., = Py, istfuralley, w € W, dass also insbesonderey ™, w™!) = u(y, w) ist.

Da auch d%e Bruhat-Ordnung nach Definition mit Invertieren ¥gyitch ist, transportient Gleichung
VI.2 in GleichungV1.3 und umgekehrt. Deswegen ist unsere Definition ,v!gh aquivalent zu der in
[KL79] bzw. [Lus84.
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Das folgende Lemma deutet die Relevanz obiger Definitionen an:

(2.11) Lemma (Andere Charakterisierung von ,,<“ und ,,%“)
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen m VIL.(2.1) bis VI.(2.3) und (C))) yew sei die Basis
aus VI.(2.4). Dann ist fiir y, w € W genau dann y % w (bzw. y % w), wenn ein h € J existiert, so

dass in
=Y acC (bzw. C, h=>" axcg)

xeW xeW
mit ay € A fiir alle X € W der Koeffizient ay ungleich Null ist.

Beweis:Wir zeigen die Aussage nuiff,, < da, <" analog geht. Es sei zédchsty <w.Das bedeutet,

dass es eilt € N und eine Kettey, . .., yk € W mit ysnsys-oosSksw gibt. Es sei jeweils
5 € Sfur0< i < kdas Element auS, das nach der Deflnmon vans existiert. Dann ist
Cy-CL- - -CL-Cl= Zaxc;
xeW

mitay € Aunday # 0, da sich beim sukzessiven Anwenden @grauf Grund von Gleichuny!.2
und der Positiviat deru (y, w) aus Theorenvl.(2.8) nie Koeffizienten wegheberbknen.
Seinunumgekehtt-C/, = 3", aC; mita, € Afurx € W unday # 0. Da laut Lemm&/I.(2.6)
die Algebra#¢ gleich dem Erzeugnis der Meng€; | s € S} ist, kdnnen wirh als Linearkombination
von Produkten de€; schreiben. Also &nnen wir ohne Beschnkung der Allgemeinheit annehmen,
dassh = c;o . C;l Cee -C_;k ist fur eink € Nunds, ..., s € S. Durch wiederholtes Anwenden von
GleichungVI.2 folgt nuny <w. 0

Durch letzteres Lemmatknen wir jetzt mit Hilfe der Kazhdan-Lusztig-Basis Idealefrdefinieren:

(2.12) Definition/Proposition (Zellmoduln)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis V1.(2.3) und (C,,),ew sei die Basis
aus VIL.(2.4). Weiter sei A C W eine Vereinigung von Rechtszellen mit der Eigenschaft, dass mit jeder
ZelleT' € W, die in A enthalten ist, auch jede %—Ideinere Rechtszelle in A enthalten ist. Wir nennen
eine solche Menge nach unten abgeschlossen und bezeichnen mit

ln:=> AC, C X
XeA

das A-Erzeugnis der den Elementen in A entsprechenden Vektoren der Kazhdan-Lusztig-Basis. Dann
ist | o ein Rechtsideal in J¢, also ein Rechts-J#¢-Modul.
Ist ¥ C A eine weitere nach unten abgeschlossene Vereinigung von Rechtszellen, dann ist |y ein
A-reines Untergitter von |, und damit | 5 /|s ein A-torsionsfreier Rechts-#-Modul. Wir bezeichnen
diesen Modul mit RC"\* und nennen solche Moduln Zellmoduln.
Damit ist fiir alle Mengen der Form A \ X wie oben ein Zellmodul definiert. Dies sind genau die
Teilmengen von W, die Vereinigung von Rechtszellen sind mit der Eigenschaft, dass mit zwei Zellen
I < T auch alle Zellen " mit F/ r” < I enthalten sind. Wir nennen solche Mengen < -konvex.
Insbesondere kann man, wenn I’ eine Rechtszelle ist, fiir A die Vereinigung aller Rechtszellen T
mit T’ < I" nehmen und fiir ¥ die Vereinigung aller Rechtszellen I"" mit ' < I". Man erhiilt dann den
Zellmodul RC aus einer Zelle, wir sprechen von einem Einzellmodul.
Alle hier definierten Begriffe seien analog auch fiir ,,%“, Linkszellen und LC\* definiert.

Beweis:Dass diel , Rechtsideale sind, folgt sofort aus Lemiia(2.11).

Jede Menge der Form \ X ist <-konvex, da@irI', " € A\ T mit I < T undI" < T < T einer-
seitsT"” C A ist (daA nach unten abgeschlossen ist) und andererEéltg z (daZ nach unten
abgeschlossen ist und sonst alithe X ware).

Ist umgekehrtA € W eine Vereinigung von Rechtszellen ugdkonvex, dann kann marif A die

Vereinigung aller Rechtszellen nehmen, %eals irgendeine Rechtszelle i sind und @ir ¥ die

Vereinigung aller Rechtszellen i, die nicht inA sind. O



84 Kapitel VI. Iwahori-Hecke-Algebren

(2.13) Beispiel (Poset der Rechtszellefif die Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A3)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzung®i 8.1) bis VI.(2.3) und(C;,) ,cw Sei die Basis
ausVL1.(2.4). Der Typ des Coxetersystems (und damit der ¥énsei As. In AbbildungVI.1 ist das
Hasse-Diagramm des Posets (Partially Ordered Set) der Rechtszellg\‘ hdtrgestellt. Die Vertizes
entsprechen den Rechtszellen, die von 1 bis 10 durchnummeriert sind. Weiter unten liegende Vertizes
sind kleiner als weiter oben liegende bglich,, § wenn sie durch eine Linie verbunden sind.

Abbildung VI.1: Rechtszellen-Poseilif Typ Az

In TabelleVI.1 steht fir jede Zelle die Liste der Gruppenelemente, audgedrin den Standard-
Coxetererzeugem, s, undss, die in der Standard-Permutationsdarstelluim¥ = S, auf 4 Punkten
jeweils den Nachbartranspositionéh 2), (2, 3) und (3, 4) entsprechen:

Rechtszelle] Enthaltene Gruppenelemente

5195595

51981, 19553, 1SS
5153, 1S3

198 , 1SS ; 1HHBHS)
51, 9%, 91553

$%% ; 89S, $H5BHS
S, 95, $S

$5%3 ; 515

3, %2, S
id

O[NNI W NP

=
o

Tabelle VI.1: Verteilung der Gruppenelemente vih = S, auf die Rechtszellen

Die Zelleinteilung und -Anordnung wurde mit de@HEVIE-Paket (siehe GHL"96]) unter dem
Computer-Algebra-SysteBAP3 (siehe B"95]) berechnet und das Poset wurde mit d&@AP4-
Paket (siehe@N99) unter GAP4 (siehe GAP0Z) gezeichnet.
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Wir bendtigen noch die duale Basis der Kazhdan-Lusztig-Basisiglezh der symmetrisierenden
Spurformz:

(2.14) Definition/Proposition (Duale Basis der Kazhdan-Lusztig-Basis, vgl. [Lus84, (5.1.8)])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI1.(2.1) bis VI.(2.3) und (C,))ew sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
aus VI.(2.4). Es sei (D)) yew die Basis von #, fiir die

T(C;) : D;—l) =8uy fiir alle w,y € W
ist, wobei T : # — A die symmetrisierende Spurform aus VI.(1.5) ist. Es gilt

D/ =y 'wo/2, Cuwo Two

w p—
fiir alle w € W, wobei wo € W das ldngste Element in W ist.

Beweis:Dav € A invertierbar ist, ist# mit ¢ laut VI.(1.5) eine symmetrische Algebra, damit exi-
stiert nach PropositiolV.(1.2) die duale Basis vorC,,)),cw beziglichr und ist eindeutig. Die letzte
Formel steht inlfus84 (5.1.8) und (5.1.10)]. Man beachte, dass in dieser Formel dieturgliche
Kazhdan-Lusztig-Basi€C,,),cw und die T-Basis (ohne Striche) benutzt wird. O

Als Nachstes zitieren wir einige Resultatber die Kazhdan-Lusztig-Basis und ihre duale, die zum
Teil extrem tiefliegend und schwierig zu beweisen sind, die sich aber als genauso ejtediohn
erweisen werden:

(2.15) Proposition (Andere Charakterisierung von ,,%“ und ,,%“ II, vgl. [Lus84, (5.1.14)])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C)))ew sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D)),,ew aus VI.(2.14). Dann gelten fiir alle y, X € W:

ysX genau dann, wenn  C{D{-1 # 0 und
Yy X genau dann, wenn Dy-1C #0

Beweis:Wir imitieren exakt den Beweis in.is84 (5.1.14)] fir (C,,) wew Und(D),) ,ew an Stelle von
(Cw)weW und(Dw)weW:

Es sei zuachsty < x.

Das bedeutet, dass es gine N und eine Kettey;, ..., y, € W mit ysyig-o-sYpxX gibt. Es
sei jeweilss € Sfur0 < i < pdas Element voig, das nach der Definition voR existiert. Da die
u-Werte nicht-negativ sind (siehd.(2.8)) und sich deswegen keine Terme wegheb@nnen, folgt
durch wiederholtes Anwenden von Gleichuvig3, dass

C,-ClL- - .C;pzzazc;

Z<X
R

mita, € Afurz e W unday, # 0 ist (allea, in obiger Summe sind tashlich Polynome in
vY/2 4+ v~Y2 mit nicht-negativen, ganzen Koeffizienten). Also ist

0#ay,=7(Dj1-C-Cl- - -Cl)

und damitD{-.C} # 0.

Ist umgekehrtD{1C; # O, dann existiert et € ¢ mit t(Dy-1C{ - h) # 0, da die Bilinearform
(h, h") = 7 (hh) nicht ausgeartet ist. Da abe(D{-1C; - h) gleich dem Koeffizient beCy ist, wenn
manC; - h als Linearkombination deiC;)),cw schreibt, folgt mit Lemma/1.(2.11), dassy <X ist.
Der Beweis @ir die andere Aussagiver,, < geht analog. O
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(2.16) Definition (LgR und zweiseitige Zellen, vgl. Lus84, nach (5.1.12)])

Es gelten die Voraussetzungen alig2.1) bis V1.(2.3) und (C))) ,ew sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
ausVl.(2.4). Furx,y e W seix§R y genau dann, wenn es eine Folge= Xg, X1, ..., Xn =Yy € W
gibt, so dassifr 0<i < n—1 jeweilsx < X1 oderx; < Xi11 gilt. Die zu dieser transitiven Relation
getbrendeAquivalenzrelation sei mits* bezeichnet, es gilt alsr x y genau dann, Wena< y und

y é x gilt. Die Aquivalenzklassen heiRemveiseitige Zellen
Jede zweiseitige Zelle ist also Vereinigung von Linkszellen und Vereinigung von Rechtszellen, so dass
sowohl ausy 1~ x als auch auy  x jeweilsy rx x folgt.

Bemerkung: Im Allgemeinen ist," nicht die feinsteAquivalenzrelation au®v, firr die jedeAqui-
valenzklasse Vereinigung sowohl von Linkszellen als auch von Rechtszelleniistyp A ist dies
jedoch richtig, sieh&1.(3.7).

(2.17) Theorem (Links-, Rechts- und zweiseitige Zellen, siehe [Lus84, (5.1.13)])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C)))ew sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
aus VI1.(2.4). Gelten y % X und Y 7y X, dann ist y 7 X. Gelten y % X und Y 7x X, dann ist y + X.

Beweis:Siehe [Lus84 (5.1.13)] bzw. Lus8]].

Dieses Ergebnis ist extrem tiefliegend, es ist kein elementarer Beweis bekannt.

Am angegebenen Ort steht nur die erste der beiden Aussagen. Die zweite folgt aber sofort, da laut
BemerkungV1.(2.10) die Aussagey SX aquivalent mity—* < x~1ist und deswegen ausx x auch
y~1~x~1 folgt. Dann kann man aber die erste Aussage benutzen ufdt,edassy ! ~ x~1 und
damity « x ist. O

Bemerkung: Auch fur Typ A folgt dieses Ergebnis nicht aus Theor&in(3.7), da die Robinson-
Schensted-Abbildung zwar die Links- und Rechts-Zelleinteilung kodiert, aber keine Beziehung zur
partiellen Ordnung%“ (bzw. %) auf den Linkszellen (bzw. Rechtszellen) bekannt ist.

VI.3 Ergebnisselber Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A

Uber die Darstellungstheorie der lwahori-Hecke-Algebren vom Typ A ist viel bekannt. Richard Dip-
per und Gordon James habednmich in [DJ84 eine direkte Verallgemeinerung der klassischen Er-
gebnisséaiber die symmetrischen Gruppen beschrieben. Wir zitieren einige Ergebnisse, die an mehre-
ren Stellen verwendet werden:

(3.1) Theorem (Zerfillungskorper fiir Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A, vgl. [DJ86, 7.6])
Es sei # := Hg(W, S, a) eine Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An_1 iiber einem Korper F mit
a # 0, es sei also W = §, die symmetrische Gruppe &, auf n Ziffern und O # a € F. Dann ist F
Zerfédllungskorper tiir #.

Beweis:Siehe PJ8G Theorem 7.6]. In dieser Arbeit werden expliz@pecht-Moduln® @ir lwahori-
Hecke-Algebren vom Typ A konstruiert und es wird gezeigt, dass gewisse Quotienten von diesen
absolut einfache Moduln sind.

Fur die generische lwahori-Hecke-Algeb#y, ;) (W, S, v) vom Typ A, Uber dem Funktioneridtper

in einer Unbestimmter/v (sieheVI1.(1.7)) kann ein kompletter Satz absolut einfacher Moduln auch
aus den Kazhdan-Lusztig-Zellmoduln gewonnen werden (siehe Thedrésm)), wobei hier aber

die Quadratwurzeln des Parameters im Grundring gebraucht werden. O

Die folgenden Definitionen sind Standard:

(3.2) Definition (Partition, Teile, e-regulare Partition, lexikographische Ordnung)
Es sein € N. EinePartition von n ist eine Folge. = (%j)jeny VOn Zahlem,; € NU {0} mit A; > A1
furallei e Nund) ;,_yAi = n (das bedeutet, dass nur endlich viele Folgenglieder ungleich 0 sind).



VI.3. Ergebnisséiber Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A 87

Die A mit 4; > 0 heiBenTeile von 1. Ist 1 < e € N, dann heil3t die Partitioh e-regular, wenn in

A kein Teil e mal oderdfter vorkommt. Man kann Partitiondexikographisch ordnen, es ist genau

dann lexikographisch kleiner als wenni; < w; fur das kleinsté € N mit A; # u; gilt.

Ist A eine Partition vom mit | Teilen, dann ist eiik-Standardtableaueine treppenartige, linksindi-

ge Anordnung der Zahlefi, ..., n} € Ninl Zeilen der lAngeniq, Ao, ..., A;, SO dass die Werte in
jeder Zeile von links nach rechts und in jeder Spalte von oben nach unten ansteigen, zum Beispiel f
Ar=1(6,4,3,21):

1)3(5| 7 (11|15
26| 8|14
41913

10| 12

16

Formal kann man eiik-Standardtableau als bijektive Abbildung
fo{d, pefl ..., x{L... xad|i<A}—>{L....n

definierenmitf (i, j) < f(+1, j)foralle 1<i <lund 1< j < Ajppundmitf(, j) < fd, j+2)
furalle 1<i <l und 1< j < A; mit der offensichtlichen Visualisierung wie oben.
Die Partition) einesi-Standardtableauxhei3tGestaltvont.

Das folgende Theorem giliber die Rlle Auskunft, in denen der Parameter keine Einheitswurzel ist:

(3.3) Theorem (Halbeinfachheit von Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A, vgl. [D]86, 7.6])

Es sei # := #Hp (W, S, a) eine Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An—1 tiber einem Korper F und fiir
0+# ac F gelte, dasses keine e N gibt mit 1 +a+a?+--- +a* 1 = Zi;éai = 0. Dann ist #
halbeinfach. Die Isomorphietypen einfacher Moduln lassen sich durch die Menge der Partitionen von

N parametrisieren. Dabei entspricht dem Indexcharakter die Partition (n) und dem Signumscharakter
die Partition (1") = (1, 1, ..., 1).

Beweis:Siehe PJ8G Theorem 7.6]. Dies ist eine direkte Verallgemeinerung der klassischen Resultate
Uber die symmetrische Gruppe. O

Das folgende Theorem gikiber die Rlle Auskunft, in denen der Parameter eine Einheitswurzel ist:

(3.4) Theorem (Parametrisierung einfacher Moduln beim Typ A, vgl. [DJ86, 7.6 und 7.7])
Es sei #Hg := He(W, S, @) eine Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A,_; liber einem Korper F und
0 # a € F. Weiter sei

d-1
{deN]Zaizo};é@,

i=0
und es sei € die kleinste natiirliche Zahl in dieser Menge. Dann lassen sich die Isomorphieklassen
einfacher #tg-Moduln durch die e-reguliren Partitionen parametrisieren. Fiir die Spezialisierung 6 der
generischen Ein-Parameter-Iwahori-Hecke-Algebra #yy, ,—1;(W, S, v) zu #, die v auf a abbildet,
und die zugehorige Zerlegungsabbildung

dG : RO(J&@(U)(V\L Sa 'U)) - RO(RF (W’ S’ a))

(vergleiche V.(2.2)) gilt: Schreibt man das Bild dy([S*]) € Ro(H#E) der Klasse [S*] € Ro(How))
eines einfachen #g-Moduls S* zum Parameter p als ganzzahlige Linearkombination der Klassen
einfacher #g-Moduln und ist darin der Koeffizient vor einer Klasse [D*] eines einfachen Moduls
D* zum e-reguliiren Parameter A ungleich Null, dann ist ju lexikographisch kleiner oder gleich A. Ist
i = A, dann ist die Vielfachheit genau 1. Insbesondere ist also dy surjektiv.
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Bemerkung: Man kann die Zerlegungsabbildung unter Benutzung der Standardbasen der Klassen der
einfachen Moduln als Zerlegungsmatrix ausgzken, deren Zeilen durch alle Partitionen vonind

deren Spalten durch dieereguBren Partitionen indiziert sind. Ordnet man die Zeilen, die durch die
e-regubren Partitionen in lexikographischer Ordnung indiziert sind, an den Anfang und die Spalten in
lexikographischer Ordnung deiregukren Partitionen an, dann hat die Zerlegungsmatrix die folgende
Form einer (rechteckigen) unteren Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen:

1 0 --- 0
*

0

* 1

* *

* ok k%

Beweis:Siehe PJ8G Theoreme 7.6 und 7.7]. O

(3.5) Definition/Proposition (Robinson-Schensted-Abbildung, vgl. [Knu98, 5.1.4])
Der folgende Algorithmus definiert eine Abbildung P, die von der symmetrischen Gruppe S, in die
Menge der Standardtableaux, deren Gestalt eine Partition von N ist, geht:

Es sei w € §,, aufgefasst als Bijektion der Menge {1, . .., n} auf sich. Beginne mit dem leeren Stan-
dardtableau und fiige sukzessive die Zahlen (1), ..., m(N) nach der folgenden Vorschrift ein:

1. a <— einzufiigende Zahl

2.z<+—1 (d.h. beginne in Zeile 1)

3. wenn a groBer als alle Zahlen in Zeile z ist: fiige a ans Ende von Zeile z an, Ende.

4. sonst tausche die kleinste Zahl in Zeile z, die groBer als a ist, mit a aus

5.z2«—z+1

6. weiter bei 3.

Das Standardtableau nach dem Einfiigen von 7 (n) ist P(xr). Die Robinson-Schensted-Abbildung
ist dann als Abbildung von S, in die Paare von Standardtableaux definiert durch

7 (P(@), P(x™Y).

Es gilt: Fiir alle v € S, ist die Gestalt von P (r) gleich der von P (m~1) und die Robinson-Schensted-
Abbildung ist eine Bijektion zwischen S, und der Menge der Paare von Standardtableaux, deren beide
Komponenten als Gestalt dieselbe Partition von n haben.

Beweis:Siehe Knu98 5.1.4]. O

(3.6) Beispiel (Beispielfir Robinson-Schensted-Abbildung)

Fur die Permutatiorr := (1, 4)(3, 6, 5, 2) (Zykelschreibweise) auf 6 Punkten ist die Liste der Bilder
gleich(4, 3, 6, 1, 2, 5), so dass man beim Berechnen v@6r) sukzessive die folgenden Standardta-
bleaux erhlt:

6| 2|5]

1 1 1
—>—> j 6‘—)1 —13/6|—1|3|6 = P(@).
4 4 4
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Das Inverse vom istm—1 = (1, 4)(3, 2, 5, 6), die Liste der Bilder ist gleicli4, 5, 2, 1, 6, 3), so dass
man beim Berechnen voR(r 1) sukzessive die folgenden Standardtableauglerh

15| |1[s5]6] 3|6

1
(4]—>[4]5]- i 5‘—> 2| =2 —|2|5] =P@™,
4

il 4 4

Das Bild vonsr unter der Robinson-Schensted-Abbildung ist also das Paar

25| [1]3]6]
6] .[2]5

(P(r), P(x™h) =

NOE

2
4
(3.7) Theorem (Robinson-Schensted und Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A, vgl. [KL.79, §5])
Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und (C)))ew sei die Kazhdan-Lusztig-Basis
aus VI.(2.4). Zusitzlich sei (W, S) (und damit #) vom Typ An_1, so dass also W = §, ist (hier ist der
Isomorphismus gemeint, der fiir 1 < i < n — 1 den Coxetererzeuger § auf die Nachbartransposition

(i,i 4+ 1) abbildet).
Dann gelten fiir die Robinson-Schensted-Abbildung aus V1.(3.5) und alle y, X € W:

1. Es gilt y ~ X genau dann, wenn P(y) = P(X) ist.
2. Es gilt y X genau dann, wenn P(y~1) = P(x71) ist.
3. Es gilt Y 13 X genau dann, wenn die Gestalt von P(y) gleich der von P(X) ist.

Beweis:In [KL79, 85] wird hierfur auf einen Preprint von David Vogan verwiesen, in dem von soge-
nannten,verallgemeinerten-Invarianten” die Rede ist. Inghi8G Theorem 1.7.2] wird zum Beweis
auf [BV82] verwiesen (in 5hi8q steht das Symbo,lg“ fUr unser, %)

Es folgt, dass beim Typ A die zweiseitigen Zellen die kleinsten Teilmengei\Weimd, die gleichzei-

tig Vereinigung von Linkszellen und von Rechtszellen sind. Diese,yénund ,,+* erzeugteAqui-
valenzrelation wird in$hi8q mit ,, " bezeichnet, ihre Klassen heil3en dort LR-Zellen. O

(3.8) Korollar (Schnitt einer Linkszelle mit einer Rechtszelle)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis V1.(2.3) und (C,)),ew sei die Basis
aus V1.(2.4). Zusitzlich sei das Coxetersystem (W, S) (und damit #) vom Typ A. Gilt dann Yy +- X und
Y % X, dann ist y = X. Also ist der Schnitt einer beliebigen Linkszelle mit einer Rechtszelle immer
entweder einelementig oder leer, je nachdem, ob die Zellen in derselben zweiseitigen Zelle liegen
oder nicht.

Beweis:WennP(y) = P(x) und P(y™1) = P(x™1) ist, dann ist P(x), P(x™%) = (P(y), P(y™1))
und damitx = . O

Beim Typ A ist die Kazhdan-Lusztig-Basis besondeiiztich, was man an folgendem Theorem sehen
kann:

(3.9) Theorem (Einfache Moduln als Einzellmoduln, siehe [KL79, Theorem 1.4])

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis V1.(2.3) und (C,)),ew sei die Basis
aus VI1.(2.4). Zusitzlich sei das Coxetersystem (W, S) (und damit #) vom Typ A. Dann ist fiir alle
Linkszellen A der Einzellmodul LC™ eine A-Form eines einfachen K #-Linksmoduls und fiir alle
Rechtszellen T' der Einzellmodul RC") eine A-Form eines einfachen K #¢-Moduls. Sind A1 und A2
zwei Linkszellen, dann ist LC? genau dann als Links-#¢-Modul isomorph zu LC“? wenn A und
A5 in derselben zweiseitigen Zelle liegen.

Die Robinson-Schensted-Abbildung (siehe V1.(3.7)) liefert fiir alle w in derselben zweiseitigen Zelle
Paare von Standardtableaux mit derselben Gestalt. Diese Partition ist dieselbe, die auch bei der Para-
metrisierung der einfachen #-Moduln in VI.(3.3) den einfachen Moduln LC™ bzw. RC\" entspricht,
wenn A eine Linkszelle und T" eine Rechtszelle in der entsprechenden zweiseitigen Zelle ist.
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Beweis:Siehe KL79, Theorem 1.4] bzw.{L79, 85]. Dort sind die Aussageiiif Linkszellen bewie-

sen. Wie aber schon in Bemerkukt}(2.10) gezeigt wurde, gilty < X genau dann, weny* < x~1

ist, so dass die Einteilung in Rechtszellen dieselben Dimensionen und Vielfachheiten von Zellmoduln
liefert wie die Einteilung in Linkszellen. Also ist RC eine A-Form eines einfacheK #-Moduls,

wennl” eine Rechtszelle ist, denn im regudn Modul der halbeinfachen Algelifa# (siehe Theorem
V1.(3.3)) ist die Vielfachheit eines einfachen Moduls jeweils so grol3 wie seine Dimension.

Die letzte Bemerkungiber die Robinson-Schensted-Abbildung istimif95, 4.9.5] bewiesen. Dort

ist zwar die Rede von Darstellungen der Weylgruppedie Ubertragung auf Darstellungen der gene-
rischen Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A erfolgt aber einfach durch Spezialisierung des Parameters
v auf 1 (bzw.v?/? auf —1). O

Bemerkung: In [KL79, 85] wird nicht nur die obige Aussage bewiesen, sondern noch mehr angedeu-
tet: Bei geeigneter Anordnung der Standardbasisvektoren der Einzellmodalhredm ramlich fur
verschiedene Linkszellen in derselben zweiseitigen Zelle sogar exakt dieselben Darstellungsmatrizen!
Siehe dazu die Aughrungen inv1.(3.22).

(3.10) Korollar (Irreduzible Charaktere)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C,)),,ew sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D,,),ew aus VI.(2.14). Zusiitzlich sei das Coxetersystem (W, S)
(und damit #) vom Typ A.

Ist A € W eine Linkszelle, dann gilt fiir den irreduziblen Charakter x, des zugehdrigen Einzell-
moduls

xa(h) =) 1(Dy2-h-C)=r1 ((ZCQD@) . h) fiir alle h € #,

zeA ZeA

woraus folgt, dass ) _,_, C,D,-1 im Zentrum von J# liegt.
Ist ' € W eine Rechtszelle, dann gilt fiir den irreduziblen Charakter xr des zugehérigen Einzell-
moduls

xr(h) =) "7(Cy-h-Dja) =1 ((Z D;1C;> : h) fiir alle h € #¢,

zel zel
woraus folgt, dass auch ), . D,-1C} im Zentrum von H liegt.

Beweis: Siehe die Definition von Zellmoduln i¥1.(2.12), TheoremVI.(3.9) und die Rechnung im
Beweis der letzten Aussagelii(1.5), da fur jeden Charaktey von # und zwei beliebige Elemente
h, h" € J¢ gilt, dassy (hh') = x(h'h) ist, undt nicht ausgeartet ist. O

Bemerkung: Im Beweis von Theorenvl.(4.1) wird nebenbei bewiesen, dass der Charaktedes
Links-Zellmoduls zur Linkszelle\ gleich dem Charakteyr des Rechts-Zellmoduls zur Rechtszelle
" ist, wennA undT in derselben zweiseitigen Zelle liegen.

Fur verschiedene Linkszellen in derselben zweiseitigen Zadistlsich noch mehr sagen, als bereits in
TheoremVI1.(3.9) formuliert wurde, @mlich dass die entsprechenden Links-Zellmoduln in gewisser
Weise sogar dieselben Darstellungsmatrizen liefern. Dazu bedarf es einiger Vorbereitungen:

(3.11) Definition/Proposition (Parabolische Untergruppen, siehe [GP00, 1.2.9])

Es sei (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und J € S. Es sei W; = (J) € W die
von J erzeugte Untergruppe in W. Dann heif3t W; parabolische Untergruppe und ist selbst eine
Coxetergruppe zum Coxetersystem (Wj, J).

Die Lingenfunktionen von W und Wj stimmen auf W} tiberein.

Beweis:Siehe [GP0Q 1.2.9]. O
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(3.12) Definition/Proposition (Ausgezeichnete Nebenklassenvertreter, siehe [GP00, 2.1.1])
Es sei (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und J C S. Weiter sei

Xy ={xeW]|I(sX) > I(x) firalles € J}.

Dann ist X ein Vertretersystem fiir die Rechtsnebenklassen der parabolischen Untergruppe W; in W.
Fiir jedes X € W sind dquivalent:

e X & XJ.
o l(vX) =1(v) + I (X) fiir alle v € W;.

e X ist das eindeutige Element kiirzester Lange in Wj - X

Die Elemente in X; heiBen ausgezeichnete Rechtsnebenklassenvertreter.
Vollig analog definiert man die ausgezeichneten Linksnebenklassenvertreter, sie sind genau die
Inversen der Elemente in X3j.

Beweis:Siehe [5P0Q 2.1.1]. Vergleiche auckl.(1.1). O

(3.13) Lemma ($3-Sechsecke, vgl. [Shi86, §1.6])

Es sei (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und {S,t} C S eine zweielementige Teilmenge
von S, so dass St Ordnung 3 hat, also (S,t) < W isomorph zur symmetrischen Gruppe S auf 3
Punkten ist. Es sei w € W mit wS < w und wt > w (Bruhat-Ordnung, siehe VI1.(1.2)).

Dann gilt fiir die Bruhat-Ordnung innerhalb der Linksnebenklasse w (S, t), dass genau eine der beiden
folgenden Situationen vorliegt:

= wsts wts

wsts= witst

Abbildung V1.2: Mogliche Posets der Bruhat-Ordnung auf ei§gNebenklasse

In diesen Bildern ist das Hasse-Diagramm der Bruhat-Ordnung dargestellt, weiter oben liegende
Gruppenelemente sind also jeweils Bruhat-gréBer als weiter unten liegende, wenn sie durch Striche
verbunden sind.

Beweis:Daws < w ist, gibt es ein reduziertes Waut,, so dassv = w’s ein reduziertes Wortlfr w
ist. Wir unterscheiden die beidefdlfe w't > w’ undw't < w’. Im ersten Fall isiw’ wie in VI.(3.12)
der eindeutige trzeste Linksnebenklassenvertretemins, t). Daraus folgt sofort, dass = w’s,
w't, wt = w'st, w'ts undw’sts = w'tst reduzierte Worteifr die Elemente inw (s, t) sind und das
linke Bild vorliegt.
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Im anderen Fallv't < w’ gibt es ein reduziertes Wout”, so dassv”t = w’ und damitw”’ts = w's =
w reduzierte Wortedr w’ bzw. w sind. Da aber numw”’tst = wt > w = w”tsist, ist die Lange
von w”tst um 3 gBler als die vorw”, woraus folgt, dass dieses Mal’ der eindeutige rzeste
Linksnebenklassenvertreterin(s, t) ist und das rechte Bild vorliegt. O

(3.14) Definition (Links- und Rechts-Abstiegsmengen)
Es sei(W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ. Dann seiwf € W

L(w) := {Se S|Sw<w} und R(w) := {Se S|wS<w}

die Links- bzw. Rechts-Abstiegsmengewnobei, <* die Bruhat-Ordnung (sieh€l.(1.2)) bezeichnet.

(3.15) Theorem (Abstiegsmengen und Zellen, siehe [K1.79, 2.4] bzw. [Shi86, 1.5.2])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI1.(2.3) sowie VI.(2.9).
Dann gilt fiir X, y € W:

(1) Gilt X % Yy, dann ist R(X) 2 R(y). Gilt also X 1 Y, dann ist R(X) = R(Y).
@ii) Gilt x % Yy, dann ist L(X) 2 L(Y). Gilt also X % Y, dann ist L(X) = L(Y).
Beweis:Siehe KL79, Proposition 2.4] bzw.$hi8G Theorem 1.5.2]. d

(3.16) Definition/Proposition (Sternoperationen, siehe [K1.79, 4.1] bzw. [Shi86, §1.6])
Es seien (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und {S, t} C Seine zweielementige Teilmenge,
so dass st Ordnung 3 hat. Wir definieren dann

DRr(S, 1) = {w eW | R(w) N {s, t} ist eine]ementig}

bzw.
Di(st) :={w e W|L(w)N{s, t} ist einelementig} .

Ist w € DR(S, 1), dann ist wegen Lemma VI.(3.13) genau eines der Elemente wS und wt ebenfalls
in Dr(S,t). Wir bezeichnen dieses mit w*, so dass also die Abbildung w +— w™* eine Involution
auf DR(S, ) definiert, die Rechts-Sternoperation beziiglich {s, t}. Analog sei durch w — *w eine
Involution auf D\ (S, t) definiert, die Links-Sternoperation beziiglich {s, t}.

Beweis:Benutze Lemm&/1.(3.13) und die entsprechende, linksfdige Version. O

Bemerkung: Ist {s,t} C Seine zweielementige Teilmenge, so das©rdnung 3 hat, dannamgt

die Frage, ohw € W im DefinitionsbereichDr(s, t) der Rechts-Sternoperation liggich {s, t} liegt,

nur von derRechts-Abstiegsmenger (w) ab. Da nachV1.(3.15) die Rechts-Abstiegsmengen aller
Elemente eineLinkszelle A gleich sind, liegen immer entweder alle oder keines der Elemente von
A in Dg(s, t). Die analoge Bemerkung giltif D (s, t) und Rechtszellen.

Die Sternoperationen sind eng mit der Einteilung in Links- bzw. Rechtszellen verbunden:

(3.17) Theorem (Sternoperationen und Zellen I, vgl. [Shi86, Theorem 1.6.3])

Es seien (W, S) ein Coxetersystem von endlichem Typ und {S, t} C Seine zweielementige Teilmenge,
so dass st Ordnung 3 hat. Dann gilt w - *w fiir alle w € Dy (S, t) und w  w* fiir alle w € Dr(S, t).
Ist weiter X,y € W mit X~ Y, dann gibt es eine Folge von Rechts-Sternoperationen, die X auf'y
abbildet.

Genauer: Es gibt ein K € N und eine Folge von Paaren {S,t} € S(1 <i < k), so dass 5t; jeweils
Ordnung 3 hat, mit den folgenden Eigenschaften: Mit Xo := X und X; := X* , fir 1 < i < K ist
jeweils Xi_1 € Dr(S,t) und Xx = Y (natiirlich ist jeweils bei X' ; die Sternoperation beziiglich
{s, tj} gemeint).

Analog gibt es fiir X, y € W mit X 5 Y eine Folge von Links-Sternoperationen, die X auf'y abbildet.
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Beweis: Siehe Bhigg Theorem 1.6.3]. Dort steht dieselbe Aussage in einer Formulierungauit
valenzklassen. O

Die Sternoperationen sind Ztglich besondersinzlich, da sie die Zelleinteilung auf der jeweils
anderen Seite respektieren:

(3.18) Theorem (Sternoperationen und Zellen 11, siehe [K1.79, 4.3] bzw. [Shi86, 1.6.2])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) sowie VL.(2.9). Weiter sei
{s,t} € Seine zweielementige Teilmenge, so dass St Ordnung 3 hat. Dann gilt:

(i) Esseien X, Yy € Dy (S,t). Dann gilt X v Y genau dann, wenn *X + *Y ist.
(ii) Es seien X, Yy € DRr(S, t). Dann gilt X v Y genau dann, wenn X* - Y* ist.

Beweis:Siehe KL79, Corollary 4.3] bzw. $hi8G Theorem 1.6.2]. d

Bemerkung: Dieses Ergebnis zeigt, dass eine Rechts-Sternoperation eine beliebige Linkszaile
Definitionsbereich der Sternoperation bijektiv auf eine andere Links2aellabbildet, die im selben
Definitionsbereich liegt. Zudzlich liegt A, in derselben zweiseitigen Zelle wig; (wegen (i) in
VI.(3.18)). Umgekehrt folgt aus dem vorigen Resultdt(3.17), dass esifr zwei LinkszellenA
und Ay, die je ein Elemenk; € A1 undx; € A, mit X1 X2 enthalten, eine Folge von Rechts-
Sternoperationen gibt, deren Verkettung bijektiv auf A, abbildet. Analoge Bemerkungen gelten
fur Rechtszellen und Links-Sternoperationen.

Unglucklicherweise begtigen wir noch eine Bezeichnung, die eigentlich schlecht zu den anderen
Bezeichnungen in dieser Arbeit passt, um den reibungslosen Anschluss an die Literatuabdejsw
ten:

(3.19) Definition (Vgl. [KL79, Definition 1.2] bzw. [Shi86, Definition 1.4.3])

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzung®i 8.1) bis VI1.(2.3) und(C;)) ,cw Sei die Basis
ausVl.(2.4).

Wir schreibeny < w, wenny < w (Bruhat-Ordnung, sieh€l.(1.2)) gilt und x(y, w) # 0 ist.

Bemerkung: Diese Definition stimmt mit der in{L79, Definition 1.2] bzw. der in$hi86 Definition
1.4.3] Uberein, da win(y, w) fur alley, w € W definiert haben (siehe Theorewi.(2.4)) und es
gleich O ist, wenn(y) # | (w) (mod 2 oderPy ,, nicht den ldchstndglichen Gradl (w) —1(y) —1)/2
hat.

Wir kdnnen nun die folgenden beiden Ergebnisse formulieren:

(3.20) Lemma (Siehe [Shi86, Lemma 1.4.5 (ii) bzw. Lemma 1.4.6])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) sowie VI.(2.9). Weiter
seien S € Sund X, X' € W. Dann gilt:

(i) Esseix < X' mit1(X) 4+ 1=1(X"). Dannist X < X' und u(X, X') = 1.

(ii) Es seien X < X' und sSX < X' und SX > X. Es gilt X < X’ genau dann, wenn X' = SX ist. In
diesem Fall folgt (X, X') = 1.

(iii) Es seien X < X' und X's < X’ und Xs > X. Es gilt X < X' genau dann, wenn X' = XS ist. In
diesem Fall folgt (X, X") = 1.

Beweis:Siehe Bhi8G Lemma 1.4.5 (ii) bzw. Lemma 1.4.6 (i) und (ii)]. O
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(3.21) Theorem (Stern-Operationen und yu, siehe [K1.79, 4.2] bzw. [Shi86, 1.6.1])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3) sowie VI1.(2.9). Weiter sei
{s,t} € Seine zweielementige Teilmenge, so dass St Ordnung 3 hat. Dann gelten:

(i) Esseieny,w € D (s,t) und yw™ ¢ (s,t). Dann ist y < w genau dann, wenn *y < *w ist
und es ist (Y, w) = uwCy, *w).

(ii) Esseieny,w € D (s, t) und yw™! € (s, t). Dann ist y < w genau dann, wenn *w < *Y ist
und es ist u(y, w) = uCw, *y) = 1.

(iii) Es seieny, w € Dg(S,t) und w™ly ¢ (s, t). Dann ist y < w genau dann, wenn y* < w* ist
und es ist (Y, w) = u(y*, w*).

(iv) Esseieny, w € Dgr(s,t) und w™ly € (s,t). Dann ist y < w genau dann, wenn w* < y* ist
und es ist (Y, w) = pw(w*, y*) = 1.

Beweis:Siehe KL79, Theorem 4.2] bzw.$hi86 Theorem 1.6.1]. O

Die Vorbereitungenifr das eigentliche Ergebnis dieses Abschnitts sind nun abgeschlossen:

(3.22) Theorem (Identische Links-Einzelldarstellungen, vgl. [K1.79, §5] bzw. [Shi86, 1.7.3])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C,)),,ew sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D,,),,ew aus VI.(2.14). Zusiitzlich sei das Coxetersystem (W, S)
(und damit ) vom Typ A. Es seien A1 und A, zwei verschiedene Linkszellen in derselben zweisei-
tigen Zelle und w, y € A1. Dann gibt es eindeutige w’, Yy’ € Az, so dass w’'  w und y' ~ Yy gelten und
fiir diese gilt

T (D;ffl -Cl - C{U,) =1 (Dg,—l -Cl - CI’U)

fiir alle U € S. Daraus folgt, dass auch fiir alleh € J¢
7 (Dy-1-h-C)=1(Dy1-h-Cp)

gilt. Die Zahl t© (Dg,—l -h- Cfu) ist der Koeffizient bei C{, wenn man h - C,, als Linearkombination
der C’'x schreibt. Deswegen werden hier Matrixkoeffizienten von einfachen Links-Zelldarstellungen
verglichen.

Beweis:Fur diesen Beweis benutzen wir, dass mit Hilfe der Rechts-Sternoperationen eine Beziehung
zwischen den Linkszellen in einer zweiseitigen Zelle hergestellt werden kann. Da hier Typ A vor-
ausgesetzt ist, folgt aus der Tatsache, dassnd A in derselben zweiseitigen Zelle liegen, dass es

X1 € A1 undxz € Ay gibt mitx; y X2 (sieheV1.(3.7)). Also zeigt Theorenvl.(3.17), dass es eine Fol-

ge von Rechts-Sternoperationen gibt, deren Verketiyragf x, abbildet. Wie in den Bemerkungen
nachVI.(3.16) undVI.(3.18) beschrieben, gibt es alsorfzwei Linkszellen in derselben zweiseitigen
Zelle eine Folge von Rechts-Sternoperationen, deren Verkettung eine Bijektion zwischen den beiden
Linkszellen liefert. Wir kbnnen uns hier also auf einen Schritt konzentrieren und ohne EBedahrg

der Allgemeinheit annehmen, dass zwei Erzeugyér € S existieren, so dasst Ordnung 3 hat,
dass{s,t} N R(w) = {s} fur allew € A; ist (beachte Propositio¥l.(3.15)), und dass die Rechts-
Sternoperation zu den Erzeugémt} eine Bijektion zwischen den Linkszellexy und A, herstellt.

Diese Bijektion bildetw € A; nachVI.(3.17) aufdasElementw* € A, ab, fur dasw  w* gilt, so

dass wir nur noch die Gleichung aus dem Theorem nachrechiiesem.

Wir bezeichnen die vos undt erzeugte Untergruppés, t) von W mit S (sie ist tatéchlich eine
Coxetergruppe vom Typ A. Es seiu € Sbeliebig. Wir unterscheiden mehreralle:

Istuw < w, dannistC;, - C,, = (v/? + v=%2) . C;, (siehe Gleichuny!I.2). Da aberL(w*) = £L(w)

ist, folgt die Behauptung in diesem Fall sofort.

Istuw > w undy = w, dann liegt der zweite Fall von Gleichudi.2 vor. Es isty* = w*, und es gilt

(D} +-C,-C,)=0=1(D,.1-C,-C,.).
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Es sei im Folgendeow > w undy # w, wir betrachten also auch hier den zweiten Fall in Glei-
chungVl.2.

Furl(y) = l(w) (mod2 istt (Dy-+ - C, - C;) = 0 und da Sternoperationen immer die Rarier
Lange veandern, folgt (y*) = I (w*) (mod 2, so dass auch (Dj.-1 - C|, - C,,.) = 0 gilt.

Es sei also im Folgenden ztglichl (y) # | (w) (mod 2.

Isty € (wSs\ {w}), dann bleibt aufgrund unserer Annahmen gu&= wsts da wegerny ~ w die
Rechts-AbstiegsmengeR(w) und R (y) gleich sinds nicht in R (ws) enthalten ist, aberin R (wt).
Laut LemmaVI.(3.13) sind wir dann in einer der beiden dort durch Bilder (siehe Abbildwhg)
angegebenen Situationen.

Im linken Bild isty > w, | (y) =l (w) + 1, w* = wt, y* = wst, y* < w* undl(y*) = I (w*) — 1. We-
gen LemmaVl1.(3.20).(i)) (angewandt aufx, x) := (y*, w*) = (wst, wt)) ist (D;,*—l -Cl - C{u*) =

1, also insbesonderg < w*. Nach Theorenvl.(3.21).(iv) ist dannw < y und deswegen mit Lemma
V1.(3.20).(ii)) (angewandt autx, x’, s) := (w, Y, U), beachteiw > w unduy < y) y = uw. Dann ist
aber auch (Dy-1-C-C}) =1

Im rechten Bild isty < w, I(y) = l(w) — 1, w* = ws, y* = wts, y* > w* undl(y*) = | (w*) + 1.
Wegen LemmaV1.(3.20).(i) (angewandt auix, x’) := (y, w)) ist r (D{+-C,-C;) = 1, also
insbesondergy < w. Nach TheorenVI1.(3.21).(iv) ist dannw* < y* und deswegen mit Lemma
V1.(3.20).(ii) (angewandt autx, x’, s) := (w*, y*, u), beachtaiw* > w* unduy* < y*, daw  w*
undy ~ y* und damitL(w) = L(w*) und L(y) = L(y*) gelten)y* = uw*. Dann ist aber auch
7 (D}s1 - Cj; - C,.) = 1. Damit ist die Behauptungif y € wS; gezeigt.

Es seiim Folgendey ¢ wSs, alsow™ty ¢ (s, t).

Wir missen nun nur noch die dreélfey = uw, ¥y < w undy #4 w unterscheiden.

Isty = uw (und nach wie vouw > w), dann istz (Dy—-C-C;) = 1 und wegen Lemma
V1.(3.20).(i) (angewandt au€x, x’) := (w, y)) folgt, dassw < y gilt. Ist w* = wt (Fall des linken
Bildes in AbbildungV1.2), dann folgt mit Theorenv1.(3.21).(iii), dassw* < y* ist, also insbesondere
w* < y*undl(w*) < I(y*) und damit aucly* = yt = uw* > w* und die Behauptung. Ist* = ws
(Fall des rechten Bildes in Abbildungl.2), dann ist

[(yst) =l (uwst) < I(ws) =1(ys) — 1,

so dassy* = ys = uw* > w* folgt. In beiden fllen ist alsor (D;-1. - C,- C/.) = 1 wegen
GleichungVl.2.

Isty < w, dann ist wegen Theoreml.(3.21).(iii) auch y* < w* und u(y, w) = u(y*, w*) und die
Behauptung folgt.

Isty # w, dann ist entsprechend augh £ w* undt (Dj-1-C},-C) = 0 = 7 (D}« - C,- C.)
und die Behauptung folgt auch hier.

Damit ist die Gleichung aus dem Theorein &lle C, fur u € S bewiesen. Nun sind aber die vor-
kommenderr-Ausdiiicke Matrixeintage der Links-Einzelldarstellungen zu den Zellmoduli:C
bzw. LC? und wir haben damit gezeigt, dass die Darstellungsmatrizealle C, (u € S) in bei-
den Matrixdarstellungen identisch sind. Dann sind diese Matrixdarstellungeniabaiefh € #
identisch, da di€, ganz# als A-Modul erzeugen, und das Theorem ist bewiesen. O

Bemerkungen: Ordnet man also die Element€;)),c», anhand ihrer Rechts-Zellzug@tgkeit den
Elementen(C’ ). ca, U, dann erlt man beiglich dieser Basen identische Darstellungsmatrizen
aus den Links-Einzellmoduln L&Y und LC4?,

In [KL79, 85] bzw. [Shi8G Theorem 1.7.3] taucht dieses Ergebnis in der Form auf, dass die W-
Graphen zu den Zellen; und A, (fir Typ A) isomorph sind. Am angegebenen Ort wird jedoch der
Begriff der Isomorphie von W-Graphen nicht definiert und auch in der Literatur war keine Definition
zu finden. Zum Beweis dieses Ergebnisses ist die obige Fallunterscheidung wohl angemessen.
Dieses Resultat ist indyo96 Theorem A] auchiir andere Typen als A zu finden. Es ist dort mit
anderen Methoden bewiesen, der Beweis ist jedoch schwer nachzuvollziehen.
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V1.4 Kazhdan-Lusztig-Basis und Wedderburn-Zerlegung im Typ A

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man in der generischen Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A
aus der Kazhdan-Lusztig-Basis (und ihrer dualen Basis) explizit eine Wedderburn-Zerlegung erhalten
kann.

Diese wird spter eine prominente Rolle im Zusammenhang mit Lusztig’'s asymptotischer Algebra
spielen.

(4.1) Theorem (Wedderburn-Zerlegung fiir Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C))),,ew sei die Basis
aus VI1.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D,,),,ew aus VI.(2.14). Zusiitzlich sei das Coxetersystem (W, S)
und damit # vom Typ A.

Es seien A1, ..., Ar Linkszellen, so dass aus jeder zweiseitigen Zelle genau eine Linkszelle vor-
kommt, und A := Uirzl Aj. Wir bezeichnen mit x1, ..., xr die zugehdrigen irreduziblen Charaktere
von K# (vgl. VI.(3.9)) und mitC,,, ..., C,, die zugehdrigen Schur-Elemente (sieche 1V.(2.2)). Es sei

B:={C,Dj-1|x,y € Aundx+V}.
Dann ist 8B tiber A linear unabhingig und es gilt

0 fallsy # X'

N N
CxDy-1- Cy Dy = : Cy - CyDy1 fallsy =X und X, y, X,y € A

firallex,y, X',y € A mitx+yund X~y

Beweis:Wir stellen zutachst zur einfacheren Referenz einige Aussagen tabellarisch zusammen:

0] y$X & CiDy1#0 siehe Propositio1.(2.15)
(i) xj(h) =3 .5 7(Dy1-h-Cj) siehe KorollarvI.(3.10)
(iii) ZzeAJ C,D.-iistzentralin#  siehe KorollaV1.(3.10)

(v)  ysx <= DG #0 siehe Propositiol1.(2.15)
(V) Yy X =YX siehe DefinitiorVl.(2.16)
(Vi) ysxundypx = yxX siehe Theorenv!.(2.17)
(vii) yr~xundyxyXx = y=X siehe Korolla/1.(3.8)
(Vi) ysxundygx =y X siehe Theorenv!.(2.17)

Die ElementeC) D1 € B sind wegen (i) alle ungleich Null, da jewedks;- y ist.
Wir betrachten gewisse Werte irreduzibler Charaktere: E& seiK ¢ beliebig, 1< i, ] < r mit
i # jundx,y e A;j. Dann gilt mit (ii) und (iii)

Xi (h'C/D/—l) = 7(D,1-h-C/D,1-C,) =1 (C/D/—l)'h'C/D/—l
x -y ZEZ/\J(Z xy(!)z) ZEZAJ.ZZ x -y

= 7| > h-C,D,.C; D}

ZeA; T
Wegen (iv) sind die Summanden in diesem Ausdruck gleich 0, wenn yﬂghtundz $X ist (beachte
die mit () markierten Stellen). Wenn abye% Z X gilt, so folgt mit (v), dasg § XxY § z, alsoz ;3 X
ist. Da dies aber wegen# i nicht gilt, ist

xi (h-CyDy1) =0  firx,y e Aj, j #iundfuralleh e K# (VI.4)
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und es folgt, das€;D{-1 in der isotypischen (Wedderburn-)Komponente der AlgeKc& zum
irreduziblen Charaktey; liegt. Insbesondere folgt daraus, d&8sD{-. - C,, D+ = O fur alle
X, ¥, X',y € A mit X+ yundx' Yy ist, falls nichty »~ x’ gilt.
Es seien von nun anfest undx, y, X', y' € A; beliebig.
Wegen (iv) ist das Produki) D1 - C}, Dy-1 gleich O, wenn nichy < X' ist. Da abex’ »- y und damit
X' ¢y (beachte (v)) ist, folgt aug < X" mit (vi), dassy ~ x’ ist, und dann mit (vii), dasg = x’ ist.
Also ist gezeigt, das§; D{-1 - C;, D1 allenfalls fir y = x" ungleich O ist.
Da}_,., C;D; in der isotypischen Komponente zum Charakteist und mit (iii) zentral ist, ist
es gleich einem Vielfachen des zentral-primitiven Idempotents dieser Komponente. Wir bestimmen
dieses Vielfache, indem wig; (C;Dj-1) fiir x € A; bestimmen (das zentral-primitive Idempotent
operiert ramlich auf einem einfachen Modul in der isotypischen (Wedderburn-)Komponente zum
Charaktery; wie die Identitit, hat also als Charakterwert den Charaktergrad):
Weil 7 = Y7, c;jlxj ist (siehe GPOQ 7.2.6)), alley; fur j # i auf C,D} 1 verschwinden und
7 (C;Dj-1) = List (D],)wew ist die duale Basis vo(C},)..ew beziglich), gilt xi (C;Dj-1) = c,;.
Daraus folgt, dass’ := c; -}, . C,D;-: gleich dem zentral-primitiven Idempotent zum Charakter
Xi ist.
Wir setzen nure) := c;l -C,Dj-1 € K#. Die obigenUberlegungen zeigen, dass einerseljts#£ 0
ist und andererseits) - €} = Oistfirz # Z, so dasg’ = y_,_, €l eine,orthogonale Summe"*
ist und wegen

e = el . el = Z e§‘>e§,) = el . gh

ZeA

furz e A; folgt, dass diee!’ paarweise orthogonale Idempotentekit sind.
Damit erhalten wir sofort, das§ifx, y € A; beliebig

CiD1=eV.CiDj-i=> e’ -C;Dj1=¢C;Dj (VL.5)
ZeA
und _ _ ‘
CyDy1=C;Dy1-e” =" C;Dj1- e = C;Dj16e (V1.6)
ZeAj
ist.

Die Elemente{C; D{-1 | x, y € A;} sindiiber A linear unabkngig:
Ist namlich vayem atx,yCy Dg/—l =0 (mitayy € A), dannistiirallez, z' € A

i i i i
O = eg) . Z le,yC)/( D;,—l . e( ) = O[Z’Z/eg)C;D;/—le;/) = O{Z,Z’C; D/Z/—l

Z/

X,YeA]
(fur die letzte Gleichheit benutzen wir Gleichung€h5 und VI.6) und damita, y = O fir alle
X,y € Aj, daCiDj-1 # 0 ist (siehe (i)). Damit spannen Sie aber aus Dimensidimsgm inK J¢
die gesamte isotypische Komponente zum Charakteauf, so dass sich jedes Element in dieser
Komponente eindeutig alks-Linearkombination von Elementen a{@)’( Dy \ X,y € Ai} darstellen
lasst.
Wir bestimmen als achstesC; Dg,—lcgl D;-: flr X,y € Aj, es ist als Produkt zweier Elemente in
der isotypischen Komponen#é’ K # ebenfalls darin enthalten. Als@knen wir es nach den obigen
Ergebnissen alk -Linearkombination de€; D, 1 mit v, w € A; schreiben:

CyDy1CyDj1 = > @,,C,D, 1 mitgewisseny,, € K.
v, WEA;
Wieder konnen wir wie oben durch Multiplikation mit Elementefy von links undeg,) von rechts
zeigen, das€;, D:C; Dj-: ein K -Vielfaches vorC; D)1 ist, da 0= e{’C}, D} .C; D} 1€} fiir z # x
undz # x gilt. Um die Konstante zu bestimmen, berechnenm(€; D;-1C| D}-1):
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Dazu sell" die Rechtszelle miy € I'. Dann istC; D{-1C{ D1 = /. C; D{,-1C{, D)1, da fur alle
iny # y in derselben Rechtszelfgcht y' +~ y gilt (siehe (vii)) und damit auch nichy <y (sonst
ware mit (viii) auchy’ - y), so das<C{ D{,-1 = O ist (beachtex 1 y). Also gilt

7 (C;Dy1CiDy-1) = Y 7(C;DyaCDya) =1 | [ Y DyaCy | - DaCy
y'el y'el

2 % (D1C) = xi (C,Dj1) = ¢y

Zunachst ist an der mifx) markierten Stelle nicht klar, welcher Charakter zum Rechts-Zellmodul
RCT) gefdrt. Laut TheorenV1.(3.9) und KorollarVI.(3.10) fir Rechtszellen ist es ein irreduzibler
Charaktery von K #, fiir den

xy =1t [> Djacy |-h furalleh € K¢
y'el'

gilt. Wir wollen zeigen, dasg = ; ist. Dazu setzen wir zihsth := C;D}-1 flirze Wundz 2y,
dann gilt ramlich

x (C;D1) = x(DyaCy) =17 [ DjC}D,1C,
y'el

= Y 1(C;Dy1CyD;1) =0,
y'el’

weil nach (i) das Produk®; Dy,-1 nur far y’ <z ungleich Null und das Produﬂ/y/ DJ-1 nur fUrz§ y
ungleich Null ist. Da aber aug -z undy  y’ soforty x z folgen wirde, was nach Voraussetzung
nicht gilt, ist x (C;D;-1) = O fir allez € W mit z ¢ y. Andererseits ist abetif z € Aj mit j # i der
Charakterwer; (C;D;-1) gleichc,;, also insbesondere ungleich 0. Damitjsts x; fur alle j # 1,
alsoy = xi.

Dart (CyDy-1) = 1ist, folgtC; D;-1C{ Dj-1 = C; - C; Dj-1.

Um schlieflichC, D;flc; D,-1 fUrx, y, z € Aj zu bestimmen, gehen wir analog vor:

Wie oben ist es ein Vielfaches vady D,-1 und wir kdnnen die Konstante bestimmen, indem wir
7 (CxD;-1C;Dy1) = ¢, mit 7 (C; D}-1C{D;-1C;D;-1) vergleichen: Es se" die Rechtszelle mit
x € I'. Dann gilt:

7(C,D}1C)D,1C}D}1) = Y 7(C}D}-1C)D;1C,D1) = xi (D}-1C; D, 1C})
x'el’

= X (C; D;,—lcg, D/Z—l) = Xi (CXi -C; D/Z_l) = C)Z(i.
Also istC,D{-1C{ D1 = ¢,; - C;D;-1 und alle Behauptungen sind bewiesen. O

(4.2) Korollar (Verschiedene Linkszellen desselben Typs)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI.(2.1) bis V1.(2.3) und (C})),ew sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D,,),,ew aus VI.(2.14). Zusiitzlich sei das Coxetersystem (W, S)
und damit # vom Typ A.

Es seien Ay und A, zwei Linkszellen, die in derselben zweiseitigen Zelle liegen, so dass also die
Links-Zellmoduln LC*? und LC™? jsomorph sind.

Sind dann X, y € A1, so gibt es eindeutige X', y' € Ay, fiir die X X und y 'y’ gelten, und fiir diese
ist C;( D;,—l = C;(, Dg,/—l.
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Beweis:Alle Argumente in Theorerivl.(4.1) sind unabkngig davon, ol ; oderA , diejenige Links-
zelle in ihrer zweiseitigen Zelle ist, die in vorkommt. Daraus folgt erstens, dass die Elemente
Cl Dy-1furx’, y" € Azin derisotypischen (Wedderburn-) Komponente zum einfachen ModditL.C
liegen, und zweitens, dass diese Elemente analoge Relatioidarerf

Wegen TheorenV1.(3.7) gibt es zu jedenx € A1 genau eirx’ € A, mit X' x (X" ist das Urbild
von (P(2), P(x™Y)) unter der Robinson-Schensted-Abbildung, wabein beliebiges Element aus
Ay ist).

Es seien nux’, y’ € A beliebig geviahlt. Wir bestimmerC,, D{,-1:

EsistC{Dy-1- C}, Dy-1 = 0 fur x € Ay, falls nichtx < x’, also mit (vi) (siehe Beweis 2\l.(4.1))

X % X' ist. Entsprechendes gilif C}, D{,-:C{ D{-1 undy € A;. Deswegen folgt sofort, dasy, Dy,
ein K-Vielfaches vorC, D{ -1 ist fur die (eindeutigen), y € Ay mit X x X" undy « y'.

Fur die ElementeC), D1 mit X' € A, folgt damit sofort aus den Matrix-Einheits-Relationen in
V1.(4.1), dassC}, Dj-1 = C,Dj-1 flr x € Ay mit X X" ist. Fur beliebigeC;, D{,-» mit X',y € A
folgt C, D1 = C{Dy-1 (fUrx, y € Ay, X % X" undy % y'), da nach Theorenl.(3.22)

T(CyDy1-h) = r(D;,,l -h-C)) = r(D;,l h-C) =t(CiDy1-h)
fur alleh e ¢ ist. ]

(4.3) Korollar (Matrix-Einheit einer Linkszelle)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C))),,ew sei die Basis
aus VI1.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D,,),,ew aus VI.(2.14). Zusiitzlich sei das Coxetersystem (W, S)
und damit # vom Typ A.

Essei A C W eine Linkszelle, x € Irr(#) der irreduzible Charakter des Links-Zellmoduls LC™ (sie-
he VI1.(3.9)) und ¢, das zugehdorige Schur-Element (siehe 1V.(2.2)). Dann ist der von den Elementen
M := {c;'- C;Dj-1|x,y € A} aufgespannte K -Untervektorraum (M) von K J¢ ein zweiseitiges
Ideal in K #, das als Ring isomorph zu einem vollen Matrixring iiber K ist, wobei fiir die Elemente
von M die Relationen von Matrix-Einheiten gelten:

(¢, CiDys) - (61 €D ) = 8y (¢ C,D),4).

Beweis: Die angegebenen Relationen sind in TheoMhf4.1) bewiesen. Da die Zellmoduln ein-
zelner Linkszellen irreduzibel sind (siehg.(3.9)), erzeugen die&ntlichen Elemente aus Theorem
VI.(4.1) alsK-Vektorraum ganX #¢, so dass folgt, dag )« ein zweiseitiges Ideal iKK # ist. [

(4.4) Korollar (Wedderburn-Zerlegung)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C,)),,ew sei die Basis
aus VI.(2.4) mit ihrer dualen Basis (D,,),,ew aus VI.(2.14). Zusiitzlich sei das Coxetersystem (W, S)
und damit # vom Typ A.

Durch die drei vorstehenden Resultate haben wir aus der Kazhdan-Lusztig-Basis und ihrer dualen
explizit eine Wedderburn-Zerlegung fiir #¢ konstruiert. Dabei tauchen genau die Schur-Elemente als
Nenner auf.

Es seien also wie in VI.(4.1) A1, ..., Ay Linkszellen, so dass aus jeder zweiseitigen Zelle genau
eine Linkszelle vorkommt, und A := Uir:l Aj. Wir bezeichnen mit x1, ..., xr die zugehdrigen ir-
reduziblen Charaktere von K # (vgl. VI.(3.9)) und mitC,,, ..., C, die zugehorigen Schur-Elemente
(siehe 1V.(2.2)). Dann bilden die Elemente

{ct-CiDya|x.y € Ajund1<i <}
eine Wedderburn-Basis von F.

Beweis:Setze die Ergebnisse i.(4.1) undVI.(4.3) zusammen. O

Bemerkung: Die hier vorkommenden Elemengg® - C; Dy-1 werden auch im achsten Abschnitt
Uber Lusztig's asymptotische Algebra eine prominente Rolle spielen.
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VI.5 Lusztig's asymptotische Algebrag

In [Lus87 hat George Lusztig zu einer lwahori-Hecke-Algel#ailber A = Z[vY/?, v=Y2] die
sogenanntgasymptotische Algebra¥ zusammen mit einem Homomorphismpis # — ¢ von
A-Algebren eingdihrt. Dieser Homomorphismus hat sichaggr in etlichen Anwendungen (siehe
z.B. [Lus874, [Lus873 oder [GRO1]) als sehr fitzlich und néchtig erwiesen.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass im Typ A die Algelraichts Anderes als daa-Erzeugnis

der im letzten Abschnitt konstruierten Wedderburn-Zerlegung ist und der Lusztig-Homomorphismus
einfach die Inklusion vor#¢ dort hinein.

Wir stellen zurachst die Definition der asymptotischen Algebra und des Lusztig-Homomorphismus
vor, wobei wir fur die Beweise auf die Literatur verweisen. Dort witdl flie Konstruktion der asymp-
totischen Algebra die C-Basis (sieké.(2.5)) verwendet. Deswegen sind hier die folgenden Vorbe-
reitungen notwendig:

(5.1) Definition/Proposition (Involution | und Strukturkonstanten)
Es gelten die Bezeichnungen in VI.(2.1) bis VI.(2.3), so dass wir also mit a +> a fiira € A die
Involution von A bezeichnen, die vY/? mit v=/2 vertauscht. Es sei j : H — F die Abbildung, die

durch
j (Z awfw) — Y a1 T

weW weW

fiir beliebige a,, € A definiert ist. Dann ist | ein Ringautomorphismus der Ordnung 2 von #. Fiir die
C-Basis von J¢ gilt, dass C,, = (=)' . j(C,) ist fiir alle w € W.

Es gilt dann auch C!, = (=1)'™ . j(C,)).

Sind hy y , € Afiir X, y, z € W die Strukturkonstanten von ¢ beziiglich der C-Basis, gilt also

CX . Cy = Z hx’y,zc:Z fuI‘ a]]e X, y (S W,

zeW
dann gilt fiir die Strukturkonstanten b | , von J beziiglich der C'-Basis
Cy-Cy = (-D/OHIHE. => h,,-C, firallex,yeW,
zeW zeW
so dass hi yz= (= D!OHWH@ R y.z fiiralle X, y,z € W ist.

Mit den Bezeichnungen aus VI.(2. 14) g11t h} y. = T(CLCy D) fiir alle X, y, z € W, da beide Seiten
gleich dem Koeffizienten bei C; sind, wenn man C,C in der C'-Basis schreibt.

Beweis: In [GPOQ Exercise 8.1] wird gezeigt, dagsein Ringautomorphismus vo# ist und in
[GPOQ Theorem 11.1.10, Step 3], dass die C-Basis wie beschrieben ausBasi€ hervorgeht. [

(5.2) Korollar (Duale Basen und |)

Es gelten die Bezeichnungen in VI.(2.1) bis VI1.(2.3) und die Definitionen aus VI.(5.1). Zusétzlich
sei (D;))yew wie in VI.(2.14) die beziiglich T duale Basis von (C))),ew und analog (D,,)yew die
beziiglich © duale Basis von (C,)yew (es gilt also T(C,, - Dy-1) = 6,y fiir alle w, y € W), dann ist

D, = (-1)'™ . j(D))
fiir alle w €¢ W.

Beweis:Der Ringautomorphismujs von # respektiert insofern die Spurform alsz(j (h)) = (h)
fur alleh € # gilt (man beachte die Definition vopin VI.(5.1) und die Tatsache, dassauf allen
T, mit w # 1 verschwindet und(T;) = 1 ist).

Also folgt aust (C;, - D{-1) = 8y, durch Anwenden von, dasst (C,, - (- 1l . j(Dy-1)) = 8y
ist und damitz (C,, - j (Dy-1)) = (- 1'® ., , ist. Daraus folgt die Behauptung O
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(5.3) Definition/Proposition (Lusztig’s asymptotische Algebra, vgl. [Lus87b, 1.1])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis V1.(2.3) und in VI.(5.1). Weiter
sei fiir z € W jeweils a(z) € N U {0} die natiirliche Zahl, tiir die

(WY%)2@ . hyy, € Z[vY? ist  fiiralle X, y € W und
(vV/2)a@-1. hyyz ¢ Z[vY?] ist fiir gewisse X, y € W.

Weiter setzen wir fiir X,y,z € W jeweils y;’y’z € 7 gleich dem konstanten Koeffizienten von

(_Ul/Z)a(z) X hx,y,z~
Es sei

D:={deWa@) =1(d) —2-degPry},

wobei Py 4 die Kazhdan-Lusztig-Polynome aus VI.(2.5) sind und degP; 4 als Grad von Ppq4 in v
(Achtung: nicht Grad in vY? — siehe VI.(2.5)) zu verstehen ist. Fiir die Elemente d € D gilt d?=1,
sie heiBlen distinguierte oder Duflo-Involutionen (obwohl das Einselement dabei ist). Jede Linkszelle
von W enthalt genau ein Element von D.

Es sei nun J die freie abelsche Gruppe mit Basis (1,,),cw. Sie wird durch die y)é,y,z als Strukturkon-
stanten zu einer assoziativen Z-Algebra, indem wir also setzen:

tx . ty = Z ]/)z’y’ztz.

zeW

Ihr Einselement ist gleich )y, tq. Wir bezeichnen die assoziative A-Algebra A% J mit ¢, sie heift
Lusztig’s asymptotische Algebra.

Beweis: Siehe Lus87h Abschnitt 1 und 2]. Dass jede Linkszelle genau ein Elementaentralt,
steht in Lus87h Theorem 1.10]. O

Bemerkung: In [Lus87H ist yx y ; an Stelle von unsereny, , , definiert, so dasgy y ;-1 = ¥y, , ist.
Die Inversenbildung scheint aber ein — wenn auch kleiner — so docbtigien Umweg zu sein.

(5.4) Definition/Proposition (Lusztig-Homomorphismus, siehe [L.us87b, Abschnitt 2])

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und VI.(5.1) bis VL.(5.3).
Dann ist durch die folgende Vorschrift eine A-lineare Abbildung der Algebra J# in die Algebra §
gegeben:

¢(Cx) = Z hX,d,Z . tz == Z hx’d,z . tz fur al]e X e W
deD,zeW deD,zeW
a(d)=a(z2) dyz

Diese Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus von A-Algebren und heif3t Lusztig-Homomorphismus.
Wir bezeichnen die Fortsetzung idg ® ¢ : KH — Kg auf die Konstantenerweiterungen mit dem
Quotientenkérper K = QuOt(A) = Q(4/v) ebenfalls mit ¢. Sie ist ein Isomorphismus von K -
Algebren.

Beweis:Siehe [Lus87h Abschnitt 2]. kur die zweite Gleichung siehe entwedeu$87a 3.2.(a)] oder
beachtelfus85 Corollary 6.3.(b)] zusammen mit der Tatsache, dgsg, = 1 (Cx - Cy- D,1) =0
ist, wenn nichtz < dist (siehe Lus84 (5.1.14)]). In Lus87h Theorem 2.8] ist bewiesen, dasg igqﬁ
ein Isomorphismus ist. Dies folgt aber auch aus dem folgenden Thed€hb), zu dessen Beweis
nicht verwendet wird, dass;id§¢ ein Isomorphismus ist. O

(5.5) Theorem (Urbilder der t-Basis unter dem Lusztig-Homomorphismus beim Typ A)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VI.(2.1) bis VI.(2.3) und VI.(5.1) bis VL.(5.4).
Zusitzlich sei das Coxetersystem (W, S) und damit # vom Typ A. Dann gibt es fiir jedes z € W
genaueind € D mitd~ z Istz € W und X die Linkszelle, in der z liegt und C, das Schur-Element
(siehe 1V.(2.2)) zum einfachen Einzellmodul LC™®, dann ist ¢ <$ C, Dd—l) = t, € g fiir das

eindeutig bestimmte d € D mitd - z
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Beweis:Dieses verhiffende Resultat folgt direkt aus unseren Ergebnisdem die Kazhdan-Lusztig-
Basis und die Wedderburn-ZerlegungMh(4.1). Das liegt daran, dass die Abbildungsvorschrift des
Lusztig-Homomorphismus eine bemerkenswéttalichkeit mit den Formeln der Links-Zelldarstel-
lungen hat (siehe dazu auch Bemerkifid5.6)).

Es seienAq, ..., A; Linkszellen, so dass aus jeder zweiseitigen Zelle genau eine Linkszelle vor-
kommt, undA := |J;_; Aj (vgl. VI.(4.1)). Ohne Besclinkung der Allgemeinheit s@ = A;. Wir
bezeichnen mika, ..., xr die zugekrigen irreduziblen Charaktere vat# (vgl. V1.(3.9)) und mit
Cy. ---,Cy, die zugeldrigen Schur-Elemente (sieli¢(2.2)), esist alsa@, = c,,.

Es seid € D die (eindeutige) Duflo-Involution in; (sieheVI.(5.3)). Betrachten wir nun den Links-
Zellmodul LCA?Y und die zugebrige Links-Zelldarstellung béglich der BasigC,),c4,;, dann folgt
aus den Relationen Wil.(4.1), dass das Elemen}!-C;D;-1 = c,*-C, Dy in dieser Matrixdarstellung
auf eine Matrix abgebildet wird, die genau eine Eins und sonst lauter Nullealenth

T (D;)—l . C);l . C; Dé—l . C;) = C;l - T (C; Dé—l . C:j Dl/u—l) =6p.d - Ow.z

furv, w € Aj. In allen anderen einfachen Zelldarstellungen operiert dieses Element wie die Null —
diese Gleichung gilté&mlich sogariir allev, w € A mit v~ w.
Schreiben wir num:);l - C.Dy-1 in der Basis(C|))yew, also

c,'-C,Dg1=: Y ay-C, mitey €K firalleueW,
uew

dann folgt daraus

Svd - Bwz=T1 (Z D! 1 - ayC), - c;) =Y -7 (Cy-CiDY1) =D au-hy,,

uew uew uew

furv, w € A mitv ~ w, wobei hier wieder wie itV1.(5.1) fur die Strukturkonstanten voif beziglich
der C-Basish , ,, steht.

Wir betrachten nun das Bild vm%l-CQ Dj-: unter der Verkettungo j des Lusztig-Homomorphismus
mit der Involutionj ausVI.(5.1) (fortgesetzt auf die Konstantenerweiterudge):

<¢>oj)<2auca> = ¢<Za—u-<—1>'<“>-cu>=z - (D' Y hygoty

uew uew uew d'eD,ZeW
d~7
C

= ) ((_1)I(d/)+l(zl) D h[,,dr,z/> tz .

d'eD,ZeW uew
/

,/\/
sz

Hier sei angemerkt, dass
jlau-C) = j@TiC) = jaT) - j(C) =ay-T1- (=1)'VCy =ay - (-1)'¥ . C,

ist.

Wir betrachten nun ein Pag&d’, ') € D x W mitd’ ~ Z. Da# vom Typ A ist, kbnnen wir Theorem
VI.(3.5) und TheorenVI.(3.7) bzw. KorollarVI.(3.8) anwenden. Es gibt also genau eire A mit

v d und genau eiw € A mit w Z. Man betrachtet @mlich das Bild(P(d"), P(d’~1)) von d’

unter der Robinson-Schensted-Abbildung und ersetzt darin die erste Kompdhehtedurch das
Standardtableau derselben Gestalt, das zu der Linkszellggitirt, die in der zweiseitigen Zelle zu

dieser Gestalt liegt. Das Urbild dieses neuen Paars unter der Robinson-Schensted-Abbildung ist dann
v, und fur Z verfahrt man genauso.
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Ausd’ «~ Z folgt insbesonderd’ x Z und damitv -~ w (weil v, w € A liegen und in derselben zwei-
seitigen Zelle). Nun folgt aus Korollafl.(4.2), dassC; D, -1 = C|, D1 ist, dass also insbesondere
hig2=7(C,-CyDy-1) =17 (C,-C,D,-1) =h fur alleu e W

u,v,w

gilt. Also ist

Dawhyg,=> auhy,, =8 duz= Y au-h g,

ueW ueW ueWw
Diese Summe ist also im Fall= d undw = z gleich Eins, und gleich Nullifr alle anderen Paare
(v,w) e A x Amitvyw.
Das Bild vond’ unter der Robinson-Schensted-Abbildung (sishg3.5)) ist (P(d’), P(d1)) =
(P(d"), P(d")), dennd’ ist eine Involution. Wegen +yd’ ist das Bild vonv unter der Robinson-
Schensted-Abbildung gleiatP (v), P(v™1)) = (P(v), P(d")).
Liegt d’ nicht in A, dann istv nicht in derselben Linkszelle wid’, also istP(v) # P(d’) wegen
TheoremV1.(3.7). Dann ist abep keine Involution, da das Bild von unter der Robinson-Schensted-
Abbildung zwei verschiedene Komponenten hat. Als@igt d.
Liegt dagegem’ in A, dannistv = d’ undw = Z, da in diesem Fall aucH € A ist.
Der Fall (v, w) = (d, 2) tritt damit genauiir den Fall ein, das@’, ') = (d, 2) selbst ist.
Damit ist gezeigt, dass

(¢o)(c,'-CDg1) = (1) @@ ¢,

ist.
Nun folgt aber wegerj (C,Dj-1) = (1)@ @ . C,D4-1 (sieheVI.(5.2)) die Behauptung, dass

6 (c;1-C.Dg1) =1,
ist. O

(5.6) Bemerkung (Neue Interpretation des Lusztig-Homomorphismus)

Die Resultate in diesem Kapitel (insbesondér€5.5)) ergeben eine neue Interpretation des Lusztig-
Homomorphismusir Typ A: Bis auf Verzierungen mit Automorphismen des Grundrings und der
Involution j sind die Urbilder der t-Basis der asymptotischen Algefpranter dem Lusztig-Homo-
morphismusp genau die Elemente der Wedderburn-Basis #oF. Da ¢ ein A-Algebren-Homo-
morphismus ist, der bei Konstantenerweiterung zum QuotieiitpekK ein Isomorphismus wird
(siehe Lus87h Theorem 2.8], dies folgt aber auch aus der Surjekivitit VI.(5.5)), ist der Lusztig-
Homomorphismusgp : # — ¢ nichts Anderes als die Einbettung vds in das A-Erzeugnis der
Wedderburn-Basis aud.(4.4). Dies wird im folgenden Diagramm deutlich:

K 3¢ idk ®(¢oj) Kg

]\ Isomorphismus
idk ®(#oj)le ]\
L Isomorphismus g g
H

Damit wird etwas klarer, warunp an so vielen Stellen in der Literatur gewinnbringeiid darstel-
lungstheoretische Fragen eingesetzt werden konnte (vgl.[2.B8Fq, [Lus873 und [GRO1)).

Es sieht so aus, als ob man mit Hilfe der C-Basis an Stelle d&a€is analog zw/I1.(4.1) bis
VI1.(4.4) eine Wedderburn-Zerlegung erhalte@inkite, die dann direkt zur Definition des Lusztig-
Homomorphismus passt. AuBerdem scheint man umgekehrt mit-@adss eine zur asymptotischen
Algebra analoge Konstruktion durdhfren zu knnen, die dann zu einer Definition eines Homomor-
phismus vonA-Algebren fihren wilrde, die direkt zur Einbettung in unsere Wedderburn-Zerlegung
auf Grundlage der ‘@Basis passeninde.

mit o =<c);1C)’(D§,71\1<i <rundx,ye Ai>A.
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V1.6 Parabolische Unteralgebren und Induktion von Zellmoduln

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Bildung von Zellmoduln insofern mit der Induktion von pa-
rabolischen Unteralgebren veiglich ist, als von Zellmoduln induzierte Moduln wieder Zellmoduln
sind. Welche dies genau sindskt sich kombinatorisch beschreiben.

(6.1) Definition/Proposition (Parabolische Unteralgebren, siche [GP00, 4.4.7])

Es gelten die Voraussetzungen aus VI.(1.4). Es sei J € Sund W; € W die entsprechende paraboli-
sche Untergruppe der Coxetergruppe W (siehe Definition VI1.(3.11)).

Es sei #t; das A-Erzeugnis der T,, mit w € W;. Dann ist #¢; eine Unteralgebra von J#¢ mit demsel-
ben Einselement. Wir nennen #; eine parabolische Unteralgebra. Sie ist kanonisch isomorph zur
Iwahori-Hecke-Algebra #a(W3, J, (8s)sc3)-

Beweis:Siehe [GP0Q 4.4.7]. d

(6.2) Lemma (Deodhars Lemma, siehe [GP00, 2.1.2])

Es sei (W, S) ein Coxetersystem, J C Sund X; die Menge der ausgezeichneten Rechtsnebenklas-
senvertreter (siche VI.(3.12)). Weiter sei X € Xj einer dieser ausgezeichneten Rechtsnebenklassen-
vertreter und S € S. Dann ist entweder XS € X3 oder XS= UX fiireinu € J.

Beweis:Siehe [5P0Q 2.1.2]. O

Bemerkung: Daraus folgt, dass die ausgezeichneten Rechtsnebenklassenvetireiae Schreier-
Transversale bilden, dass man also die Elemente Xiprin einem Baum anordnen kann mif,1

an der Wurzel, bei dem jeder Nachfolger durch Rechtsmultiplikation mit ememS aus seinem
Vorganger hervorgeht. Anders gesagt ist jeder Anfang einer reduzierten Darstellung eines ausgezeich-
neten Rechtsnebenklassenvertreters wieder ein solcher. Dieser Tatsache werden wir uns im Folgenden
bedienen.

(6.3) Bemerkung (Kazhdan-Lusztig-Basisiir parabolische Unteralgebra)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzung¥ih {A.1) bisVI.(2.3) und(C,)) ,ew sei die Basis
ausVI.(2.4). Weiter seiJ € W und #; die zugeldrige parabolische Unteralgebra. Wie schon in
VI.(6.1) angemerkt ist#; dann selbst eine generische Iwahori-Hecke-Algebra zum Coxetersystem
(W3, J). Entsprechend hat sie auch eine Kazhdan-Lusztig-Basis. Da die Involutdh(3) auf
J; dieselbe ist, egal, ob man die véti kommende einschAnkt oder die vor#; kommende benutzt,
ist die Kazhdan-Lusztig-Basis var¢; einfach eine Teilmenge der Kazhdan-Lusztig-Basis ¥6n
Wir erhalten also die Elemente der Kazhdan-Lusztig-Basis¥grals (C,,) ew; -

Samtliche Ergebnisse, die Wil.(2.4) bis VI.(2.12) zitiert werden, gelten auclif #;. Insbesondere
gibt es auch die Relatione;r%“ und s auf J¢;. Zur Unterscheidung bezeichnen wir Aahst mit
,,§" (bzw. ,,%") die Relation auiW;, die uiber #¢; definiert ist und mit,%“ (bzw. ,,g‘) die Relation
aufW (auch wenn wir sielfr Elementey, w € W; € W anwenden).

Es ist zuchst nicht klar, ob die vokV auf W; eingeschiinkten Relationen dieselben sind wie die
direkt von#; kommenden. Innerhalb vo#; sind,,ﬁ“ und ,,ﬁ“ identisch, da die Kazhdan-Lusztig-
Basiselemente dieselben sind und @iefur s € S\ J bei Multiplikation aus#¢; herausiihren. Es
konnte aber auf den ersten Blicirfy, w € W; eink € N und eine Kettey, ..., yx € W mit
ysyisoosnhsw geben, so dags§ w gilt, aber nichty §J w!

Dies ist aber durch das folgende Theorem tgfith, so dass wir im Folgenden auf die Unterschei-
dung zwischem%“ und ,,§" (bzw. s und ,,%J‘) wieder verzichten &nnen.

(6.4) Theorem (Vertriglichkeit von ,,%“ und ,,%“ zu parabolischen Unteralgebren)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C))),,ew sei die Basis
aus VI.(2.4). Weiter sei J € W und #; die zugehorige parabolische Unteralgebra. Es sei X; das
System von ausgezeichneten Rechtsnebenklassenvertretern aus VI.(3.12) und ,% die Relation aus
VI.(2.9) auf W und ,,%"‘ die entsprechende auf Wj.
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Sindy, w € Wmity% wundisty =Y -Xyundw = w’ - X,, mity', w' € Wy und Xy, X, € X3, dann
gilty’ %’ w

Beweis:Siehe BV83, Corollary 3.7] oderGed. 0
Bemerkungen:

e Das Analoge qiltfir,, <“ und die ausgezeichneten Linksnebenklassenvertreter.

e Der Beweis basiert auf einé}bersetzung der Relatign<" auf den Linkszellen vor#¢ in die
Theorie der primitiven Ideale gewisser eirllender Algebren. Diesélbersetzung verwendet
die Kazhdan-Lusztig-Vermutung, die von Brylinski und Kashiwara (si€bt€8[L]) und un-
abrangig von Béinson und Bernstein (siech&B81]) bewiesen wurde.

e Erstin [Geq ist ein elementarer Beweis im Rahmen von Iwahori-Hecke-Algebren zu finden.
e Siehe auchl[us84 Referenzen nach Theorem 5.25].

(6.5) Theorem (Induktion von Zellmoduln, vgl. [BV83, Proposition 3.15] bzw. [Lus84, (5.26.1)])
Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen in VI1.(2.1) bis V1.(2.3) und (C))),,ew sei die Basis
aus VI.(2.4). Weiter sei J € W und #; die zugehorige parabolische Unteralgebra. Es sei X; das
System von ausgezeichneten Rechtsnebenklassenvertretern aus VI.(3.12) und ,% die Relation aus
VIL(2.9).

Weiter sei A € W; eine nach unten abgeschlossene Vereinigung von Rechtszellen von #;, es seien
also mit jeder Rechtszelle T' C A auch alle Rechtszellen T mit T T in A enthalten.

Dann ist AX3 € W eine nach unten abgeschlossene Vereinigung von Rechtszellen von J und es gilt

RC™ = Indy;, RCjy) := RCyy) © #  als #-Moduln,

wobei der Index #; andeutet, dass der Zellmodul beziiglich der Iwahori-Hecke-Algebra #; gemeint
ist.

Bemerkung: In [Lus84 (5.26.1)] steht ein entsprechendes ErgebinisModuln fur die Gruppenal-
gebraQWw.
) )

Beweis: Wir fixieren fur jedesx € X; einen festen reduzierten Ausdrugk= s; * S Mit

s e Sfirl <i < I(x) so, dassiir alle ky # x € X mitt := s, fiir den Ausdruckx t =

stV sy gilt, dasss™ = s fiur 1 < j < I(x) — 1 ist. Dies geht, da nach Deodhars
LemmaV1.(6.2) jeder solche Anfang wieder ein ausgezeichneter Rechtsnebenklassenvertreter ist und
man induktiv von den kurzen zu den langen Elementen Xgrdie reduzierten Ausdicke wahlen

kann (vergleiche@GP0Q 2.1.2, Algorithm B]).

Wir fuhren nun einige alikzende Bezeichnungen ein: Es bei N die gid3te Lange eines ausge-

zeichneten Rechtsnebenklassenvertreters. Wir sefzén i < I:

1O = |w' € Aundx € X; undl(x) <i), € #,

( w’-X

wobei (—) 5 fUr das Erzeugnis al&-Untermodul von# steht.

Fasst mar @ c #¢; € # als A-Untermodul von#; auf, dann ist es ein Rechtsideal und &s-
Gitter isomorph ZLRC%J), daA nach unten abgeschlossen ist.

Firw’ € #¢; undx € X; sei

Cw',1w):=C,, und Cw', X):= c;u,-c;;x)- 'C%&% € H.
Wir setzenfiro<i <|I:
[V :=(Cw',x) |w € A undx € X3 undl (x) < i), € 7.
Um Spezialélle zu vermeiden, setzen wif? = =D := {0}.

Wir beweisen nun gleichzeitig induktiv die folgenden drei Aussadie® i < I:
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@) Cw',x)—C., eli-Vfurallew e A undallex € X; mitl(x) =i.
(b) 1O =10,
() 10-V.c.c1Dfiurallese S.

Wir betrachten zuschst die drei Aussageiirfi = 0:

Es seiw’ € A. Nach Definition istC(w’, 1w) = C.,, also ist fir (&) nichts zu zeigen. Die Aussage
(o) folgt sofort und Aussage Eist klar, dal = = {0} < 1© ist.

Es seinun X j < | unddie drei Aussageitiif allei < j bereits bewiesen. Es sef € A undx € X,
mitl(x) = j — 1 unds € Smit xse X; undl(xs) = j. Zusatzlich seierx unds so gevahlt, dass in
dem oben fixierten reduzierten Ausdrudk ks der Erzeuges ganz rechts steht (jedes Element von
X; der Lange|j kann so erreicht werden wegen der Bemerkungen nach Levfirt@&?2)). Dann ist
w'xs > w’x und es folgt mit Gleichuny|.3:

Con Cl=Clnst+ >  ny.wx)-Cj. (VL.7)
<wx

I (Y)?él (w X) (3]

Alle Cg,, die in dieser Summe mit(y, w'x) # 0 vorkommen, liegen i -D: Jedesy € W, das
in der Summe vorkommt, istamlich Bruhat-kleiner als’x und es giltys < y. Schreibt man also
w’ und x als reduzierte Ausdicke und Rngt diese zusammen, dann @thman einen reduzierten
Ausdruck fir w'x (siehe Propositiow1.(3.12)) undy ist gleich einem Teilausdruck (sied.(1.2)).
Deswegen gilt: Isy = y'zmity € W; undz € Xj, dann ist (z) < I(x), da sonsz = x und damit
ys > y ware. Da offensichtlicly S w’'X ist (es gilt ja sogay 5 w’X), folgt mit Theoremv1.(6.4), dass
y < w’, alsoy’ € A ist, weil A nach unten abgeschlossen ist.

Nun folgt die Aussage (asofort:

é(w/, XS) — Cr/u’xs = é(w/, XS) — w 'X C/ + Cz/u 0% C/ Cz/p 'Xs
= Cw,x) — C.,) Ci+ Z u(y, w'x) - C;
(-2 | y|<w’X
- w'x) (2
el wg. (8-1) VAW @

el Pwg. (g11) €192 c10-Ywg GLVIL7

Hier haben wir die Aussagen;j(a) und (G_,) fur den ersten Teil und die Gleichuhd.7 mit den
Argumenten danactiif den zweiten Teil benutzt.

Die Aussage ( folgt nun direkt aus (3 und (§_1), da sich die Elemente, die vdii— nachi )
als Erzeuger hinzukommen, von den Elementen, dielvorP nachl () als Erzeuger hinzukommen,
jeweils um ein Element aus! Y = [0~ unterscheiden.

Es bleibt, die Aussage jczu beweisen: Isw’ € A undx € X; mitI(X) = j — 1, dann ist @r
jedess € Sentwedenw’'xs > w'x oderw’xs < w’X. In ersterem Fall &nnen wir wieder Gleichung
VI.7 betrachten, die Summe darin liegt nach den Argumenten von obkfiiH, also bleibt noch
Cl s € 11 zu zeigen. Isxs € X;, dann istC/, . € |}, ansonsten gibt es nach dem Lemma
von DeodhatV/I1.(6.2) einu € J mit xs = ux, so dassw’'xs = w'ux € W;x ist. Da wieder aus
w'XS = w'ux Sw X mit TheoremVI.(6.4) folgt, dassw’u S w’ und damitw'u € A ist, liegt also
C, . Cgin Jedem Fall inl ), Diese Argumentation funktioniert auch dann, wenn der oben fixierte
redu2|erte Ausdruckilr xs € X; nicht aufs endet.

Im zweiten Fallw'xs < w'x ist laut Gleichung/I.3 das Produk€/ , -C, = (v¥?4+vY2).C,x € D

und damit die Aussagej(cgezeigt.

Durch Induktion sind damit (& bis (g) fur 0 < i < | bewiesen.

Istw € Aundx € X; mitl(x) = I, dann gibt es keirs € Smit xs > x undxs € X;. Damit
funktioniert die obige Argumentatioriif () auch nochiir j = | + 1 und zeigt sogar, dads"
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ein #-Modul ist. Der Rang vorl O als freier A-Modul ist gleich dem Rang von @ﬁf multipliziert

mit der Anzahl der Elemente voX;, also dem Index voiwV; in W. Da | ® als A-Modul von einer
Teilmenge eine-Basis voni¢ erzeugt wird (indiziert durchh X;), ist es ein reineA-Untermodul
von Jt.

Fir alle Elemente i\ X 5 g||t dass S|eg kleiner oder gleich einem Element aasind, dafirw’ € A

undx € Xy mitx = s+ - - s

w'X % U/S{X) . 5((Xx))—1§ . % w/six) % w'

gilt (man beachte, dass die einzequ?ﬂ das Wort jeweilsdanger machen und deshalb mit Gleichung
VI.3 und DefinitionV1.(2.9) sofortw's{ - s™ < w's - s, fiir 1< j < 1(x) folgt).

Andererseits kann diedif kein Element vorW \ AX; gelten dal (') ein J¢-Untermodul von#

ist und wir das Kriterium inv1.(2.11) benutzen knnen. Also istA X der% -Abschluss nach unten
von A in # und AXj; ist eine nach unten abgeschlossene Vereinigung von Rechtszellef von
Dementsprechenddkinen wiriiberhaupt von RG”? reden und es ist RE*? = 10,

Da aber#; lautVI.(6.1) eine Unteralgebra vos istund RC, ein Rechtsideal ik, ist, konnen wir
Letzteres als Teilmenge voif auffassen. Mit dieser Einbettung ist der induzierte Modu};R@ H
dann isomorph zung¢-Erzeugnis von R§, in .

Dieses ist aber gleich®, da dieC, ganz #¢ als Algebra erzeugen. Damit sind alle Behauptungen
bewiesen. O

(6.6) Korollar (Induktion von Zellmoduln, vgl. [BV83, Proposition 3.15] bzw. [Lus84, (5.26.1)])
Es gelten dieselben Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in VI.(6.5) mit dem Unterschied, dass
A nur eine <—konvexe Vereinigung von Rechtszellen von J; sein muss.

Dann ist AX J € W eine —konvexe Vereinigung von Rechtszellen von # und es gilt
RCy, ™ = Indj RCj) := RCy) ® #  als #-Moduln,
RN

wobei der Index #; andeutet, dass der Zellmodul beziiglich der Iwahori-Hecke-Algebra #; gemeint
ist.

Beweis: DassA -konvex ist, bedeutet, dass eine nach unten abgeschlossene VereiRigamg
Rechtszellen vott; existiert, so dask U A bedZiglich,, g“ nach unten abgeschlossen und A = ¢
ist. Wenden wir nun Theoremil.(6.5) aufI" U A und aufF an, so folgt, dass

RCy "% = ndf RC,Y™  und  RG,™ =Ind} RC),

als #¢-Moduln ist. EsistAX; = ((I' U A)X;3) \ (' X;3) und damit%-konvex.

Da aber# als Links-#;-Modul frei und damit projektiv ist (siehedP0Q 4.4.7]), ist# als Links-
F€3-Modul auch flach (sieneJR81, (2.28)]), also ist Induzieren ein exakter Funktor. Da sowohl das
#;-ldeal RG,) im #,-deal RC,," als auch dasit-ldeal RC, ™ im #-ldeal RC; ") ein

A-reiner A-Untermodul ist, folgt auchifr die Faktormoduln RE*? = Ind7, RC}). O
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VI.7 Projektive Zellmoduln

In VI.(2.12) sind die Zellmoduln zuéchst tir generische Iwahori-Hecke-Algebren definiert. Spezia-
lisieren wir die Algebra, so erhalten wir aber mit derselben Methode Zellmodubfié spezialisierte
Algebra. Da diese im Allgemeinen nicht halbeinfach ist (siehe ¥IB3.4) fur Typ A), sind nicht

mehr alle einfachen Moduln projektiv und die projektiv unzerlegbaren sind besonders interéssant f
die Darstellungstheorie.

Induziert man projektive Moduln von parabolischen Unteralgebreid/tarian wieder projektive (be-
nutzel.(1.4) und, dass eine lwahori-Hecke-Algebra frei als Modul ihre parabolischen Unteralge-

bren ist).

Insofern geben die Ergebnisse des letzten Abschnitts Anlass zur Hoffnung, dass unter den Zellmoduln
spezialisierter Iwahori-Hecke-Algebren zumindest diejenigen projektiven Moduln zu finden sind, die
man durch sukzessives Induzieren von parabolischen Unteralgebren erreichen kann.

Es zeigt sich nun in Beispielrechnungen mit dem Computer, dass sogar noch mehr projektive Moduln
unter den Zellmoduln sind als erwartet.

In diesem Abschnitt wird ein solches Beispiel vorgestellt.

(7.1) Das Poset der Rechtszelleriif Typ A 4

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzung¥ih (A.1) bis VI.(2.3) und(C,)) ,ew sei die Basis
ausVl.(2.4). Das CoxetersysteifW, S) und damit# sei vom Typ A.

In diesem Fall zedllt die WeylgruppeW in 26 Rechtszellen, deren Nummerierung wir festlegen,
indem wir in der folgenden TabelMl.2 fir jede Rechtszelle ein darin enthaltenes Gruppenelement
angeben (genauer sogar die Duflo-Involution Hu€5.3)).

] Rechtszelle\ Enthaltene Dquo-Invqutiorﬂ Rechtszelle\ Enthaltene Dquo-Invqutiod

1 $1981 53981 4SHS1 14 $S53954S3S2
2 $1981539S1 15 $S3S
3 S1981%4 16 515395145352
4 $19251 5354835251 17 4

5 $19S1 18 332
6 S1S35483 19 5153943
7 S19$3924S392S1 20 S

8 1S3 21 $S1S2
9 19595 22 S3S4S3
10 S1539S143 23 S3

11 SR 24 $39%S3
12 155354535251 25 S

13 St 26 idw

Tabelle VI.2: Identifikation der Rechtszellen beim Typ A

Im folgenden BildVI.3 ist das Hasse-Diagramm des Posets der Rechtszélahef Iwahori-Hecke-
Algebra vom Typ A abgebildet. Die Vertizes entsprechen den 26 Rechtszellen, die durchnummeriert
sind. Weiter unten liegende Zellen sind kleiner als weiter oben Iiegendﬂghxﬁz,,%“, wenn sie

durch eine Linie verbunden sind. Die auf gleichéiti¢ angeordneten Rechtszellen liegen in einer ge-
meinsamen zweiseitigen Zelle. Am linken Rand istjede zweiseitige Zelle die Partition als Young-
Diagramm abgebildet, die dem Isomorphietyp der einfachen Rechts-Zellmoduln darin entsprechen
(sieheVL1.(3.3) bzw. VI.(3.9)). Am rechten Rand sindif jede zweiseitige Zelle dia-Werte (siehe
VI.(5.3)) der Weylgruppenelemente aufgéft.
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a=0

a=1

a=2

a=3

a=4

a=6

a=10

Abbildung VI1.3: Poset der RechtszellearfTyp A4

Die Zelleinteilung und -Anordnung wurde mit deBHEVIE-Paket (siehe GHL"96]) unter dem
Computer-Algebra-SysteBAP3 (siehe B"95]) berechnet und das Poset wurde mit d&@AP4-
Paket (sieche@N99) unter GAP4 (siehe [FAP0Z) gezeichnet.

(7.2) Spezialisierung mite=3 und{¢ =7

Wir spezialisieren nun die generische lwahori-Hecke-Algetsreom Typ A, zu derjenigerilber dem
KorperF; mit sieben Elementen und Parameter [F7, so dassi Ordnung 3 hat (d.re =3 und¢ =7

im Sinne von KapiteVIl). Genauer gesagt benutzen wir den Ringhomomorphismus — F,, der
die kanonische Abbildung — Z/7Z = [ fortsetzt undv? auf 6(3) (in GAP ist dasZ(7) )

abbildet, ein Element der Ordnung 6lir = Z/77Z (vergleiche Abschnitt/.(2.2)).

Die zugeldrige Zerlegungsabbildungdy lasst sich dann durch die Zerlegungsmatrix in Tabéll&

beschreiben.

Partitionen| 3-regubire: | 5 4,1 3,2 3,1,1 221
Dimension| 1 4 1 6 4
5 1 1 Indexdarstellung
4,1 4 1
3,2 5 1 1
3,11 6 . 1
2,21 5 1 . 1
2111 4 1
1,1,11,1 1 1 . . Signumsdarstellung

Tabelle V1.3: Zerlegungsmatrixidr Typ A,e=3,£ =7
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Darin sind die Zeilen durch die Isomorphietypen der einfachen Modulnéhindiziert, wobei je-
weils die zugebrige Partition (sieh&/1.(3.3) bzw. VI.(3.9)) und die Dimension angegeben ist. Die
Spalten sind durch die Isomorphietypen der einfachen Moduln der spezialisierten Afgebiiadi-
Ziert, wobei ebenfalls die zugehige e-regufre Partition (sieh¥1.(3.4)) und die Dimension angege-
ben sind. In jeder Zeile stehen die Vielfachheiten, mit denen die einfachen Modulfy¥6im einer
ReduktionF; ® RC™ eines einfachen Zellmoduls R zu einer RechtszellE vom entsprechenden
Typ als Konstituenten vorkommen.

Diese Zerlegungsmatrix wurde mit deBAP3-PaketSpecht von Andrew Mathas (siehéMat97])
berechnet.

(7.3) Projektive Moduln

Mit Hilfe von Brauer-Reziprozit (siehe Theorer¥.(4.1) und die daran anschlieBende Bemerkung)
konnen wir nun aus der Zerlegungsmatrix Informatiorder die projektiv unzerlegbarer; -
Moduln ablesen. Istamlich©® mit A € @ C K ein geeigneter Ring (siené(2.3)), so dass9 #
semiperfekt ist, dann gibt es zu jedem projektiv unzerlegb&reii-Modul P eine,Hebung“, also
einen® #-Modul P mit P = F7e P. Die Spalten der Zerlegungsmatrinen nun wie folgt inter-
pretiert werden:

Ist P ein projektiv unzerlegbardf; #-Modul mit einfachem Kop#V (siehelV.(2.4)), dann stehen

in der Spalte, die zum einfachen Modulgelbrt, die Vielfachheiten, mit denen die einfachiér#-
Moduln als Konstituenten in einem ModKIP mit P = F79 P vorkommen.

Es gibt also einen projektiv unzerlegba®n#¢-Modul P, desserK P in dieser Weise als Konstitu-
enten jeweils einmal einen Einfachen zur Partitign2, 1) und einen zur Partitio(2, 1, 1, 1) entralt.

Es sei nuny; fur 1 < i < 26 jeweils die Rechtszelle mit Nummier

Betrachtet man den Zellmodul R€V*14 und seine ReduktioR; ® RC*19Y*19 dann kann man mit
dem Computer nachrechnen, dass dieser ein projektiv unzerledbafeModul ist.

Analoges gilt fir den Zellmodul RE2VF29 und fur viele weitere Beispiele von Zellmoduln, audh f
andere Typen als Typ A.

Leider wird der Rechenaufwandif die Kazhdan-Lusztig-Basis mit steigendensehr schnell sehr
grof3, so dass solche Beispiele bislang nur bis zu den TypeBsAind D betrachtet werden konnten.
In diesen Rechnungen zeigte sich, dass sehr viele projektive Modiugpézialisierte Algebren als
Zellmoduln auftauchen. Die projektiv unzerlegbaren sind nicht immer dabei, aber dem Autor ist bis-
lang kein Fall bekannt, in dem nicht mindestens ein sogenaphtesc set’, also eine Menge von
projektiven Moduln, deren Isomorphieklassen eine Basis der projektiven Grothendieck-Gruppe bil-
den, unter den Zellmoduln waren.

(7.4) Bemerkungen zu den Rechnungen

Bei den gblReren Beispielen wird der Rechenaufwaiaddie Kazhdan-Lusztig-Basis schnell extrem

grol3. Deswegen wurden dafdie Ergebnisse des Programm@exeter (siehe §C99 und [dC91)
nachCHEVIE/GAP3 importiert.

Die daraus resultierenden Zellmoduln wurden dann nach der Spezialisierung wied@2hR8%x-

portiert und es wurde mit dem ProgrammpakeMeatAxe (siehe Rin0() eine Kompositionsreihe

und die Radikalreihe berechnet. Dabei kamen Programmesat8g zum Einsatz.

Das entscheidende Argument zum Nachweis der Projektigit dann das folgende: It ein Modul,

dessen einfache Konstituenten mit denen eines aus der Zerlegungsabbildung bekannten projektiv un-
zerlegbaren Modul@bereinstimmt (Vielfachheiten ga#flt!), und ist der Kopf vorM einfach, dann

ist M selbst projektiv unzerlegbar.
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(7.5) Interpretation und Erkl &rungsversuch

Auf den ersten Blick ist es sehr veiiflend, dass man unter den Zellmoduln projektive Moduin f
spezialisierte lwahori-Hecke-Algebren findet, dennaathst ist kein guter Grund dafersichtlich.
Andererseits entstehen die Zellmoduln aus Filtrierungen desamguModuls, denn die Relationen

" §“ und,, %“ sind ja gerade so definiert, dass man IdealékfsieheV1.(2.9) bis VI.(2.12)). Insofern

ist es nicht ganz abwegig zu hoffen, dass gelebstoff', der in den nicht einfachen Zellmoduln
sozusagen die einfachen Konstituenfeasammendlt’, etwas mit projektiven Moduln, also direkten
Summanden von freien, zu tun habémkite.

Tatsachlich wurde in Abschnity/1.6 gezeigt, dass induzierte Moduln von Zellmoduln parabolischer
Unteralgebren wieder Zellmoduln sind. Da induzierte Moduln von projektiven wieder projektiv sind
(siehel.(1.4)), ist zu erwarten, dass man unter den spezialisierten Zellmoduln zumindest diejenigen
Projektiven findet, die durch sukzessives Induzieren von parabolischen Unteralgebren zu erhalten
sind.

Das obige Beispiel RE1VE14) |3sst sich aber durch dieses Argument nichtéed! Betrachtet man
namlich alle projektiv unzerlegbaren Moduln maximal parabolischer Unteralgebren und ihre Induk-
tion zu #-Moduln, so kommt der Isomorphietyp von R@“*1 nicht vor.

Betrachtet man hingegen die sogenannte i-Induktion, also Induzieren mit nachfolgender Zerlegung
in Blocke, so zeigt sich, dass der Isomorphietyp vorf>REx tatsachlich durch Induktion eines
projektiv unzerlegbaren Moduls einer maximal parabolischen Unteralgebra vom sTygpAd und
anschlieRender Zerlegung indke erhalten werden kann.

Andererseits ist — zumindest dem Autor — unklar, wie die Zerlegung @B im Zusammenhang

mit Zellmoduln zu einem Argument benutzt werden kann, dasimetgn Knnte, warum so viele
~Kleine" projektive Moduln unter den Zellmoduln sind.

Zumindest deuten Beispielrechnungen darauf hin, dass folgende Hypothese richtigrsde k
Betrachtet man eine biglich <" nach unten abgeschlossene Meng&on Rechtszellen, so dass

der Charakter des zugétigen Zellmoduls R€’ nach Spezialisierung eine Summe von projektiven
Charakteren ist, dann ist auch RCselbst ein projektiver Modul.

Spekulation: Wenn man zeigendnnte, dass zumindest gjhasic set* von projektiven Moduln aus
den Zellmoduln gewonnen werdeirnte, dann &tte man wordglich explizite generische Moduln

fur # mit einer ausgezeichneten Basis, auf die man die Methoden aus Kapaelwenden &nnte,

um eine explizite Konstruktion von primitiven Idempotenten zu gewinnen, bei der die Nenner der
Koeffizienten beispielsweise in def-Basis kontrolliert werdendnnten. Dies vare im Hinblick auf
Kapitel VIl sehr interessant.



Kapitel VI

Die James-Geck-Vermutung

In diesem Kapitel wird eine bislang unbewiesene Vermutung von Gordon James aus dem Jahr 1990
vorgestellt. Urspiinglich (siehe Jam9Q Abschnitt 4]) ist diese Vermutundif g-Schur-Algebren vom

Typ A formuliert. In dieser Arbeit behandeln wir die Versiair twahori-Hecke-Algebren. Wir geben
zurachst eine Formulierung wieder, die séhnlich zur Urversion ist, und dann eine, die von Meinolf
Geck stammt (sieheédec98 Conjecture 3.4]). Zur Vereinfachung besahken wir uns auch hier auf
den Typ A.

Der zweite Teil dieses Kapitels begdtigt sich mit zwei neuen Umformulierungen dieser Vermutung
mit Hilfe von Brauer-Reziprozit und Idempotenten.

Im dritten Teil folgt eine weitere Umformulierung, bei der der Rang einer Gram-Matrix nach ver-
schiedenen Spezialisierungen verglichen wird.

Von hier anandert sich die Struktur des Dokumentsahend bisher in jedem Unterabschnitt ein
Verweis auf die Stelle angegeben war, wo die verwendeten Bezeichnungeruibimgefrden, wird

nun ein zusammedmgender Text folgen, in dem einmal einglefte Bezeichnungen ohne weiteren
Kommentar bis zum Kapitelende weiter verwendet werden.

VII.1 Bisherige Formulierungen

(1.1) Bezeichnungen

VoraussetzungenEs seiA := Z[v, v~1] der Ring der Laurent-Polynome in der Unbestimmiéiber
den ganzen Zahlen und := Quot'A) = Q(v) der Quotiententirper vonA. Weiter sei(W, S) ein
endliches Coxetersystem vom Typ A (mit n > 2), es sind alsaV = §, die symmetrische Gruppe
auf{l,...,njundS={(1,2),(23),...,(n—1,n)} ihre Coxetererzeuger. Mitf := FHa(W, S, v)
sei die generische Ein-Parameter-lwahori-Hecke-Algebra bezeichnet {8i€¢h&)) und mit K #
ihre Konstantenerweiteruri§  7¢ (vgl. 1.(3.2)).

Folgerungen: Wie in VI.(1.4).(iii) angemerkt ist# eine A-Ordnung, also einé\-Algebra, die als
A-Modul endlich erzeugt und frei ist. Der Ring ist als Lokalisierung des faktoriellen Ringgv]
ganz-abgeschlossen in seinem Quotienbepdr K . Die Konstantenerweiterung ¢ zerfallt UberK
(siehe Theorenvl.(3.1)) und K # ist halbeinfach (sieh¥1.(3.3) oder betrachte die Spezialisierung
v — 1 € Q und benutze Tits’ Deformationssatz, sie&0Q 7.4.6]).

Voraussetzungen:Es sei¢ eine rationale Primzahl, ein endlicher Krper der Charakteristik und
0, : A — L eine Spezialisierung wie in Abschniit(2.1), es sei als®@, ein Ringhomomorphismus,
so dasd. der Quotientensirper voné, (A) ist. Wir fassenL vermbge6, als einenA-Modul auf und
bezeichnen die Konstantenreduktib@ J¢ mit L#. Es seiu :=6,(v) € L.

Wir bezeichnen mie = e(u) € N die kleinste nairliche Zahl, fir die 14+u+u?+---+u®?! = 0ist.
Das bedeutet, dagsim Fall u # 1 gleich der multiplikativen Ordnung vamin L und sonst gleich
der CharakteristiK ist. In jedem Fall ist alse > 1.

112
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Folgerungen: Der KorperL ist lautVI.(3.1) Zerfallungslkorper fir L 7.
Die Spezialisierung, erfullt damit alle Voraussetzungen, diarfdie Definition einer Zerlegungs-
abbildung nachv.(2.2) notwendig sind. Wir bezeichnen die zugeige Zerlegungsabbildung mit

dy, : Ro(KH) — Ro(LFH).
Wir kdnnen nun die erste Fassung der Vermutung formulieren:

(1.2) Vermutung (James-Vermutung fiir Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A)

(vgl. [Jam90, Abschnitt 4])
Es seien alle Bezeichnungen wie oben. Zusétzlich sei L = F, der Korper mit ¢ Elementen.
Betrachtet man alle Moglichkeiten fiir 6, mit einer festen Charakteristik £ und festem € = e(U), wobei
e- ¢ > nist, dann hingt die Zerlegungsabbildung d,, nicht von 6,, also insbesondere nicht von u ab.
Genauer: Sind 6, : A— L und 6, : A — L’ zwei Spezialisierungen wie oben (mit L = L' =TF),
fiir die gilt, dass € := €(0,(v)) = e(@,(v)) und e- £ > n ist, dann gibt es einen Isomorphismus
¥ Ro(LH) — Ro(L'FH) abelscher Gruppen, der die Klassen der einfachen Moduln erhilt, so
dass fiir die beiden Zerlegungsabbildungen dy, und dy; der Zusammenhang dy; = o dy, gilt. Hierbei
steht L # fiir die Konstantenreduktion von J beziiglich der Spezialisierung 6, und L' # fiir diejenige
beziiglich 6,.

(1.3) Bemerkungen
e In[Jam90Q Abschnitt 4] wird diese Aussagéifg-Schur-Algebren mit Hilfe von Zerlegungsma-
trizen formuliert. Dort wird sogar auf die Voraussetzung= I, verzichtet. Die Formulierung
hier ist eine Interpretation der Aussagen Jain90 Abschnitt 4] fir Iwahori-Hecke-Algebren
vom Typ A, die den Bezeichnungen in dieser Arbeit angepasst wurde.

e Die Voraussetzung € F, kommt daher, dass die Spezialisierungenagt&chur-Algebren in
[Jam9Q vom Studium der-modularen Zerlegungsabbildungen der Gruppeg @Lkommen,
wobeiqg € N eine Primzahlpotenz ist, die nicht durtteilbar ist ( nicht-definierende Charakte-
ristik'). Dementsprechend ist der Paramatarach der Spezialisierung einfach dienodulare
Reduktion der ndfrlichen Zahlg und liegt damit im Primkrper. DaL = Quot(A) vorausge-
setzt wurde, folgt sofort, dads = I, ist. Diese Voraussetzung erscheint aber aus Sicht der
Iwahori-Hecke-Algebren bzw. derSchur-Algebren énstlich.

Fur die Version nach Meinolf Geck (vglGec98 Conjecture 3.4]) brauchen wir einige weitere Be-
zeichnungen:

(1.4) Bezeichnungen

VoraussetzungenZusatzlich zu den Bezeichnungen aui$.(1.1) sei nunp der Kern der Spezialisie-
rungé, : A — L. Weiter sei;. eine primitivee-te Einheitswurzel im KreisteilungskperkE := Q(¢e)
und g das zugedirige Kreisteilungspolynom ifZ[v]. Es seiq := ¢ - A das vonge in A erzeugte
Hauptideal. Die kanonische Abbildu#jv] — F,[v] sei mitz bezeichnet.

Folgerungen: Da L ein endlicher Krper der Charakteristik ist undu = 6,(v) damit endliche
Ordnung hat, isp ein Primideal der ldhe 2 (siehe Korollalll.(1.3) auf Seite44), also von der Form
£- A+ p- Amit einem normierten, i[v] irreduziblen Polynonp, dessen Bild unter der kanonischen
Abbildung z irreduzibel und ungleich ist. Damit istp ein maximales Ideal. Der Restklassérher
A/p = Ay/pyp istisomorph zu, da nach Voraussetzug= Quot(6,(A)) ist. Das Kreisteilungspo-
lynom ¢ ist normiert und irreduzibel iZ[v]. Deswegen is ein Primideal der i@he 1 inA (siehe
wiederlll.(1.3)).

Istu = 1, dannist = £ undge = 1+ v + v + - -- + v*~1, also liegtge in p. Istu # 1, dann iste
gleich der multiplikativen Ordnung vomin L, also istu eine primitivee-te Einheitswurzel in. und
auch in diesem Fall liegte in p. Jedenfalls ist alsq ein Primideal von der Bhe 1 inA und es gilt
0#qCp.

Dage in p liegt, istzr (p) ein Teiler vonr (pe). Damit sind die Voraussetzungen von Korollar(2.4)
erfillt, das weiter unten Anwendung finden wird.
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Der Ringhomomorphismug, : A — E, v — ¢ hat als Kern das Primidegl und als Bild den
GanzheitsrindZ[¢e] des ZahlrpersE = Q(¢e) (siehe CR81 (4.5)]). Also istZ[¢e] als Ring iso-
morph zuA/q und E als Korper isomorph zum Quotientetper QuotA/q), der isomorph zum
Restklasserirper der Lokalisierung\, ist.

Dag C p = kerd, ist, faktorisiert der Ringhomomorphisméds : A — L uber den Ringho-
momorphismug,, : A — Z[¢] = A/q, es gibt also einen eindeutigen Ringhomomorphismus
92""‘ 1 Z[Le] — L, so das®, = Qfe o 6, ist, er bildetse auf 6,(v) ab (wir erlauben uns hier, von
Verkettung zu sprechen, da das Bild \@pim Definitionsbereich voﬁfe liegt).

Der Ring A ist ganz-abgeschlossenlf, da er Lokalisierung des Polynomring$v] ist, der eindeu-
tige Primfaktorzerlegung hat (siehgUn85 11.2.8 und 111.4.12]). Der RingA/q = Z[¢e] ist ganz-
abgeschlossen ig (siehe CR8], (4.5)]).

Wie bereits inVIl.(1.1) erwahnt istK Zerfallungslorper fir K 7. Aber auchE ist Zerfallungskorper
fur E#¢, undL ist Zerfallungslorper fr L # (siehe jeweils Theorel.(3.1)).

Damit haben wir gezeigt, dass alle Voraussetzungemlie Faktorisierung von Zerlegungsabbildun-
gen erfillt sind (sieheV.(5.1)). Um Indizes zu spareniihren wir die folgenden alikzenden Bezeich-
nungen @ir die drei Zerlegungsabbildungen aués.1) ein:

do:=0dp, =y, und  df:=dye.

Wir haben ein kommutatives Diagramm mit drei Zerlegungsabbildungewdiéd, = d;® o d,, gilt:

Ro(K 7¢) d Ro(L 7)
\ o (VIL.1)
d{e dZ{e
Ro(EJ)

Nun kdnnen wir die James-Geck-Vermutung formulieren:

(1.5) Vermutung (James-Geck-Vermutung fiir Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ A)

(vgl. [Gec98, Conjecture 3.4])
Es seien alle Bezeichnungen wie oben. Zuséitzlich sei L = IFy, der Kérper mit £ Elementen und £ > n,
also kein Teiler der Gruppenordnung von W = §,.
Dann ist die Zerlegungsabbildung dge ein Isomorphismus, der die Klassen der einfachen Moduln
erhilt.

(1.6) Bemerkungen
e Diese Vermutung ist inGec9§ allgemeiner iéir Iwahori-Hecke-Algebren von beliebigem Typ
formuliert wobei vorausgesetzt ist, dass alle Parameter Potenzen derselben Unbestimmten sind.
Zur Vereinfachung beschnken wir uns hier auf den Typ A, da man sonst allgemeitr
Dedekindringen stattberZ arbeiten muss und die Quadratwurzeln der Parameter im Goundk
per braucht, um Zeéllungslorper zu erhalten.

e Auch hier erscheint die Voraussetzuhg= F, kinstlich. Der Grund hieiir ist derselbe wie
der inVII.(1.3) erwahnte.

e In dieser Formulierung ist die Unalihgigkeit der Zerlegungsabbildumly von u expliziter
ausgefihrt. Die Zerlegungsabbildurdy wird namlichunabhangig von£ und u fir alle mogli-
chend, durch den,generischen” Falll,, beschrieben. Dadurch wird genau spezifiziert, dass es
nur aufe(u), also die multiplikative Ordnung vou fur u # 1 und die Charakteristik voh
furu = 1, ankommt. Insofern geht die Vermutung\ii.(1.5) sogar weiter als das Original in
VII.(1.2). Andererseits ist die Voraussetzuhg n starker alse - £ > nim Original.

¢ In der Originalformulierung inJam9Q Abschnitt 4] ist bereits die Idee der Faktorisierung von
Zerlegungsabbildungen angedeutet.
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VII.2 Neue Formulierungen mit Brauer-Reziprozit at

Wir formulieren nun mittels Brauer-Reziproziteine Aussage, die zur Version der Vermutung in
VII.(1.5) aquivalent ist.

(2.1) Vermutung (Erste Umformulierung der James-Geck-Vermutung)

(vgl. VIL.(1.5) und [Gec98, Conjecture 3.4])
Es sei J die generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A,_1 iiber dem Ring A = Z[v, v] mit
Parameter v, und £ > n eine Primzahl. Weiter sei 1 2 e € N mit e | £ — 1 oder e = ¢. Im Fall
e| £ — 1seia € Z ein Element, das modulo ¢ die Ordnung € hat, sonst sei @ = 1. SchlieBlich sei e
eine primitive e-te Einheitswurzel in C und p das Primideal £Z[Le] + ((e — @)7Z[Le] in Z[&e].

Dann ist jedes primitive Idempotent f € Z[Zel# auch als Idempotent in Q(¢e) H primitiv.

(2.2) Bemerkungen
e Dabei istZ[Ze]p die Lokalisierung vor¥[¢e] beip. Dass das Ideal ein Primideal ist, folgt dir
e| £ — 1 aus CR81 (4.34)+Beweis] undifr e = ¢ aus [CR81, (4.38)+Beweis].

e ImFalle=¢Zistp = (¢e — 1)Z[¢e], da
e-1 ' e-1 . e-1 .
Ce—D-Y g8 = Yigg =Y i
i=1 i=1 i=1
e-2 . e-1 .
— Z(I + 1) . é.ee—l—l . Zi 'é.ee—l—l
i=0 i=1
e-2 .
= P+ & -e-D Q=€
i=1

ist, weil Zje;cl, zd =0ist.

e Im Gegensatz zW1l.(1.5) kommen in der Formulierung ll.(2.1) nur Iwahori-Hecke-Algeb-
renuber Grundringen der Charakteristik O vor. Die Zerlegungsabbildigntjir die Algebren
Q(v)F# undQ(ge) H# ist durch die Ergebnisse ii\[i96] oder [LLT96, Conjecture 6.9(ii)] oder
[LLT95] bekannt, so dass James’ Vermutung durch diese Umformulierung zu einer arithmeti-
schen Fragestellung in der Algeligase) # wird.

o Statt die Aussageif alle primitiven Idempotente vo#[ el # zu formulieren, Atte man sich
auch darauf besclnken knnen, je ein primitives Idempoteriirfieden Isomorphietyp projek-
tiv unzerlegbarer Moduln zu betrachten.

e Wenn man in der obigen Situation zu jedem Isomorphietyp projektiv unzerlegBarer¢-
Moduln ein Idempotenf e Z[{e]zF# konstruieren knnte, so das$ Q(¢e) # von diesem Typ
ist, dann véare die Vermutung bewiesen. Mit Hilfe der Ergebnisse in Kapitekonnte man
solche Idempotente konstruieren, wenn man ganzzahlige Formen von projektiv unzerlegbaren
Q(ze) #-Moduln mit einer geeigneten Basigtte. Es ist denkbar, dass mit Hilfe der Beobach-
tungen, die in Abschnit?l.7 beschrieben sind, aus der Kazhdan-Lusztig-Basis solche Idempo-
tente gewonnen werdetdklnen.

(2.3) Beweis derAquivalenz der ersten Umformulierung zu James’ Vermutung

Wir zeigen zui@chst, dass ivIl.(1.5) und inVIl.(2.1) dieselbe Situation vorliegt, und danach, dass
die Aussagen der Vermutungéquivalent sind.

In der Situation der Vermutungll.(1.5) folgt aus der Voraussetzuhg= F,, dass entwede (v) = 1

ist und damite = ¢ und ked, = ¢ - A+ (v — 1) - A gilt, oder das® die Ordnung vorg,(v) in F,

ist, also ein Teiler vort — 1. Der Kern vory, ist dann wie inVIIl.(1.4) von der Formé - A+ p - A,
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wobei hier ohne Beschnkung der Allgemeinhep = v — a mit einema € Z wie in VI1.(2.1) ist, da
aus [CR81, (4.34)+Beweis] folgt, dass das Bild des Kreisteilungspolyn@mnter der kanonischen
Abbildung Z[v] — F,[v] in Linearfaktoren ze#llt. Betrachtet man nun den Kern veff bzw. das
Bild von p unteré,,, dann erllt man das Primideal = € - Z[{e] + (e — @) - Z[Ze] ausVII.(2.1).
Betrachtet man umgekehrt die Voraussetzungevilir{2.1), dann lassen sich digéif VII.(1.5) not-
wendigen Bezeichnungen leicht festlegen: Die Spezialisietdng A — F, setzt die kanonische
AbbildungZ — [, fort und bildetv auf das Bild vora in F, ab. Der Kern vorg, ist das maximale
ldeal? - A+ (v — a) - Aund die beiden anderen Spezialisierungen werden definiert Wi.{i1.4).
Damit erhalten wir die drei Zerlegungsabbildunggnd,, und dfe.

Wir kénnen nun di\quivalenz der beiden VermutungenVfl.(1.5) und VII.(2.1) beweisen. Dazu
bleiben alle Bezeichnungen und Voraussetzungen aus diesem Kapitel in Kraft.

Wir betrachten direkt die fragliche Zerlegungsabbildmﬁg: Ro(E#H) — Ro(L#) in der Faktori-
sierung. Sie kommt von der Spezialisiermfg : Z[te] — L. Der RingZ[¢e] sei mit R bezeichnet,
er ist der Ganzheitsring des Kreisteilungghers = Q(¢e) und damit ein Dedekindring (siehe
z.B. [CR8], (4.4) und (4.5)]). Der Kern voﬁfe ist gleich dem Primidegl.

Zur Konstruktion von Zerlegungsabbildungen wie im Beweis zu Propositiih5) auf Seite69 be-
nutzen wir die Lokalisierundr; von R beip, es gilt ramlichR € Ry € E und radR; N R = p. Der
Ring R; ist ein diskreter Bewertungsring (sielddt86, 11.6 und 11.4]).

Ist M also einE #¢-Modul, dann ist das Bild voiiM] € Ry(E#¢) unter der Zerlegungsabbildumkée
definiert, indem man eine beliebid®-Form vonM wahlt, deren Reduktion modufobestimmt und
zur entsprechenden KlasseRg(L #¢) Ubergeht.

Mit Hilfe desselben RingeRy konnen wir nun auch eine KIebeabbiIdueﬁg: Ko(LFH) — Ko(EFH)
zwischen den projektiven Grothendieck-Gruppen definieren. Dazu hleibefinition V.(3.1) nur zu
prufen, dasR; # semiperfekt ist. Dies gilt aber nach Korolldu(6.3) auf Seite42.

Die Klebeabbildungage ist nun laut DefinitionV.(3.1) so definiert: Istf e L # ein Idempotent, dann
ist L ein projektiver Modul. Das Idempoteritlasst sich zu einem Idempotehte R;# heben,
man kannf als Element vorE # auffassen und et einen projektiven Moduf E#¢. Das Bild der
Klasse[ f L#] € Ko(L#) ist dann die Klassgf E#] € Ko(EH).

Dieselben Voraussetzungen, dig flie Definition der Klebeabbildung notwendig waren, erlauben uns
nun, die Brauer-ReziproZt (siehe Theore.(4.1)) anzuwenden. Die Klebeabbilduaﬁ ist also die
duale Abbildung zur Zerlegungsabbildudﬁ beZiglich der Paarungen

(—|—) : Ko(EH) x Ry(EH) - Z und (—|—): Ko(LH) x Ry(LFH) - Z

aus DefinitionV.(1.12) auf Seite66.

Wegen PropositiorV.(1.13) ist die Basis vonKo(E#) (bzw. Ko(L#)), die aus den Klassen der
projektiv unzerlegbaren Moduln besteht, jeweils dual zu der BasiRgoB #) (bzw. Ry(L #)), die

aus den Klassen der einfachen Moduln besteht. Deswegeiﬁ‘*ig’enau dann ein Isomorphismus,
der die Klassen der einfachen Moduln &thwenne;® ein Isomorphismus ist, der die Klassen der
projektiv unzerlegbaren Moduln git.

Die Klebeabbildunga,?e ist genau dann ein Isomorphismus, der die Klassen der projektiv unzerleg-
baren Moduln erdlt, wenn jedes primitive Idempoterit € R;# auch als Idempotent ifQ(e) #
primitiv ist.

Damit ist gezeigt, dass Vermutumdl.(2.1) aquivalent zu Vermutunyll.(1.5) ist. O

(2.4) Bezeichnungeniir die zweite Umformulierung

In der zweiten Umformulierung werden nur Iwahori-Hecke-Algehibar Grundringen vorkommen,
die den RingA = Z[v, v~1] enthalten, es werden also Aussagier die generische Iwahori-Hecke-
Algebra gemacht.
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Dazu betrachten wir nun die beiden Zerlegungsabbildunigenndd,. Sie kommen von den beiden
Spezialisierungen,, bzw. 6,. Wir konstruieren explizit zwei Bewertungsringe, die zur Konstrukti-
on dieser Zerlegungsabbildungen wie im Beweis zu Propositi¢h5) auf Seite69 geeignet sind.
Zusatzlich ist der eine im anderen enthalten, damit sich die primitiven Idempotente in den Iwahori-
Hecke-Algebreniber diesen Ringen besser vergleichen lassen. Man beachte, dass aus dieser letzten
Forderung folgt, dass nicht beide diskret seimken (sieheNiat86, Theorem 10.1]).

Das Primideal; < A ist als vong, erzeugtes Hauptideal definiert. Das Primideal A ist von der
Hohe 2. Wie im Beweis zu Propositidh.(2.6) bzw. in VII.(2.3) folgt aufgrund der Voraussetzung
u=6,(v) € F, bzw. L = [, dass das Primidealvon der Fornt A+ pAistmitp=v—a=v-1
imFallu=1eF,undp = v —afireina € Z sonst. In letzterem Fall ist ein Urbild vonu unter
der kanonischen Abbildung — F,.

Damit sind alle Voraussetzungen von Korolldi(2.4) auf Seite48 erfullt. Es seiv die dort konstruier-
te, nicht-diskrete Bewertung: A — Z x Z U {oo}. Ihre eindeutige Fortsetzung akif(siehe Lemma
I1.(1.6).(v)) sei ebenfalls mit bezeichnet, es séi der Bewertungsring zuin K undm sein maxima-
les Ideal. In Korollaill.(2.3) wurde gezeigt, dass die Wertegruppe vagleichZ x Z ist. Deswegen
ist die erste Komponenig vonv eine diskrete Bewertung alff, der zuv; getbrende Bewertungsring
in K sei mit@’ bezeichnet, sein maximales Ideal mit es giltm’ C m C O C O’ C K.

Das bedeutet konkret, dass ein Elemépgy € K mit f,g € Z[v] teilerfremd genau dann i@’
liegt, wenng in Z[v] nicht durchge teilbar ist. Ein Elementf /g liegt genau dann im’, wenn f in
Z[v] durch g teilbar ist. Istf/g € @’ \ ', sind also wederf nochg durch g, teilbar, dann liegt
f/g genau dann Y, wenn das Bild vonf /g unter dem Einsetzungshomomorphismus> ¢e in
der LokalisierungZ[selz des Ganzheitsring&[Ze] des KreisteilungskrpersQ(ze) beim Primideal

p = LZ[Le] + (Le — ) Z[ L] liegt.

(2.5) Vermutung (Zweite Umformulierung der James-Geck-Vermutung)

(vgl. VII.(1.5), VIL(2.1) und [Gec98, Conjecture 3.4])
Es sei #t die generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An_; iiber dem Ring A = Z]|v, v~ mit
Parameter v, und ¢ > n eine Primzahl. Weiter sei 1 = e € Nmit e | £ — 1 oder € = {. Im Fall
e| £ — 1seia € Z ein Element, das modulo ¢ die Ordnung € hat, sonst sei a = 1.
Es seien q := peAundp := LA+ (v — @) A, wobei @e das e-te Kreisteilungspolynom ist.
Die Bewertung v : Q(v) — Z x Z U {oo} und die Bewertungsringe @ = {x € K | v(xX) = (0, 0)}
und O = {x € Qv) | vi(X) = 0} seien wie in VII.(2.4) definiert, es gilt also AC O C O’ C Q(v).

Dann ist jedes primitive Idempotent f € @ # auch als Idempotent in @' # primitiv.

(2.6) Bemerkungen
e In der Formulierung irVIl.(2.5) kommen nur Iwahori-Hecke-Algebrdiber Grundringen vor,
die A = Z[v, v—1] enthalten.

e Statt die Aussagdif alle primitiven Idempotente vo@ # zu formulieren, Atte man sich auch
darauf besclémken knnen, je ein primitives Idempotenirfjeden Isomorphietyp projektiv
unzerlegbare® #-Moduln zu betrachten.

e Wenn man unter den obigen Voraussetzungen zu jedem Isomorphietyp projektiv unzerlegbarer
O’ #-Moduln ein Idempotent inf € O J# konstruieren &nnte, so das$ @’ # von diesem
Typ ist, dann varre die Vermutung bewiesen. Mit Hilfe der Ergebnisse in Kagkekonnte
man solche Idempotente konstruieren, wenn man projektiv unzerlegbh&-éloduln mit einer
geeigneten Basidtte. Es ist mglich, dass mit Hilfe der Beobachtungen, die in Abschviit?
beschrieben sind, aus der Kazhdan-Lusztig-Basis solche Moduln gewonnen wénden k

e Der Unterschied zwischevill.(2.1) und VI1.(2.5) ist, dass alle vorkommenden Grundringe im
ersten Fall inQ(¢e) und im zweiten Fall inQ(v) enthalten sind. Einmal liegt also eipspe-
zialisierte" Situation vor und einmal eingenerische”. Da sich Idempotente v@iiZe) # nach
O'H, vonF,# nach@F und vonF, # nachZ[s.]# heben lassen, lassen sich die beiden
Umformulierungen relativ leicht auseinander ableiten. Das Heben von Idempotent&pifon
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nach@ # ist deutlich am aufwendigsten, denn man braucht zwei Verémitigungsschritte
mit nachfolgendem Verbessern von Idempotenten. Dies spriciit, difss die Formulierung in
VII.(2.5) ,weiter entfernt’ von der Originalversion der Vermutung ist als di¥lin(2.1).

(2.7) Beweis derAquivalenz der zweiten Umformulierung zu James’ Vermutung

Wie schon im Beweis dekquivalenz der ersten Umformulierung zu James’ Vermutunglin(2.3)
liegt hier dieselbe Situation vor wie Wil.(1.5). Es bleibt also did\quivalenz der Aussagen zu zeigen.
Esgitm’ Cm C 0 C 0 C K. Deswegen folgt ausat86 Theorem 10.1], dass’ ein Primideal

in @ istund das®)’ die Lokalisierung vor® bei der multiplikativ abgeschlossenen Teilmeitygm’
von O ist.

Die Bewertungy ist so an die Primidealkett®} C q C p C A angepasst, dass= AN m’ und

p = AN m ist. Hierbei folgt die Gleichung = AN m’ aus Korollarlll.(2.3), dav auf A\ {0} nur
Werte in(N U {0}) x (N U {0}) annimmt.

Also ist ©’ ein Bewertungsring, der wie in Propositiaf(2.5) auf Seite69 geeignet ist, die Zerle-
gungsabbildungl,, zu definieren, und ein Bewertungsring, der geeignet ist, die Zerlegungsabbil-
dungd, zu definieren, da sieamlich jeweils die Voraussetzungen\t(2.3) und V.(2.4) erfullen. Es
sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich im vorliegenden Fall jeder eitdah&odul auch schon
Uber A realisierenésst (siehel)J86 7.6]).

Laut Propositionlll.(2.6) ist aufgrund der Voraussetzurfig= 1 mode odere = ¢ der Restklas-
senlorper @ /m von @ isomorph zuL = F,. Der Restklasserikper@’/m’ von O’ ist isomorph zu

E = Q(Z), danach Lemm#.(1.9) die Lokalisierung vorA beim Primideal; gleich@’ ist und damit
O'/m' = Aq/qq = A/q = ZlLe] ist.

Zusatzlich sind@’ ¢ und @ #¢ semiperfekt. Dies folgtifr @’ aus Korollarll.(6.3) auf Seite42, da®’
diskret undK laut TheorenVI1.(3.1) Zerfallungslorper fir K # ist. Fir @ # folgt die Semiperfektheit
aus Korollarlll.(3.5) auf Seite51, da QuotA/q) = Q(Z) = E ebenfalls nach Theoreil.(3.1)
Zerfallungslorper fur E# ist. Insbesondere bedeutet dies laut Proposlti¢h.10) auf Seite40, dass
sich jeweils Idempotente vobh# = O H/mO FH nachO®H bzw. vonEH = O'H#H /m'O’H heben
lassen.

Durch DefinitionV.(3.1) sind damit zwei Klebeabbildunges, := eg{ : Ko(EH) — Ko(KFH)
und g, := e(gi : Ko(LH) — Ko(K H) definiert. Das bedeutet, dass, wehne E# ein primitives
Idempotent ist, das Bild der Klasf€E #] € Ko(E#) untere,, definiertistald f K #] € Ko(K#),
wenn f € @' # ein ldempotent ist, das bei der kanonischen Abbildgrige — E# auf f geht.
Fur e, gilt entsprechend, dass, werfn e L# ein primitives Idempotent ist, das Bild der Klasse
[fLH] € Ko(LH) untere, gleich[ f K H] € Ko(KH) ist, wennf e OH ein Idempotent ist, das
bei der kanonischen Abbildur@# — LJ auf f geht.

Wie schon bei der ersten Umformulierungrinen wir die Brauer-Reziprozit anwenden: Wegen
TheoremV.(4.1) auf Seite72 sind also die Klebeabbildunges, bzw. e, jeweils gleich der dualen
Abbildung der Zerlegungsabbildumly, bzw. d, beziglich der Paarung—|—) aus DefinitionV.(1.12)
auf Seite66. Also gilt e, = e, o e,fe mit der Abbildunge;® ausVII.(2.3). Die Zerlegungsabbildung
dée ist, wie dort schon benutzt wurde, genau dann ein Isomorphismus, der die Klassen der einfachen
Moduln ertalt, wenne,® ein Isomorphismus ist, der die Klassen der projektiv unzerlegbaren Moduln
erhalt.

Wir behaupten nun, dass dies genau dann gilt, wenn jedes primitive Idempot&ft auch in@’
primitiv ist.

Es sei tamlich f € @ # ein primitives Idempotent. Dann ist das Bifdvon f unter der kanonischen
Abbildung O # — LJ¢ ebenfalls primitiv, alsof L# ein projektiv unzerlegbarer Modul. Genauso
ist das Bildf von f unter der kanonischen Abbildur® # — E# ein Idempotent, das genau dann
primitiv (in E#) ist, wennf in @' F primitiv ist.

Dieses Bildf liegt sogar in(@/m")# < (O'/w')# = EH. Nun ist aber das Bild vori unter der
kanonischen Abbildung®/m)# — (O/m)#H = L gleich f. Die Klebeabbildunge,® wird mit
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Hilfe eines diskreten Bewertungsringsmit
O/m CRC O /m =E

definiert, iir den radR N ©O/m’ = m/m’ gilt. Also ist [fE#] € Ko(E#) das Bild untere,® von
[fLH] € Ko(LH).

Wenn also jedes primitive Idempotefite @ # auch als Idempotent i®’# primitiv ist, dann ist
eée ein Isomorphismus, der die Klassen der projektiv unzerlegbaren Modudit.eist umgekehrt

f € O ein primitives Idempotent, das sich &' # als orthogonale Summe zweier Idempotente
f = f] + f; schreibendsst, dann folgt mit derselben Argumentation, ddssH] = ege([f~LJ€])
nicht die Klasse eines projektiv unzerlegbaren Moduls ist.

Damit haben wir bewiesen, dass Vermutiig(2.5) aquivalent zu Vermutunyll.(1.5) ist. O

Bemerkung: Entscheidend bei diesem Beweis ist, dé&s® semiperfekt ist, da wir die eigentliche
Aussagsdiber primitive Idempotente ih # dadurch nacl® # heben kbnnen.

VI.3 Neue Formulierungen mit Gram-Matrizen

Iwahori-Hecke-Algebren sind in nadicher Weise symmetrische Algebren (siehe Definithifil.3)).

Sie besitzeiiiber jedem Grundring (mit invertierbarem Parameter) eine nicht-ausgearteten Spurform
(siehe PropositiorV1.(1.5)), die in der T-Basis durch di&;-Koordinate gegeben ist. Andererseits

ist jede halbeinfache Algebigber einem Krper symmetrisch (sieh€R81, (9.7)]). Betrachtet man

also eine nicht-halbeinfache Spezialisierung einer Iwahori-Hecke-Alggdgnaeinem Krper modulo

ihrem Radikal, dann eiit man eine symmetrische Algebra. Die ukspgliche nairliche Spurforme

liefert aber keine Spurform auf diesem halbeinfachen Quotienten, da sie auf dem Radikal der Algebra
nicht verschwindet. Bei der Suche nach nicht-ausgearteten Spurformen auf diesem Quotiten st
man auf Charaktere. Dies liefert eine weitere Umformulierung der James-Vermutung. Wir benutzen
hier die Ergebnisse in Abschnit5.

(8.1) Bezeichnungeniir die dritte Umformulierung

Es seien nach wie vor alle Voraussetzungen und Bezeichnungen dieses Kapitels in Kraft.

Nach Konstruktion liegt eine Situation wie W1(5.1) mit einem kommutativen Diagramm von Zerle-
gungsabbildungen (siehe Diagramvii.1) vor. Laut TheorenVI1.(3.4) ist die Zerlegungsabbildung
d;. surjektiv. Deswegendnnen wir das Kriterium in Theorem(5.5) anwenden.

Dazu seiy die Linearform aufRJ¢ (Erinnerung:R = Z[¢.] und E = Q(&e), siehe oben), die gleich
der Summe der irreduziblen Charaktere \®©# ist. Dad,, surjektiv ist, gibt es eine (nicht eindeutig
bestimmte)Z-Linearkombination/ der irreduziblen Charaktere vao# (die wir als A-lineare Ab-
bildungen# — A auffassen, vergl~eiche die Ausfrungen inv.(5.4)), fur die idg ® W = 1 ist. Es ist
danny eine Spurform auRJ¢ und s eine Spurform auf.

(3.2) Vermutung (Dritte Umformulierung der James-Geck-Vermutung)

(vgl. VIIL.(1.5) und [Gec98, Conjecture 3.4])
Es sei #t die generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ An_; iiber dem Ring A = Z]|v, v~ mit
Parameter v, und £ > n eine Primzahl. Weitersei 1 #ec€ Nmite| ¢ — 1 oder e = ¢.
Es sei 1/7 wie in VIL.(3.1) und M die Gram-Matrix von 1} beziiglich einer Basis (By),cw von #,
also M := (¥ (By - Bu))w.wrew.
Dann ist der Rang der Matrix 1g ® M iiber E gleich dem Rang der Matrix 1, @ M iiber L.

(Hier fassen wir jeweils E bzw. L vermdge des Homomorphismus 0., bzw. 0, als A-Modul auf, um
die Konstantenreduktion der Matrix M zu definieren.)
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Beweis derAquivalenz zu VII.(1.5): Wie schon im Beweis dekquivalenz der ersten Umformulie-
rung zu James’ Vermutung Mll.(2.3) liegt hier dieselbe Situation vor wie Mill.(1.5). Die Aquiva-
lenz der Aussagen folgt dann sofort aus Theo¥éfh.5). d

(3.3) Bemerkungen
e Diese Formulierung involviert nur die Charaktertafel der generischen Iwahori-Hecke-Algebra
und die Zerlegungsabbildurdy, zur Spezialisierung,,. Dies alles ist bekannt (sieharfdie
Charaktertafel $ta79 oder [Ram9] oder [Gec99 und fur die Zerlegungsabbildung\fi96]
oder LLT96, Conjecture 6.9(ii)] oder]LT95]). Damit ist im Prinzip ein Algorithmus gegeben,
um fur allee und ¢ zu berechnen, ob die Vermutung stimmt. Allerdings werden die vorkom-
menden Gram-Matrizen mit sehr schnell sehr grol3, so dass dies wohl unpraktikabel ist.

e Der Ring A = Z[v, v~1] ist nicht semi-euklidisch (sieh&Jpl80, Kapitel 5]), so dass das Kon-
zept der Elementarteiler nicht funktioniert. Dies liegt im Wesentlichen daran, dass man keinen
GaulRR-Algorithmus iir Matrizeniiber A durchfihren kann. Die Bewertungsring und @',
die wir in AbschnittVIl.(2.4) fur VermutungVIl.(2.5) definiert haben, erlauben dagegen eine
Elementarteilertheorie, so dass man die Malixals Matrix Uber® auffassen kann und die
Aussage irVIl1.(3.2) als eine Aussagiber die Elementarteiler dieser Matrix formulieren kann,
namlich dass jede®-Elementarteiler voM, der inp liegt, auch schon i liegt.

e In [Gec0l Theorem 1.2] beweist Meinolf Geck, dass die analoge Version der Vermutung in
VII.(1.5) fur g-Schur-Algebreraquivalent dazu ist, dass der Rang der Matrix des Du-Lusztig-
Homomorphismus von dey-Schur-Algebra in Lusztig’s asymptotische Algelytgvergleiche
VI.(5.3)) nur von der multiplikativen Ordnung des Parametgnsnd nicht von der Charakte-
ristik £ abhangt. Dieses Ergebnis weist erstaunliche Parallelen mit detli(8.2) gegebenen
Formulierung auf, obgleich dort von eineillig anderen Matrix die Rede ist.

Wir kbnnen auch mit dem regilen Charaktep von EJ#¢ arbeiten, wobei wir dann nur ein hinrei-
chendes Kriterium erhalten:

(3.4) Aussage (Hinreichendes Kriterium fiir die Giiltigkeit der James-Geck-Vermutung)

(vgl. VIIL.(1.5) und [Gec98, Conjecture 3.4])
Es sei J die generische Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A,_1 iiber dem Ring A = Z[v, v™1] mit
Parameter v, und £ > n eine Primzahl. Weiter sei 1 #ec Nmite| ¢ — 1 oder e = ¢.
Es sei M’ die Gram-Matrix des reguliren Charakters p von J beziiglich einer Basis (B, ),ew von
H, also M’ := (p(By, - By))w.wew-
Dann ist der Rang der Matrix 1g & M’ iiber E gleich dem Rang der Matrix 1 ® M’ iiber L.

(Hier fassen wir jeweils E bzw. L vermoge des Homomorphismus 0., bzw. 0, als A-Modul auf, um
die Konstantenreduktion der Matrix M’ zu definieren.)

Beweis: Wie schon im Beweis dehquivalenz der ersten Umformulierung zu James’ Vermutung in
VII.(2.3) liegt hier dieselbe Situation vor wie Mll.(1.5). Wir arbeiten im Vergleich z11.(3.2) an
Stelle vonyr mit dem reguhren Charaktep von E #¢, wobei wir wie oberp als R-lineare Abbildung
von R# nachR = Z[¢e] auffassen. Damit erhalten wir mit Korollat(5.6) die Aussage. d

(3.5) Bemerkungen
e Konnte man diese Aussage beweisearendie Vermutung ivlil.(1.5) bewiesen.

e Die Ausfuhrungen invI1l.(3.3) gelten sinnge@l.

e Die Aussage inVI1.(3.4) ist nicht aquivalent zur Vermutung iX11.(1.5). Betrachtet manam-
lich die Konstantenreduktion itk 5 des regudren Charakters von #¢, dann ist dies zwar eine
Summe irreduzibler Charaktere vary¢, in der alle irreduziblen Charaktere vorkommen. Der
Vektor der Vielfachheiten ist aber eifeLinearkombination der Zeilen dérmodularen Zer-
legungsmatrix zur Zerlegungsabbildudg : Ry(K#) — Ro(L#), wobei die Koeffizienten
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gleich den Charaktergraden der irreduziblen Charakterekw#sind. Obgleich diese Charak-
tergrade Teiler der Gruppenordnungyder Weyl-GruppeW = §, sind, ist es miglich, dass
(selbst fir ¢ > n) die resultierenden Vielfachheiten der irreduziblen Charaktereluv#hin
id. 2P, also dem regdren Charakter voh #¢, durch¢ teilbar sind. Eventuell hilft die Aussage
in VII.(3.4) aber, die Vermutung iN1l.(1.5) fur eine schrfere Bedingung af zu beweisen.

e Besonders interessant an dieser Aussage ist, dass die Determinante demMattisch das
nachfolgende Lemma (siehél.(3.6)) bekannt ist! Dies liegt daran, dass die dort vorkommende
Determinante der MatridN eine Einheit inA ist.

Aber selbst wenn wilM’ als Matrix iber dem Bewertungsring ausVII.(2.4) auffassen und

die Elementarteiler betrachten, dann folgt aus der Tatsache, dass die einzigen Faktoren der De-
terminante vorM’, die im Primidealp liegen (ramlich Potenzen vone), alle auch schon im
Primidealq liegen, leider nicht, dass der Rang voad M’ gleich dem Rang vonule M’ ist,

wie man an der folgenden Matrix sehen kann:

£ @e
N = .
( ge O )
Sie hat modul@ den Rang 1 und modujpden Rang 0O, ihre Elementarteiler im Bewertungsring
O sind¢ undg?/¢ (beides Elemente i®) und die Determinante voN ist gleich—¢?2.

(3.6) Lemma (Determinante der Gram-Matrix des reguliren Charakters)
(vgl. [Fle93, Proposition 1.4])

Es sei A ein Integrititsbereich und # eine A-freie A-Algebra von endlichem Rang mit einer nicht-
ausgearteten Spurformt : # — A, die # zu einer symmetrischen Algebra macht. Weiter sei A ganz-
abgeschlossen in seinem Quotientenkorper K, der Zertallungskorper fiir die Konstantenerweiterung
K# sei. Es seien p : # — A der regulire Charakter von # und ¢, € K fiir x € Irr(K#) die
Schur-Elemente (siehe Definition 1V.(2.2), wobei Irr (K #) die Menge der irreduziblen Charaktere
von K # bezeichnet). Dann gilt fiir die Determinante der Gram-Matrix M’ := (p(By, - By))w.wew
der Spurform p und die Determinante der Gram-Matrix N := (t(By, - By))w.wew der Spurform t
(beziiglich einer beliebigen Basis (B,),cw von #) der folgende Zusammenhang:

2
detM' =detN- [ (c - x@)*™".
xelr(K#)

Beweis: Siehe Fle93 Proposition 1.4]. Die Idee des Beweises ist, dass ma ff einen Basis-
wechsel zu einer Basis aus Matrix-Einheiten der Wedderburn-Zerlegung drchh dieser Basis
ist obiges Ergebnis sofort klar. O

Bemerkungen:
e Die Voraussetzung, das®¥ durcht zu einer symmetrischen Algebra gemacht wird, bedeutet
genau, dass dét eine Einheit inA ist.

o Leider transportiert ein solcher Basiswechsel zwar die Determinante der Gram-Matrizen, nicht
jedoch die Elementarteiler.

e Bei generischen Iwahori-Hecke-Algebren vom Typ Asind die Schur-Elemente (bis auf Po-
tenzen vorv) Produkte von Kreisteilungspolynomen fur 1 < k < n (siehe [5P0Q 10.5.2]).
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VIl.4 Fazit

In diesem Kapitel wurde in Abschnitll.(1.2) die Vermutung von Gordon James fwahori-Hecke-
Algebren vom Typ A formuliert, die Motivationiir diese ganze Arbeit war. Die Vermutung ist nach
wie vor unbewiesen, es gibt nicht einmal eine explizite untere Schrénkkef Primzah¥, ab der die
Aussage der Vermutung bewiesen ist.

Mit der Umformulierung invI1l.(2.1) ist es gelungen, eine zur Vermutungvti.(1.5) aquivalente For-
mulierung zu geben, die nur Aussagérer lwahori-Hecke-Algebren in Charakteristik O exdthDort

ist namlich die Rede von der spezialisierten Algebra, wobei der Parametex-tsit&nheitswurzel ist.

Die Zerlegungsmatrixifr diese Spezialisierung ist durch den Satz von Ariki (sigkré@p]) bekannt.

In VII.(2.5) ist eine Umformulierung, die nur Aussagéher Iwahori-Hecke-Algebreiiber Ringen
enthilt, die den RingZ[v, v~1] enthalten. Dort ist also die Rede von Ordnungen in der generischen
Algebraiiber dem FunktionerikperQ(v) in einer Unbestimmten.

Durch diese beiden Formulierungen mit Hilfe von Idempotenten bzw. projektiv unzerlegbaren Moduln
konnten sich neue A@sze fir einen Beweis von James’ Vermutung ergeben, da zum Beispiel die in
Kapitel IV beschriebenen Methoden helfe@ininten, aus gewissen ganzzahligen Formen projektiv
unzerlegbarer Moduln mit einer geeigneten Basis explizit [dempotente zu konstruieren, wobei die
dabei auftretenden Nenner in den Koeffizienten kontrolliert werden.

Die Ergebnisse in Kapitall deuten darauf hin, dass die aus der Kazhdan-Lusztig-Basis konstruierten
Zellmoduln solche projektiv unzerlegbaren Moduln liefeimkten, insbesondere im Hinblick auf die
Beobachtungen, die in Abschnitt.7 beschrieben sind.

Auch die anderen Ergebnisse in Kapitédl, die sich mit der Wedderburn-Zerlegung beiitigen,

die ebenfalls aus der Kazhdan-Lusztig-Basis und ihrer dualen Basis konstruiert wird, geben Grund
zur Hoffnung auf einen Beweidif James’ Vermutung. Sie werfe@mlich ein neues Licht auf den
Lusztig-Homomorphismus in die asymptotische Algebra (skh.3), VI.(5.4) und VI.(5.5)). Im

Fall vong-Schur-Algebren hat Meinolf Geck irGec01 Theorem 1.2] bewiesen, dass der Rang der
Abbildungsmatrix des Du-Lusztig-Homomorphismus in verschiedenen Spezialisierungen mit James’
Vermutung zu tun hat. Gghge es, die Konstruktion der Wedderburn-Zerlegunggs¢hur-Algebren

zu Ubertragen, sodnnte dies einen weiteren Ansatzpurikt éinen Beweis liefern.

SchliefZlich hat die dritte Umformulierung Wi1.(3.2), die Aussagefiber Range von Gram-Matrizen

in verschiedenen Spezialisierungen macht, eine uigride Ahnlichkeit mit der Formulierung von
Meinolf Geck in [Gec01 Theorem 1.2]. Obgleich diese Umformulierung auf den ersten Blick wenig
greifbar erscheint,dnnten sich auch hieraus Ansatzpunktedinen Beweis ergeben.

Insgesamt hegt der Autor die Hoffnung, dass diese Arbeit einen Beitrag leistétizArsr einen
Beweis von James’ Vermutung zu finden.



Anhang A

Erganzungen

In diesem Anhang sind E&gzungen zum Haupttext gesammelt. Dies sind zum Einen Ergebnisse, die
zwar als solche interessant, abi@r den weiteren Verlauf der Arbeit nicht relevant sind. Zum Anderen
sind hier der Vollsindigkeit halber auch Beweise aufgenommen worden, die aus irgendeinem Grund
im Haupttext entbehrlich sind.

A.1 \ollstandigkeit und Heben von Idempotenten

Die folgenden Definitionen und Propositionen sind direkt adatB6, Kapitel 8] ibernommen und
kommen jeweils auch im Haupttext dieser Arbeit vor. Da abeM@atBq alle Ringe als kommu-
tativ vorausgesetzt sind, was im Folgenden nichtitigh wird, sind hier der Vollsindigkeit halber
komplette Beweise aufgenommen worden.

(1.1) Definition (Lineare Topologie, vgl. Mat86, Kapitel 8])

Es sei#t ein Ring,M ein #¢-Modul, A eine gerichtete Menge ur{dM; | A € A} ein System von
Untermoduln vorM mit M, > M,,, wenni < p ist. Dielineare Topologieauf M beziglich {M, }
ist dadurch definiert, dass die Mengen- M, firx € M undx € A eine Umgebungsbasis bilden.
Das bedeutet: Eine Teilmenge C M ist genau dann offen, wenn zu jedem Puxikt X einA € A
existiert mitx + M, C X.

Beweis:Es ist zu zeigen, dass das Mengensystém= {x + M, | A € A} furx € M die Axiome
einer Umgebungsbasis einer Topologie BLérfullt. Dazu ist es notwendigiif allex € M zu zeigen,
dass (ajUux nicht leer ist, dass (b} € V fur alleV € Uy gilt, dass es (c)ir alleV, W € Uy ein

Y € Uy gibt mitY € V NW und dass (d)ir alleY € Uy und alley € Y einV € U, existiert mit
V C Y (vgl. [vQ76, Satz 2.16]).

Da offenbarx € x + M, fir allex € A gilt, reicht es, (c) und (d) zu zeigeniF(c) reicht es, dassif

A, A e Aeinp e A existiert mitx+M,, € (Xx+ M;)N(x+ My). Dies ist aberifir u > 2 undu > A’/

erfullt und solch einu existiert, weil A gerichtet ist. Behauptung (d) ist richtig, darfy € x + M,

gilt, dassy + M; = x + M; ist.

Ob # kommutativ ist, spielt hietiberhaupt keine Rolle. O

(1.2) Proposition (Eigenschaften von linearen Topologien, vgl. [Mat86, Kapitel 8])

Es seien #, M, A und {M,} wie in A.(1.1). Dann sind die Addition in M, das Bilden von Negativen
und die Operation jedes Elementes von # auf M beziiglich der linearen Topologie stetig. Ist M = #
und sind die M, zweiseitige Ideale in J#, so ist auch die Multiplikation als Abbildung # x H#H — J
stetig (Produkttopologie auf # x J).

Die lineare Topologie ist genau dann hausdorffsch, wenn (1, ., M, = {0} ist.

Jede der Mengen X + M, ist offen und abgeschlossen, so dass die Quotiententopologie auf jedem
M /M;, diskret ist.

123
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Ist N € M ein Teilmodul, dann ist die Teilraumtopologie gleich der linearen Topologie auf N, die
durch das System {N N M, | A € A} gegeben ist. Die Quotiententopologie auf M /N ist gleich der
linearen Topologie, die durch das System {(M, + N)/N | A € A} gegeben ist. Sie ist genau dann
hausdorftsch, wenn N in M abgeschlossen ist.

Beweis: Vgl. [Mat86, Kapitel 8]. Zum Beweis der Stetigkeit reicht es jeweils, Stetigkeit in jedem
Punkt zu zeigen. Sind,y € M beliebig, dann folgt aug’ € x + M, undy € y + M, dass
X'+y € x+y+M, ist. Also ist die Addition als Abbildung voM x M — M stetig (Produkttopologie
aufM x M). Ebenso ist-x’ € —x+ M; undx’h € xh+ M; furalleh e #¢, daM, ein #-Untermodul
von M ist. Also ist auch das Bilden von Negativen und die Operation jedes Elemente e M
stetig.

Ist M = # und sind dieM, zweiseitige Ideale it#¢, dann ist wegelix + M, ) - (y + My) € xy+ M,
auch die Multiplikation stetig, d;, ein zweiseitiges Ideal ist.

Offenbar Bsst sich ein Punkt € M genau dann von der Nultrennen®, wenn eine Nullumgebung
M, existiert, so dasg ¢ M, ist, dann sind amlich 0+ M, undx + M, disjunkt. Also ist die lineare
Topologie aufM genau dann hausdorffsch, wefij_, M, = {0} ist.

Jede der Mengex+ M; ist offen, da mit jedeny € x+ M, auchy+ M, ganz inx+ M; enthalten ist.
Da das Komplement vor + M; aber die Vereinigung der anderen Nebenklassenvgralso offen
ist, istx + M, auch abgeschlosseurfallex € M und allex € A. Also ist die Quotiententopologie
aufM/M; fur aller € A gleich der diskreten.

Ist N € M ein #-Teilmodul, dann eidllt das MengensystedN N M, | L € A} die Axiome {r eine
lineare Topologie auN. Wir nennen diese Topologie im Folgendgimeare Topologie“, um sie von
der Teilraumtopologie zu unterscheiden.

Jede beiaglich der Teilraumtopologie offene Menge My, die also Schnitt einer offenen Menge von
M mit N ist, ist auch in der linearen Topologie aiif offen. Also ist die lineare Topologie al
feiner als die Teilraumtopologie (oder gleich). Umgekehrt ist das nicht ganz so einfach zu sehen.
Wir zeigen zuichst, dass der topologische Abschlussiner MengdJ € M bediglich der linearen
Topologie gleiclJ’ := M, ., (U+My,) ist. Der Abschluss vold besteht aus allen Punktgre M, fur
die in jeder Umgebung ein Punkt vahliegt. Da abeu € x 4+ M, genau dann gilt, wenr € u+ M;,,

ist, folgtU’ = U.

Ist eine Menge/ C N nun offen in der linearen Topologie, dannlist:= N \ V abgeschlossen, es
giltalsoU = U = Miea (U + (N N M,)). Wir fassen nurJ als Teilmenge vorM auf und bilden
den topologischen Abschluss vehin M, alsoU’ := (1, _, (U + M,). Dann istU” abgeschlossen
beZiglich der linearen Topologie alM. Aber weilU in N beZiglich der linearen Topologie abge-
schlossen ist und well + (NN M;) = (U + M) N N far allex € A gilt (U istin N enthalten!),
istU' NN =U,also(M\U)NN = V. Damit istV auch offen in der Teilraumtopologie und wir
haben gezeigt, dass die Teilraumtopologie mit der linearen Topdlbgieeinstimmt.

Fur die Quotiententopologie atdl /N sei zuraichst bemerkt, dass das Mengensystdh | A € A}
mit M; := (M, + N)/N eine lineare Topologie au¥l/N definiert, da aus, < M, fur beliebige
A, u € A sofortM;, + N € M, + N folgt. Eine MengeU < M/N ist genau dann offen in der
Quotiententopologie, wenn ihr Urbild unter der kanonischen Abbilddng» M /N offen beziglich
der linearen Topologie aw ist. Es selJ € M/N undU’ das Urbild, dann istifr einx € U’ genau
dannx+ M, € U’,wenn(x+ N)+ M; € U € M/N ist, also stimmen die Quotiententopologie und
die lineare Topologie auf1/N tberein. Offenbar isf), ., M; genau dann gleicf0+ N} € M/N,
wenn(),., N + M, = N ist, also nach dem oben Gezeigfdrin M abgeschlossen ist. O

(1.3) Definition/Proposition (Vervollstindigung, vgl. [Mat86, Kapitel 8])

Es sei # ein Ring, M ein #-Modul, A eine gerichtete Menge und {M, | L € A} ein System von
Untermoduln mit M, © M,,, wenn A < w. Die Vervollstindigung M von M ist der inverse Limes
MM/MA des Systems {M /M, | A € A} mit der folgenden Topologie: Jedes M /M, wird mit der
diskreten Topologie versehen, das direkte Produkt [ [, ., M/M, mit der Produkttopologie und M mit
der Teilraumtopologie in diesem Produkt. Diese Topologie ist eine lineare Topologie auf M, die durch
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das System der Kerne ker p, der Projektionen p, : IIm M /MA — M/M,, auf die Komponenten
des direkten Produkts gegeben ist. Die Vervol]stand1gung von M beziiglich dieser Topologie ist als
topologischer Modul isomorph zu M.

Die kanonische lineare Abbildungi : M — M, mi— (M+ My);eqp ist stetig und das Bild i (M) liegt
dicht in M. Der Kern keri von i ist gleich (Nica M., die Abbildung i ist also genau dann injektiv,
wenn die lineare Topologie auf M hausdorffsch ist.

Ein Modul M heiBt vollstindig in der linearen Topologie beziiglich {M, | A € A}, wenn die
Abbildung i ein Isomorphismus der topologischen Moduln M (lineare Topologie, siehe Definition
11.(1.1)) und M ist. Also ist M selbst vollstindig.

Ist M = # und sind die M, zweiseitige Ideale, dann ist die Vervollstindigung H ein Ring, da dann
alle M /M, Ringe sind und M der inverse Limes von Ringen ist.

Beweis:Vergleiche Mat86, Kapitel 8]. Der Kern der Projektiop, besteht aus allen Elementgn=

(X )sen € MM/MA, fUrdiexg € M, ist, ist also ein#-Untermodul. Isk < p, dannistM; 2> M,
und dax im inversen LimesM liegt, folgt ausx, € M, sofortx, € M,, dax, + M, das Bild
von x, + M,, unter der RestklassenveédperungM/M,, — M/M,; ist. Also ist durch das System
{kerp, | A € A} eine lineare Topologie au(ﬂrM/MA definiert.

Da jeder Faktor im direkten Produk{, _, M/M, mit der diskreten Topologie versehen ist, ist das
System der Mengen

New = [ ] M/Mi X+ My} = 1 sea € [ [ M/M | %, = x

AL rEA

WobeixAdurch M lauft undp durch A, eine Subbgsis der Produkttopologie. Also sind die Schnitte
Nx.. N M eine Subbasis der Teilraumtopologie &lif
Fir eink = X+ My)ser € M gllt nun

% +kerp, = Ny, . N M.

Da aber die MengeR+kerp, firx e M undu € A eine Basis der linearen Topologie avifbilden,
stimmen beide Topologieiberein.

Da die Projektionp,, surjektiv ist, ist der Quotient / ker p,, isomorph zuM/M,,. Konstruiert man
also die Vervollsindigung vonVl bediglich der linearen Topologie, dann éathman wiedeiM. Al-
so istM als topologischet¢-Modul isomorph zu seiner Vervolistdigung beiglich der linearen
Topologie.

Die kanonische lineare Abbildung M — M, die alsom € M alsi (m) = (m+ M; ), einbettet, ist
stetig, da die Verkettung, o j oi voni mit der Inklusionj : M — [[ M/M; der Vervollsindigung
ins direkte Produkt gefolgt von der Projektign, auf den FaktoM/M,, stetig ist fir alle . (hier
benutzen wir wie irl.(3.4) die universellen Eigenschaften der Teilraum- bzw. der Produkttopologie).
Das Bildi (M) voni liegt dichtinM. Sind ramlich = (x;),ex € M und eine Umgebung+ ker p,,
gegeben, dann liegtx,,) in dieser Umgebung voR.

Alle anderen Aussagen folgen direkt. O

(1.4) Proposition (Vervollstindigung und Teilmoduln, vgl. [Mat86, Kapitel 8])

Die Bezeichnungen seien wie in Definition I1.(3.1). Ist N € M ein Teilmodul, dann sind die Teil-
raumtopologie von N in M und die Quotiententopologie aut M /N lineare Topologien, gegeben durch
die Systeme {N N M, | A € A} bzw. {(M; + N)/N | A € A}. Die folgenden Vervollstindigungen
sind jeweils mit diesen Topologien zu verstehen.

Die kurze, exakte Sequenz 0 —- N — M — M/N — 0 induziert im inversen Limes die exakte
Sequenz 0 — N—> M- m wobei die letzte Abbildung sur]eknv ist, wenn die T0p010g1e eine
| -adische ist (I ein zweiseitiges Ideal in #¢). Wir konnen also N als Untermodul von M auffassen.
Esist N genau der topologische Abschluss von i (N) in M.
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AuBerdem ist Vervollstindigen ein Funktor: Sind M und M’ mit linearen Topologien versehen, dann
g1bt es zu ]edem stetigen Homomorphismus f : M — M’ genau einen stetigen Homomorphismus
f : M — M’, der mit den kanonischen Abb11dungen M — M und M’ — M’ insofern vertriglich

ist, als das Diagramm M s M/

il Ji
4 f X
M—M
kommutativ ist. Sind M und M’ Ringe (und die Nullumgebungen fiir die lineare Topologie zweiseitige

Ideale, so dass M und M’ ebenfalls Ringe sind) und ist f ein stetiger Ringhomomorphismus, dann ist
auch ft ein stetiger Ringhomomorphismus.

Beweis:Vgl. [Mat86, Kapitel 8]. Bereits inA.(1.2) wurde bewiesen, dass die lineare TopologieMuf
aus Propositior\.(1.4) gleich der Teilraumtopologie und die lineare Topologie BYfN gleich der
Quotiententopologie ist.
Wir setzenN; := NN M, furaller € A. Fur jedess € A ist N/N, ein Untermodul vorM /M;,, also
bettet das direkte Produk{ N/N;. in das direkte Prodult] M /M;_ein und die Bedingung, im inver-
sen lees(LnN/N,\ bzw. I|m M /M, zu sein, passt zusammen, so dass die Inklusiog M also
eine InklusionN € M |ndu2|ert Beide Vervollandlgungen sind nach.(1.2) mit linearen Topolo-
gien versehen. Da der Kern der Projektn—> N/N, fiir allex jeweils gleich dem Schnitt des Kerns
der ProjektionM — M/M, mit N ist, ist die lineare Topologie voN gleich der Teilraumtopologie,
die von der linearen Topologie atf her kommt (man benutze wiedar(1.2)). Insbesondere ist also
die Inklusionsabbildundg\ <> M stetig.
Ein Element(x;, + My);eca liegt genau dann i\, wenn es zu jedem, ein m, € M, gibt mit
X, + m; € N. Zusammen mit den ArgumentenAn(1.2) zum topologischen Abschluss bei linearen
Topologien folgt deswegen, dalsisgleich dem topologischen Abschlusis= M;ea (N +Kkerp,) von
N in M ist, wobeip; die Projektion vorM auf M /M, ist.
Fur M/N und seine Vervollgtindigung seien die MengdiM; + N) jeweils mitL; bezeichnet. Die
Vervollstandigung vonM/N ist also eine Teilmenge des direkten Produkfsvi/L;, da jeweils
(M/N)/(L;/N) = M/L,;, gilt. Die kanonische Abbildungy — M/N induziert nun auf jeder Kom-
ponenteM/M; des direkten Produkis], ., M/M;, eine surjektive Abbildung nachkl/L ;. Setzt man
diese Abbildungen alle zusammen und gatikt aufM ein, erfalt man eine Abbildungr von M nach
M/\N, da die Bedingung, im inversen Limgs_li\vth/Lk zu liegen, @r Bildgr von Elementen ausl
automatisch et ist. Der Kern vons ist genau das Bild der InklusioN € M, so dass also die
Sequenz aus der Proposition exakt ist. Die Abbildarigt allerdings nicht unbedingt surjektiv.
Ist andererseits die IndexmengegleichN, dann istr surjektiv: Ist ramlichg = (x+L;)ien € I\WTN
dann gilt fir allei € N, dassxi.1 — Xi € Li = N + M; ist. Also kbnnen wir induktiv durchy; := x;
undy; := x + n; fir gewissenj € N einy = (V))ien € M finden, das ein Urbild vo unter der
kanonischen Abbildungyl — M/N ist.
Es sei nunM’ ein zweiter#-Modul, der seinerseits mit einer linearen Topologiellgizh des Sys-
tems{M, | y € I'} von Untermoduln versehen ist. Weiter ski: M — M’ ein stetiger¢-
Modulhomomorph|smus Dann existiert zu jedeme ' einA € A, SO dass]\/lk c f 1(M ) ist.
Wir setzenp,, : M —> M '/M,, als Verkettung der kanonischen AbbilduNy— M/ ker p; = M/MA
mit der AbbildungM/M; — M’/M_, die durchf induziert ist. Die Abbildungp, hangt nicht von
der Wahl voni ab (solangeM; C f‘l(M;) ist, alsox ,gro3 genug*). AulRerdem passen dig
mit den Restklassenveigserungen zusammerijrfy < § kann man amlich A so grof3 viahlen dass
c fimM)N 1My = f-1(My) ist. Dann folgt, dasg, = 7 og; ist, wobeir die Restklassen-
vergroberungM’/M’ — M’/M_ ist. Das Systenfp, | y € I'} induziert dann eine eindeutige stetige
Abbildung f : M — M’ fiir dleqy of = ¢, fur alley ist, wobeiq, : M’ — M '/M;, die Projektion
ist. Nach Konstruktion gilt o f = f oi, wobeii fur die beiden kanonischen Abblldungh’h—> M
und M’ — M’ steht. Da das Bild(M) in M dicht liegt, ist f durchi o f = f oi und Stetigkeit
eindeutig bestimmt.
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Sind M und M’ Ringe, die NullumgebungeM; und M/ zweiseitige Ideale und ein stetiger Ring-
homomorphismus, dann sind alle vorkommenden Abbildungen Ringhomomorphismen. [

Bemerkung: Was hier quasjzu FulR* gezeigt wurde, entspricht der Tatsache, dass der inverse Limes
ein links-exakter Funktor von der Kategorie der inversen Systeméé«dmoduln in eine Kategori€

ist, in der die Objekte¢-Moduln tiber inversen Systemen* sind. Ein solches Objekt isgéiModul

M zusammen mit einem inversen System v&@AModuln I, und Abbildungenp; : M — I,. Die
Morphismen in dieser Kategorie sind Abbildungen zwischen den Moduln, die die Projektionen in die
inversen Systeme respektieren.

Wir wollen eine andere Kiglichkeit p&asentieren, mit der man die Vervo#sidigung konstruieren
kann. Dazu betigen wir das Konzept dedletzes”. Diese Definition und die Aussagen danach stehen
hier im Anhang, da sielir den weiteren Verlauf der Arbeit nicht b&iigt werden.

(1.5) Definition (Netz, vgl. vQ76, 5B])

Es seiX ein topologischer Raum. EiNetz in X ist dann eine gerichtete Mengezusammen mit
einer Abbildungl” — X. In Analogie zu Folgen bezeichnen wir ein solches Netann mit(x, ), cr.
Folgen sind spezielle Netze niit= N.

Ein Netz (x,),cr konvergiert gegen einen Punktx e X, wenn fir jede Umgebung von x ein
8 € I existiert, so dasg, € U istfuralley > é.

(1.6) Definition (Cauchy-Netz)

Es sei#? ein Ring,M ein #-Modul, A eine gerichtete Menge ur{dM; | A € A} ein System von
Untermoduln vonM mit M, © M,,, wenni < p ist. Ein Netz(x,),cr in M heiBtCauchy-Netz
wenn fr jedesk € A einé € I existiert, so dass, — x,» € M, istfuralley, y’ > §.

Bemerkung: Ist ' = N, dann entspricht diese Definition der einer Cauchy-Folge in der linearen
Topologie.

(1.7) Proposition (Vollstindigkeit mit Cauchy-Netzen)

Es sei # ein Ring, M ein #-Modul, A eine gerichtete Menge und {M, | A € A} ein System von
Untermoduln von M mit M, © M,,, wenn A < p ist. Weiter sei ﬂAeA M, = {0}, so dass also die
lineare Topologie auf M beziiglich {M, } hausdorffsch ist.

Dann ist M genau dann vollstindig im Sinne von 11.(3.1), wenn jedes Cauchy-Netz in M gegen ein
Element von M konvergiert. Die Vervollstindigung M von M ist als F¢-Modul isomorph zum Raum
der Cauchy-Netze in M mit Indexmenge A modulo der Cauchy-Netze in M mit Indexmenge A, die
gegen 0 konvergieren.

Beweis: Es sei zuichst die kanonische Inklusion: M — M ein Isomorphismus topologischer
H-Moduln, alsoM vollstandig im Sinne von Definitiofi.(3.1), und(x, ), r ein Cauchy-Netz irM.

Zu zeigen ist, dassx, ), r einen Grenzwertn € M hat. Dazu betrachten wir folgendes Element
(M)zrea: Da(x,),er €in Cauchy-Netz ist, gibt es zu jedeime A einé € I', so dasx, — X, € M,

ist fur alley,y” € T' mit y,y" > §(1). Wir setzenm, := X, + M, fur ein (und damit jedes)
y > 8()). Dadurch ist(m;);c ein Element vonM: Sind ramlich i, u € A beliebig mitA < u
(alsoM, > M,)undx : M/M, — M/M, die Restklassenvergberung, so istr(m,) = m,
dennwr(m,) = (X, + M,) = x, + M, = m, faralley e ' mity > §(A) undy > 5(u). Da

i ein Isomorphismus ist, gibt es ein € M miti(m) = (M;);ea. Also gilt fir jedesr € A, dass
m+ M, =m, = x, + M, fur alley > §(1) ist. Damit ist gezeigt, das&, ), r in M gegenm
konvergiert.

Es gelte nun inM, dass jedes Cauchy-Netz einen Grenzwert hat. Zu zeigen ist, dass die Inklusion
i : M — M (beachtg),_, M, = {0}) surjektiv ist. Sei alsém, ), , € M beliebig. Dann véthlen wir
ein Netz mit Indexmeng@a,, indem wir fur jedesi einen beliebigen Nebenklassenvertrgtere M

mit y, + M; = m; (Auswahlaxiom!) vahlen. Dann isty,),ca €in Cauchy-Netz: & jedesx € A

gilt namlich fur o, u’ € A mit u, u’ > A, dassy, — y, € My, weil (M)en € M ist. Also
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hat (y,),ca €inen Grenzwenn € M. Fur diesen gilt: far jedesy € A existiert einu € A, so dass
y, € m+M; istfurallev € A mitv > p. Wir wahlen ohne Einschnkungu > A und bezeichnen die
RestklassenvergberungM /M, — M/M, mitz. Dannistabem+M,; =y, +M, = 7 (y,+M,) =
7(m,) = m,. Also istm ein Urbild von (m;),ca unteri. Damit haben wir die Surjektivt voni
gezeigt.

Das direkte ProdukK], ., M ist ein #-Modul. Wir betrachten darin den Untermodtilder Cauchy-
Netze inM mit IndexmengeA und darin den UntermodiN der Netze inM, die gegen 0 konvergieren.
Es ist zu zeigen, dass der Quoti€@gN als F¢-Modul isomorph zuM ist. Wir verzichten absichtlich
auf die Angabe einer Topologie aQf/ N, siehe dazu die Bemerkung im Anschluss an diesen Beweis.
Wir konstruieren zuachst eine Abbildung : M — C/N: Ist (m;);c4 ein beliebiges Element iM,
dann kdnnen wir wie obenifr jedesh € A zum;, € M/M; einy, € M wahlen mity, + M, = m;.
Wir setzen dann

@((M;)sen) == (Ya)rean + N € C/N.

Offenbar ist(y,),ea €in Cauchy-Netz, daif n, u’ € A mit u, ' > A gilt, dassy, — y,» € M, ist.
Dies ergibt eine wohldefinierte Abbildung: Istmlich (y;),ca €ine andere Wahl mi; + M, = m;,
dann ist(y, — Y;).ea €in Netz, das gegen Null konvergiert, alsoNhliegt. Offenbar isty ein -
Modul-Homomaorphismus.

Wir zeigen nun, dasg injektiv ist: Sei ramlichg ((my)ca) = (Vi)rea €in Netz inM, das gegen Null
konvergiert. Das bedeutet, dass fedesi € A einu € A existiert, so dassif allev > u € A
gilt, dassy, € M, ist. Wahlen wirv > A, dann istm, € M, /M, und damitm, = 0 € M/M; als
homomorphes Bild vom, + M, unter Restklassenveigserung. Da diese Argumentatioiirfiedes
A€ A qilt,ist (My);ecp = 0.

Wir zeigen nun, dase surjektiv ist: Dazu konstruieren wir eine Abbildung : C — M, so dass
Y auf den Nebenklassen vow konstant ist. Sei@mlich (y;);ca €in Cauchy-Netz irM. Wie oben
(Beginn des Beweises) finden wir efm;,);c, indem wir zur € A ein (1) € A wahlen (ohne
Einschankung seju(A) > 1), so dassiir allev, v’ > w (1) gilt, dassy, — y,» € M, ist, und setzen
my == Y,y + Muundy ((Ya)iea) := (M;);ea. Diese Abbildung ist auf den Nebenklassen Wi
C konstant: Konvergiertamlich die Differenz zweier Netze gegen 0, dann bekommt riajefies
von beiden dir alle 2 auf diese Weise jeweils dasselimg. ISt nung((M;)seca) = (¥;)rea + N, also
y;, + M, = m, firallex € A, dann konvergiert das Net®; — y,).ca gegen Null: Zur € A wahlen
wir (1) € A wie oben. Dann giltiir allev > (1) > A, dassy, —y, = (Y, —Y») — (Y5 — V,) € M,
liegt, dennm; ist nach Konstruktion gleicly, + M, undy; + M, ist gleichm;. Der andere Summand
y; — Y, liegtin My, da(y;),ea Bild untery des Elementgm,);ca von M ist. Also ist(m;);cs €in
Urbild von (y,);eca unterg. O

Bemerkungen:

e Versieht man das direkte Produkf, ., M mit der ProdukttopologieC mit der Teilraumtopo-
logie darin undC/N mit der Quotiententopologie, dann igtnicht offen! Die Offenheit von
@ ist namlich aquivalent zur Stetigkeit der Umkehrabbildung wonDa C/N aber die Quo-
tiententopologie hat, ist diese genau dann stetig, wgrstetig ist. Um die Stetigkeit vory
zu betrachten, verwenden wir die universelle Eigenschaft der TopologieW¢siehe Pro-
position 11.(3.4)). Demnach isty genau dann stetig, weniirfalle . € A die Abbildung
p.ojoy : C— M/M, stetig ist (wir verwenden die Bezeichnungen #dus8.4)), wobei
M /M, die diskrete Topologie hat. Es reicht zu untersuchen, ob das Urbild0jog M/M;
offen in C ist. Dieses besteht aus allen Cauchy-Netzen, stiélie3lich inM," liegen. Es gibt
aber keine offene Menge in der Produkttopologie y¢p., M, deren Schnitt miC komplett
im Urbild von {0} € M/M,; liegt, da offene Mengen im Produkt immer nur Vereinigungen von
Mengen sind, die kartesische Produkte sind, in denen fast alle Faktoremgaimzl. Also ist
¥ nicht stetig und damit isp nicht offen. Diese Topologie af/N ist also offenbar nichidie
richtige®!
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¢ In dieser Proposition kommt man in Wirklichkeit mit Folgen statt Netzen aus, solange jeder
Punkt eine akihlbare Umgebungsbasis hat. Erst wenn die Indexmanigeine kofinale Teil-
folge besitzt (das ist eine Abbildunfy: N — A mit der Eigenschaft, dasérfaller € A ein
n € N existiert mit f (n) > 1), hat in der linearen Topologie at¥ nicht mehr jeder Punkt eine
abzhlbare Umgebungsbasis.

(1.8) Korollar (Volistindigkeit bei der | -adischen Topologie)

Es sei # ein Ring, M ein #-Modul und | ein echtes, zweiseitiges Ideal in # mit [,y 1" = {0}.
Dann spezialisiert die Vervollstindigung M aus Proposition 11.(3.1) laut Proposition A.(1.7) zum
Raum der Cauchy-Folgen in M modulo der Nullfolgen. g

A.2 Nicht-diskrete Bewertungen aufZ[v]

Dieser Abschnitt besditigt sich mit einem Teil der &le aus Abschnittil.(2.3), namlich denjenigen,

in denen das Bhe-2-Primideal von der Primzahlund dem Erzeuger vogerzeugt wird. In diesen
Fallen sind andere Beweisedglich, die ein anderes Licht auf die Situation werfen. Deswegen ist
dieser Abschnittiir sich interessant, obgleich dirfden weiteren Fortgang der Arbeit entbehrlich
ware.

(2.1) Definition (Additive Bewertungen aufQ, vgl. [M 1180, 10.1])
Es sei? € N eine Primzahl. Jedes Elementz € Q kann eindeutig in der Form

z=10

S . . .
k. n mit k,seZ, teN\{0} und ¢,s,tpaarweise teilerfremd

geschrieben werden. Wir definieren damit #iadische Bewertung

v: Q — ZU{oo}
s .
z — Kk, fallsz=¢X. - wie oben

0 » o
Wir nennenv, die £-adische Bewertungvon Q.

(2.2) Proposition (Eindeutige Fortsetzung von v, auf Q[v]/f Q[v], vgl. [Miil80, 10.4 und 10.5])
Es sei £ € N eine Primzahl und v eine Unbestimmte. Weiter sei f ein normiertes, irreduzibles Poly-
nom vom Grad n aus Z[v], dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] — F,[v] irreduzibel
in F[v] ist. Der Erweiterungskorper Q[v]/f Q[v] von Q sei mit K bezeichnet.

Dann gibt es genau eine Bewertung v, : K — 7, die die {-adische Bewertung v, von Q fortsetzt.
Diese ist durch die Formel

n—1
De(g + fZ[v]) := min{ve(Qo), ..., ve(Gn-1)} mitg= Z gv undg € Z (A1)
i—0

zunichst als Bewertung auf R := Z[v]/f Z[v] gegeben. Der Ring R ist aber ein Teilring von K mit
Quotientenkorper K, so dass vy vermdge Lemma I1.(1.6).(v) auf K definiert ist.

Beweis:Da f als inZ[v] irreduzibles Polynom audiber@Q irreduzibel ist (Gau3sches Lemma, siehe
z.B. [Jac742.16, Lemma 2]), isK ein Erweiterungsérper vonQ. Die Menge

M := {g+ fQ[v] € QIvl/fQlv]|g € Z[v]}

ist ein Teilring vonQ[v]/f Q[v]. Er ist isomorph zWR = Z[v]/f Z[v], da die Verkettung der Inklu-
sionZ[v] — Q[v] mit der kanonischen Projektia@[v] — Q[v]/fQ[v] als Kern fZ[v] hat (ein

ganzzahliges Polynomplasst sich ganzzahlig mit Rest duréhteilen, weil f normiert ist). Damit ist
R ein Integriitsbereich.
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Wir definieren numw, zurachst aufR = Z[v]/f Z[v] durch GleichungA.1. Dies geht, da jede Ne-
benklassay + fZ[v] ein eindeutigeg € Z[v] vom Grad kleiner al® enthalt. Wir haben dadurch
zunachst eine Funktion auR mit Werten inZ U {oo} definiert, diev, fortsetzt (ganze Zahlen werden
als konstante Polynome eingebettet).

Offenbar istv, (g + fZ[v]) genau dann gleicbo, wenng + fZ[v] = 0+ fZ[v] ist. AuBerdem erbt
v, die Minimumsungleichung von,:

e ((@+ fZIvD + (0 + fZ[vD) = min{Du(g+ fZ[v]), (g + fZ[v]}.

Es bleibt die Multiplikativitit zu zeigen. Dazu betrachten wir Zahst zwei Polynomg, g’ € Z[v]

vom Grad kleinen mit v,(g + fZ[v]) = 0 = 7,(g + fZ[v]) bei denen also jeweils mindestens ein
Koeffizient nicht durclt teilbar ist. Wir wollenv,(g- g’ + fZ[v]) = 0 zeigen. Da abeR isomorph zu
Z[v]/f Z[v]istund? + fZ[v] in diesem Ring ein Primideal erzeugt (vergleiche Propositiofi.2)),

folgt, dassi,(g- g’ + fZ[v]) nicht gidBer als 0 ist, da songt+ f Z[v] undg’ + fZ[v] zwei Elemente

in R\ £R waren, deren Produkt itR ware. Man beachte, dass man hier nicht direkt das Gaulische
Lemma benutzen kann, di&g - g’ + fZ[v]) definiert ist, indem mag - g’ mit Rest durchf teilt und

auf den Rest Gleichung.1 anwendet.

Damit folgt: Wenni, (g + fZ[v]) =i undd.(g + fZ[v]) = j ist, dann gilth,(¢'g + fZ[v]) =0
undd,(¢-1g + fZ[v]) = 0 und deswegen ist(g- g + fZ[v]) =i + j. Also ist?, eine Bewertung

auf R, diev,|z fortsetzt. Da man aber jedes Polynom &Jjs] als Quotient eines Polynoms alifv]

und einer ganzen Zahl schreiben kann, ist der Quotiedtpek vonR gleichK. Also kdnnen wirp,

mit Lemmall.(1.6).(v) aufK fortsetzen.

Die Eindeutigkeit wird im Folgenden nicht verwendet, so dass wir hier nur die Beweisidee angeben.
Da f bei Reduktion moduld@ irreduzibel bleibt, istf auchiiber der-adischen VervollsindigungQ,
irreduzibel (der Restklassediper bleibt bei Vervollsindigung gleich und man kann das Henselsche
Lemma benutzen). Deswegen gibt es nakit9 Theorem 9.14] genau eine Fortsetzung vpauf

Qlvl/fQlv]. O

Bemerkung: Im Weiteren schreiben wip(h + fZ[v]) auch fir Polynomeh e Z[v], deren Grad
groRRer als der vorf ist. Deren Wert ist dann zu bestimmen, indem nhamit Rest durchf divi-

diert und GleichungA.1 auf den Rest anwendet. Nichtsdestotrotz ist hiermit bewiesen,ideise
Bewertung aufQ[v]/f Q[v] ist.

(2.3) Theorem (Fortsetzung von v, auf Q(v))

Es sei £ € N eine Primzahl und v eine Unbestimmte. Weiter sei p = ¢Z[v] + fZ[v] das von f und
¢ erzeugte Hohe-2-Primideal von Z[v], wobei f ein normiertes, irreduzibles Polynom aus Z[v] vom
Grad n ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung Z[v] — F,[v] irreduzibel in F,[v] ist.
Dann gibt es eine (nicht-diskrete) Bewertung v : Q(v) — Z x Z U {oo} auf Q(v), die die £-adische
Bewertung v, aut Q fortsetzt, so dass das maximale Ideal des Bewertungsrings liber p liegt.

Bemerkungen:
e Die abelsche Gruppg x Z sei lexikographisch geordndt, b) > (@', b’), wenn entweder
a > a'istodera = a’ undb > b’ gilt.
e Die rationalen Zahlef seien als Konstanten id(v) eingebettet.
e Die ganzen Zahlefd seien durclz — (0, 2) nachZ x Z (als geordnete Gruppe) eingebettet.
e Fortsetzung" vony, ist im Sinne dieser beiden Einbettungen zu verstehen.

e DerBewertungsring von sei mit@® := {x € Q(v)\v(x) > O} bezeichnet und sein maximales
Ideal mitm := {x € Q(v)|v(x) > 0}.

e Der Ausdruck,m liegt Uberp" bedeutet, das&[v] N m = p ist.
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Beweis:Wegen Lemmal.(1.6).(v) reicht esy auf Z[v] festzulegen. Sei also & g € Z[v]. Dann
kann mang durch Division mit Rest (beachte, dagsormiert ist!) eindeutig in der folgenden Form
schreibeng(v) = f*. (go+ g1 f) mitk € N U {0} sowieg; € Z[v] mit gg # 0 und deggo) <
deq f). Wir setzerv(g) := (k, v¢(go + fZ[v])) undv(0) := oo, wobeiv, die Fortsetzung von, auf
Q[v]/fQ[v] aus LemmaA.(2.2) ist. Dies setzt, im obigen Sinne fort.

Offenbar istv(g) = oo dann und nur dann, wergn= 0 ist. Zum Beweis der anderen beiden Eigen-
schaften einer Bewertung sgiwie oben unch = f1 . (hg + hy f) mit j € NU {0} sowieh; € Z[v]
mit hg # 0 und deghg) < ded f) geschrieben.

Da f normiert und irreduzibel ist, ist das vdnerzeugte Ideal ein Primideal und daritin Primele-
ment inZ[v]. Also ist das Produkt zweier Polynorggundhg, die vom Grad kleiner al$ sind, nicht
durch f teilbar. Dies beweist, dass die erste Komponentengi) gleich derjenigen vomn(g) +v(h)
ist. Fur die zweite Komponente verwendet man, dassach LemmaA.(2.2) eine Bewertung auf
Z[v]/fZ[v] ist, dass alsd, (goho + fZ[v]) = Ve(go + fZ[v]) + Ve(hg + fZ[v]) ist.

Wir zeigen nurv(g + h) > min{v(g), v(h)}:

Esistv(g) = (k, ¢(go + fZ[v])) undv(h) = (j, ve(ho + fZ[v]). Ohne Bescléimkung der Allge-
meinheit seiv(g) > v(h), also entwedek > j, oderk = j undv,(go + fZ[v]) = ve(hg + fZ[v]).
Im ersten Fall ist(g + h) = (j, e(ho + fZ[v])) = v(h). Im zweiten Fall ist entwedeg + h durch
k1 teilbar (wenngy = —hg ist), oder es gilt

vg+h = (j, 0o+ ho+ fZD) = (j, min{D,(go + fZ[v]), be(ho + fZ[v])})
= (j, Detho + TZ[v])) = v(h).

Damit ist gezeigt, dasseine Bewertung auf[v] ist und somit nach Lemmi& (1.6).(v) eine eindeu-
tige Fortsetzung au)(v) besitzt. Die Wertegruppe vonist offenbar nicht zyklisch, also ist nicht
diskret.

Es bleibt zu zeigen, dass uUberp liegt: Es gilt fur jedes Elemeng = ¢ - x + f -y € p mit
X, y € Z[v], dassv(g) = min{v(¢x), v(fy)} = min{v(x)+ (0, 1), v(y)+ (1, 0)} > (0, 0) ist, daZ[v]
im Bewertungsring? liegt. Also giltp < Z[v] N m. Andererseits isp ein maximales ldeal iZ.[v]
und 1¢ Z[v] N m wegenv,(1) = 0. Also ist das PrimidedL[v] N m gleichp. ]

Wir wollen in dieser Situation Aussagéber den Restklassediper des Bewertungsrings treffen. Sie
sind im folgenden Lemma enthalten:

(2.4) Lemma (Isomorphie von Restklassenkorpern)

Es sei A := Z[v, v] der Ring der Laurent-Polynome mit Koeffizienten in Z und p := (A + f A
ein Primideal der Hohe zwei, wobei £ € N eine Primzahl und f ein normiertes, irreduzibles Polynom
ungleich v vom Grad n mit Koeffizienten in Z ist, dessen Bild unter der kanonischen Abbildung
Zv] — F¢[v] irreduzibel in IFy[v] ist (siche Korollar I1I.(1.3)). Die Lokalisierung A, von A bei p sei
mit O, das maximale Ideal von O ebenfalls mit p und der Restklassenkorper mit K bezeichnet.

Es sei K := Q(v) der Quotientenkérper von A und v : K — 7Z x Z U {oo} die nicht-diskrete
Bewertung auf K, die in Theorem A.(2.3) definiert wurde. Es sei O der zugehorige Bewertungsring.
Es ist dann v(X) > (0, 0) fiirallex € O und p = rad® = {x € O | v(X) > (0,0)}, dav(f) = (1,0
und v(€) = (0, 1) ist.

Weiter induziert die Inklusioni : © < @ einen Isomorphismus der Restklassenkorper k = © /p und
O/ rado.

Beweis:Nach Konstruktion in Theorem.(2.3) nimmtv aufZ[v] und damit aufA nur Werte goRRer
oder gleich(0, 0) an, dav(v) = (0,0) ist,und esistA+ fA={x e A | v(X) > (0,0)}. Da© die
Lokalisierung vonA bei diesem Primideal ist, folgt sofort, das&) > (0, 0) ist fur allex € @ und
dassp = {x € O | v(X) > (0, 0)} das maximale Ideal vo@ ist.

Ausp = radO® = {x € (9|v(x) > (0,0)} folgt, dassi einen injektiven Homomorphismus des
Restklasserikpers® /p nach®/ rad@ induziert. Um zu zeigen, dass dieser surjektiv isissen wir
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zu jedem Element € @ mit v(x) = (0, 0) ein Elementy € © angeben, so dasgx —y) > (0, 0) ist.
Das Elemenk lasst sich, wie jedes Element véh = Q(v) = QuotZ[v]), als ein Quotient zweier
Polynomeg undh ausZ[v] schreiben, wobei wir annehmeiknen, dasg ,vollstandig gekirzt* ist,
dass also inshesondere nicht sowghdls auchh durch f teilbar sind. Wegen(g/h) = (0, 0) ist
v(g) = v(h), also sindg undh beide nicht durchf teilbar.

Es istv,(v + fZ[v]) = 0 (siehe Propositio.(2.2)) und damit gilt auch iir jedes ganzzahlige
Polynomgq in v, dassv,(q + fZ[v]) > (0, 0) ist. Deswegen ist(g) = v(h) von der Form(0, z) mit
einem 0< z € Z, fur dasz = v,(h + fZ[v]) ist (Erinnerung: dies ist definiert, indem man den Rest
von h bei Division durchf betrachtet). Wenh nicht im von f und ¢ erzeugten Primideal voA[v]
liegt, dann istg/h in @, und wir sind fertig mity = x. Sonst isth von der Formh = ¢a + fb mit
zwei Polynomera, b € Z[v], wobeia ohne Beschankung der Allgemeinheit nicht durch teilbar
ist. In diesem Fall ersetzen wgy' h durchg/(¢a), was niglich ist, da

(8- 9) = (90 9 ), (0o (ard
h ¢a/ h h—fb/) hth— fb) N hea

= v(@) +v(f)+vd) —vh) —vEa) =v(f)+vb) —vEa) > (0,0

ist (man beachte, dasgfa) < (1, 0) ist, daa nicht durchf teilbar ist, und damit(f) > v(£a)) ist.
Es folgt, dass(g/(¢a)) = (0, 0) ist, dav(g/h) = (0, 0) ist (vgl. Lemmall.(1.6).(iii)).

Teilt mang mit Rest durchf , kann man es in der Foro f d schreiben mit ganzzahligen Polynomen
cundd mit degc) < deq f). Hier kann man wiedeg/¢a durchc/{a ersetzen, da

v(g/(ta) — c/(ta)) = v((fd)/(ta)) > (0,0)

ist.

Wieder istv(g) = v(c) = v(£a), weil v(g/({a)) = v(c/(¢a)) = (0, 0) ist. Deswegen ist das ganz-
zahlige Polynont durch¢ teilbar und man kannikzen. Dies funktioniert, bis alle Faktorémekirzt
sind. Dann ist der entstehende Bruct¥inDamit ist die Behauptung gezeigt. O

A.3 Existenz von ganzzahligen Darstellungen

Dieser Abschnitt diskutiert Resultate, di@ fdie Darstellungstheorie von Ordnungémer dem Ring

Z[v, v~1] relevant sind. Etwas allgemeiner wird die Existenz yganzzahligen* Darstellungeiif
Ordnungeniber reguhren, lokalen Ringen der Dimension kleiner oder gleich 2 behandelt. Dabei
kommen homologische Methoden und Begriffe aus der kommutativen Algebra bzw. algebraischen
Geometrie zum Einsatz. Die grundlegenden Definitionen werden kurz wiederholt.

In diesem Abschnitt lassen wir im SymbalrfHomomorphismen-Mengen den Index dur&hgig

weg, wenn Klar ist, welcher Grundring benutzt wird.

(3.1) Lemma (Hom(M, N) ist endlich erzeugt)
Ist O ein kommutativer, noetherscher Ring und sind M und N endlich erzeugte @-Moduln, dann ist
Hom(M, N) ein endlich erzeugter @-Modul.

Beweis:.Es seiry : Fy — M ein surjektiver Homomorphismus eines frei@AModuls Fy auf M,
wobei Fy den endlichen Ranm habe. Weiter sety : Fy — N ein ebensolcherif N, wobei Fy
den endlichen Rang habe. Dann ist HoiiFy, Fn) = Mny«n (@) endlich erzeugt.

Da Fy projektiv undsmy surjektiv ist, gibt es zu jedem : M — N eing : Fy — Fy, so dass das
Diagramm

Fv — Fu
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kommutativ ist undry o ¢ auf kerry verschwindet. Umgekehrt induziert jedess Hom(Fy, Fy),
fur dasmy o ¢ auf kermy verschwindet, einen Homomorphismps M — N. Dies definiert einen
©@-Modulhomomaorphismus von

[# € Hom(Fu. F) | 7 © 6 gr,, = O}

auf Hom(M, N). Also ist Hom(M, N) als Faktormodul eines Untermoduls des endlich erzeugten
Moduls Hom(Fy, Fy) selbst endlich erzeugt, da noethersch ist. O

(3.2) Definition (M -regulare Folge vgl. Mat86, Kapitel 6])

Es sei@ ein kommutativer Ring und/ ein ©-Modul. Ein Elemeni@a € O heil3t M-regular, wenn
ma # 0 fur alle 02 m € M gilt. Eine Folge(ay, ay, . . ., a,) von Elementen vo® heil3tM -regular,
wenn gilt:

(i) ajist M-regufr,a, ist M/May-regufr,. .. unda, ist M/ Zi”:‘ll Ma; -reguir, und

i) M#Y",Ma.
Eine M-regubre Folge(ay, ay, . . ., a,) heilitmaximal, wenn kein Elemenb € @ existiert, so dass
die Folge(ay, a, . .., a,, b) auch nochM-regufr ist.

(3.3) Definition (Tiefe, vgl. Mat86, 16.7])
Es sei® ein kommutativer, noetherscher Ririggin Ideal in® undM ein endlich erzeugte®-Modul
mit M # MI. Dann heifl3t

depth(l, M) :=n, mit Ext‘b(@/l, M)=0furi =0,1,....,n—1und Ex§(O®/1,M) #0

die | -Tiefe von M. Ist M = M1, dann setzen wir depth, M) := oo. Ist @ lokal mit maximalem
Idealm, dann ist deptl® := depthm, ©) und depthM := depthim, M) die Tiefe von M.

(3.4) Theorem (Tiefe und maximale reguliire Folgen vgl. [Mat86, 16.7])

Es sei O ein kommutativer, noetherscher Ring, | ein Ideal von O und M ein endlich erzeugter -
Modul mit M # MI. Es sei n := deptil, M). Dann ist jede maximale M-regulire Folge von
Elementen aus | von der Lange n.

Beweis:Siehe Mat86, 16.7]. d

Bemerkung: Damit hatte man die Tiefe depth, M) auch als maximale &nge eineiM-reguBren
Folge von Elementen ausdefinieren bnnen.

(3.5) Theorem (Auslander-Buchsbaum, vgl. [Mat86, 19.1])
Es sei @ ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring und M # O ein endlich erzeugter @-Modul.
Weiter sei die projektive Dimension projdimM endlich. Dann gilt:

projdimM + depthM = depth® .
Beweis:Siehe Mat86, 19.1]. O

(3.6) Proposition (Auslander-Goldman, vgl. [AG60, 4.7])

Es sei O ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring und M und N endlich erzeugte @ -Moduln, so
dass Hom(M, N) # O ist.

Fiiri = 1, 2 gilt dann: Ist depthN > i, dann ist auch depth HontM, N) > i.

Beweis:Es seix € @ keine Einheit undN-regufr. Dann ist

X

0 >N —— N N/NXx——=0
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eine kurze, exakte Sequenz nit/Nx # 0, da mit dem Nakayama-Lemma ayse rad® und
Nx = N (und damitN - rad(@) = N) folgen wiirde, dasN = 0 ist. Wendet man den links-exakten,
kovarianten Hom-Funktor HotM, —) an, so erklt man daraus die kurze, exakte Sequenz

0 —— Hom(M, N) —* Hom(M, N) — Hom(M, N/NX) . (%)

Das Elemenk ist also HoniM, N)-regufr. Es bleibt zu zeigen, dass HOl, N) - x # Hom(M, N)

ist. Da aber HortM, N) nach LemmaA.(3.1) mit M und N endlich erzeugt ist, kann man wie oben
schliel3en:

Wenn Hom(M, N)-x = Hom(M, N) ware, dann folgte wegene rad® aus dem Nakayama-Lemma,
dass HoniM, N) = 0 ware, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist depth HdimN) > 1.

Im Fall depthN > 2 sei nun zustzlichy ein N/Nx-reguBires Element, das keine Einheit ist. Dann
folgt genau wie eben, dagsauch HoniM, N /N x)-regufr ist.

An der Sequenzx) sieht man aber, dass HgM, N)/(Hom(M, N) - X) ein nicht-verschwindender
Untermodul von HoriM, N/Nx) ist. Damit isty erst recht HoraM, N)/(Hom(M, N) - x)-regufr
und fur depth HongM, N) > 2 bleibt nur noch zu zeigen, dass

Hom(M, N) - x + Hom(M, N) - y = Hom(M, N)

ist: Da abeix undy in rad@ liegen, greift wieder dasselbe Argument mit dem Nakayama-Lemma.

Bemerkung: Fur hohere Tiefen vorN funktioniert diese Beweisidee nicht mehr, da man zwar noch
zeigen bnnte, dass ein Elemente O, das kein Nullteiler vorN/(Nx 4+ NYy) ist, auch kein Null-
teiler von Hon{M, N/(N X + Ny)) ist, aber HondM, N)/(Hom(M, N)x + Hom(M, N)y) darin im
Allgemeinen kein Teilmodul mehr ist.

(3.7) Korollar (Projektivitit dualer Moduln, vgl. [AG60, Korollar zu Proposition 4.7])
Es sei O ein kommutativer, regulérer, lokaler Ring der Dimension kleiner oder gleich 2 und M # 0
ein endlich erzeugter O-Modul, tiir den der duale Modul M* := Hom(M, O) # 0 ist. Dann ist M*
ein O -projektiver Modul. Wenn M also reflexiv ist (M = M**), dann ist M selbst projektiv.

Bemerkung: Ist M projektiv, dann istM auch frei (9 ist lokal, siehe z.B.Iflat86, 2.5]), also folgt
M = M**. Ein @-Modul M wie oben ist demnach genau dann reflexiv, wenn er projektiv ist.

Beweis: Da @ regufrer, lokaler Ring ist, ist9 per definitionem noethersch. Au3erdem folgt mit
[Kun85, V.5.15] die Gleichung dept! = dim @. Dann ist nach Propositiof.(3.6) auch

depth HoniM, @) > deptho.

Mit [ Mat86, 19.2] folgt, dass projdinM < oo ist, also gilt nach dem Theorem von Auslander und
Buchsbaum (siehe Theorein(3.5)), dass

projdimHomM, @) =0
und damit HondM, ©) projektiv ist. O

(3.8) Lemma (Kern der Evaluationsabbildung N — N**)
Es sei O ein noetherscher Integrititsbereich mit Quotientenkérper K und N ein endlich erzeugter
O-Modul. Dann definiert

e:N — N**=Hom(Hom(N, O), O)
n — (¢ — o(Nn))

die sogenannte Evaluationsabbildung e. Der Kern von € ist der Torsionsmodul von N. Ist N also tor-
sionsfrei, dann ist € injektiv und geht bei Konstantenerweiterung zu K in einen Isomorphismus iiber.
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Beweis:Es seij der ©-Modulhomomorphismug : N — K &N, n — 1k ®n. Jedes Torsionsele-
mentn € N wird offenbar untee auf 0 abgebildet: Auax = 0 mit x # 0 folgt 0 = ¢(nX) = ¢(n)X
und damitp(n) = O fur alleg. Istn € N kein Torsionselement, dann igtn) = 1x ® n # 0 im

K -VektorraumK @ N. Also gibt es eineK -Linearform vonK @ N nachK, die auf k ® n nicht ver-
schwindet. Diese kann man mit einem Element ¥bmultiplizieren, so dass sie auf dgrBildern
eines (endlichen) Erzeugendensystems MokVerte in @ annimmt. Die Verkettung dieses Vielfa-
chen mitj ist also ein@-Modulhomomorphismug € Hom(N, @), der aufn nicht verschwindet,
unde(n) ist ungleich 0. IstN torsionsfrei, dann is¢ also injektiv. Erweitert man die Konstanten zu
K, dann er@lt manK @ N und K ® N** = Homk (Homk (K ® N, K), K) unde wird zu idk ®e der
Evaluationsabbildung des-VektorraumsK @ N. Also ist idk ® e ein Isomorphismus. O

(3.9) Proposition (Existenz von O -Formen, vgl. [DPS98, Proposition (1.1.1)])

Es sei O ein reguldrer, lokaler Ring der Dimension kleiner oder gleich 2 mit Quotientenkorper K und
Jt eine O-Ordnung mit Konstantenerweiterung K #€. Weiter sei M ein endlich erzeugter K #-Modul.
Dann gibt es ein # -Gitter M C M, sodass M = K ® M ist.

Beweis:Es sei(my, my, ..., my) ein Erzeugendensystem vivh und (by, by, ..., by) eine Basis von
J¢. Dann ist dag9-ErzeugnisN von {mib; |i € {1,...,n}und]| € {1, ..., m}} ein #-Untermodul
von M, dessen KonstantenerweiterungkganzM ist.

Der @-Teilmodul N desK -VektorraumsM (aufgefasst alg-Modul) ist @-torsionsfrei, also ist die
natirliche Einbettung vorN in sein BidualN** durch die Evaluationsabbildung injektiv und nach
Konstantenerweiterung ¢ ein Isomorphismus (siehe Lemma(3.8), nach Mat86, 14.3] ist® ein
Integritatsbereich). Deswegerdknen wir den?-Modul N** € K@ N** = K eN = M mit einem
©-UntermodulM von M identifizieren und es gilK 8 M = M.

Wegen KorollarA.(3.7)ist N** = M ein 9- prolektlver (also9-freier) #-Modul. 0
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