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Lineare Algebra Il

Beweis von PLESKEN, Bemerkung 5.16

Bemerkung. Es sei V ein endlich erzeugter reeller Vektorraum und es seien ¢ und § quadratische Formen auf
V so, dass NullP(q) = Null?(g) gilt. Wenn g oder ¢ indefinit ist, dann ist § = aq fiir ein @ € R*; insbesondere
sind dann also ¢ und ¢ beide indefinit.

Beweis. Es sei 0.B.d.A. ¢ indefinit, der andere Fall ist analog. Ferner sei n := DimP(V), es sei (n4,n_,ng)
die Signatur der Polarisation ¥, und es seien I, :={0,...,ny — 1}, I_ :={ny,...,ny +n_ —1} und I :=
{ny +n_,...,n}. Nach Proposition (1.46) gibt es dann eine Basis B = (By, ..., By) mit
I,
B\qu = L,_
0

Es sei a := ¢(Bp). Wir wollen zeigen, dass

aly,
pY;P = al,_
0

gilt. Hierzu betrachten wir geeignete Elemente von Null”(q) = Null”(g).
Da B eine Orthogonalbasis von V ist, gilt zunéchst

n n n ny—1 ny+n_—1
(3B =Y awB) =Y )= - Y
=0 i=0 =0 i=0 i=n4

fir alle a; € R, i € {0,...,n}. Wir zeigen nun die behauptete Gleichheit in fiinf Schritten:
(a) Als erstes haben wir ¢(B;, + B;_) =0 und ¢(B;, — B;_) =0 fiir i, € I, i_ € I_, also auch
0=q(Bi, +Bi_ ) =4q(Bi,) +2¥(Bi,, B ) +q(Bi_)

sowie analog G(B;,) — 2¥4(B;, ,B;_) + ¢(B;_) = 0. Dies impliziert W4(B;,,B;_) = 0 und ¢(B;_) =
—q(By, ) fir iy € I, i € I_. Insbesondere folgt G(B;_) = —¢(Bo) = —a fiir i- € I_ und damit
Q(BZJr) = —(j(Bn+) = a fir i+ € I+.
(b) Fiir ig € Iy gilt q(B;,) = 0, also auch ¢(B;,) = 0.
(c) Als néchstes haben wir ¢(B;, + B;_ + B;,) = 0 und ¢(B;, — B;_ + B;,) = 0 fiir i, € I, i_ € I_ und
ig € Iy, also auch
0=q(Bi, + Bi_ + Bi,) = 4(Bi,) + 4(Bi_) + 4(Bi,) + 2¥4(Bi, , Bi_) + 2¥5(Bi_, Bi,) + 2¥5(Bi_, Bi,)
=2(¥3(Bi,, Bi,) + ¥4(Bi_, B, ))
sowie analog Q(Wq(BiJr,Bio) — \Pq(BL,BiO)) = 0. Es fOlgt \yq(Bi+,Bi0) = 0 und W&(Bi,aBio) = 0 fir
i €Iy,i_ €I_und ig € Ip.

(d) Weiter ist ¢(B;, + Bj, +V2B,,) =0 fiir iy, j; € Iy mit i # j, also auch
0=4q(Bi, +Bj, + \/§Bn+)

= (j(B“_) =+ ‘j(BJ+) + QQ(B’YL+) + Q\FQ(BLHBJA.) + Qﬁ‘yﬁ(Bi+>Bn+) + QﬁWQ(Bj+7Bn+)
= 2W5(Bi+, Bj+)

und damit W5(B;, , B;,) = 0. Analog haben wir W;(B;_,B;_) =0 fiir i_,j_ € I_ mit i_ # j_.



(e) Schlielich gilt ¢(B;, + Bj,) = 0 fiir 4q, jo € Ip mit ig # jo, also auch
0=q(Bi, + Bj,) = d(Bi,) + 2¥5(Biy, Bj,) + 4(Bj,) = 2¥4(Biy, Bj, )
und damit ¥;(B;,, Bj,) = 0.
Insgesamt haben wir in der Tat
aly,
B‘PqB = al,, =a I, = aB‘PqB = Ba‘i’qB = B‘i’an,

0 0

also auch ¢ = aq. Wegen ¢ # 0 und Null’(¢) = Null?(g) ist ferner auch ¢ # 0 und damit insbesondere a # 0,
d.h. a € R*. O



