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Lineare Algebra Il
Ubungen

Aufgabe 1 (Orthogonalitit). Es seien U, W < F2*! definiert durch
-2
) und W := (
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Ferner sei A € F3** gegeben durch
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—
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— =

N = =N
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und es sei ®: F3*' x Fo*t — Fy, (x,y) — 2" Ay die durch A definierte symmetrische Bilinearform auf F5*'.

(a) Bestimmen Sie die Orthogonalriume 4+ und (U + W)*.
(b) Bestimmen Sie Y NU* und U + U .
)

(c) Bestimmen Sie (U +W) N U + W)+ und U +W) + (U + W)L,

(d) Bestimmen Sie das Radikal (F5*!)* und zeigen Sie, dass ® ausgeartet ist.

Aufgabe 2 (Gram-Matrix). Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, B = (Bj, By, B3) eine Basis von V und

® eine Bilinearform auf V mit Gram-Matrix

-15 1 10
g®P=11 1 1
10 1 -4

Ferner sei
B’ :=(By + B3,2B; — 7By + 4B3, —3Bs + Bs).
(a) Zeigen Sie, dass B’ eine Basis von V ist.
(b) Berechnen Sie 5 ®5'.
(¢) Ist ® nicht-ausgeartet?
)

(d) Gibt es eine Basis B” von V mit

) 1 3 0
g®® =3 -7 -12]|?
0 —-12 -9

Aufgabe 3 (bilineare und lineare Abbildungen). Es seien K ein Korper und Vy, Vo, W Vektorrdume iiber K.

Zeigen Sie:

(a) Jede bilineare Abbildung 8: V1 x Vo — W induziert lineare Abbildungen (1: V; — Hom(Vo, W), V1 —

ﬁ(‘/ly _) und /82: V2 - Hom(V17W)7 ‘/2 = ﬁ(_7 ‘/2)
(b) Es ist

Bilin((V1, V), W) = Hom(Vy, Hom(Vz, W)) = Hom(V,, Hom(V;, W)).



Aufgabe 4 (nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform). Es sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und & eine nicht-ausgeartete (schief-)symmetrische Bilinearform auf V. Zeigen Sie: Fiir jeden
Untervektorraum U <V ist

VIUS = UV U - @(—, V) |y
ein (wohldefinierter) K-Vektorraumisomorphismus.

Aufgabe 5 (Normalformen fiir alternierende und symmetrische Matrizen).

(a) Es sei A € R*** gegeben durch

0o -1 -2 1
1 0 -3 1
A= 2 3 0 0
-1 -1 0 O

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix 7' € GL4(R) mit 7" AT in alternierender Normalform.
(b) Es sei A € R*** gegeben durch
-1 -2 3 4
-2 -4 6 8

3 6 —-10 -15
4 8§ =15 -9

A=

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix 7' € GL4(R) mit T AT in reeller symmetrischer Normalform
und eine invertierbare Matrix U € GL4(C) mit U AU in komplexer symmetrischer Normalform.

Aufgabe 6 (Sylvesterscher Trégheitssatz). Es sei V ein reeller Vektorraum, B = (By,...,B,) fir ein n € N
eine Basis von V und ® eine symmetrische Bilinearform auf V.

(a) Zeigen Sie: Bezeichnet n, die Anzahl der positiven Eigenwerte von p®® inklusive Vielfachheiten, n_ die
Anzahl der negativen Eigenwerte inklusive Vielfachheiten und ng die Vielfachheit des Eigenwerts 0, so ist
(ny,n_,ng) die Signatur von .

Hinweis: Spektralsatz.
(b) Nun sei n =5 und es gelte

2 -2 -2 -2 =2
-2 1 3 3 3

gPP=1-2 3 0 2 2
-2 3 2 -2 2
-2 3 2 2 =2

Bestimmen Sie die Signatur von .

Aufgabe 7 (homogene Polynome). Es sei K ein Korper. Bestimmen Sie Dim K[ X7, ..., X;,]m hom fiir m € Ng,
n € N.

Aufgabe 8 (Bilinearformen, quadratische Formen, Matrizen und homogene Polynome). Es sei K ein Korper
und n € N. Ferner sei V ein K-Vektorraum und B = (By, ..., B, ) eine Basis von V.

(a) Bestimmen Sie einen K-Vektorraumisomorphismus
K™ K[X1, o, X, Yoo, Yol (1) ome
Geben Sie das Inverse an.
(b) Zeigen Sie, dass
Bifo(V) = K[X1,..., Xn, Y1, ., YVl (11) homs @ — Y Y ®(B;, B;) X,Y;
i=1 j=1
ein K-Vektorraumisomorphismus ist. Geben Sie das Inverse an.

Nun sei 2 # 0 in K.



(c¢) Bestimmen Sie einen Unterraum I < K™*™ und einen K-Vektorraumisomorphismus
L{ — K[Xl, ey Xn]Q,h0m~

Geben Sie das Inverse an.

(d) Zeigen Sie, dass

Qu(V) — K[X1,..., X]2hom, ¢ — Z qu(Bia Bj)X;X;

i=1 j=1
ein K-Vektorraumisomorphismus ist. Geben Sie das Inverse an.

Aufgabe 9 (Permutationen). Es seien my, o, w3, T4 € Sg definiert durch
T = (éigé?ggg?>7ﬂ2 = (%fﬁ%g%gg),m = (1,2,8,6)(3,9,4)(5,7), ma := (1,4)(6,7,8).

a) Geben Sie die Zykeldarstellung von 7 und 79 sowie die klassische Darstellung von 73 und 74 an.

(a)
(b) Berechnen Sie 717, 37y, W;l und 7r47r37r21.
(c) Berechnen Sie sign ma, sign 73, sign(mem3) und sign((wsm2)~1).
(d) Zeigen Sie, dass {1,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} eine Untergruppe von Sy ist.
Aufgabe 10 (Konjugation in der symmetrischen Gruppe). Es sei n € N.

(a) Zeigen Sie: Fiir alle 7 € S,, ist die Abbildung "(—): S,, — S,,0 +— ™0 := mom ! ein bijektiver Gruppen-
homomorphismus. Man nennt ™(—) die Konjugation von m auf S,,.

(b) Essein € Nund 7 € S,, eine Permutation. Zeigen Sie, dass ™(—) Zykel auf Zykel abbildet und dabei die
Zykellange erhélt. Geben Sie eine Formel fiir "¢ fiir einen beliebigen Zykel ¢ € S,, an.

(c) Bestimmen Sie die Bahnen von (1,2, 3,4) und (1,2)(3,4) unter der Konjugationsoperation auf Sy.
(d) Bestimmen Sie den Stabilisator von (4,5) unter der Konjugationsoperation auf Ss.
Aufgabe 11 (lineare Operationen).

(a) Zeigen Sie, dass die volle lineare Gruppe GLg(R) linear auf R?*2 durch
GLy(R) x R**2 = R?*2 (T, A) s (T H" AT !

operiert und dass diese Operation auf Rfyxnf und ]Rfcﬁef einschrankt.

(b) Essei T' € GLa(R) beliebig und es seien a, b, ¢,d € R mit

-1_ (@ b
(e,

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der von 7' und den jeweiligen Operationen aus (a) induzierten

linearen Abbildungen R2*? — R2%2, ngxn% — ngxrg und chxh?ef — Rgcthef bzgl. geeigneter Basen.

Zusatzaufgabe 12 (Invarianten der diagonalen Operation). Es seien G eine Gruppe und X, Y und Z Mengen.
Ferner seien G x X — X, (g,x) — gz eine transitive Operation, G x Y — Y, (g,y) — gy eine Operation und
f: X xY — Z eine Invariante der diagonalen Operation von G auf X x Y. Zeigen Sie: Fiir alle zp € X ist
1Y = Zy— f(zo,y) eine Invariante der eingeschrinkten Operation von Stabg(zg) auf Y, die genau dann
trennend ist, wenn f trennend ist.

Aufgabe 13 (diagonale Operation und affine Geometrie). Es seien K ein Korper und V ein endlich erzeugter
K-Vektorraum. Zeigen Sie:

(a) Die volle lineare Gruppe GL(V) operiert auf dem Dualraum V* linear und treu durch
GL(V) x V" = V", (&, A) = (a™1)"(N)

und die Einschrénkung dieser Operation auf die Menge V* \ {0} liefert eine transitive Operation.



(b) Der Stabilisator jedes A € V*\ {0} unter der Operation aus (a) operiert transitiv auf jeder Faser von
a € K\ {0} unter A.

(c) Die volle lineare Gruppe GL(V) operiert auf V* x V durch
GL(V) x (V" x V) = V" x V. (a, (A, V) = (™) (A), (V)
und
(VA0 x (WA{0}) — K, (A, V) = A(V)
ist eine trennende Invariante der eingeschrinkten Operation.

Aufgabe 14 (affine Unterrdume). Es seien U, Uz und Us affine Unterrdume von A4(R) gegeben durch

2 2 2 1 1 2
—2 -3 0 -1 -2 -2
Z/[l = < 0 s 0 s 0 >a7 Z/{Q = < —2 , —1 , 0 >a>
4 7 -2 1 3 2
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
-1 0 0 -1
Us:={| =3, -51],1-11],]-1])a-
2 1 -3 0
1 1 1 1

(a) Bestimmen Sie affine Basen und die Dimensionen von U, Us und Us.

(b) Ermitteln Sie die Lage der Unterrdume zueinander: Welche sind zueinander windschief oder (schwach)
parallel? Welche haben Schnitte und was sind diese Schnitte?

Aufgabe 15 (affine Abbildungen). Es sei K ein Korper und es seien A und B affine Rdume iiber K.
(a) Essei f: A — B eine affine Abbildung. Zeigen Sie: Fiir alle P € A, V € T(A) gilt f(P+V) = f(P)+f(V).

(b) Zeigen Sie: Fiir alle P € A, alle Q € B und alle linearen Abbildungen ¢: 7 (A) — 7 (B) gibt es genau eine
affine Abbildung f: A — B mit f(P) =Q und f = ¢.

(c) Esseien P, € Aund Q; € B fiir i € {0,...,n} gegeben und es gelte A = (Py, ..., P,)a. Zeigen Sie, dass
es hochstens eine affine Abbildung f: A — B mit f(P;) = Q; fiir alle i € {0,...,n} gibt.

Aufgabe 16 (affine Abbildungen). Es seien Py, Py, Py, P3, Py € A3(FF7) gegeben durch

0 1 2 1 2
0 1 1 -2 -2
PO'_ 0 bl Pl'_ 3 bl PQ'_ 1 ) P3'_ 3 9 P4_ 1 9
1 1 1 1 1
und es seien Qq, @1, Q2, Qs € A2(F7) gegeben durch
1 1 2 2
Qo:=11), Q:=[3], Q2:=11], Q3:=1(3
1 1 1 1

(a) Bestimmen Sie alle affinen Abbildungen f: A3(F7) — A2(F7) mit f(FPo) = Qo, f(P1) = @1, f(P2) = Q2
und f(P3) = Qs.

(b) Bestimmen Sie alle affinen Abbildungen f: A5(F7) — As(F7) mit f(Qo) = Po, f(Q1) = P1, f(Q2) = P,
und f(Qs3) = Ps.

(c¢) Bestimmen Sie alle affinen Abbildungen f: A3(F7) — Ax(F7) mit f(P1) = Qo, f(P2) = Q1, f(P3) = Q2
und f(Py) = Qs.

(d) Bestimmen Sie alle affinen Abbildungen f: A3(F7) — As(F7) mit f(Qo) = FPo, f(Q1) = Po, f(Q2)
und f(Q3) = F.

Py



Aufgabe 17 (Schwerpunkt). Es sei K ein Korper mit 6 # 0 und es sei A ein affiner Raum tiber K. Ferner sei
(A, B,C, D) ein affin unabhéngiges Tupel in A und es bezeichne © C A den Tetraeder mit den Ecken A, B, C und
D. Es bezeichne g4 die Verbindungsgerade durch A und den Schwerpunkt S4 der A gegeniiberliegenden Seite
(also die Seite mit den Ecken B, C' und D), etc. Zeigen Sie, dass sich die Geraden g4, g5, gc und gp in einem
Punkt S schneiden, dem sogenannten Schwerpunkt von ©. Bestimmen Sie das Teilverhéltnis TV (A4, Sy, S).

Aufgabe 18 (affiner Satz von Desargues). Es sei K ein Korper und A ein affiner Raum iiber K. Ferner seien
sieben Punkte A, B,C, A’ B’,C", S € A so gegegeben, dass (S, A, A"}, (S, B, B'), und (S, C,C"), drei Geraden
in A sind. Zeigen Sie: Wenn (4, B), || (A, B')s und (A, C), || (4, C"), sind, dann ist auch (B,C), || (B, C")a.

Aufgabe 19 (Abstand von affinen Unterrdumen).

(a) Es sei A ein affiner Raum und es seien & und W endlich erzeugte affine Unterrdume von A. Zeigen Sie:
Wenn U N W = 0 ist, dann gilt Dim(7 (U) + 7 (W)) = Dim T ((U UW),) — 1.

(b) Es sei £ ein euklidischer affiner Raum und es seien ¢ und W endlich erzeugte affine Unterrdume von £.
Das Skalarprodukt auf 7 (€) bezeichnen wir mit (—,=) und die davon induzierte Norm mit ||—||. Zeigen
Sie:

(i) Esseid "W =0.TIst Ve T(UUW))N(TU)+TW))*t und V # 0, so gilt

fir alle PeU, Q € W.
(ii) Der Schnitt 7 (U) NT (W) operiert auf U x W durch

(TU)NTWV)) x UXW) =UxW,(V,(P,Q)) — (P+V,Q+V)
und es ist {(P,Q) e U x W | d(P,Q) = d(U, W)} eine Bahn dieser Operation.

(¢) Es seien g, R C &5 gegeben durch

0 0 1 2\ /2 2
0 1 3 4] |5 2
0 0 —1( o] |3 0

g = < O ? _1 >a und R = < 4 ) 5 ) 6 ) 3 >a-
0 0 2 3] (2] |1
1 1 1 1) \1 1

Bestimmen Sie den Abstand von g und R.

Aufgabe 20 (Operation der euklidischen Gruppe auf Tripeln). Es sei £ ein euklidischer affiner Raum und
bezeichne
£y i=A{(Po, P, P) € £% | (Py, Py, P2) affin unabhéingig} und

& ., ={(Py, P, P,) € £ | (Py, P1, P») affin abhiingig, (P,, P1) affin unabhingig}.

spez
Zeigen Sie:

(a) Die euklidische Gruppe Iso(€) operiert auf £3 durch

Iso(&) x £ — &%, (f,(Po, Pr, P2)) — (f(Ry), f(P1), f(P2))

und diese Operation schrankt auf Egcn und gSchz ein.

(b) Esist £2,, = RxX R xR, (P, Py, Py) — (d(Pa, Py), Z(Py, Py, P1),d(P, P1)) eine trennende Invariante der
Operation von Iso(€) auf &3

gen*

(c) Esist €3, — R xR, (Py, P, P2) — (TV (P, P1, P),d(P,, P1)) eine trennende Invariante der Operation

spez

von Iso(€) auf £3

spez*



Aufgabe 21 (Hauptwinkel).

(a) Es seien affine Unterraume & und W von & gegeben durch

1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0
U= 1 + ol 1 o yund W= 0 +( ol 1=l 1o |2 ).

2 0 -1 0 0 0 -1 1

1 0 0 1 0 0 0 0

Bestimmen Sie geeignete orthogonale Beine von U/ und W sowie A(U, W).

(b) Es seien affine Unterrdume U und W von & gegeben durch

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1
U={0],[0|,]0aundW:=(|0],[1],] 0 |)a

0 0 0 0 0 V3

1 1 1 1 1 1

Bestimmen Sie A (U, W).

Aufgabe 22 (projektive Rdume und projektive Abbildungen). Es sei K ein Korper und es seien & und W
projektive Unterrdume von P4(K) gegeben durch U := (Py, P1, P2, P3, Py)p, und W := (Qo, Q1, Q2, @3, Q4)p,
wobei

Py:=(0:1:1:1:1), P :=(0:1:0:0:1), Pp:=(0:1:0:1:0), P3:=(0:0:1:0:1),
Py:=(0:1:1:0:0), Qp:=(0:1:0:1:1), Q1:=(0:0 1:1), Q2:=(0:1:-1:0:0),
Q3:=(1:1:1:0:1), Q4:=(1:0:1:0:1).

(a) Bestimmen Sie projektive Basen von U, W, UNW und (U UW),, sowie die Dimensionen dieser projektiven
Réume.

(b) Bestimmen Sie alle projektiven Abbildungen f: Py(K) — P4(K) mit f(P;) = Q; und f(Q;) = P; fiir alle
ie{0,1,2}.

Aufgabe 23 (Doppelverhéltnis).
(a) Es seien Pp, Py, P3, Py € A1 (K) C K2*! vier (verschiedene) Punkte in A; (K). Zeigen Sie: Es gilt

TV(Ps3, P, Pr)

DV((Pr1), (P2), (P3), (P1)) = TV(Py, Py, 1)

(b) Es seien P;, Q;, R; € P3(F3) fiir i € {0,1,2,3} gegeben durch

Py:=(1:1:0:0), P :=(0:0:2:2), Py:=(1:1:1:1), Py:=(2:2:1:1),
Qo:=(1:0:2:1), Q1:=0:1:2:2), Q2:=(2:2:2:0), QR3:=(2:1:0:1),
Ry:=(1:2:1:2), Ry :=(2:0:1:0), Ry :=1(2:2:0:2), Ry:=(1:1:0:1).

Berechnen Sie DV(P(), Pl, P27 Pg), DV(Q07 Ql, QQ, Qg) und DV(R(), Rl, Rg, Rg)

Aufgabe 24 (Annihilatorkorrespondenz). Es sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter, nicht-trivialer
K-Vektorraum. Fiir einen Untervektorraum U <V sei der Annihilator definiert durch Anng,. () := {\ € V* |

MNU) = 0 fiir alle U € U}. Zeigen Sie:
(a) Esist P(V) = P(V*).
(b) Die Abbildung a: TR(P(V)) — TR(P(V*)), P(U) — P(Anny-(U)) ist eine inklusionsumkehrende Bijek-

tion.

(c) Fiir alled € TR(P(V)) gilt DimU + Dim a(U) = DimP(V) — 1.

(d) Fir alle U, W € TR(P(V)) gilt a(U N W) = (a(U) Ua(W)), und a({U UW),) = a(ld) Na(W).



Zusatzaufgabe 25 (affiner Anteil und projektiver Abschluss). Es sei K ein Korper.

Eine Parallelenschar von Geraden in einem affinen Raum A iiber K sei eine Aquivalenzklasse in der Menge aller
Geraden G(A) := {g | g Gerade in A} von A bzgl. der Parallelitdtsrelation ||. Die Menge aller Parallelenscharen
von Geraden in A werde mit A, := G(A)/|| bezeichnet, und die disjunkte Vereinigung A := A L A, heike
projektiver Abschluss von A.

(a) Es sei V ein endlich erzeugter, nicht-trivialer K-Vektorraum und H eine Hyperebene im projektiven Raum
P(V), d.h. ein projektiver Unterraum von P(V) mit Dim H = Dim P(V) — 1. Ferner sei A := P(V) \ H.
Definieren Sie eine Struktur eines K-affinen Raums auf A so, dass folgendes gilt:

(i) Es gibt eine Bijektion A, — H.
(ii) Fiir jeden projektiven Unterraum U in P(V) mit U ¢ H ist U N A ein affiner Unterraum von A mit
Dim(U N'A) = Dim# und Dim(U N'H) = DimU — 1. Die Abbildung
{UcTR(PW)) | UL H} = TRA),U—UNA

ist eine inklusionserhaltende Bijektion.

(iii) Ein Tupel (Py,..., P) fiir ein k € Ny im affinen Raum A ist genau dann affin unabhéngig, wenn

(Po, ..., Py) projektiv unabhéngig in P (V) ist.
(iv) Fiir alle f € PGL(V) mit f(H) = H ist f|4 € Aff(A), wobei f|4: A — A, P+~ f(P) die Einschriin-

kung bezeichne. Die Abbildung
{f € PGLOYV) | f(H) = H} = Afi(A), [ = fI4
ist eine Bijektion.
Man nennt A den affinen Anteil von P(V) bzgl. H.
(b) Essei H:={(a1:...:a,:0)|a; € K firalle i € {1,...,n}}. Zeigen Sie, dass P,(K) \ H = A, (K) ist.

(c) Nun sei umgekehrt ein affiner Raum A gegeben. Zeigen Sie: Es gibt einen nicht-trivialen K-Vektorraum
V, eine Hyperebene H in P(V) und eine Bijektion f: A — P(V), die zu einem affinen Isomorphismus
A — P(V)\ H und einer Bijektion A, — H einschrankt.

Aufgabe 26 (Sitze von Pappos und Brianchon). Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit Dim V = 3.

(a) Esseien sechs (verschiedene) Punkte Py, P, P2, Qo, Q1, Q2 € P(V) gegeben. Zeigen Sie: Wenn ( Py, P1, P2),
und (Qo, @1,Q2)p zwei Geraden in P(V) sind, dann ist auch (R, R1, R2)p mit (P1, Q2)p N (P2, Q1)p =
{Ro}, <P0, Q2>p N <P2, Q0>p = {Rl} und <P0, Q1>p n <P1, Q0>p = {RQ} eine Gerade in P(V)

(b) Wie lautet die zu (a) duale Aussage?
Aufgabe 27 (projektive Quadriken).

(a) Essei ¢: R3! — R,z 2% + 22122 + 27123 + 23 + 2w223 + 23 und es sei Q C P2(R) die zu ¢ gehorige
projektive Quadrik. Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix T' € GL3(R) so, dass die Gram-Matrix der
Polarisation von 7: R3*! — R,z +— q(Tx) bzgl. der Standardbasis in reeller symmetrischer Normalform
ist. Ist @ ein projektiver Unterraum von Pa(R)? Wenn ja, so bestimmen Sie eine projektive Basis von Q.

(b) Es sei ¢: R¥>*! — R 2 +— 22 + 23 — 22 und Q C Py(R) die zu ¢ gehorige projektive Quadrik. Geben Sie,
sofern moglich, Geraden g; in Po(R) fiir 7 € {1,2,3,4} anmit s NQ =0, [g2oN Q| =2, |g5N Q] = 1 und
ga N Q = g4 oder beweisen Sie in den jeweiligen Fallen deren Nicht-Existenz.

Aufgabe 28 (Tangenten an projektive Quadriken).

(a) Es sei K ein Kérper mit 2 # 0, es sei V ein nicht-trivialer K-Vektorraum und ¢ eine quadratische Form
auf V. Ferner sei Q C P(V) die zu g gehorige projektive Quadrik, P € @ ein beliebiger Punkt und V € V
mit P = (V). Zeigen Sie, dass die Menge aller Tangenten an () durch den Punkt P gegeben ist durch

{(P(W))p | W e {V}HTa\ (V).

(b) Es sei ¢: R3*! — R,z +— z129 + 2173 + 2223 und Q C P2(R) die zu ¢ gehorige projektive Quadrik.
Bestimmen Sie alle Tangenten an @ in (1:0:0).



Aufgabe 29 (Einsetzungshomomorphismus). Es sei K ein Korper.

(a) Es sei A eine assoziative K-Algebra und es seien Elemente a; € A fiir i € {1,...,n} gegeben. Zeigen
Sie, dass es genau einen K-Algebrenhomomorphismus e: K[X3,...,X,] — A mit e(X;) = q; fir alle
1€ {1,...,n} gibt. Man nennt e den Finsetzungshomomorphismus zu (a1, ..., ay).

(b) Es sei e: K[X] — KX der Einsetzungshomomorphismus mit e(X) = Idg. Zeigen Sie, dass e genau dann
injektiv ist, wenn K unendlich ist, und dass e genau dann surjektiv ist, wenn K endlich ist.

Aufgabe 30 (projektive Abbildung). Es sei K ein Korper und es seien Py, P, P, Qo, @1, Q2 € Pa(K) gegeben
durch

Py:=(0:1:1:1:1), P :=(0:1:0:0:1), P:=(0:1:0:1:0),
Qo:=(1:0:1:0:1), Q1:=(1:0:0:0:1), QR2:=(0:1:0:0:0).

Bestimmen Sie alle projektiven Abbildungen f: Py(K) — Py(K) mit f(F;) = Q; und f(Q;) = P; fiir alle
i1 €{0,1,2}.

Aufgabe 31 (quadratische Formen zu Quadriken). Es seien A, B,C, D € P5(R) gegeben durch
A:=(1:0:2), B:=(0:1:-1), C:=(1:1:0), D:=(0:0:1)
und es sei Q = (4, B), U (C, D).
(a) Bestimmen Sie Projektivitdten k: Pa(R) — Pa(R) und £’: Pa(R) — P2(R) mit
Q = Null®(X; X3) = Null®, (X7 — X3).

(b) Bestimmen Sie eine quadratische Form ¢: R3*! — R so, dass Q die projektive Quadrik zu ¢ wird.

(¢) Bestimmen Sie eine Linearform A: R3*! — R so, dass Q N A(\) aus zwei parallelen Geraden besteht,

wobei @ :=|JQ sei.

Aufgabe 32 (Schnitte affiner Nullstellenmengen mit affinen Unterrdumen). Die im Folgenden auftretenden
affinen Nullstellenmengen von Polynomen in R[X7, X5, X3] seien als Teilmengen von A3(R) aufgefasst.

(a) Bestimmen Sie den Schnitt von Null*(X? 4+ X2 — X2 — 1) mit Null*(X3 — ¢) fiir ¢ € R. Fiir welche ¢ € R
besitzt der Schuitt singulédre Punkte (in Null*(X5 — ¢))?

(b) Bestimmen Sie den Schnitt von Null*(X? + X2 — X7 — 1) mit Null*(X; — ¢) fiir ¢ € R. Fiir welche ¢ € R
besitzt der Schuitt singulédre Punkte (in Null*(Xs — ¢))?

(c) Bestimmen Sie den Schnitt von Null*((X; + X32)? — X3 — 1) und Null*(X; + X2 + X3 + 1).

Aufgabe 33 (Tangenten an affine Nullstellenmengen). Die im Folgenden auftretenden affinen Nullstellenmen-
gen von Polynomen in R[X7, X5| seien als Teilmengen von As(R) aufgefasst.

(a) Bestimmen Sie die Tangenten an Null*(X? X, — X2 — 2X; X5 + 3X5 — 1) im Punkt P, wobei

1
P:=11
1
(b) Bestimmen Sie die Tangenten an Null*(X? — X; X5 + X2 — 2) in jedem ihrer Punkte.
Aufgabe 34 (Normalformen von affinen Quadriken).

(a) Essei ¢: A3(R) — R gegeben durch

q( (T)) = x% + 2x129 — 22173 + 2x§ —x1 + 229 + 23 + 3.

Bestimmen Sie eine affine Matrix T € Aff3(R) so, dass das zu r: A3(R) — R, P — ¢(TP) gehorige
Polynom (bis auf ein konstantes Vielfaches) in reeller affiner Normalform ist.

(b) Es sei p € R[X1, Xo, X3] definiert durch
pi=—X7+2X1Xo +2X1 X3 — X5 +2Xo X3 — X5 —4X; +2.

Bestimmen Sie die euklidische affine Normalform von p.



Aufgabe 35 (Linearisierung von Polynomen). Es sei K ein Koérper und p € K[X] ein Polynom vom Grad
n € N. Zeigen Sie, dass fiir jedes z € K der Punkt

P, := | p(z) | € A2(K)
1

reguldr in Null*(Y — p) ist und dass die Tangente in P, durch Null®(Y — p(x) — p'(x)(X — x)) gegeben ist, wobei
p’ die (formale) Ableitung von p bezeichne.

Aufgabe 36 (Minimalpolynom). Es sei K ein Koérper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Zeigen
Sie, dass es fiir jeden Endomorphismus ¢ von V einen Vektor V' € ¥V mit p, = p, v gibt.

Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Spezialfall p, = p™ fiir ein irreduzibles Polynom p und benutzen Sie fiir
den allgemeinen Fall die Hauptraumzerlegung.

Aufgabe 37 (Zentralisator). Es sei K ein Korper und es seien a,b € K. Ferner seien A; € K3*3 fiiri € {1,2,3}
gegeben durch

a 0 0 a 0 0 a 0 0
A1 = 0 a O y A2 = 1 a O , Ag = 1 a O
0 0 a 0 1 a 0 0 b
Berechnen Sie den Zentralisator Cgsxs(A;) fir ¢ € {1,2,3}.

Aufgabe 38 (Jordan-Normalform).
(a) Es sei A € Q5% definiert durch

6 -4 7 -3 -2
2 6 0 -1 -2
A=10 5 -1 0 -1
-4 -5 -2 3 3
10 10 6 -5 —6

Bestimmen Sie eine Transformationsmatrix T € GL5(Q) so, dass T~*AT in Jordan-Normalform ist.

(b) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform von

0001 a00 0
100000b 00
010000 ¢ 0
0010000 d o
00000000
00007100 0
0000010 0
0000001 1

in Abhéngigkeit von a,b,c,d € Fs.
Aufgabe 39 (Vertretersysteme von Ahnlichkeitsklassen).

(a) Bestimmen Sie ein Vertretersystem der Ahnlichkeitsklassen in Fj*?.

(b) Bestimmen Sie ein Vertretersystem der Ahnlichkeitsklassen derjenigen Matrizen in R3*3, die nicht inver-
tierbar sind und Spur 2 haben.

Aufgabe 40 (Eigenschaften der Jordan-Normalform). Es sei K ein Kérper und A € K%%¢ mit charakteris-
tischem Polynom x4 = (X — a)*(X — b)? fiir a,b € K mit a # b. Bestimmen Sie alle mdglichen Jordan-
Normalformen von A (bis auf Reihenfolge der Jordanblocke) und geben Sie in allen Féllen das Minimalpolynom
von A sowie die Dimensionen aller Eigenrdume von A an.

Aufgabe 41 (Ahnlichkeit der Transponierten). Es sei n € N und A € C"*". Beweisen Sie, dass A" #hnlich zu
A ist.

Aufgabe 42 (lineares Differentialgleichungssystem). Bestimmen Sie alle f € C*°(R,R)5*! mit

] 21 2 1 -1\ /A
] 133 1 —1||#f
=10 01 =1 o f]|rf
A 001 3 0]|f
! 112 0 1) \f



Aufgabe 43 (lineare Rekursion). Fiir a,b € R sei eine Folge (z,)nen, tiber R rekursiv definiert durch

0, falls n =0,
Ty =< 1, falls n =1,

axp—1 — abr,_o + br,_1, fallsn > 2.

Bestimmen Sie eine explizite Formel fiir x,, fiir alle n € Nj.
Hinweis. Betrachten Sie

T — A Tn—1
Tn+1 T
fiir eine geeignete Matrix A.

Aufgabe 44 (hermitesche Sesquilinearformen).

(a) Essei ®: C?*2 x C?*2 — C,(X,Y) — Spur(X*AY) mit A € C?*? definiert durch

(1 1+
A'_(I—Qi 2)'

Zeigen Sie, dass ® eine hermitesche Sesquilinearform auf C2*? ist und bestimmen Sie die Signatur von ®.

(b) Es sei ¥U: C3*! x C**! — C, (v,y) — 2*By mit B € C>*3 definiert durch

1 i 1+i
B:=| -1 2 -
1—i i 4

Zeigen Sie, dass U ein Skalarprodukt auf C3>*! ist und bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von C3*1
bzgl. W.

Aufgabe 45 (hermitesche und schiefhermitesche Matrizen). Es sei n € N. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung (—)*: C™*™ — C™*™ ist linear iiber R und semilinear iiber C.
(b) Die Menge C%" und CLi, bilden R-Untervektorraume von C™*"|g.
()

(d) Esist C"*"|gp = CpX" @; CLil. iiber R.

herm

: nXNn ~ CMXN .
Esist Cp o = Co1 0y iiber R.

Aufgabe 46 (Spektralsatz). Es sei V ein unitdrer Vektorraum, B = (Bj, Bs, B3) eine Orthonormalbasis von
V und ¢ ein Endomorphismus von V mit

—5i  2i 2i
BB =121 341 -3+i
2 —3+i 3+i

Zeigen Sie, dass ¢ ein normaler Endomorphismus ist und bestimmen Sie eine Orthonormalbasis C' von V so,

dass €@ eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 47 (beste Approximation und Abstand). Es sei x € C**! und U < C**! gegeben durch

2i 1 0
x:=|1+i| und ¥ :={ 0 1))
141 —1+i -1

Bestimmen Sie bzgl. des Standardskalarprodukts die beste Approximation von x an U sowie den Abstand von
z und U.

Aufgabe 48 (Polarzerlegung). Bestimmen Sie die Polarzerlegung von A € C3*3 gegeben durch
. 1 1-
1 3 + 51 -1
A=11-1i 0 —-1-i
. 1 1.
—1 5 + 51 1
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Aufgabe 49 (Orthogonalraum bzgl. eines komplexen Skalarproduktes). Es sei V ein unitérer Vektorraum (mit
Skalarprodukt (—,=)) und & < V. Zeigen Sie: Es gilt

Ut ={VeV|Re(U,V)=0firalle U e U} ={V €V |Im (U, V) = 0 fiir alle U € U}.

Aufgabe 50 (grofster gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches). Es sei R ein kommutativer
Ring mit Einselement und es seien z,y € R. Ein Ringelement d € R heifit ein grifiter gemeinsamer Teiler von
z und y, falls d | z und d | y, und falls d’ | d fiir alle d’ € R mit d’' | z und d’ | y.

(a) Zeigen Sie: Ist R ein euklidischer Bereich und d ein grofter gemeinsamer Teiler von z und y, so gilt
(d) = (z,y).

(b) Geben Sie eine Definition fiir ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von z und y. Zeigen Sie: Ist R ein
euklidischer Bereich und m ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von z und y, so gilt (m) = () N (y).

Aufgabe 51 (Norm). Fiir n € N sei Z[\/ni] C C definiert durch
ZIVni] == {xo + x1/ni | 19, 11 € Z}.
Ferner definieren wir auf Z[y/ni] die Norm v: Z[y/ni] — No,z — |z|.
(a) Es sei ein n € N beliebig gegeben. Zeigen Sie:
(i) Es ist v(zy) = v(z)v(y) fir alle z,y € Z[/ni].
(ii

Wenn z | y gilt fiir z,y € Z[/ni], dann gilt auch v(z) | v(y) in Z.

Es gilt Z[/ni]”™ = {z € Z[/ni] \ {0} | v(z) = 1}.

)
)
(iii)
(iv) Fiir assoziierte Ringelemente x,y € Z[\/ni] gilt v(z) = v(y).
)
)
)
)

(v) Wenn v(z) fiir z € Z[y/ni] irreduzibel in Z ist, dann ist x irreduzibel in Z[/ni].
(b) (@
(ii

(iii

Zeigen Sie, dass Z[i] ein euklidischer Ring mit Gradfunktion v ist.
Bestimmen Sie eine Faktorisierung von 64121 in irreduzible Elemente von Z[i] (und ggf. einer Einheit).

Berechnen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von 8 und 2 + 14i in Z[i] mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus.

(¢) Zeigen Sie:
(i) Essind 2, 3, 14+ V51 und 1 — v/5i irreduzible Elemente in Z[\/gi].

(ii) Es besitzt 6 zwei Faktorisierungen in irreduzible Elemente in Z[v/5i] so, dass Faktoren verschiedener
Faktorisierungen paarweise nicht-assoziiert sind. Die irreduziblen Elemente aus (i) sind nicht prim.

(iii) Es besitzen 12 und 6 + 61/5i keinen gréften gemeinsamen Teiler in Z[v/5i].

Aufgabe 52 (simultane Kongruenzen). Bestimmen Sie alle z € Z3*! mit

1221 + bz — 23 = 11 (mod 2Z),
x1+ 22 = -2 (mod 3Z),

2z1 —x9 =5 (mod 3Z),
1221 4+ 3292 — 23 =19 (mod 67Z).

Zusatzaufgabe 53 (Erzeugendensystem der vollen linearen Gruppe). Es sei n € N und
GL,(Z) :={A € Z™" | X invertierbar}
die volle lineare Gruppe. Ferner sei

S = {Add,(k,l,a) | k,l € {1,...,n},k #l,a € Z} U{Mul,(k,u) | k€ {1,...,n},u € Z*}
U{Ver,(k, 1) | k,le{1,...,n},k#1}.

Zeigen Sie, dass GL,(Z) ={AeZ™" |A=A;... A, mit A; € Sfirie {1,...,r}, r € Ng}.

Zusatzaufgabe 54 (Isomorphietypen endlicher abelscher Gruppen). Es seien p und ¢ Primzahlen. Bestimmen
Sie alle Isomorphietypen endlicher abelscher Gruppen der Ordnungen 800, p* und p*q>.
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Zusatzaufgabe 55 (Frobenius-Normalform).

(a) Es sei K ein Korper, n € Nund A € K™*™ mit x4 = X". Zeigen Sie, dass die Frobenius-Normalform von
A gleich der Jordan-Normalform von A ist (bis auf Reihenfolge der Blocke).

(b) Bestimmen Sie die Frobenius-Normalform von

3 0 -3 -3 -2
2 1 2 2 -1

-2 0 -1 1 —2|er>.
0 2 -2 3 -2
-3 3 1 1 -1

Zusatzaufgabe 56 (Adjunktionsformel). Es seien K ein Korper und Vi, Vo, W Vektorrdume iiber K. Zeigen
Sie, dass

Hom(V; @ Vo, W) = Hom(Vy, Hom(V2, W)) =& Hom(Vs, Hom(Vy, W))

ist. Geben Sie fiir die erste Isomorphie einen K-Vektorraumisomorphismus an.
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 3.

Zusatzaufgabe 57 (Kronecker-Produkt).

(a) Essei K ein Korper und es seien A € K™*™ B € K™*™" fiir m,n € N. Zeigen Sie: Ist A € K ein Eigenwert
von A und p ein Eigenwert von B, so ist Au ein Eigenwert von A ® B.

(b) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von

1 -1 -1 1 ind
(2 _1)®(_1 Q)GR |

Tutoriumsaufgabe 1 (Orthogonalitit). Es sei U < Fg“ definiert durch

1 -1
-1 1
1| o |”
-1 1

U=

(a) Bestimmen Sie den Orthogonalraum U+ bzgl. der Standardbilinearform auf F3*!.
(b) Bestimmen Sie « N U+ und Dim (U + U~).

Tutoriumsaufgabe 2 (Bilinear- und Linearformen). Es sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und ® eine symmetrische Bilinearform auf V.

(a) Zeigen Sie, dass ® eine lineare Abbildung ®: V — V*,V — ®(V, —) induziert.

(b) Bestimmen Sie Kern ®.

(c) Zeigen Sie, dass ® genau dann nicht-ausgeartet ist, wenn ® ein Isomorphismus ist.
(d) Zeigen Sie, dass @ = B"®P fiir jede Basis B von V.

*Tutoriumsaufgabe 3 (Lie-Algebren). Es sei K ein Korper. Eine Lie-Algebra iiber K (oder K-Lie-Algebra)
ist ein K-Vektorraum a zusammen mit einer alternierenden bilinearen Abbildung b: a X a — a, so dass gilt:

(Jac) Jacobi-Identitit. Es ist b(z,b(y, z)) + b(y, b(z, x)) + b(z,b(x,y)) = 0 fiir alle z,y, z € a.

Unter Missbrauch von Bezeichnungen schreiben wir a sowohl fiir die Lie-Algebra als auch fiir den ihr zu Grunde
liegenden K-Vektorraum. Die bilineare Abbildung b heifit Lie-Klammer (oder Lie-Produkt) von a. (Hat man
eine Lie-Algebra a mit Lie-Klammer b gegeben, so schreibt man oft auch kurz [z, y] := b(x, y) fiir z,y € a.)
Zeigen Sie:

(a) Fiir alle n € N bildet K™*" zusammen mit
b: K™ x K™ — K" (A, B) — AB — BA

eine Lie-Algebra.
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(b) Es bildet R**! zusammen mit

T2Y3 — T3Y2
b:RgXl XR3X1—>R3X1,(IL‘,y)>—> T3Y1 — T1Y3

L1Y2 — T2Y1
eine Lie-Algebra. (Hier heift b auch Kreuzprodukt auf R3*! und man schreibt auch z x y := b(z,y).)
Tutoriumsaufgabe 4 (Normalformen fiir alternierende und symmetrische Matrizen).

(a) Es sei A € R3*3 gegeben durch

0o -1 2
A=11 0 5
-2 =5 0

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix 7' € GL3(R) mit 7" AT in alternierender Normalform.

(b) Es sei A € R3*3 gegeben durch

-4 0 1
A=10 -5 2
1 2 -1

Bestimmen Sie die reelle symmetrische Normalform und die komplexe symmetrische Normalform von A.
Tutoriumsaufgabe 5 (homogene und bilineare Polynome). Es sei K ein Korper.
(a) Geben Sie eine Basis von K[X7, X2]m hom flir m € Ny an.
(b) Geben Sie eine Basis von K[X1, X2, X3]m hom fur m € {0,1,2,3} an.
(c) Geben Sie eine Basis von K[X1, X2, X3,Y1, Y2, Y3](1,1),hom an.
Tutoriumsaufgabe 6 (Bilinearformen, quadratische Formen, Matrizen und homogene Polynome).

(a) Es sei p:=4X1Y1 —2X1Ys — 2XoY1 4 2X0Y5 € Q[X1, Xo, Y1, Y5](1,1) hom und es sei ®: Q¥ x Q**! —
Q, (x,y) — p(x1, 72, Y1, Y2). Zeigen Sie, dass ® eine symmetrische Bilinearform auf Q2> ist und bestimmen
Sie die Gram-Matrix von ® bzgl. der Standardbasis. Geben Sie die zu ¢ assoziierte quadratische Form qg
an.

(b) Es sei p = 5X12 - 4X1X2 + 2X1X3 - 3X22 + X?? S Q[X17X27X3]2,hom und es sei q: QzXI — @,(ﬂ —
p(w1, 22, 23). Zeigen Sie, dass ¢ eine quadratische Form auf Q3*! ist und bestimmen Sie die Gram-
Matrix der Polarisation ¥, bzgl. der Standardbasis. Bestimmen Sie das zu ¥, gehérige Polynom in
Q[X1, X2, X3,Y1, Y2, Y3](1,1) hom Dzgl. der Standardbasis.

*Tutoriumsaufgabe 7 (Operationen und lineare Operationen). Es sei G, H Gruppen, X eine Menge und V
ein Vektorraum iiber einem Korper K. Die Menge aller Operationen von G auf X bezeichnen wir als

Actg(X) :={w: G x X — X | w ist eine Operation},
und die Menge aller linearen Operationen von G auf V bezeichnen wir als
Actht(K)(V) ={w: GxV — V|w ist eine lineare Operation}.
Ferner bezeichnen wir die Menge aller Gruppenhomomorphismen von G nach H als
Hom(G, H) = {¢: G — H | ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus}.
Zeigen Sie:
(a) Jede Operation w € Act(X) induziert einen Gruppenhomomorphismus
wi: G—Sx,9— w(g,—).
(b) Es ist
Actg(X) 2 Hom(G, Sx).

(Gemeint ist eine Isomorphie als Mengen, d.h. es existiert eine Bijektion Actg(X) — Hom(G,Sx).)
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Vet

(c) Jede lineare Operation w € Actg (K) (X) induziert einen Gruppenhomomorphismus

o1 G L) g - i, ).
(d) Es ist
AthCt(K)(V) =~ Hom(G, GL(V)).

Tutoriumsaufgabe 8 (Permutationen). Es seien 71, mo, w3, 74 € Sg definiert durch
T = (% g g%ig) y T2 -= (é%i%gg)ﬂm = (173,6)(274)77T4 = (172737475’6)~
Geben Sie die Zykeldarstellung von 7, und o sowie die klassische Darstellung von 73 und 74 an.

(a
(b

)
) Berechnen Sie m7me, w37y, 7r§1 und 7T47T37T471.
(c) Berechnen Sie sign 7o, sign s und sign(mams).
(d) Zeigen Sie, dass {1,(1,2,3),(1,3,2)} eine Untergruppe von Ss ist.

Tutoriumsaufgabe 9 (Kern und Bild eines Gruppenhomomorphismus). Es seien G und H Gruppen und
¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Wie bei linearen Abbildungen definieren wir

Kerny :={g € G | p(g) = 1}

und

Bildp := ¢(G) = {¢(9) | g € G}.
Zeigen Sie, dass Kern p < G und Bild p < H ist.

Tutoriumsaufgabe 10 (regulidre Operation). Es sei G eine Gruppe. Zeigen Sie: G x G — G, (g, x) — gx ist
eine reguldre Gruppenoperation von G auf G.

Tutoriumsaufgabe 11 (reguldre Operation).

(a) Es sei G eine abelsche Gruppe, M eine Menge und G x M — M, (g, m) — gm eine Operation von G auf
M. Zeigen Sie, dass die Operation von G auf M genau dann reguldr ist, wenn sie treu und transitiv ist.

(b) Es seien K ein Korper, V und W Vektorraume tiber K und ¢: V — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie,
dass Kern ¢ regulér auf den nicht-leeren Fasern von ¢ operiert.

Tutoriumsaufgabe 12 (affine Basen). Es sei U der affine Unterraum von Aj3(F;;) gegeben durch

-2 4 1 -5
2 -2 0 4

Z/{ = < _2 9 O ) _1 9 _3 >a
1 1 1 1

Bestimmen Sie eine affine Basis von ¢/ und Dim . Welches geometrische Gebilde ist U7

Tutoriumsaufgabe 13 (affine Abbildungen). Bestimmen Sie alle affinen Abbildungen f: A3(R) — A2(R) mit

0 1 1 1 0 2
faqop= 1), rqop=12)./(41rp=11
1 1 1 1 1 1

Tutoriumsaufgabe 14 (baryzentrischer Standardraum). Bestimmen Sie eine affine Basis von A%(Q).
Tutoriumsaufgabe 15 (affine Gruppe). Es sei K ein Korper. Zeigen Sie:

(a) Die affine Gruppe Aff,(K) ist eine Untergrupppe von GL,11(K). Geben Sie explizite Formeln fiir das
Produkt und das Inverse von Elementen aus Aff, (K) an.

(b) Die affine Gruppe Aff,, (K) operiert regulér auf der Menge der affinen Basen B(A, (K)) von A, (K) durch

AfE (K) % B(AW(K)) — B(AW(K)), (T, (Po, ..., Po)) — (TRy,..., TP,).
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Tutoriumsaufgabe 16 (Lingen und Winkel im Dreieck). Es seien A, B,C € & gegeben durch

1 4 1
2 4 0
A= B=|_ | o=
1 1 1

Bestimmen Sie die Seitenldngen und die Winkel im Dreieck mit den Ecken A, B und C.

Tutoriumsaufgabe 17 (Abstand von Geraden). Es seien g,h C &5 gegeben durch

1 2 2 0

-3 ) 1 -1
g::< —1 ) 1 >a undh::< 1 ) 0 >a

1 1 1 1

Bestimmen Sie den Abstand von g und h.

Tutoriumsaufgabe 18 (orthonormale Beine). Es seien A := {p € R[X]qraa<3 | p(0) = 1} und V := {p €
R[X]Graa<s | p(0) = 0}.

(a) Finden Sie eine Operation von V auf A so, dass A ein affiner Raum mit Translationsvektorraum 7 (A) =V
wird.

(b) Wir versehen V mit dem Skalarprodukt (—,=) definiert durch (p,q) := filp(z)q(z) dz fir p,q € V, so
dass A ein euklidischer affiner Raum wird. Bestimmen Sie ein orthonormales 3-Bein in A.

Tutoriumsaufgabe 19 (Schnitte affiner Unterrdume). Es sei K ein Korper, A ein affiner Raum iiber K,
k,l € Ny und es bezeichne

TRii(A) = {U, W) € TR(A) x TR(A) | Dim = k und Dim W = [},
TRspez,k,l(A) = {(Z/LW) S TRkl(A) | unmw 7& @} und
T Rgen,k i (A) = {U,W) € TRy (A) [UNW =0}

Zeigen Sie:
(a) Die affine Gruppe Aff(A) operiert auf 7Ry (A) durch
Aff(A) X TRy 1 (A) = TRi(A), (f, U W) = (FU), FOV))
und diese Operation schrinkt auf TRapes i.1(A) und TRyens(A) ein.

(b) Es ist TRy (A) — No, (U, W) — Dim(7 (U) N T(W)) eine Invariante der Operation von Aff(A) auf
TR, (A), die auf trennende Invarianten der Operationen von Aff(A) auf 7 Rgpes,k,1(A) und 7 Rgen 1,1(A)
einschrankt.

Tutoriumsaufgabe 20 (projektive Basen). Es sei U der projektive Unterraum von Ps(F7) gegeben durch
U=(1:4:-1:1),(1:0: -1:-1),(3:2: =3:-2),(0:2:0:1),(1:2:-1:0))p.
Bestimmen Sie eine projektive Basis von & und Dim . Ist U ein Punkt, eine Gerade oder eine Ebene in P3(F7)?

Tutoriumsaufgabe 21 (Schnitte projektiver Unterrdume). Es seien I und W projektive Unterrdume von
P3(F3) gegeben durch

U:=(1:1:1:-1),(-1:1:0:0),(0: =1:0: —1)), und
W:=(-1:0:1:1),(1:-1:0:0),(0:=1:1:1)),,.
Bestimmen Sie eine projektive Basen von & N W und (U UW),,.

Tutoriumsaufgabe 22 (projektive Abbildungen).

(a) Geben Sie eine projektive Abbildung f: P2(R) — P2(R) mit f(1:0:0)=(1:0:0), f(0:1:0)=(0:1:
0), f(0:0:1)=(0:0:1) und f # Idp, ) an.

(b) Bestimmen Sie die eindeutige projektive Abbildung f: Pa(R) — P2(R) mit f(1:0:0) = (1:0 : 2),
f(0:1:00=(2:1:0), f0:0:1)=(0:2:1)und f(1:1:1)=(—1:1:3).Ist f ein projektiver
Isomorphismus?
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(c) Gibt es eine projektive Abbildung f: Pi(R) — P1(R) mit f(1:0) = (1:0), f(0:1) = (1:0) und
f@:1)=(2:0)7

Tutoriumsaufgabe 23 (Unterraum-Kombinatorik). Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und es
seien n € Ny, k € {0,...,n}. Bestimmen Sie die Anzahlen aller k-dimensionalen Untervektorriume von K"*!
aller k-dimensionalen affinen Unterrdume von A, (K) und aller k-dimensionalen projektiven Unterrdume von
Pn(K).

Tutoriumsaufgabe 24 (Normalform von Quadriken). Es sei q: R3*! — R,z +— 27 — 22123 + 23 + 21023 + 223
und es sei @ C P2(R) die zu ¢ gehorige projektive Quadrik. Bestimmen Sie die Normalform des zu ¢ gehorigen
homogenen Polynoms vom Grad 2, d.h. das Polynom zur reellen symmetrischen Normalform der Gram-Matrix
zur Polarisation W,. Welches geometrische Gebilde ist Q7

Tutoriumsaufgabe 25 (Schnitte projektiver Quadriken). Es sei ¢;: R3*! — R fiir i € {1,2} gegeben durch
q1(7) = (1 + 23)% und q2(z) = 2123 fiir * € R3*! und es sei Q; fiir i € {1,2} die zu ¢; gehorige projektive
Quadrik. Bestimmen Sie 1 N Q2. Welche geometrischen Gebilde sind @1, @2 und Q1 N Q=27 Ist Q1 N Q2 eine
projektive Quadrik?

Tutoriumsaufgabe 26 (K-Algebra). Es sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass KX eine assoziative K-Algebra
ist.

Tutoriumsaufgabe 27 (quadratische Form zu projektiver Quadrik). Bestimmen Sie eine quadratische Form
q: R¥*! - Rso, dass ((0:1:0),(0:0:1)),U((0:1:0),(1:0:0)), die projektive Quadrik zu ¢ wird.

Tutoriumsaufgabe 28 (affine Quadrik). Beschreiben Sie die affine Quadrik Null*(X? — 1) C A2(R).

Tutoriumsaufgabe 29 (Homogenisierung). Bestimmen Sie die Homogenisierungen von XX, — 2X35 + X; €
Q[Xl,XQ], X12 —Xo+1€ Q[Xl,XQ,Xg] und X12 — X22 + X1X5 € Q[X17X2].

Tutoriumsaufgabe 30 (Schnitte affiner Quadriken mit affinen Unterrdumen, Tangenten). Die im Folgen-
den auftretenden affinen Nullstellenmengen von Polynomen in R[X7, X5, X3] seien als Teilmengen von A3(R)
aufgefasst.

(a) Bestimmen Sie S := Null*(X? + X2 — X3 — 1) N Null*(X3) und beschreiben Sie diesen Schnitt. Bestimmen
Sie alle reguldren Punkte von S bzgl. Null®(X3) sowie die Tangenten an S in den Punkten A und B bzgl.
Null*(X3), wobei

und B :=

— o O
— o = O

(b) Bestimmen Sie T' := Null*(X? + X2 — X2 — 1) N Null*(X3 — 1) und beschreiben Sie diesen Schnitt.
Bestimmen Sie alle reguldren Punkte von T' bzgl. Null*(Xs — 1) sowie die Tangenten an T in jedem ihrer
Punkte bzgl. Null*(X, — 1).

Tutoriumsaufgabe 31 (zyklische Vektorraume).
(a) Es seien A; € Q**3 fiir i € {1,2,3} gegeben durch

2.0 0 2 .0 0 2.0 0
Ar=[(0 2 o], Ay=[1 2 0], A;:=[1 2 0
00 2 00 2 0 1 2

Untersuchen Sie fiir i € {1,2,3}, ob Q3*! zyklisch bzgl. A; ist und bestimmen Sie gegebenenfalls einen
zyklischen Vektor.
(b) Es seien A, B,C € F2*3 gegeben durch

2 2 2 1
A=(1 -1 =2|, B=l0 -1 1|, oCc=|-1 -1 1
~1 -1 -1 0

Untersuchen Sie, ob Fg“ zyklisch bzgl. A bzw. B bzw. C' ist und bestimmen Sie gegebenenfalls einen
zyklischen Vektor.
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Tutoriumsaufgabe 32 (reelle affine Normalform von affinen Quadriken). Es sei ¢: A3(R) — R gegeben durch

q( <T)) = :cf + 2x129 — 201203 — 403 — 311 + 1.

Bestimmen Sie eine affine Matrix T' € Aff3(R) so, dass das zu r: A3(R) — R, P — ¢(T'P) gehorige Polynom in
reeller affiner Normalform ist.

Tutoriumsaufgabe 33 (Jordan-Blécke). Es sei J := Diag(J4(1),J3(1),J1(1)) € Q8*® eine Matrix in Jordan-
Normalform.

a) Zeigen Sie, dass = (X —1)8 ist.
(a) Zeig ; X7 = ( )

(b) Es sei N := J — I3. Bestimmen Sie KernJ\Nﬂtund Bild N* fiir alle k& € Ny. Bestimmen Sie ferner
(Kern N*)/(Kern N¥=1) und (Bild N*~1)/(Bild N*) fiir k € N.

(¢) Geben Sie py und DimE;(1) an.

Tutoriumsaufgabe 34 (Jordan-Normalform). Es sei A € F3*® definiert durch

-1 -1 -1 -1 0
1 0 0 1 0
A=]-1 1 0 1 -1
1 -1 -1 0 0
-1 1 0 -1 1

Bestimmen Sie eine Transformationsmatrix 7' € GLs5(F3) so, dass T~ AT in Jordan-Normalform ist. Sie diirfen
ohne Beweis benutzen, dass x4 = (X — 1)%(X + 1) ist.

Tutoriumsaufgabe 35 (Vertretersysteme von Ahnlichkeitsklassen). Bestimmen Sie ein Vertretersystem der
Ahnlichkeitsklassen in R3*3.

Tutoriumsaufgabe 36 (lineare Differentialgleichungen).

(a) Bestimmen Sie alle f € C*°(R,R) mit f” = f+ f' und f(0) = 0.

(b) Bestimmen Sie alle f € C*°(R,R) mit f"” = —4f" +4f".
Tutoriumsaufgabe 37 (Gram-Matrix). Es sei ®: C[X]grad<2 X C[X]arada<2 — C, (p,q) — f_llgmq(x) dez.
(a) Zeigen Sie, dass ® ein komplexes Skalarprodukt auf C[X]qgrad<2 ist.
(b) Berechnen Sie die Gram-Matrix von ® bzgl. der Basis B := (1, X, X?).
(c) Berechnen Sie die Gram-Matrix von ® bzgl. der Basis C := (1,iX, —X?).
(d) Berechnen Sie ®(i + (1 + 2i)X, (2 —1)X?) und ®((2 —i)X?,i+ (1 + 2i)X).

Tutoriumsaufgabe 38 (Normalform fiir hermitesche Matrizen). Es sei A € C**3 gegeben durch

2 1 —i
A=1|1 0 —2+2i
i —2-2i —1

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix T' € GL3(C) mit T*AT in hermitescher Normalform. Was ist die
Signatur von A?

Tutoriumsaufgabe 39 (beste Approximation und Abstand). Es sei i < C?*! gegeben durch

u=((1 1)

Bestimmen Sie bzgl. des Standardskalarprodukts die beste Approximation von e; an U sowie den Abstand von
e; und U.

17



Tutoriumsaufgabe 40 (Wurzel). Es sei A € (ng‘n’1 gegeben durch

hern

7 3—3i -3
A:=|3+3i 10 -3 —-3i
-3 =343 7

3x3

herm it R? = A. Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass

Bestimmen Sie eine positiv definite Matrix R € C
x4 = (X —4)%(X — 16) ist.

Tutoriumsaufgabe 41 (Smith-Normalform).
(a) Es sei A € Z3** definiert durch

2 -1 2 -1
A=(4 1 10 -5
11 7 =5

Bestimmen Sie S € GL3(Z) und T' € GL4(Z) so, dass SAT in Smith-Normalform ist.
(b) Es sei A € R[X]?*3 definiert durch
A::(XQJFX X3+ X2 >
X34+ X2 X'+ X34+ X2-X
Bestimmen Sie die Smith-Normalform von A.

Tutoriumsaufgabe 42 (Einheiten). Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Element u € R
heifit eine Einheit von R, falls es in R (bzgl. der Multiplikation) invertierbar ist. Wir bezeichnen mit R* :=
{u € R | u Einheit in R} die Menge der Einheiten in R.

(a) Es sei K ein Korper und n € Ny. Bestimmen Sie K>, K[X]™, Z* und (Z/nZ)™.
(b) Zeigen Sie, dass R* bzgl. der von R vererbten Multiplikation eine Gruppe bildet.

Tutoriumsaufgabe 43 (Assoziiertheit). Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und z,y € R. Dann
heifst = assoziiert zu y, falls ein u € R* existiert mit y = uz. Zeigen Sie:

(a) Assoziiertheit bildet eine Aquivalenzrelation auf R.

(b) Falls R ein Integrititsbereich (d.h. ein Unterring eines Korpers) ist, so gilt fiir z,y € R: Es ist x assoziiert
zu y genau dann, wenn z |y und y | z.

*Tutoriumsaufgabe 44 (irreduzible und prime Elemente). Es sei R ein Integrititsbereich und R := R\ ({0} U
R*). Ein Ringelement a € R heift prim (oder ein Primelement), falls a | = oder a | y fiir alle z,y € R mit
a | zy. Ein Ringelement a € R heift irreduzibel, falls © € R* oder y € R* fiir alle z,y € R mit a = zy.

Zeigen Sie: Wenn ein Element a € R prim ist, dann ist es auch irreduzibel.

Tutoriumsaufgabe 45 (Isomorphietypen endlicher abelscher Gruppen). Bestimmen Sie alle Isomorphietypen
endlicher abelscher Gruppen der Ordnungen 27 und 108.

Tutoriumsaufgabe 46 (Moglichkeiten der Frobenius-Normalform). Bestimmen Sie alle moglichen Frobenius-
Normalformen (bis auf Reihenfolge der Begleitmatrizen) von Matrizen in Q5*5 mit charakteristischem Polynom
(X —1)3(X +1)%

Tutoriumsaufgabe 47 (Frobenius-Normalform). Bestimmen Sie die Frobenius-Normalform von

2 1 0
0 2 0] er3*3.
-1 -3 1

Tutoriumsaufgabe 48 (Faktormoduln und direkte Summe). Es seien R ein kommutativer Ring mit Einsele-
ment und M;, U; fiir ¢ € {1,...,n} Moduln tiber R mit U; < M;. Zeigen Sie, dass @?21 U; ein Untermodul von

@?:1 M; ist mit (@?:1 MZ)/(@?:l U;) = @?:1(M1/Uz)
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