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Einleitung

Ganzzahlige Gitter stehen im engen Zusammenhang zu ganzzahligen quadratischen For-
men. Eine quadratische Form, die als Summe zweier positiv semidefiniter, ganzzahliger
quadratischer Formen ungleich Null geschrieben werden kann, heifst additiv zerlegbar.
Dies kann benutzt werden um die additive Zerlegbarkeit von Gitter zu untersuchen, da
die Isometrieklassen additiv unzerlegbarer, ganzzahliger Gitter zu den GL,(Z)-Bahnen
auf der Menge der additiv unzerlegbaren, ganzzahligen quadratischen Formen in Bijekti-
on stehen. Es existieren bis auf Isometrie fiir jede Dimension n nur endlich viele additiv
unzerlegbare, ganzzahlige Gitter. C. Ko zeigte bereits 1942, dass jedes solche Gitter bis
zur Dimension 8 isometrisch zu Z, Eg, E; oder Eg ist (vgl. [Ko37|, [Ko39|, [Ko42b],
[Ko42al). J. Opgenorth zeigte 1992, dass es in Dimension 9 nur 2 Isometrieklassen addi-
tiv unzerlegbarer Gitter gibt. In den Dimensionen 10 und 11 fand er 7 bzw. 13 solcher
Isometrieklassen und bewies, dass bis Determinante 100 keine weiteren existieren. In
dieser Arbeit werden additiv unzerlegbare, ganzzahlige Gitter in hoheren Dimensionen
berechnet, wobei der Schwerpunkt in Dimension 12 liegt.

Die Arbeit gliedert sich in 4 Kapitel:

Im ersten Kapitel werden die wichtigsten Definitionen und Begriffe aus der Gittertheorie
eingefiihrt. Zuséatzlich wird der Zusammenhang zwischen n-dimensionalen ganzzahligen
Gittern und n-dimensionalen ganzzahligen quadratischen Formen beschrieben.

Im zweiten Kapitel wird der Algorithmus aus [Ple95] von W. Plesken vorgestellt. Fiir
eine ganzzahlige Matrix A € Z™*", welche symmetrisch und positiv definit ist, lassen
sich hiermit alle £ € N und alle X € Z*** finden mit A = X X', Interpretiert man
A als ganzzahliges Gitter, so bilden die Zeilen einer Losung dieser Gleichung die Basis
eines Teilgitters des k-dimensionalen orthonormalen Standardgitters, welches zu A iso-
metrisch ist. Haufig liefert der Algorithmus allerdings verschiedene Basen fiir dasselbe
Teilgitter. Es zeigt sich, dass die Automorphismengruppe von A auf den gefundenen Lo-
sungen operiert und die Bahnen aus genau den Matrizen bestehen, deren Zeilen dasselbe
Z-Erzeugnis haben. Mit Hilfe von Stabilisatorketten wird der Algorithmus so verdndert,
dass direkt ein Vertretersystem ausgegeben wird. In die schon bestehende Implementie-
rung des Algorithmus wurde die Option eingefiigt, zuséatzlich bei der Berechnung der
Losungen die Automorphismengruppe zu benutzen.

Im dritten Kapitel wird die additive Zerlegung von ganzzahligen Gittern betrachtet. Zu-



sdatzlich zu den schon bekannten Kriterien wird eine Methode entwickelt, wie man das
duale Gitter benutzen kann, um zu zeigen, dass ein Gitter additiv zerlegbar ist. Positiv
semidefinite, symmetrische, ganzzahlige Matrizen A, fiir die A — YY" indefinit ist fiir
jedes Y € Z", werden Blockformen genannt. In der Implementierung von dem in Kapitel
2 beschriebenen Algorithmus wurde zuséatzlich die Moglichkeit eingefiigt, fiir ein gege-
benes A alle moglichen Blockformen der Gestalt A — X X" auszugeben. Hiermit ist es
moglich aus schon bekannten Gittern additiv unzerlegbare Gitter zu konstruieren, die
genaue Vorgehensweise wird ebenfalls in diesem Kapitel beschrieben. Insgesamt wurden
68 additiv unzerlegbare Gitter gefunden, davon alleine 29 in Dimension 12.

Im vierten Kapitel sind Gram-Matrizen aller gefunden additiv unzerlegbaren Gitter an-
gegeben.

Mein Dank gilt Herrn Professor Dr. W. Plesken fiir die Themenstellung und die sehr gute
Betreuung, insbesondere in den letzten Wochen vor der Abgabe, Herrn Martin Leuner
fiir die Hilfestellung bei der Implementierung der Algorithmen und nicht zuletzt meinem
Vater, der mir das Studium der Mathematik ermdglicht hat.



1 Grundlagen und Notation

1.1 Gitter

In diesem Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Begriffe aus der Gittertheorie
eingefiihrt, welche im Folgenden benutzt werden.

Definition 1.1 (i) Sei E = (V, ¢) ein euklidischer Vektorraum. (L, ¢) heifit Gitter in
V, falls ein linear unabhdingiges Tupel B = (b1, ...,b,) € V" existiert, mit

L= (bi,....bn)z = {Z aib; | a; € Z}.
=1

L ist also ein freier Z-Modul in V. B heifit dann Gitterbasis und n = dim(L, ¢)
die Dimension von (L, ). (L, ®) heifst volles Gitter in V), falls B eine Basis von V
15t.

(11) Die Matriz G(B) = (¢(b;, b))
lich der Basis B.

€ R™™ heifst Gram-Matriz von (L, @) beziig-

1<i j<n

Lemma 1.2 Sei (L,¢) ein Gitter mit Gitterbasis B. Die Determinante det(L,¢) :=
det(G(B)) ist unabhdngig von der Gitterbasis und heifst die Determinante des Gitters

(L, ¢).

BEWEIS Sei B = (b),...,b],) eine weitere Gitterbasis von (L, ¢). Dann gilt G(B') =
gidp G(B)( gidp/ ). Da sowohl pidp und (gidp)~! = pidp ganzzahlige Matrizen
sind, gilt det( pidp/) = %1, also det(G(B’)) = det(G(B)). O

Lemma 1.3 Sei (L, ¢) ein volles Gitter in (V,¢) mit Gitterbasis B. Fiir jedes s € R
ist dann
Lev={l€L| (1) <s)

eine endliche Menge.



BEWEIS Sei || - || eine Norm auf V definiert durch ||v||c = max;—1_, |a;] fir v =
>oraibi,a; € R.Da V ein euklidischer Vektorraum ist, sind je zwei Normen &qui-
valent, d.h. es existiert ein C € R mit ||[v]|l < Cy/¢(v,v) fir alle v € V. Fiir
l e Ll =57 zb,z € Z mit ¢(l,1) < s gilt also z; < C4/s. Es existieren also
hochstens (2C'/s + 1)" solcher Gittervektoren . O

Insbesondere folgt aus diesem Lemma, dass ein Gitter kiirzeste Vektoren # 0 besitzt.
Dies motiviert die folgenden Definitionen:

Definition 1.4 Fir ein Gitter (L, ¢) definiere

min(L, ¢) := min{¢p(l,1) | | € L — {0}}.
Dann heifit
Min(L,¢) :={l € L | ¢(I,1) = min(L)}
die Menge der kiirzesten Vektoren in L.
Bemerkung 1.5 Seien (L, ¢), (L', ¢) Gitter mit Gitterbasen B bzw. C. (L', ¢) heifst
Teilgitter von (L, ¢), wenn L' ein Z-Teilmodul von L ist. Dann gilt G(C') = cidg G(B)( cidg)*"

und [L : L'] = |det( ¢idg)| = (iiitt((LLl))'

Definition 1.6 Sei (L, ¢) ein volles Gitter in (V, ¢) mit Gitterbasis B.

(i) SeiL# :={veV|®,l)€Z firallel € L}. Dann ist (L#, ¢) ebenfalls ein volles
Gitter in (V, @), das zu (L, @) duale Gitter.

(ii) Falls L C L# gilt, heifit (L, ) ganz. Gilt sogar Gleichheit, so heifit (L, $) unimo-

dular.

Bemerkung 1.7 (i) Die Dualbasis B¥ := (b, ...,b#) von B beziglich ¢ ist eine Gil-
terbasis von (L#, ¢).

(ii) Es gilt p-idp = G(B), also insbesondere G(B#) = G(B)™ und det(L#,¢) =
det(L, )",

(i4i) Falls (L, ¢) ein ganzes Gitter ist, ist die Faktorgruppe L# /L eine endliche abelsche
Gruppe der Ordnung det(L, ¢) und G(B) ist eine Relationenmatriz dieser abelschen
Gruppe. Falls (dy,...,d,) € Z" die Invariantenteiler von G(B) sind, gilt L# /L =
7| Z®... 0 Z/d, L.

BEWEIS Sei v € V. Dann gilt ¢(I,v) € Z fiir alle | € L genau dann, wenn a; = ¢(b;,v) €
Z gilt fir 1 < i < n. Dies ist wiederum &quivalent dazu, dass v = ) a;b; gilt. Also
ist das duale Gitter genau das von der dualen Basis erzeugte Gitter. Fiir v = b; erhélt



man b; = > ¢(b;,b;)bf fir 1 < j < n, also gilt p«idg = G(B). Somit gilt G(B*) =
pidp- = (p-idg)™t = G(B)~!. G(B) ist eine Relationenmatrix von L# /L, denn es gilt
B*G(B) = B. Damit ist det(L,¢) = |L# /L| und die Elementarteiler von G(B) geben
den Isomorphietyp der endlich abelschen Gruppe L# /L an. O

Definition 1.8 (Isometrie von Gittern) (i) Zwei Gitter (L, ¢) und (L', ¢') heiffen
isometrisch, falls eine Z-lineare Abbildung o : L — L'l — la existiert mit
o(lh, o) = ¢ (lha, laa) fir alle 1y, 1y € L. Dann heifst o Isometrie, im Fall (L, ¢) =
(L', ¢') heifst o Automorphismus.

(i1) Die Menge aller Automorphismen von (L,¢) bildet die Automorphismengruppe
Aut(L, ¢) von (L, 9).

Bemerkung 1.9 Fiir jedes Gitter (L, ¢) ist Aut(L, ¢) eine endliche Gruppe.

BEWEIS Sei B = (by, ..., b,) eine Gitterbasis von (L, ¢) und sei o € Aut(L, ¢). Dann
gilt b € L, fiir jeden Basisvektors b, und s = max{¢(b;,b;) | j = 1,...,n}. Da
ein Automorphismus eindeutig durch die Bilder der Basisvektoren bestimmt ist, gilt
| Aut(L, ¢)| < |L<d[™ O

Definition 1.10 Fin Gitter (L, ®) heifst orthogonal zerlegbar, falls Teilgitter (L, ),
(L, ) von (L, @) existieren mit L; # {0}, ¢(L1, La) = {0} und (Lq, La)z = L.

Satz 1.11 (M. Eichler, M. Kneser) Jedes Gitter (L, ¢) besitzt eine bis auf Reihen-
folge eindeutige Zerlegung in orthogonal unzerlegbare Teilgitter (Ly, @), ..., (Lg, ).

Dieser Satz wurde erstmals 1952 von M. Eichler in [Eic52| bewiesen. M. Kneser gab in
[Kneb4| einen alternativen Beweis an, mit dem diese Zerlegung konstruktiv bestimmt
werden konnte.

Satz 1.12 ([Opg92], Satz 1.1.6) Sei (L,¢) ein ganzzahliges Gitter und sei p eine
Primzahl. Die Teilgitter (M, ¢) von (L, ) vom Index p stehen in Bijektion zu den eindi-
mensionalen Teilrdumen von (Z /pZ)**". Insbesondere ist ihre Anzahl (p* —1)/(p —1).

BEWEIS Ist M ein Z-Teilmodul von L vom Index p, so induziert der natiirliche Homo-
morphismus L — L/M einen Epimorphismus von L auf Z /pZ, da L/M eine additive
Gruppe der Ordnung p ist. Andererseits hat jeder Epimorphismus L — Z /pZ ein Teil-
gitter vom Index p als Kern.

Sei B = (by,...,b,) eine Basis von L und sei fir [ € L mit | = ajby + ... + ayb,
gl = (a1,...,a,). Hom(Z",Z /pZ) ist isomorph zu (Z /pZ)**™ und jeder Homomor-
phismus k : L — Z /pZ lasst sich schreiben als

kpa:L —7Z/pZ,l— pla™ +pZ

fiir ein a € (Z /pZ)**™. Klar ist: kg, ist genau dann ein Epimorphismus, wenn a nicht
der Nullvektor ist, und kg, und g besitzen genau dann den gleichen Kern, wenn gilt:
b= ca fir ein c € Z /pZ —{0+ pZ}. Daraus folgt die Behauptung. O



Bemerkung 1.13 Sei (L, ¢) ein ganzzahliges Gitter mit Gitterbasis B = (by, ..., by)
und sei (M, ¢) ein Teilgitter vom Index p. Dann gilt M = Kern(kp,) fir ein a =
(ar,....an) € (Z /pZ)**". Seii der kleinste Index mit a; # 0. Dann gilt 0.B.d.A. @; = 1,
d.h. a=1(0,...,0,1,@51, ..., an). Damit folgt

Kern(kp,a) = (b1, - bim1, pbi, biy1 — Qiv1by, .o by — anbi)z.
Insbesondere sind diese n Vektoren eine Gitterbasis von (M, ¢).

Bemerkung 1.14 Sei (L, ¢) ein ganzzahliges Gitter, o € Aut(L,¢) unde: L — Z /pZ
ein Epimorphismus. Dann ist die Komposition ae ebenfalls ein Epimorphismus von L
auf 7 /p Z, wobei € und e isometrische Kerne haben. Aut(L, ¢) operiert auf der Menge
aller Epimorphismen von L auf Z [pZ, wobei Epimorphismen, die in einer Bahn unter
Aut(L, ¢) liegen, isometrische Kerne haben. Mdchte man die Isometrieklassen aller Teil-
gitter von Index p bestimmen, geniigt es, nur die Kerne von Vertretern der Bahnen von
Aut(L, ¢) auf der Menge aller Epimorphismen zu betrachten. Allerdings kénnen Teil-
gitter, welche Kerne von Epimorphismen sind, die nicht in einer Bahn liegen, trotzdem
1sometrisch sein.

1.2 Zusammenhang von Gittern und quadratischen
Formen

Definition 1.15 Sei R ein Teilring eines Korpers K der Charakteristik # 2.

(i) Eine quadratische Form f in n Variablen ist eine Funktion

R > K z=(21,..,2,) — Z fijriw; = (z1, o, ) F (21, oy 7)™

ij=1
mit fij = fji e K fU,T’ 1< Z,j <nund F' = (fij)lgi,jgn- Im Faull K = @ h@Zﬂt f
rationale quadratische Form. Sind die Koeffizienten fi; aus Z, so heif§t f ganzzahlig.

i1) Fine quadratische Form heifit positiv definit bzw. positiv semidefinit, falls K <
i) Ei dratische Fi heift itiv definit b 1) idefinit, falls K < R
und die Matriz F' positiv definit bzw. positiv semidefinit ist.

(111) Zwei quadratische Formen f und g heiffen R-dquivalent, falls ein T € GL,(R)
existiert mit g(xT) = f(x) fir alle x € R™

Sei nun (L, ¢) ein Gitter mit Gitterbasis B = (by, ..., b,) und Gram-Matrix A = G(B).
Dann definiert (L, ¢) eine positiv definite quadratische Form fir K = R und R = Z



durch
Zn — R, ((ll, vy CLn) —> ¢(Z aibi, Z albz) = ((ll, ey an)A(al, ceey an)tr.
=1 i=1

Quadratische Formen, die zu isometrischen Gittern gehoren, sind Z-aquivalent. Anderer-
seits definieren isometrische Gitter Z-aquivalente quadratische Formen. Es existiert also
eine 1-1-Zuordnung zwischen den Z-Aquivalenzklassen positiv definiter quadratischer
Formen und den Isometrieklassen von Gittern. Eine symmetrische und positiv definite
Matrix A € R™™" definiert eine quadratische Form und somit auch eine Isometrieklasse
von Gittern. Diese besteht aus ganzzahligen Gittern genau dann, wenn die Matrix A
ganzzahlig ist. Die Begriffe aus der Gittertheorie iibertragen sich:

min(A) = min{vAv" | v € Z""}
Min(A) := {v € Z"" | vAv" = min(A)}
Aut(A) := {BeGL,(Z) | BAB" = A}

Bemerkung 1.16 Sei (L, ¢) ein Gitter mit Gitterbasis B und Gram-Matriz A = G(B).
Dann gilt:

(1) min(L, ) = min(A).
(i1) Es gilt a1by + ... + apb, € Min(L, ¢) genau dann, wenn (ay, ..., a,) € Min(A) gilt.
(i1i) Es gilt o € Aut(L, ¢) genau dann, wenn pag € Aut(A) gilt.

(iv) (L, @) ist orthogonal zerlegbar genau dann, wenn ein g € GL,(Z) existiert, so dass
gAg"™ eine Blockdiagonalmatriz ist.



2 Einbettung euklidischer Gitter in

k
Zorth

2.1 Der Algorithmus SIB

In diesem Abschnitt wird der Algorithmus aus [Ple95| vorgestellt, der fiir ein symmetri-
sches, positiv definites A € Z™™ alle k € N und alle X € Z™** findet mit A = XX
Hiermit kann fiir ein ganzes Gitter (L, ¢) entschieden werden, ob, und wenn ja wie, es
sich in ZF , (dem Gitter Z* mit dem Standardskalarprodukt) fiir ein k& € N einbetten
lasst. Falls B = (b, ...,b,) eine Gitterbasis von (L, ¢) ist, bilden die Zeilen von jedem
X € Z™* mit G(B) = XX die Gitterbasis von einem Teilgitter von ZF ,  welches
isometrisch zu (L, ¢) ist. Der Algorithmus hat allerdings noch andere Anwendungen,
welche spéter diskutiert werden. Die Sétze und Beweise wurden ebenfalls aus [Ple95]
iibernommen.

Bemerkung 2.1 Sei 7, = {X = (X1,..,X3) € Z"% | X; # 0, XX" = A} und
v = Upen k- Dann gilt:

(i) v ist eine endliche Menge.

(ii) v ist abgeschlossen unter Vorzeichendnderung und Vertauschen der Spalten.

BEWEIS (i) Sei X € v. Dann gilt X; _Xj" = A;; fiir jede Zeile von X. Die Matrix

1 ... 1
T’ e 1
1,1
B = A2v‘2 L c ZnXSpur(A)
1 - 1
—_———
An,n
hat maximale Spaltenanzahl, sodass BZ-,_B;T_ = A;; ist fir ¢« = 1,..,n. Fir X =

(X1, ..., X)) € v gilt also & < Spur(A) und X;; < \/A;;. Da alle X, ; ganzzahlig sind,
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folgt die Behauptung.
(ii) Fir X = (Xq,...,Xg) € ygilt A = Zle X;X;", daraus folgt die Behauptung. O

Um Trivialitdten zu vermeiden, wird verlangt, dass keine Spalte 0 ist. Meistens ist man
nur an den Spalten einer Losung interessiert, nicht aber an deren Vorzeichen oder Rei-
henfolge. Im Folgenden werden also zwei Losungen X, X' € ~ als gleich angesehen, wenn
sie bis auf Reihenfolge und Vorzeichen die gleichen Spalten haben.

Bemerkung 2.2 Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Fir X € R™*, defi-
niere P = Py = X" A~'X € R¥*. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A= XX
(ii) P?> = P und Spur(P) = n.
(11i) Iy — P ist positiv semidefinit mit Rang k — n.

BEWEIS (i) = (ii): Es gilt P? = (X"A'X)(X"A7'X) = X"A1TAAIX = P. Also
ist Spur(P) = Rang(P) = Rang(X), da A~! positiv definit ist. Nach (i) gilt allerdings
Rang(X) =n.

(i) = (iii): P hat die Eigenwerte 0 und 1 mit Vielfachheiten £ —n und n. Also hat [, — P
die Eigenwerte 1 und 0 mit Vielfachheiten k —n und n. Da nach (i) ([, — P)> = I — P
ist, gilt Rang(Iy — P) = Spur(l, — P) = k — Spur(P) = k — n.

(iii) = (i): Seien ay, ..., a; die Eigenwerte von P. Aus Rang(l; — P) = k — n folgt, dass
I, — P n-mal den Eigenwert 0 hat, also existieren genau n a; mit 1 —a; = 0. Sei 0.B.d.A.
a; = ...=a, = 1. DaRang(P) < nist, gilt a1 = ... = ap = 0, alsoist ([,—P)* = [,— P
und P? — P und Rang(X) = Rang(P), insbesondere XP = X. Es ist A — XX = 0
dquivalent zu (A— X X'") A~ = 0, was wiederum dquivalent ist zu (A— X X")A™1X =0
(da X injektiv). Da (A — XXM)A'X = X — XXTA'X = X — XP gilt folgt die
Behauptung. O

Korollar 2.3 Sei A € Z**" symmetrisch und positiv definit. Jede Spalte X; einer Lo-
sung X €~y erfillt
XrFATIX; < 1.

BEWEIS Aus A = X X" folgt mit Bemerkung 2.2 (I, — P);; > 0, also ist X"A™'X; =
P <1 U

Da A symmetrisch und positiv definit ist, gilt dies fiir A~! ebenfalls, kann also als
Gram-Matrix eines Gitters (L, ¢) aufgefasst werden. Nach Bemerkung 1.16 ist also
{Y € Z"'" | Y"A~lY < 1} eine endliche Menge. Hiermit ist es bereits moglich die
Grundidee des Algorithmus’ zu formulieren. Vorher ist allerdings etwas Notation not-
wendig.

11



Notation (i) Fir festes A € Z™" symmetrisch und positiv definit sei cc = (X;),
eine Familie von X; € Z"™" mit XFAT'X; < 1 und X; # +£X; fiir alle 1 < i <

Jj<m.

(i) Fiir festes cc und v = (11, ..., 1) € L3 sei

|L| = ZL]'
j=1
f(L) = (Xl, ...,Xl, ...,Xm, 7Xm) c ZTLXM

L1 tm
G() = Iy~ f()AT () e QU
(i4) v € ZZ, heifit zulissig, falls G(v) positiv semidefinit ist.

(iv) Definiere eine partielle Ordnung > auf ZZ, durch

(7—17 -~-7Tm) Ztot (Lla (XS Lm)

genau dann wenn T, >t fiur alle k =1,...,m.

,cc“ steht hierbei fiir Spaltenkandidaten (,column candidates®). Falls alle Lésungen X €
7 berechnet werden sollen, kommt jedes X; € Z"™*, X; # 0 mit X" A~'X; < 1 bis auf
Vorzeichen genau einmal in cc vor. Je nach Anwendung des Algorithmus’ kann die Liste
aber weiter eingeschrankt werden, Beispiele hierfiir werden am Ende des Abschnittes
diskutiert. Nach Bemerkung 2.2 und Korollar 2.3 ist jede Losung X € v von der Form
X = f(¢) fiir ein ¢ € Z%, mit G(¢) positiv semidefinit und vom Rang || —n. Zulassigkeit
liisst sich auch anders charakterisieren, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 2.4 Seien A, X, P wie in Bemerkung 2.2. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) A— XX ist positiv semidefinit
(ii) P — P? ist positiv semidefinit
(111) I, — P ist positiv semidefinit

BEWEIS (i) = (ii): Falls A — X X" positiv semidefinit ist, existiert ein Y € R™** (fiir

12



s = Rang(A — X X™)) mit A — X X" =YY" Damit folgt

pP_ (XtrAfly)<XtrAfly>tr
= P—(X"AT'Y)(Y"ATIX)

= P—X"AYA-XX"MA'X

= P—-XTATTAAT' X + XUATIXXTATX

~
=P —p2

— p2

Also ist P — P? positiv semidefinit, da (X" A™'Y) (X" A~'Y)™ positiv definit ist.

(ii) = (iii): Die Eigenwerte von P sind nicht-negativ und nach (ii) kleiner oder gleich 1,
damit folgt (iii).

(iii) = (i): Sei A = gg¢' fiir ein g € GL(n,R). Dann ist jeder Eigenwert von g~ (A —
XXM gt = I, — (7' X) (g7 X)" entweder gleich 1 oder Eigenwert von I, — (¢7'X)"
(g7'X) = I, - X" A7 X = I}, — P, was positiv semidefinit ist. Also ist A — X X' positiv
semidefinit. O

Mit dieser Bemerkung wird klar, dass
{Yez™ | YTATYY <1} ={Y € Z" | A— YY" positiv semidefinit}

gilt. Auferdem ist ¢« € ZY,, zuléssig, genau dann wenn A — f(¢) f(¢)™ positiv semidefi-
nit ist. Jedes ¢ mit f(1) = X € 7 ist >y-maximal zulissig, im Allgemeinen gilt die
Umkehrung aber nicht. In Kapitel 3 werden Matrizen A" = A — f(¢)f(¢)" mit einem
> t-maximal zulassigem ¢ betrachtet, also positiv semidefinite Matrizen A’, fiir die die
Menge {Y € Z™*! | A’ — YY" positiv semidefinit} leer ist.

Nun ist es moglich eine Grundversion des Algorithmus’ zur Bestimmung von v anzuge-
ben:

Algorithmus 2.5 (SIB) Sei A € Z™" symmetrisch und positiv definit.

Schritt 1: Berechne die Spaltenkandidaten cc = (X;)",. Sei v = (1, ..., tm) = (0,...,0) €
2=y und l = 1.

Schritt 2: Falls moglich, erhéhe v, wm 1, wobei k > 1 minimal ist so dass das resultie-
rende ¢ zuldssig bleibt, setze | auf k und fiihre Schritt 2 mit den neuen Parametern ¢ und
[ aus. Fahre sonst mit Schritt 3 fort.

Schritt 3: Uberpriife ob f(1)f(1)" = A gilt und verringere v durch

(i) Falls y # 0 und I < m ist, verringere v und danach | jeweils um 1. Fahre dann
mat Schritt 2 fort.

(i1) Falls v, # 0 und | = m ist, sei k mazimal mit 1, # 0 und k < m, verringere vy um
1, setze t, auf 0 und | auf k + 1.
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(i1i) Falls o, = 0 ist, sei k mazximal mit v, # 0, verringere v, um 1 und setze | auf k+ 1.
Fahre dann mit Schritt 2 fort. Falls kein solches k existiert, terminiere.

yFalls moglich® in Schritt 2 bedeutet, dass kein Kriterium zu dem Schluss fiihrt, dass
kein 7 € ZY existiert mit f(7) € v und welches in lexikographischer Ordnung kleiner als
L ist (meistens sogar ¢ < 7). Diese Kriterien (und auch die Laufzeit des Algorithmus’)
hangen stark von einer geeigneten Sortierung der Vektoren in cc ab:

Sei cc = (X;)™, und X; = (w1, ..., x;n)™ ein Spaltenkandidat. Definiere

A(rys) = A{X; | i - x5 # 0}

fir 1 <r < s < n. Wiéhle eine Anordnung der Xj;, so dass {Xi,..., Xjape} = A(r, 5)
gilt, wobei r, s so gewéhlt werden, dass |A(r, s)| minimal ist. Bezeichne dieses (7, s) mit
(r1,$1) und definiere fir (r,s) # (1, s1)

Al(r,s) = {X; | Xi & A(r1,51), Tip - Tis # 0}

und wihle (ry, s9) wieder so, dass |A'(ry, s1)| minimal ist unter allen |A'(r,s)|. Wenn
man dies fortsetzt erhélt man eine Partition von cc in

A(’f’l, 81), AI(TQ, 82), AQ(T’37 83),

welche, nach geeigneter Umsortierung, aus aufeinander folgenden Vektoren aus cc be-
steht. Damit kann man folgendes Kriterium formulieren: Falls der Positionsindex [ in
Schritt 2 von Algorithmus 2.5 grofer ist als der groRte Index in A (r;, s;), muss der
Eintrag (1, s;) von A— f(¢) f(¢)™ entweder 0 sein oder kein 7 >, ¢ fiihrt zu einer Losung
f(r) €.

Die so definierte Ordnung von cc ldsst noch Freiheiten innerhalb der A“'(r;,s;) zu.

Hier ist es sinnvoll die X, so anzuordnen, dass X,tcrA_le monoton fallend ist fir
k e AH_l(Ti, Si).

Beispiel 2.6 Se:

2.0 -1 0 0 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0 0
-1 0 2 -1 0 0 0 0
A 0-1 -1 21 0 0 o0
0 0 0 -1 2 -1 0 0
0 0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 0 -1 2 —1
0 0 0 0 0 0 -1 2

eine Gram-Matrixz des Wurzelgitters Eg. Es existiert keine FEinbettung von Eg in ein
ZE .., da die Menge {Y € 7™ | YW A~YY < 1} leer ist. Die Gleichung X X% = 2A
liefert 2025 Losungen X € Z8* mit k = 8 fiir alle X. X X = 3A liefert 11200 Losungen
die alle in Z®'? liegen.
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Beispiel 2.7 Sei M := {1,...,10}. Gesucht sind Teilmengen Si,...,Ss C M mit |S; N
Sj| = Aij fur

31 10 2
12 010
A=1]11 0 2 0 2
01 0160
2 0 2 0 3
Die Gleichung X X% = A mit X € {0,1}** und k < 10 liefert als einzige Losung
1 1 1 00
1 00 10
X=101 0 01
00010
01 101

Die Mengen S; kinnen nun abgelesen werden, in dem man ein beliebiges 5-elementiges
Tupel M' € M® wdhlt und die Zeilen von X als ihre charakteristische Funktion interpre-
tiert. Die Wahl M' = (1,2,3,4,5) liefert zum Beispiel

Sy ={1,2,3},5 = {1,4}, 95 = {2,5}, S, = {4}, 55 = {2,3,5}.

2.2 Transversalen der Automorphismengruppe auf
den Einbettungen

Interpretiert man eine symmetrische und positiv definite Matrix A € Z™*" als Gram-
Matrix eines ganzzahligen Gitters (L, ¢), liefert der Algorithmus SIB Basen von Teilgit-
tern in Z!,,, welche zu (L, ¢) isometrisch sind. Dass die Losungen nur bis auf Vertau-
schen und Vorzeichendnderung der Spalten berechnet werden, bedeutet, dass Einbettun-
gen, welche durch Drehungen und Spiegelungen ineinander hervorgehen, nicht doppelt
berechnet werden. Allerdings kann es vorkommen, dass das Z-Erzeugnis der Zeilen bei
einigen Losungen gleich ist, dass SIB also verschiedene Basen fiir die gleichen Gitter
berechnet. Im Folgenden wird eine Methode beschrieben, wie die Gruppe Aut(A) aus-
genutzt werden kann, fiir jede mogliche Einbettung nur eine einzige Basis zu berechnen.
Zusatzlich soll erreicht werden, dass weniger ¢ € Z%, auf Zuldssigkeit gepriift werden
miissen, insbesondere soll also nicht im Nachhinein entschieden werden, ob zwei berech-
nete Basen das selbe Z-Erzeugnis haben.
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Sei im Folgenden A € Z™" symmetrisch und positiv definit und sei cc = (X;)", die
Familie aller X; € Z™! mit X A71X; <1 und X; # £X; firalle 1 <i < j < m.

Bemerkung 2.8 (i) Sei C = {Y € Z™' | Y®A™'Y < 1}. Die Gruppen {£I,}
und Aut(A) operieren auf C' durch Multiplikation von links. Da beide Operationen
vertauschen, operiert Aut(A) auf C/{£l,}, also auch auf der Transversalen cc.

(i) Aut(A) operiert auf m durch die Identifikation X; <> i fir alle X; € cc. Dadurch
operiert Aut(A) auf Z2, durch

Aut(A) X Zgo — Zgo, (B, (L]_, ceey Lm)) —> (L§71(1)7 ceey Lgfl(m)).

(iii) Aut(I},) operiert auf cc® C Z™* durch
Aut(I},) x cc® — cc¥, (M, X) — X M.
Aut(A) operiert auf cc® durch
Aut(A) x cc® — cc*, (B, X) — BX.

Da beide Operationen vertauschen, operiert Aut(A) auf cc® / Aut(Iy), also auch
auf der Transversalen Bild(f) N Z™*.

(iv) Aut(Iy) operiert auf v, C Z™* durch
Aut(Iy) X v = e, (M, X) — X M.
Aut(A) operiert auf vy, durch
Aut(A) X v — Y, (B, X) — BX.

Da beide Operationen vertauschen, operiert Aut(A) auf v,/ Aut(ly), also auch auf
der Ausgabe von SIB als Transversale dieser Operation.

(v) f ist eine Aut(A)-dhnliche Abbildung zwischen ZZ, und Bild(f).

Lemma 2.9 Die Zeilen von zwei Matrizen X, X' € ~ haben genau dann das gleiche
Z-FErzeugnis, wenn sie in einer Bahn unter Aut(A) liegen.

BEWwWEIS Falls X und X’ in einer Bahn unter Aut(A) liegen, existiert ein B € Aut(A)
mit BX = X'. Da aber B € GL,(Z) gilt, haben die Zeilen von X und X’ das gleiche Z-
Erzeugnis. Andererseits folgt aus der Gleichheit der Z-Erzeugnisse, dass ein B € GL,,(Z)
existiert mit BX = X’. Dann gilt allerdings A = X'X"" = (BX)(BX)" = BX X" Bt =
BAB™, also ist B € Aut(A). O

Ziel ist nun also, dass der Algorithmus fiir alle & € N mit v, # () eine Transversale

der Operationen von Aut(A) auf 7,/ Aut(ly) ausgibt, ohne natiirlich erst die gesamte
Losungsmenge und dann die Bahnen zu bestimmen.
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Satz 2.10 Seien ¢, 7 € ZZ, und sei B € Aut(A). Dann gilt:

(1) v ist zuldssig genau dann, wenn Bu zuldssig ist.
(i1) Es gilt T >0 t genau dann, wenn BT >y B gilt.

(11i) Es gilt T >or ¢ mit A = f(7)f(7)" genau dann, wenn BT >y Bt mit A =
f(BT)f(BT)"" gilt.

BEWEIS (i) Sei ¢ zuléssig. Per Definition ist dann A— f(¢) f(¢)* positiv semidefinit. Nach
dem Sylvesterschem Tragheitssatz ist dies dquivalent dazu, dass B(A — f(¢)f(¢)")B*"
positiv semidefinit ist. Durch die Operation von Aut(A) ist dies wiederum &quivalent
dazu dass A — f(Bt)f(B)™ positiv semidefinit ist.

(ii) Aut(A) operiert durch Permutation der Eintrége.

(iii) Es gilt f(Bt) = Bf(¢). Durch (ii) und der Operation auf den Losungen folgt die
Behauptung. O

Die wesentliche Aussage ist: Angenommen SIB testet ein ¢ € Z2, auf Zuldssigkeit. Falls
ein 7 € Aut(A): existiert, welches SIB bereits auf Zulissigkeit gepriift hat, folgt bereits,
dass alle Losungen f(¢/) € v mit ¢/ >0 ¢ in den selben Bahnen liegen wie die Losungen
f(7") € vy mit 7/ > 7. Da die 7" aber schon berechnet wurden, kann ¢ als nicht zuléssig
gewertet werden. Gesucht ist also eine Moglichkeit zu entscheiden, ob ein solches 7 in
der Bahn Aut(A): existiert. Sei >, die iibliche Lexikographische Ordnung auf ZY,,.
Da SIB alle ¢ € Z2, in lexikographischer Reihenfolge auf Zulissigkeit testet gilt also:
7 € Aut(A). wird genau dann vor ¢ auf Zulissigkeit gepriift wenn 7 > ¢ gilt.

Ob solch ein solches 7 in der Bahn Aut(A): existiert kann natiirlich mit dem Bahnenal-
gorithmus getestet werden, dies ist in der Regel allerdings zu aufwendig. Sinnvoller ist
es die Bahn geordnet aus zurechnen. Hierfiir ist ein Resultat aus der Computeralgebra
notwendig:

Bemerkung 2.11 (i) Aut(A) operiert im Allgemeinen nicht treu auf cc. Es kann al-
lerdings 0.B.d.A. die Gruppe G := Bild(«) fir

a: Aut(A) — Se., B— B

betrachtet werden. Dann gilt cc | Aut(A) = cc /G, durch die in Bemerkung 2.8 definier-
ten Operationen also auch m/ Aut(A) = m/G und Z%, / Aut(A) = Z%, /G. G operiert
treu auf cc, m und Z%,. - -

(ii) Sei Uy = G wie in (i) definiert und sei U; = Stabg(1, ...,1) und R; ein Vertretersys-
tem von U; in U;_1 fiiri=1,....,m. Dann ist die Abbildung

Ri X ... X Ry — G, (g1, ey Gm) = 1 * o I
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eine Bijektion.

Dadurch ist es moglich bei der Berechnung von Aut(A): = Gt schrittweise die ersten ¢
Eintrage von ¢ zu fixieren.

Algorithmus 2.12 Gegeben: Fine Gruppe G definiert wie in Bemerkung 2.11 durch ein
Vertretersystem Ry, ..., Ry, und ein v € Z<,.

Gesucht: Ist 1 >1ec-mazimal in Aut(A)L?

Algorithmus: Definiere L := {1} und initialisiere die Liste N := (). Laufe nun schrittweise
durch die Vertretersysteme Ry, ..., R,, und wende fiir ein festes R; alle g € R; auf alle
(' € L an. Falls der i. Fintrag von einem resultierenden Element grofier ist als i;, ist t
nicht >1ex-mazimal in Aut(A)e, ansonsten fige alle Elemente deren i. Eintrag gleich t;
ist zu N hinzu. Ersetze danach L durch N und entferne alle Elemente aus N.
Ausgabe: Entweder wurde auf diese Weise ein 7 € Aut(A)r mit 7 > t gefunden oder ¢
ist >1ex-mazximal in Aut(A)e.

Ein Programm, welches diesen Ansatz verfolgt, wurde von Martin Leuner und mir imple-
mentiert. Als Eingabe fiir die Automorphismengruppe dient die Ausgabe von CARAT.

Bemerkung 2.13 ([P1e95], 3.3 Remark) Fir A € Z"" symmetrisch und positiv de-
finit sei A = v/ Aut(ly). Nach Bemerkung 2.8 operiert Aut(A) auf Y. Fir X €
set

S(X)={g € Aut(A) | gX = Xm fir ein m € Aut(I})}

der Stabilisator von X Aut(1ly) € 3. Dann gilt
A= D [Aut(4): S(X?)],
XeeT

wobei T ein Vertretersystem von 7 ist (beispielsweise die Ausgabe von SIB).

Im Fall k = n ist S(X) die grofste Untergruppe von Aut(A), welche gleichzeitig auf dem
orthonormalem Obergitter (Z'" X1, ¢) von (Z'", ¢|g1xn « g1xn) operiert, wobei

¢ 7V X P ZVT X S 7 (1, 1) — ALY

Allgemein besteht S(X) aus genau den Automorphismen, die die Gitterbasis, welche aus
den Zeilen von X besteht, durch Drehung und Spiegelung (also eine Umorientierung des
Koordinatensystems) auf eine weitere Basis abbildet.

Beispiel 2.14 (Fortsetzung von Beispiel 2.6) (i) Um alle 2025 Lésungen der Glei-
chung XX = 2A zu finden, miissen 258520 + € lezé) auf Zuldssigkeit getestet
werden. Insgesamt hat der Algorithmus eine Laufzeit von von 17,4s. Die Gruppe
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Aut(A) operiert transitiv auf den Losungen. Um diese mit Hilfe der Automorphis-
mengruppe zu finden werden nun nur noch 933 + € ZX2 auf Zuldssigkeit getestet,
zusdtzlich werden 339 Tupel mit Algorithmus 2.12 getestet. Die Laufzeit verringert
sich auf 1,1s.

(ii) Aut(A) operiert wieder transitiv auf den Losungen von X X = 3A. Anstatt 2200671
werden nun nur noch 1212 1 € Zl>200 auf Zuldssigkeit getestet, zusatzlich werden 702

Tupel mit Hilfe der Automorphismengruppe getestet. Die Laufzeit verringert sich
von 3mb,6s auf 1,4s.

In beiden Fillen operiert Aut(A) transitiv auf cc. Dies hat zur Folge, dass von allen

L€ 2122(? mit 11 = 0 nur diejenigen mit genau einem Eintrag 1 und sonst 0 auf Zulassigkeit
getestet werden.
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3 Additive Zerlegungen von Gittern

3.1 Grundlagen

Die Definitionen und Sétze dieses Kapitels sind iiberwiegend aus [Ple94| und [Opg92]
iibernommen. Beweise, welche sich in diesen Arbeiten befinden, wurden an den entspre-
chenden Satzen gekennzeichnet.

Ein beliebiges Gitter (L, ¢) mit Gram-Matrix G(B) ist isometrisch zu (Z", ¢'), wobei
¢’ die von G(B) induzierte quadratische Form ist. Betrachtet man also alle Isometrie-
Klassen von Gittern, kann ohne Einschrinkung I = Z" angenommen werden. Alle sym-
metrischen Bilinearformen ¢ : L x L — 7Z bilden eine additive Gruppe Bil(L), welche
zur Gruppe aller symmetrischen ganzzahligen Matrizen Zgyfg isomorph ist. In dieser sind
die Halbgruppen Bil.o(L) und Bils¢(L) der positiv definiten und positiv semidefiniten
Bilinearformen enthalten, welche zu den Halbgruppen der symmetrisch positiv definiten
bzw. positiv semidefiniten Matrizen Zg;\ ., und ZZ ! . korrespondieren. Zusammen mit
einer positiv definiten Bilinearform ¢ € Bil.o(L) wird (L, ¢) zu einem ganzzahligem Git-
ter, es werden nun aber auch semidefinite Gitter (L, ¢) fiir ¢ € Bils zugelassen. Diese

gehoren im Gegensatz zu positiv definiten Gittern nicht mehr zu euklidischen Réaumen.

Eine Z-lineare Abbildung « : (L, ¢) — (L, ¢') heifst zuléssig, falls ,¢' = ¢ gilt, mit ,¢' :
LxL—7Z:(li,ls) — ¢'(lhe, lrar). Die Addition in Bil(L) kann wie folgt interpretiert
werden: Fiir ¢, ¢1, ¢o € Bil(L) ist die Abbildung

(L7¢> — (L7¢1) L (L7¢2)7l = (lal>
genau dann zuléssig, falls ¢ = ¢+ ¢ gilt. Die Gruppe GL,(Z) operiert auf Bil(L) durch
GL,(Z) x Bil(L) — Bil(L), (a, ¢) — o¢.

Diese Operation ist vertraglich mit der Addition in Bil(L) und lasst die Mengen Bilso(L)
und Bil.o(L) invariant.
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Definition 3.1 (i) Sei ¢ € Bilso(L). Fir i = 1,...,k seien (L;, ¢;) positiv definite
ganzzahlige Gitter, und die Z-linearen Abbildungen 7; : L — L; seien nicht die
Nullabbildung. Eine zuldssige Abbildung

T D... DT ! (L,(b) — (Ll,(bl) 1 ... L (Lk7¢k)7l — (lel, ...,l?Tk)

heifit additive Zerlegung von (L, ¢). Falls eine solche Zerlequng existiert heifst (L, @)
additiv zerlegbar, sonst additiv unzerlegbar.

(i) A € L o heift additiv zerlegbar, falls A als Summe von zwei positiv semidefini-

ten Matrizen Ay, Ay € Zgy 5 ungleich der Nullmatriz geschrieben werden kann.

sym,
Falls eine solche Zerlegung existiert heifit A additiv zerlegbar, sonst additiv unzer-
legbar.

(111) ¢ € Bilso(L) heifit Blockform, falls fir jede Z-lineare Abbildung o : L — Z ungleich
der Nullabbildung die Differenz ¢ — 41 = ¢ — o® nicht positiv semidefinit ist, wobei
1:ZX7Z — 7Z,(a,b) — ab.

(iv) A e ZXI., heifst Blockform, falls A —YY™ nicht positiv semidefinit ist fiir jedes

sym,>0

Y € 7" ungleich dem Nullvektor.

Jedes additiv unzerlegbare Gitter und jede additiv unzerlegbare Matrix ist eine Block-
form.

Bemerkung 3.2 Sei (L, ¢) ein Gitter mit Gitterbasis B und sei A = G(B) eine Gram-
Matrix von L. Dann gilt:

(i) (L, ) ist genau dann additiv zerlegbar, wenn A additiv zerlegbar ist.

(i1) (L, ) ist genau dann eine Blockform, wenn A eine Blockform ist.

Fiir ein positiv definites Gitter (L, ¢) mit Gram-Matrix A ist nach Bemerkung 2.4 A
genau dann eine Blockform, wenn die Menge {Y € Z™' | Y"A~'Y < 1} leer ist. Da
A1 allerdings eine Gram-Matrix des dualen Gitters (L#, ¢) ist, gilt:

Lemma 3.3 FEin positiv definites Gitter (L, ¢) ist genau dann eine Blockform, wenn
min(L#, ¢) > 1 ist.

Bemerkung 3.4 (|Opg92], Bemerkung 1.3.2) Sei ¢ € Biloo(L). Dann gilt:

(i) Falls (L, ®) orthogonal zerlegbar ist, dann ist (L, ) additiv zerlegbar.

(i1) Falls det(L,$) = 1 ist, dann ist (L,¢) genau dann orthogonal zerlegbar, falls es
additiv zerlegbar ist.
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BEWEIS (i) Folgt sofort aus Bemerkung 3.2 und Bemerkung 1.16.

(i) Sei (L, ¢) unimodular und orthogonal unzerlegbar. Angenommen es existiert eine
additive Zerlegung (L,$) — (L1,¢1) L ... L (L, ¢). Dann ist das Bild L von L
isometrisch zu L, also ist auch L orthogonal unzerlegbar und hat Determinante 1. Nach
dem Satz iiber die eindeutige orthogonale Zerlegung von Gittern folgt nun L C L; fiir
ein 7, also nach Definition der additiven Zerlegung k =1 und L = L;. O

Die Gruppe GL,(Z) operiert auf Z5 ", durch

sym,>0

GL,(Z) x ZHX“>0 — 22", (g, A) — gAg"™.

sym, sym,>0

Additive Zerlegbarkeit und Blockform sind Invarianten dieser Operation. Die Abbildung
Bilso(L) = Zin 0, @+ (D€, €5))1<ij<n

ist eine GL,,(Z)-Ahnlichkeit, wobei (ey, ..., e,) die Standardbasis des Z" bezeichnet. An-
stelle der Isometrieklassen n-dimensionaler, additiv unzerlegbarer Gitter kann man also
die GL,(Z)-Bahnen auf Z{, betrachten. Die néchste Bemerkung zeigt, dass man
hierbei ohne Einschréankung von positiv definiten Matrizen ausgehen kann.

Bemerkung 3.5 Sei A € Z>".,. Dann ezistiert ein g € GL,(Z) und ein A" €

sym,>0"
ZRane(A)xRang(A) gy etrisch und positiv definit mit

A0
tr

Insbesondere ist A genau dann additiv unzerlegbar, wenn A’ additiv unzerlegbar ist.

BEWEIS Sei b = (b, ...,b,) ein Basisvektor von Kern(A4) < Q"". Dann gilt 0.B.d.A.
be Z"" und ggT(by,...,b,) = 1 Mit Hilfe des ganzzahligem Gaufalgorithmus’ existiert
ein § € GL,,(Z) mit bg = (0, ...,0,1). Dann gilt

o (A0
949 —<%W)

mit A € Z" VXD gymmetrisch und positiv semidefinit. Nun kann 0.B.d.A. A be-
trachtet werden. Wenn man dies iterativ fortfiihrt erhélt man das gesuchte A’. a

Satz 3.6 (vgl. [Mor37|) Fir alle n € N gibt es bis auf Isometrie nur endlich viele
positiv definite, ganzzahlige Gitter (L, ¢) vom Rang n, wobei ¢ eine Blockform ist. Ins-
besondere gibt es nur endlich viele Isometrieklassen n-dimensionaler positiv definiter,
ganzzahliger, additiv unzerlegbarer Gitter, und deshalb gibt es unter der Operation von

GL,(Z) auch nur endlich viele Bahnen additiv unzerlegbarer Matrizen in Zg! <.
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BEWEIS Nach dem Satz von HERMITE (vgl. [PZ89|, S. 197) existiert fiir jedes n eine
Konstante x,, so dass fiir jedes n-dimensionale, positiv definite Gitter (L', ¢') vom Rang
n gilt:
min(L', ¢') < K, det(L’, ¢').

Ein positiv semidefinites Gitter (L, ¢) ist genau dann eine Blockform, wenn die Matrix
(¢(ei,e;))1<ij<n es ist. Nach Bemerkung 3.5 kann also ohne Einschrénkung angenom-
men werden, dass (L, ¢) positiv definit ist. Dann gilt min(L#, ¢) < k,det(L#,¢) =
ki det(L, ¢)~1, also ist min(L#, ¢) det(L, ¢) < k,. Falls det(L,¢) > k, gilt, muss al-
so min(L#,¢) < 1 gelten, insbesondere ist dann (L, ¢) keine Blockform. Es existieren
fiir eine gegebene Dimension und Determinante nur endlich viele Isometrieklassen von
Gittern (vgl. [Sie56], Seite 67), daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.7 Bis Dimension 8 existieren nur 4 Isometrieklassen additiv unzerlegbarer
Gitter: Z und die Wurzelgitter Eg, E; und Eg (vgl. [Ko39], [Ko42b], [Ko42a]). In den
Dimensionen 1 bis 5 existieren noch nicht einmal Blockformen, denn jedes (L, $) mit
dim(L, ¢) <5 lisst sich in LI | Z fir ein n < dim(L, ¢) + 3 einbetten (vgl. [K037]). Es
muss also min(L#, ¢) < 1 gelten, sonst wiirde der in Kapitel 3 beschriebene Algorithmus
keine Finbettung finden.

Der néchste Satz liefert ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass ein ein Gitter additiv
unzerlegbar ist.

Satz 3.8 (|Opg92], Satz 1.3.9 bzw. [Ple94], Proposition II1.3) Sei (L, $) ein po-
sitiv definites, ganzzahliges Gitter, so dass gilt:

(i) ¢ ist eine Blockform, d.h. min(L#, ¢) > 1.

(i1) Das Teilgitter ((L<3)z, ) von (L, ¢), welches von allenl € L mit ¢(1,1) < 3 erzeugt
wird, ist orthogonal unzerlegbar und dim(L, ¢) — dim((L<3)z, ¢) < 5.

Dann ist (L, ) additiv unzerlegbar.

BEWEIS Angenommen (L, ¢) ist additiv zerlegbar. Dann gilt ¢ = ¢; + ¢ mit 0 #
¢; € Bilso(L) fiir ¢ = 1,2. Fiir ein 0 # x € L mit ¢(z,2) < 3 muss dann gelten
¢1(x,z) = 0 oder ¢o(x,z) = 0. Denn anderenfalls wire 0.B.d.A. ¢;(x,z) = 1, und in
diesem Fall ist (L, ¢;) orthogonal zerlegbar mit (Z, 1) als orthogonalem Summanden,
wobei 1 : ZxZ — 7Z,(a,b) + ab. Damit ist ¢ > ¢ > 62 fiir eine lineare Form ¢ auf
L, was jedoch wegen Lemma 3.3 ein Widerspruch zu (i) ist. Sei also 0 # o € L mit
d(zo, x9) < 3 und 0.B.d.A. ¢1(xp,z9) = 0. Dann ist ¢1(z,z) = 0 fiir alle z € L mit
¢(x,z) < 3. Dies gilt fir alle z mit ¢(zg,z) # 0, da gelten muss

é1(x0, 20)  P1(T0, 7)Y _
0 < det (gbll(;o,xo) ¢11(~’UO7 x)) = —¢1(z0,7)?,
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also folgt ¢;(zp,x) = 0. Wenn man nun annimmt, dass ¢;(z,x) # 0, dann muss gelten
¢o(z,x) = 0, und dasselbe Argument liefert ¢o(xg,z) = 0. Das aber fithrt zum Wider-
spruch 0 # ¢(xg,x) = ¢1(xo, x) + Pa(x0,2) = 0+ 0. Da (L<3)7 orthogonal unzerlegbar
ist, gilt ¢1(x,x) = 0 fiir alle x € L mit ¢(x,x) < 3. Also ist ¢y gleich 0 auf (L<3)z und
auch auf L' = LN Q(L<3)z. Aber nach Voraussetzung ist dim(L/L") < 5, deshalb ist ¢,
die Summe von Quadraten von linearen Formen (vgl. [Ko37]). In diesem Fall aber wére
¢ von der Form 6%+ ¢ mit einer linearen Form § auf L und ¢’ € Bilso(L), was wiederum
einen Widerspruch zu (i) bedeutet. O

Lemma 3.9 Sei (L, ¢) ein positiv definites, ganzzahliges Gitter mit Gitterbasis B und
Gram-Matrizx A = G(B). Dann gilt:

(1) Falls (L, ) additiv unzerlegbar ist, dann ist jedes Obergitter von (L, @), welches
dieselbe Dimension hat, additiv unzerlegbar.

(i1) Falls (L, @) in ein orthogonal zerlegbares Gitter (L', ¢') = (L1, ¢1) L ... L (L, ¢r)
einbettet mit dim(L;, ¢;) < dim(L, ¢) firi=1,...,k, dann ist (L, ®) additiv zerleg-
bar.

BeEwEs (i) Sei (L, ) ein Obergitter von (L, ¢) mit Gitterbasis B und Gram-Matrix
A = G(B). Falls (L, ¢) additiv zerlegbar ist, existieren A,, A, € Zy positiv semidefinit
ungleich der Nullmatrix mit A = A, + A,. Da (L, ¢) ein Obergitter von (L, ¢) ist, gilt
A = (pids)A( pidg)" = (pidg)A;( pids)" + (pids)As( pidg)", also ist (L, ¢) additiv
zerlegbar.

(ii) Sei A; eine Gram-Matrix von (L;, ¢;) fir i = 1, ..., k und sei B’ eine Basis von (L, ¢')
mit G(B') = Diag(Ay, ..., Ax). Da (L, ¢) in (L, ¢’) einbettet, gilt

A= (BidB/) Diag(Al, ey Ak)(BidB/)tr.
Falls (L, ¢) additiv unzerlegbar ist, muss
( pidg/) Diag(0, ..., 0, 4;,0,...,0)( gidp/)" = 0

gelten fiir alle ¢ mit genau einer Ausnahme. Dann wiirde aber (L, ¢) in ein Gitter kleinerer
Dimension einbetten. O

Obergitter, die orthogonal zerlegbar sind, konnen mit Hilfe des dualen Gitters gesucht
werden. Falls (L, ®) ein ganzzahliges Gitter ist, dann ist L# /L eine endliche abelsche
Gruppe der Ordnung det(L, ¢). (L', ¢) ist genau dann ein ganzzahliges Gitter mit L <
L' <L#, wenn U = L' /L eine Untergruppe von L# /L ist mit @]y = {0}, wobei

Die Abbildung ist wohldefiniert, da (L, ¢) ein ganzzahliges Gitter ist. Maximale Unter-
gruppen in L# /L mit dieser Eigenschaft kénnen leicht konstruiert werden:
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Lemma 3.10 Sei (L, ¢) ein ganzzahliges Gitter und sei V .= {l € L# /L | ¢(1,1) € Z}.
Definiere einen Graphen G = (V, E) auf V' durch
I 1 1y # 1l und ¢(l1, 1) € Z
0 sonst

]ﬁir alle 11,1, € V. Dann ist U genau dann eine mazimale Untergruppe von L# /L mit
Dl = {0}, wenn (U, E|yxy) ein mazimal vollstindiger Teilgraph von G ist.

BEWEIS ,,<* Sei (U, F|yxy) ein maximal vollstdndiger Teilgraph von G. Dann ist U
nicht leer und fiir alle [, 1,1y € U gilt ¢(I; — Iy, 1) = ¢(11,1) — ¢(lo,1) € Z. Da (U, E|yxv)
maximal vollsténdig ist, gilt also I; — [y € U. Also ist U eine Untergruppe von L# /L,
die offensichtlich maximal ist. Nach Konstruktion gilt ®|;»y = {0}.

,=": Sei U eine maximale Untergruppe von L# /L mit ®|yy = {0}. Dann gilt ¢(I1,l3) €
7 fiir alle 11,1l € U, also ist (U, E|yxy) ein vollstindiger Teilgraph von G. Falls dieser
echt in einem vollstdndigem Teilgraphen von G liegen wiirde, wire U nicht maximal. O

Die maximal vollstdndigen Teilgraphen kénnen mit dem Bron-Kerbosch-Algorithmus
gefunden werden (vgl. [TTTO06]). Fligt man zu die Zeilen einer Gram-Matrix zu einer
solchen maximalen Untergruppe hinzu und berechnet eine Z-Basis, erhilt man die Basis
eines maximal ganzzahligen Gitters (L', ¢) mit L < L’ < L#. Falls dieses orthogonal
zerlegbar ist, dann ist L additiv zerlegbar.

Beispiel 3.11 In der Notation von [CS99], Kapitel 6, S. 159, sind alle laminierten
Gitter A in den Dimensionen 9 bis 17 additiv zerlegbar. Mit Lemma 3.10 lassen sich
mazimal ganzzahlige Obergitter ' von A in A# berechnen, die orthogonal zerlegbar sind.
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In den Dimensionen 18 bis 24 ldisst sich weder Satz 3.8 anwenden, noch existiert ein
maximal ganzzahliges, orthogonal zerlegbares Obergitter in A*.

3.2 Ergebnisse

Additiv unzerlegbare Gitter konnen konstruiert werden, indem man aus einem positiv
definiten Gitter alle Blockformen bildet und diese auf additive Zerlegbarkeit untersucht.
In der Implementierung von Algorithmus 2.5 wurde zusétzlich die Option eingefiigt, fiir
ein A € Z™™ symmetrisch und positiv definit alle A’ = A — XX fiir ein X € Z™**
aus zugegeben, so dass A’ positiv semidefinit und eine Blockform ist. Die Automor-
phismengruppe Aut(A) operiert auf der Menge aller Blockformen die sich so berechnen
lassen, zusammen mit der in Kapitel 2, Abschnitt 2 beschriebenen Methode lasst sich

L L ist isometrisch zu U(s,1,2) - vgl. Kapitel 4.
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also direkt eine Transversale dieser Operation bestimmen. Allerdings kénnen natiirlich
Blockformen, die nicht in einer Bahn liegen, trotzdem isometrisch sein. Fiir alle Block-
formen werden dann mit Lemma 3.5 ein positiv definites Gitter in der entsprechenden
Isometrieklasse gesucht, welches anschliefsend auf additive Zerlegbarkeit getestet wird.

3.2.1 Teilgitter von Eg, E; und Eg

Zuerst wurden Teilgitter der Wurzelgitter Fg, F7 und Eg vom Index 2,3 und 5 betrach-
tet. Mit Hilfe von Satz 1.12 und Bemerkung 1.14 ist es moglich die Bahnen der Teil-
gitter von gegebenem Primzahlindex unter der Operation der Automorphismengruppe
zu bestimmen, diese Bahnen wurden dann zu Isometrieklassen zusammen gefasst. An-
schliefend wurde fiir jeden Vertreter mit SIB untersucht, ob eine Einbettung in ein ZF
existiert und welche Blockformen sich bilden lassen, jeweils unter der Operation der
Automorphismengruppe. Fiir jede Blockform wurde dann entschieden, ob diese additiv
unzerlegbar ist. Die Determinante ist als Zerlegung in die Elementarteiler angegeben,
|cc| gibt an aus wie vielen Spaltenkandidaten sich die moglichen Einbettungen zusam-
mensetzen konnen. ,Einbettungen in (kq, ks, ...)“ bedeutet, dass unter der Operation der
Automorphismengruppe jeweils eine Einbettung in Z'g;th, Z’gith, ... existiert.

Teilgitter von Ejg:

Index 2: 2 Teilgitter

det=2-6 det=2-6

lcc| =6 lcc| =7
Einbettung in (8)  Einbettung in (8)
keine Blockformen keine Blockformen

Index 3: 5 Teilgitter

det = 27 det=3-9 det = 27

|ce| =2 |cc| =14 |cc| =38

keine Einbettungen  Einbettung in (9)  Einbettung in (9)
Blockformen: FEjg Blockformen: Eg keine Blockformen
det =3-9 det = 32

lcc| =3 lcc| =9

keine Einbettungen  Einbettung in (9)
Blockformen: 2 x Eg keine Blockformen
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Index 5: 8 Teilgitter

det =75

|cc| =4

keine Einbettungen
Blockformen: 10 x Ejg

det =5-15

|cc| =21

Einbettungen in (9, 10, 11, 14)
keine Blockformen

det =5-15

|cc| =24
Einbettung in (9)
Blockformen: 4 x Eg

Teilgitter von E7:

Index 2: 3 Teilgitter

det =8
lcc| =1

det = 8§

Blockformen: E-
Index 3: 5 Teilgitter

det=3-6

|ce| =2

keine Einbettungen
Blockformen: 2 x Fg

det=3-6

lcc| =9
Einbettung in (9)
keine Blockformen

|cc| =38
keine Einbettungen Einbettung in (8)
keine Blockformen keine Blockformen

det =18

|cc| =8
Einbettung in (8)
keine Blockformen

det =18
lcc| =3
keine Einbettungen
Blockformen: Fg, E;

det =75

|cc| =15

Einbettungen in (9,11, 14,17)
Blockformen: 5 x Ejg

det =75

|cc| =16

Einbettungen in (9,9, 10, 11)
keine Blockformen

det = 75

|cc| =16

Einbettungen in (9, 10, 11)
Blockformen: 2 x Ejg

det = 23
lcc| =17
Einbettung in (7)

det = 18
lcc| =2
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det =75

|cc| =15

Einbettungen in (9,9, 11,11)
Blockformen: 3 x Ejg

det =75

|lcc| =6

keine Einbettungen
Blockformen: 8 x Ejg

keine Einbettungen
Blockformen: 2 x E;



Index 5: 10 Teilgitter

det = 50 det = 50 det = 50

|cc| =4 |cc| =16 |cc| =3

keine Einbettungen Einbettungen in (9,11,14) keine Einbettungen
Blockformen: 8 x E; keine Blockformen Blockformen: 5 x E;
det = 50 det = 50 det =5-10

|ce| =10 |cc| =16 |ce| =12
Einbettungen in (9, 11) Einbettungen in (9, 11) Einbettungen in (10, 11)
Blockformen: E- Blockformen: 2 x E; keine Blockformen
det = 50 det = 50 det = 50

|cc| =6 |ce| =17 lcc| =5

keine Einbettungen Einbettungen in (9, 9) keine Einbettungen

Blockformen: 3 x Eg,2 x E; Blockformen: 2 x Eg, E7 Blockformen: 3 x FEg,2 x Er

det = 50

|ce| =13
Einbettungen in (9, 10)
Blockformen: E-

Teilgitter von Ej:

Index 2: 2 Teilgitter

det = 22 det = 22

lcc| =38 lcc| =1
Einbettung in (8)  keine Einbettungen
keine Blockformen Blockformen: E-
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Index 3: 4 Teilgitter

det =9
lcc| =1

Blockformen: Eg

det =9

lcc| =9
Einbettung in (9)
keine Blockformen

Index 5: 8 Teilgitter

det = 25

|ce| =2

keine Einbettungen
Blockformen: 2 x FEg

det = 25

lcc| =7

keine Einbettungen
Blockformen: 2 x Eg, Ex

det = 25
lcc| =9
Einbettung in (11)
keine Blockformen

3.2.2 Konstruktion von Blockformen

Danach wurden alle Blockformen bestimmt, die sich aus den Gittern der Dimension 12
bis 16 aus [NS| und den Gittern aus [PP85]? und [PP93] ab Dimension 12 bestimmen
lassen. Fiir ein Gitter (L, ¢) werden bis auf Isometrie alle Gitter (L,¢’) angegeben,
wobei ¢’ eine Blockform ist, die sich mit SIB aus ¢ konstruieren lassen. Im Fall (L, ¢)
(L, @) ist ¢ bereits eine Blockform. Falls man mit Satz 3.8 zeigen kann, dass (L, ¢’)
additiv unzerlegbar ist, wird es mit U, 4 bezeichnet, wobei n die Dimension und d

det =9

|ce| =2

keine Einbettungen keine Einbettungen
Blockformen: 2 x FEg

det = 25

|cc| =3

keine Einbettungen
Blockformen: 5 x Ejg

det = 52

|cc| =4

keine Einbettungen
Blockformen: 2 x Ejg

det = 25
|cc| =10
Einbettung in (9)
Blockformen: E;

’In diesem Paper ist die Matrix

angegebenen Gitter betrachtet werden.
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det = 32

|cc| =3

keine Einbettungen
Blockformen: FEg

det = 25

|cc| =4

keine Einbettungen
Blockformen: Fr,2 x FEg

det = 52

|cc| =10
Einbettung in (10)
keine Blockformen

1o félschlicherweise nicht symmetrisch, daher konnten nicht alle



die Determinante von (L, ¢') ist und min(L#, ¢') = 2 gilt. Im Fall n < 11 wurden diese
bereits von J. Opgenorth in [Opg92|, Kapitel 3 angegeben, fiir n > 12 befindet sich eine
Beschreibung der Gitter in Kapitel 4. Falls man mit Hilfe von Lemma 3.10 ein orthogonal
zerlegbares Obergitter findet wurde dieses angegeben, sonst ist keine Aussage iiber die
additive Zerlegbarkeit einer Blockform moglich. Falls die Determinante des Gitters zu
groft ist, kann es passieren, dass die benutzten Algorithmen eine lange Laufzeit haben,
dann wurde die Rechnung abgebrochen.

Gitter aus [NS]:

Dimension 12

(L,0) (L,¢)
K12 K12
additiv zerlegbar: — Eg L Fg
Al12 —
D12 —
D12+ D12+ = U(1271’2)
012 U10,9,12)
C6.PSU(4,3).(C2 x C2) C6.PSU(4,3).(C2 x C2)

additiv zerlegbar: — FEg 1 Ejg
((3+7(1+2):SL(2,3)) x SL(2,3)).C2 | Ej

(CQ x D10 x A5):CQ U(1075,7)
(SL(2,5) Y SL(2,3)).C2 Es
A2 x M6,2 Rechnung abgebrochen
(C2 x C3.Alt6).(C2 x C2) Rechnung abgebrochen
(PSL(2,7) x D8):C2 -
(PSL(2,7) x D8):C2 Rechnung abgebrochen
A2 x A6 U(1079,12)

U2,9,12)
A2 x A6~ (2) Rechnung abgebrochen
A176.sqrt(3)A1°6 D12+ = Ug2,1.9)
A273.sqrt(3)A273 Es
A372.5qrt(3)A372 Eg

Uo,3.4)

Ua2,9,12)
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(L, ¢) (L, ")
A6.sqrt(3)A6 Eg
U10,3.4)
D6.sqrt(D6) D12+ = Ugiz,1,2)
U10,3.4)
Fg
E6.sqrt(3)E6 Es
FEg L Eg
G2.A5.sqrt(3)A5 Es
U10,9,12)
G2°2.D4.sqrt(3)D4 | Eg
Eg
G276 —
Dimension 13
(L, ¢) (L, ¢")
Kappal3 U(13,243,324)
D13 —
Al13 —

C2 x L<3,3) : C2 U(10’374)

Lambdal3 max -

Lambdal3 mid Ey

Lambdal3 min Eg

C2 x PSL(2,25) : C2 | Rechnung abgebrochen
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Dimension 14

Dimension 15

(L,¢) (L,¢)
Al4 —
D14 —
E7A2+ E7A27L - U(147172)
Lambdal4 Lambdal4
additiv zerlegbar: — FEg | Fj
C2 x G(2,3) C2 x G(2,3)
keine Aussage mogich
A2 x E7 U(13,243,324)
C2 x S7 -
C2 x S8 C2 x S8
keine Aussage moglich
Kappal4 U13,27,36)
(SU(3,3 X C4) . C2 U(14,576,768)
Lambdal4.2 Eq
Lambdal4.3 Eg
Lambdal4.4 U(12716724)
Kappal4.2 Ul13,243,324)
(L,0) (L,¢)
Al5 -
A15+ A15+ — U(157172)
C2 x Sp(6,2) | C2 x Sp(6,2) = Uns,102,320)
D15 -
Kappalb Kappalb
keine Aussage mdoglich
Lambda2A6 |-
Lambda2E6 | Lambda2E6 = U5 243,324
Lambdalb Lambdalb
additiv zerlegbar: — FEg | FEy
Lambdalb.2 U(14’192’256)
Lambdalb.3 | Ey
Lambdal5.4 | U4,192,256)
Kappalb.2 U13,27,36)
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Dimension 16

(L,0) (L,9)
Lambdal6 Lambdal6

additiv zerlegbar: — Eg | Fg
Lambdal6.2 U(1571287192)
Lambdal6.3 Ul14,48,64)
Lambdal6.4 Lambdal6.4

keine Aussage moglich
Kappal6 Kappal6

keine Aussage moglich
Kappal6.2 Kappal6.2

additiv zerlegbar: — FEg | Fg
Kappal6.3 Kappal6.3

additiv zerlegbar: — FEg | Fg
BW16o0dd BW16o0dd = U(16,256,384)
OBW16 OBW16 = U(16,64,128)
A16 -
D16 -
E8 x A2 E8 x A2

keine Aussage moglich
A4 x F4 Rechnung abgebrochen

(SL(2,9) Y SL(2,9)).(C2 x C2)

(SL(2,9) Y SL(2,9)).(C2 x C2)
keine Aussage moglich

Sp(4,3) x C3) Y SL(2,3)).C2

Rechnung abgebrochen

((
(((SL(2,5) Y SL(2,5))) : C2 x D10) : C2 | Rechnung abgebrochen
2 X

C2 x (S5 x S5) : C2 C2 x (S5 x S5) : C2
keine Aussage moglich
C2.Al1t10 C2.A1t10

keine Aussage moglich

(SL(2,5) Y (D8 Y Q8).Alt5).C2

Rechnung abgebrochen
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Gitter aus [PP85|

(L, ¢)

Lambdal3a

Lambdal3b

Lambdal4a

Lambdal4b

Lambdal4c

Lambdal4e

(12,4,6)

Lambdalba

(14,48,64)

Lambdalbb

(14,48,64

Lambdalbf

(14,48,64

Lambdal6a

Lambdal6b

(15,32,48

Lambdal6f

)
)
(15,32,48) _
)
)

(15,32,48

2
2
2

Lambdal7a

(16,16,32)

Lambdal7h

(16,16,32)

Lambdal&a

(18,48,64)

Lambdal&e

(18,48,64)

Lambdal&f

(16,4,8)

Lambdal9a

(19,32,48)

Lambdal9b

(19,32,48)

Lambdal9d

(16,1,2)

Lambda20a

(20,16,32)

Lambda20b

(20,16,32)

Lambda20c

(19,8,12)

Lambda2la

(21,8,16)

Lambda21b

(21,8,16)

Lambda22a

(22,8,3)

Lambda22b
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Gitter aus [PP93|

(L) |(L¢)
Kappal3 U(13,243,324)
Kappal4.2’ U(13,243,324)
Kappalb.2’ U13,27,36)
Kappal4.l’ U13,27,36)
Kappal6.2’ | Kappal6.2’
additiv zerlegbar: — FEg | FEg
Kappal6.3’ | Kappal6.3’
additiv zerlegbar: — FEg | FEg
Kappal7.2’ | Blockformen
Kappal® | keine Aussage iiber additive
Kappal9’ | Zerlegbarkeit moglich
Kappa20’
Kappa2l’
Lambda22
Kappal5b.1
Kappal6.1
Kappal7.1
Kappal8.1

3.2.3 Obergitter additiv unzerlegbarer Gitter

Die Obergitter von additiv unzerlegbaren Gittern der gleichen Dimension sind wieder
additiv unzerlegbar. Mit Hilfe von Lemma 3.10 wurden also von allen untersuchten Git-
tern (L, ) alle maximal ganzzahligen Obergitter in (L#,¢) gesucht und auf additive
Zerlegbarkeit gepriift. Fiir ein Gitter (L, ¢) bezeichnet (L, ¢’) ein maximal ganzzahliges
und additiv unzerlegbare Obergitter in (L#, ¢). In allen Fillen existiert bis auf Isomor-
phie hochstens ein solches Obergitter. Mit dieser Methode wurden die folgenden additiv
unzerlegbaren Gitter gefunden:
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(L, ¢) (L, ¢)

U(12,16,24) D12+ = Upa,1,2)
U2,4.6)
Uasazz24) | Unzsp)
Ua92.256) | Unnaza) 1
Ul14,48,64) 1
Uaga) 1
Uaasrees) | Unag,i2)
Lambdal4.2 U(14’374)72
Uasaos102) | Uns2)
Ul1s,32,48) 2
Us,2,3)
Uas92,3200 | Unis a5)
Uasa3324) | Unis 3
Ue256.384) | Ut6,1,2)
Ul16,16,32)
U16,4.8)

3.2.4 Skalierung von Basisvektoren

Ein weiterer Ansatz, aus bekannten, additiv unzerlegbaren Gittern Blockformen zu kon-
struieren, ist die Skalierung von Basisvektoren. Zuerst wurde das Gitter Uns34) 1 be-
trachtet und der erste Basisvektor skaliert. (L, ¢') bezeichnet wieder die Blockformen
die sich aus dem Gitter berechnen liefen. Damit wurden die folgenden, noch nicht be-
rechneten, additiv unzerlegbaren Gitter gefunden.

Skalierung um | (L, ¢)
2% U, (12,3,4)
3 X U, (14,2,3)
4x U, (14,8,11)
Uas,z
Uz,
5 X Uas,2,3)
Uas,z

Bei einer Skalierung von 6x bis 10x wurden nur schon bekannte Gitter gefunden. Skaliert
man bei dem Gitter Uns35) den ersten Basisvektor um 2x, erhélt man Ugs3) als
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Blockform, eine hohere Skalierung (bis 10x) fithrt zu keinem neuem Ergebnis. Betrachtet
man allerdings U323y mit dem selbem Vorgehen, fiihrt zu mindestens eine niedrigen
Skalierungen zu neuen, additiv unzerlegbaren Gittern.

Skalierung um | (L, ¢')
3X Uis,r,8)
4x U(13,10,11)
X U13,6.8)
6% U13,6.8)
7X U(13,10,11)
8% Uis,r,8)
9x Uz g1
10x U(13’273)
11x Ui2,11,12)

3.2.5 Konstruktion von Gittern mit gegebener Determinante

Seien A € R und B € R ™ invertierbare, symmetrische Matrizen, X € R™*™ und

A € R. Dann gilt
det(A — AXBX"™) = det(A)det(B) det(B~! — AX"A™'X).

Diese Gleichung kann genutzt werden um additiv unzerlegbare, positiv definite Matrizen
mit gegebener Dimension n und Determinante d zu finden. Sei A" € Z{ ', eine solche
Matrix. Dann ist A = A’ — X X' indefinit fiir jedes X € Z™*! ungleich dem Nullvektor.
Wihlt man A = Diag(—1,1,...,1), X = (X1, ..., X,,)* € Z"™", dann soll det(A+X X") =
d gelten, was nach obiger Formel dquivalent dazu ist, dass det(A) det(1+ X"A™1X) =d
gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn

—XP 4+ XP=—(d+1)
=2

ist. Wahlt man X7, kann diese Gleichung zum Beispiel mit SIB gelost werden, indem
man alle Losungen v,,—; der 1 x 1-Matrix (—(d +1) + XIQ) betrachtet. Fiir jede solche
Losung erhédlt man eine Matrix A’, welche dann auf additive Unzerlegbarkeit gepriift
werden kann.

Dies wurde benutzt um ein additiv unzerlegbares Gitter in Dimension 12 mit Determi-
nante 7 zu finden. Wahlt man A wie oben und X = (5,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1, 1) € Z'**!,
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so erhilt man das additiv unzerlegbare Gitter U275y (eine Gram-Matrix ist in Kapitel
4 angegeben).

Eine weitere Moglichkeit ist die ,,Nachbarschafts-Methode", eingefiihrt von M. Kneser in
[Kne57]. Wendet man dies (z.B. mit Magma) auf die Matrix Diag ((21),1,...,1) € Z'**!?
an, findet man das additiv unzerlegbare Gitter U125 7) in dem berechnetem Vertreter-
system.

3.2.6 Teilgitter additiv unzerlegbarer Gitter

Bisher wurde in Dimension 12 jeweils ein additiv unzerlegbares Gitter mit Determinante
1, 3, 5 und 7 gefunden. Von diesen wurden dann (bis auf Isometrie) alle Teilgitter mit
Index 2 und 3 bestimmt, dasselbe wurde dann wiederum mit den gefundenen, additiv
unzerlegbaren Teilgittern durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in den Teilgitter-Verbanden
dargestellt.

Uaz,1.2)
2 9 3
Uti2,4,6) Uaz,4,5) Ut12,9,10)
2 5 2 2 5 2
U(12,16,24) U2,16,18) Uaz6200  Ugiz,16,17) U(12,36,37)
Ua2,3.4)

2 2 3 3
Un2,12,13) Un2,12,15) Uni2,27,28) U12,27,30)
U(12,48,49) 12 108,111) 12 ,243,252)
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Uz,

: \

U(12,20,23) 12 ,45.,47) U(12,45,48)

\ ;

U(12,405,423) U(12,405,432)

U2,7,8)

U(12,63,64)
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4 Anhang

(n,d,s)

steht hierbei fiir ein Gitter (L, ¢) von Dimension n und Determinante d, so dass min(L#, ¢) =
gilt.

In diesem Kapitel sind alle gefundenen, additiv unzerlegbaren Gitter angegeben.
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