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Kapitel 1

Einleitung

Die Codierungstheorie wurde in dem 1948 erschienenen Paper ”A mathemati-
cal theory of communication“ von C. Shannon begründet. Daten, die über einen
gestörten Kanal gesendet werden sollen, können mit Hilfe sogenannter Codes
so kodiert werden, dass der Empfänger mögliche Fehler bei der Übertragung
korrigieren kann. Die Suche nach Codes, die möglichst viele Fehler korrigieren
können, ohne dabei zu ineffizient zu sein, ist das Hauptproblem der Codierungs-
theorie. In der klassischen, linearen Codierungstheorie ist ein Code C der Länge
n über einem endlichen Körper F ein linearer Teilraum von Fn. Der Minimal-
abstand ist das Minimum aller Gewichte wt(c), 0 6= c ∈ C, und ein Code mit
Minimalabstand d kann genau

⌊
d−1

2

⌋
Fehler korrigieren. Es ist also von Interesse,

Codes mit möglichst hohem Minimalabstand zu finden, ohne dass die Dimen-
sion zu klein wird. Das Duale eines Codes ist der Orthogonalraum in dem zu-
grunde liegendem Vektorraum und ein Code, der gleich seinem Dualen ist, heißt
selbst-dual. In diesem Fall ist der Gewichtszähler∑

c∈C

xn−wt(c)ywt(c) ∈ C[x, y]

invariant unter einer endlichen komplexen Matrixgruppe vom Grad 2. Damit
lässt sich für kleine Körper eine obere Schranke für den Minimalabstand bewei-
sen und selbst-duale Codes, welche diese Schranke annehmen, heißen extremal.

Ein klassisches Problem in der Mathematik ist das Kugelpackungsproblem. Hier
wird eine Anordnung von Kugeln gleicher Größe gesucht, so dass diese einen
Raum möglichst dicht ausfüllen. Falls für die Mittelpunkte u und v von zwei Ku-
geln u− v und u+ v ebenfalls Mittelpunkte sind, spricht man von einer Gitterpa-
ckung. Ein Gitter in einem quadratischen Raum ist das ganzzahlige Erzeugnis ei-
ner Basis. Das Minimum eines Gitters ist die minimale Norm der Gittervektoren
ungleich Null und dieses gibt zusammen mit dem Volumen des Fundamental-
bereichs an, wie dicht die Kugelpackung den Raum ausfüllt. Ein Hauptproblem
der Gittertheorie ist es, möglichst dichte Gitter zu finden. Die dichtesten Gitter
sind in den Dimensionen≤ 8 und 24 bekannt, in Dimension 3 wurde dies bereits
durch Gauß gezeigt und erst 1998 konnte T. Hales durch den Beweis der Kepler-
schen Vermutung zeigen, dass diese Gitterpackung auch eine der überabzählbar
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ABBILDUNG 1.1: Die dichteste (Gitter-)Packung in Dimension 3.

vielen besten Kugelpackungen liefert. Ähnliche Resultate wurden kürzlich in Di-
mension 8 und 24 bewiesen.
Die dichtesten Gitter in Dimension 8 und 24 haben gemeinsam, dass sie soge-
nannte gerade, unimodulare Gitter sind, d.h. sie definieren positiv definite, re-
guläre, ganzzahlige quadratische Formen. Für ein solches Gitter der Dimension
n lässt sich durch die Theorie der Modulformen für das Minimum die obere
Schranke 2 + 2

⌊
n
24

⌋
beweisen, und Gitter, die diese Schranke annehmen, hei-

ßen extremal. Da allein das Minimum eines unimodularen Gitters die Dichte be-
stimmt, definieren die extremalen Gitter die dichteste Kugelpackung unter den
geraden, unimodularen Gittern. Motiviert durch die Tatsache, dass einige be-
kannte Gitter zwar nicht unimodular, aber geometrisch ähnlich zu ihrem Dualen
sind, führte H.-G. Quebbemann 1995 den Begriff des p-modularen Gitters ein,
diese sind isomorph zu ihrem

√
p-reskalierten Dualen für eine Primzahl p. In

diesem Fall ist die Theta-Reihe∑
λ∈L

q
1
2

(λ,λ) mit q = e2πiz

eine Modulform für eine gewisse Untergruppe von SL2(R) und falls 24 von p+ 1
geteilt wird, lässt sich wie im unimodularen Fall eine obere Schranke für das
Minimum beweisen. Die p-modularen Gitter, welche diese Schranke annehmen,
heißen dann ebenfalls extremal. Die extremalen Gitter sind dann von allen
p-modularen Gittern einer Dimension die Dichtesten.

Beide Definitionen von Extremalität werden also auf eine ganz ähnliche Weise
hergeleitet: steht das Objekt (d.h. der Code oder das Gitter) in Zusammehang
mit seinem Dualen, ist die Gewichtsverteilung (d.h. der Gewichtszähler oder die
Theta-Reihe) invariant unter einer bestimmten Gruppe, durch diese zusätzliche
Struktur lässt sich dann eine obere Schranke für den Minimalabstand bzw. das
Minimum beweisen. Die Klassifikation von extremalen Codes und Gittern ist
dann eine naheliegendes Fragestellung.

Eine vollständige Klassifikation ist ein endliches Problem, da für jede Länge bzw.
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Dimension nur endlich viele extremale Objekte existieren, und ab einer gewissen
Schranke keine mehr existieren können (der extremale Gewichtszähler bzw. die
extremale Theta-Reihe hätte dann einen negativen Eintrag). Der aktuelle Stand
der Forschung ist aber weit von diesen theoretischen Schranken entfernt, allein
schon was die Frage der Existenz eines extremalen Objektes betrifft. So ist z.B.
bekannt, dass ab Länge 3936 kein binärer, extremaler, doppelt-gerader Code exis-
tieren kann, allerdings ist kein solcher Code mit Länge > 136 bekannt. Die Frage
nach der Existenz in Länge 72 ist aktuell eines der größten Probleme in der Co-
dierungstheorie. Auch im Fall der ternären, extremalen Codes, wo die Schranke
mit 144 noch recht moderat ist, ist kein extremaler Code mit Länge≥ 68 bekannt.

Die Komplexität einer Klassifikation wächst natürlich stark in der betrachteten
Länge bzw. Dimension und die üblichen Beschränkungen von Speicherplatz
und Rechenleistung macht diese ab einem gewissen Punkt aussichtslos. Eine
Herangehensweise, die sich als sehr ergiebig herausgestellt hat, ist es, zusätzlich
Symmetrien zu betrachten, d.h. die Existenz einer Untergruppe der Auto-
morphismengruppe anzunehmen. Damit können zum einen neue extremale
Codes oder Gitter gefunden werden, oder die Eindeutigkeit bzw. Nicht-existenz
bekannter Objekte plausibilitiert werden. Häufig beschränkt man sich hier auf
einen einzelnen Automorphismus von Prim-Ordnung. Der Fall, dass diese
Ordnung nicht die Charakteristik des zugrunde liegenden Körpers, bzw. die
Modularität des Gitters ist, wird in der Litaratur ausführlich beschrieben und
angewendet. Für den Fall, dass beide Primzahlen gleich sind, sind Teilergeb-
nisse in Spezialfällen bekannt, die Entwicklung einer allgemeinen Methodik ist
Gegenstand dieser Arbeit.

Sei C ein extremaler, selbst-dualer Code über Fp mit einem Automorphismus g
von Primordnung q 6= p. Der Gruppenring FpCq ist halbeinfach und die direkte
Summe von Körpererweiterungen von Fp vom Grad d = ord(p mod q), d.h. es
gilt

FpCq ∼= Fp ⊕ Fpd ⊕ · · · ⊕ Fpd .

Dadurch zerfällt C in die direkte Summe von Codes über Fpd kleinerer Länge.
Die Selbst-dualität von C und der Minimalabstand liefern hier Einschränkungen
an die möglichen Komponenten. Dies wurde zuerst von V. Pless und J. Conway
benutzt, um binäre Codes mit Automorphismen ungerader Ordnung zu be-
trachten, zusẗzlich studierte W. C. Huffman ternäre Codes mit Automorphismen
von Prim-Ordnung ≥ 5. Insbesondere bei der Suche nach einem binären,
doppelt-geraden, extremalen Code der Länge 72 wurde diese Herangehenswei-
se immer weiter optimiert.

Falls nun g ein Automorphismus von Ordnung p ist, ist C ein FpCp-Modul,
als Kettenring hat dieser aber keine nicht-triviale Zerlegung. Dies liefert die
Hauptmotivation dieser Arbeit, Codes über Kettenringen zu betrachten.

Sei R ein kommutativer, artinscher Kettenring mit maximalem Ideal m = 〈x〉 der
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Länge a+1. Ein CodeC überR der Länge t ist einR-Teilmodul des freien Moduls
Rt. Die Multiplikation mit x definiert die Kette von Teilcodes

C ⊇ C(1) := Cx ⊇ C(2) := Cx2 ⊇ · · · ⊇ C(a) := Cxa ⊇ {0}.

In den Papern [Bou00], [Bou02] und [BW13] wird eine ähnliche Idee für den
Spezialfall der binären, selbst-dualen Code mit einem Automorphismus g der
Ordnung 2 angewendet (d.h. R = F2C2 und x = (1 + g)). Das Hauptresultat
von [Neb12b] besagt, dass der Code C · (1 + g) kanonisch isomorph zu einem
selbst-dualen Code über F2 ist, genau dann wenn C ein freier F2C2-Modul
ist. Dieses Ergebnis wird in Kapitel 3 auf die allgemeine Situation übertragen
und es wird gezeigt, dass ein selbst-dualer Code C in Rt ein freier R-Modul
ist, genau dann wenn C(a) ein (hermitesch) selbst-dualer Code über dem
Restklassenkörper F = R/m ist. In diesem Fall wird beschrieben, wie man einen
gegebenen Code C(i+1) zu allen zulässigen Codes C(i) liftet. Diese stehen in
Bijektion zu (hermitesch) selbst-dualen Codes in einem geeigenetem bilinearen
Raum über F. Schließlich wird ein Algorithmus formuliert, um alle freien,
selbst-dualen Codes C(0) in Rt (mit hohem Minimalabstand) zu klassifizieren.

In Kapitel 4 wird diese entwickelte Methodik auf ternäre, extremale Codes
angewendet. Der Pless-Code P36 ist der bisher einzige bekannte solche Code
der Länge 36 und nach einem Resultat von W. C. Huffman eindeutig mit einem
Automorphismus von Primordnung ≥ 5 ([Huf92]). Es wird gezeigt, dass diese
Aussage auch für Ordnung 3 zutrifft. Alle Automorphismen der Ordnung 3
sind fixpunktfrei, daraus folgt, dass die Codes freie F3C3-Moduln sind. Mit
den Methoden von Kapitel 3 lässt sich also der (eindeutige) Fixcode liften, der
einzige extremale Code ist der Pless-Code P36. Im Fall der ternären, extremalen
Codes der Länge 48 sind bisher zwei Codes bekannt, der Pless-Code P48 und
der erweiterte quadratische Restklassen-Code XQ47. Auch hier ist bekannt,
dass diese Codes die einzigen solchen Codes mit einem Automorphismus von
Primordnung ≥ 5 sind ([Neb12c]). Analog zum Fall der Länge 36 wird gezeigt,
dass jeder Automorphismus der Ordnung 3 fixpunktfrei ist und die Codes
freie F3C3-Moduln sind. Mit den Methoden von Kapitel 3 lässt sich also auch
hier wieder theoretisch der (eindeutige) Fixcode zu einem extremalen Code
liften. Die Berechnungen sind allerdings zu zeitintensiv, die Eindeutigkeit wird
aber unter einem zusätzlichem nicht-trivialen Automorphismus der Ordnung
2 gezeigt. Zusätzlich werden für diese beiden Längen Automorphismen der
Ordnung 2 bzw. 4 betrachtet.

Gruppencodes über endlichen Körpern stießen auf Interessen, nachdem S.
Berman 1967 gezeigt hat, dass der Reed-Muller-Code der Ordnung m− l gerade
die l-te Potenz des Jacobson-Radikals der Gruppenalgebra F2C

m
2 ist. Später

wurden andere bekannte Codes als Gruppencodes identifiziert. In Kapitel 5
werden Gruppencodes über Kettenringen betrachtet. Es wird gezeigt, dass
Gruppencodes, welche relativ projektiv für die Untergruppe {1} im Sinne der
homologischen Algebra sind, in Bijektion zu Ketten von Gruppencodes über
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dem Restklassenkörper stehen. Von diesen Ketten lassen sich direkt Eigenschaf-
ten des erzeugenden Codes, wie der Minimalabstand oder die Dualität, ablesen.

Viele extremale Gitter wurden von G. Nebe und W. Plesken im Zuge der Klassi-
fikation maximaler, endlicher, rationaler Matrixgruppen entdeckt ([NP95]). An-
dere Gitter wurden von C. Bachoc mit Hilfe von Zahlenkörpern, Quaternionen
und Codes konstruiert (siehe auch [SS99] für einen Übersichtsartikel der Me-
thoden und [Jür15] für den aktuellen Stand der Klassifikation). In [Neb13] wur-
de ein Langzeitprojekt gestartet, um alle 48-dimensionalen, unimodulare, extre-
male Gitter mit gegebenen Automorphismen zu klassifizieren und in [Jür15]
wurde die Methodik auf den Fall angewendet, dass die Modularität des Git-
ters und die (Prim-)Ordnung des Automorphismus teilerfremd sind. In Kapi-
tel 6 werden schließlich extremale, p-modulare Gitter mit Automorphismen der
Ordnung p untersucht. Die Operation eines solchen Automorphismus liefert ei-
ne Zerlegung des zugrunde liegenden quadratischen Raumes in eine Fixpunkt-
und zyklotomische Komponente, durch die Projektion bzw. den Schnitt des Git-
ters mit den beiden Komponenten lassen sich antiisometrische, quadratische,
Fp-wertige Räume definieren. Diese bestimmen wie im unimodularen oder tei-
lerfremden Fall den Typ eines Automorphismus und entsprechende extremale
Obergitter lassen sich durch die möglichen Antiisometrien bestimmen. Aller-
dings sind im Gegensatz zum teilerfremden Fall die quadratischen Räume nicht
anisotrop, sondern enthalten (isomorphe) maximal total isotrope Teilräume. Die-
se definieren p-elementare (hermitesche) Gitter und können benutzt werden, um
die Fix- und zyklotomischen Teilgitter zu bestimmen. Eine weitere Möglichkeit
ist der Übergang zu einem maximalen Obergitter. Als Anwendung dieser Metho-
dik wird gezeigt, dass das einzige bisher bekannte 24-dimensionale, 3-modulare,
extremale Gitter das einzige solche Gitter mit einem Automorphismus der Ord-
nung 3 ist, dies wurde bisher für Prim-Ordnungen ≥ 5 gezeigt. Zusätzlich wer-
den die 20-dimensionalen, 5-modularen, extremalen Gitter mit einem Automor-
phismus der Ordnung 5 klassifiziert, bis auf Isometrie gibt es genau 97 solche
Gitter.
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Kapitel 2

Codierungstheorie

Fehlerkorrigierende Codes werden benutzt, um Daten, die über einen gestörten
Kanal gesendet werden, so zu kodieren, dass der Empfänger mögliche Fehler bei
der Übermittlung korrigieren kann. Die Suche nach Codes, die möglichst viele
Fehler korrigieren können, ohne dabei zu ineffizient zu sein, ist das Hauptpro-
blem der Codierungstheorie. In der klassischen, linearen Codierungstheorie ist
ein Code C der Länge n über einem endlichen Körper F ein F-linearer Teilraum
von Fn. Die Dimension dim(C) von C ist die Dimension als F-Vektorraum. Für
eine Basis (b1, . . . , bk) von C heißt die Matrixb1

...
bk

 ∈ Fk×n

Erzeugermatrix. Der Code, der von den Zeilen einer Matrix G ∈ Fk×n erzeugt
wird, wird mit 〈G〉 bezeichnet. Das (Hamming-)Gewicht wt(c) eines Codewortes
c = (c1, . . . , cn) ∈ C ist die Anzahl der Einträge, die nicht Null sind, d.h.

wt(c) := |{1 ≤ i ≤ n | ci 6= 0}|.

Dann ist der (Hamming-)Minimalabstand von C

d := d(C) := min{wt(c) | 0 6= c ∈ C}.

Ein Code der Länge n mit Dimension k und Minimalabstand d wird auch als
[n, k, d]-Code bezeichnet. Zu einem Code mit Basis (b1, . . . , bk) ist der erweiterte
Code das Erzeugnis von b1 −

∑n
i=1 b1,i

...
...

bk −
∑n

i=1 bk,i

 ∈ Fk×(n+1),

d.h. es wird eine Koordinate hinzugefügt, so dass die Summe der Einträge Null
ist. Der Gewichtszähler ist das normierte, homogene Polynom

weC(x, y) =
∑
c∈C

xn−wt(c)ywt(c) ∈ C[x, y]
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und der vollständige Gewichtszähler

cweC(xa | a ∈ F) :=
∑
c∈C

n∏
i=1

xci ∈ C[xa | a ∈ F]

unterscheidet zusätzlich zwischen den Körperelementen. Es gilt die Relation
weC(x, y) = cweC(x, y, . . . , y). Die monomiale Gruppe vom Grad n von F ist

Monn(F) := F∗ o Sn = (F∗)n o Sn,

wobei jedes σ ∈ Monn(F) eine eindeutige Darstellung hat als

σ = m(σ)π(σ)

mitm(σ) = diag(a1, . . . , an), ai ∈ F∗, und π(σ) ∈ Sn. Diese Gruppe operiert auf Fn
von rechts durch die übliche Matrixmultiplikation bzw. durch Permutation der
Koordinaten. Die Permutationen π(σ) ∈ Sn werden im weiteren Verlauf der Ar-
beit je nach Kontext als Permutation auf {1, . . . , n} oder als Permutationsmatrix
geschrieben. Die Automorphismengruppe Aut(C) eines Codes C ≤ Fn ist der
Stabilisator von C in Monn(F), also

Aut(C) := {σ ∈ Monn(F) | c · σ ∈ C für alle c ∈ C}.

Für einen Automorphismus σ ∈ Aut(C) ist der Fixcode

C(σ) := {c ∈ C | c · σ = c}.

Sei : F→ F ein selbst-inverser Körperautomorphismus, dann ist

x · y :=
n∑
i=1

xiyi

das Standard (hermitesche) innere Produkt auf Fn. Der duale Code C⊥ von C ist
definiert als

C⊥ := {v ∈ Fn | v · c = 0 für alle c ∈ C},

ein linearer Code von Dimension n − dim(C). Im Fall C ⊆ C⊥ heißt C selbst-
orthogonal, im Fall C = C⊥ heißt C selbst-dual.

Satz 2.1 (MacWilliams-Identität, [MS77, Chapter 5]). Sei C ≤ Fn ein Code mit
Gewichtszähler weC(x, y), dann ist der Gewichtszähler des dualen Codes C⊥ gleich

weC⊥(x, y) =
1

|C|
weC(x+ |F∗|y, x− y).

Selbst-duale Codes bilden eine wichtige Klasse von Codes. Zum einen sind vie-
le Beispiele guter Codes (also Codes mit hohem Minimalabstand) selbst-dual,
zum anderen sind sie eng mit anderen mathematischen Theorien verbunden.
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So konnte zum Beispiel mit Hilfe selbst-dualer Codes gezeigt werden, dass eine
projektive Ebene der Ordnung 10 nicht existiert ([LTS89]). Betrachtet man den
Gewichtszähler eines selbst-dualen Codes als Element im Invariantenring einer
bestimmten Gruppe, lassen sich obere Abschätzungen für den Minimalabstand
beweisen (Abschnitt 2.1). Anwendungen finden sich auch in der Theorie der Git-
ter, Sphärischen Designs, Gruppentheorie und weiteren mehr.

Satz 2.2 ([HP03, Theorem 9.1.3]). Ein selbst-dualer Code von gerader Länge n über
einem Körper F existiert genau dann, wenn (−1)

n
2 ein Quadrat in F ist. Falls n gerade

ist und (−1)
n
2 kein Quadrat in F ist, dann ist die Dimension eines maximal selbst-

orthogonalen Codes n
2
− 1. Falls n ungerade ist, ist diese Dimension n−1

2
.

Lemma 2.3 (Balance principle, [HP03, Theorem 9.4.1]). Sei C = C⊥ ≤ Fn ein
selbst-dualer Code und sei n = n1 + n2. Dann hat C eine Erzeugermatrix der FormB 0

0 D
E F

 mit B ∈ Fk1×n1 , D ∈ Fk2×n2 , k3 =
n

2
− k1 − k2 = Rang(E) = Rang(F ).

Definiere

B := 〈
(
B 0

)
〉, B∗ := 〈B〉, BE := 〈

(
B
E

)
〉, D∗ := 〈D〉 und DF := 〈

(
D
F

)
〉.

Dann gilt B⊥E = B∗ und D⊥F = D∗.

2.1 Selbst-duale und extremale Codes

In diesem Abschnitt werden obere Abschätzungen für den Minimalabstand
selbst-dualer Codes beschrieben, die die Singleton-Schranke

d(C) ≤ n− dim(C) + 1

verbessern. Die wichtigste Eigenschaft selbst-dualer Codes über kleinen Körpern
ist durch den Satz von Gleason gegeben (Satz 2.5), welcher mit Hilfe der In-
variantentheorie bewiesen wird. Als Konsequenz aus dem folgenden Satz von
Gleason-Pierce-Ward beschränkt man sich in erster Linie auf die Körper F2, F3

und F4.

Satz 2.4 (Gleason-Pierce-Ward). Sei C ≤ Fn ein Code der Dimension n
2
, so dass ein

a ∈ N≥2 existiert mit wt(c) ≡ 0 (mod a) für alle c ∈ C. Dann tritt einer der folgenden
Fälle ein:

i) q = 2 und a = 2,

ii) q = 2, a = 4 und C ist selbst-dual,

iii) q = 3, a = 3 und C ist selbst-dual,
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iv) q = 4, a = 2 und C ist hermitesch selbst-dual,

v) a = 2 und C ist isomorph zu einem Code mit Erzeugermatrix
(
In

2
In

2

)
.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Gleason-Pierce, welcher
die zusätzliche Voraussetzung hat, dass C formal selbst-dual ist, d.h. C und der
duale Code C⊥ haben denselben Gewichtszähler. Selbst-duale Codes, welche die
Fälle ii), iii) bzw. iv) erfüllen, heißen Typ II, Typ III, bzw. Typ IV Codes. Es exis-
tieren binäre Codes, deren Codewörter alle gerades Gewicht haben, welche aber
nicht selbst-dual sind. Die binären Codes, welche selbst-dual, aber keine Typ II
Codes sind, heißen Typ I Codes. Der Satz von Gleason-Pierce-Ward liefert nun
zusammen mit der MacWilliams-Identität eine wichtige Einschränkung an den
Gewichtszähler eines selbst-dualen Codes:
Sei C ein Typ I, Typ II, Typ III, bzw. Typ IV Code über Fq, dann ist der Hamming-
Gewichtszähler weC(x, y) von C invariant unter der Gruppe

G := 〈
(

1
ω

)
,

1
√
q

(
1 1

q − 1 −1

)
〉 ≤ GL2(C),

wobei ω eine primitive a-te Einheitswurzel ist, mit a ∈ N wie in Satz 2.4. Der
Gewichtszähler ist also im Invariantenring

Inv(G) := {p(x, y) ∈ C[x, y] | p((x, y) · g) = p(x, y) für alle g ∈ G}

von G enthalten. Dieser Invariantenring ist in all diesen Fällen ein Polynomring
in algebraisch unabhängigen Gewichtszählern gewisser Codes.

Satz 2.5 (Gleason). SeiC ein selbst-dualer Code von einem der vier Typen. Dann ist der
Gewichtszähler weC(x, y) in dem Polynomring C[p1, p2] enthalten, wobei die Polynome
p1, p2 ∈ C[x, y] als Gewichtszähler folgender Codes gewählt werden können:

Typ p1 p2

I i2 Hamming-Code h8

II Hamming-Code h8 binärer erweiterter Golay-Code g24

III Tetracode ternärer erweiterter Golay-Code
IV i2 ⊗ F4 Hexacode

Daraus folgt inbesondere die Aussage von Satz 2.2 für die Typen I, III und IV,
denn z.B. im Fall Typ III haben die beiden Polynome p1 bzw. p2 den Grad 4
bzw. 8, insbesondere muss also auch der Grad eines Gewichtszählers durch
4 teilbar sein. Für diese Längen existiert aber immer ein selbst-dualer Code,
z.B. orthogonale Kopien des Tetracodes von Dimension 4. Damit existiert ein
ternärer, selbst-dualer Code der Länge n genau dann, wenn n ≡ 0 (mod 4)
ist. Mit derselben Argumentation folgt, dass ein Typ II genau für die Längen
n ≡ 0 (mod 8) existiert.

Die Existenz dieser sogenannten Gleason-Polynome wurde in [MS73] und
[Mac+78] benutzt, um eine obere Abschätzung für den Minimalabstand von Typ
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I bis IV Codes zu zeigen. Sei Q[p1, p2]n der Vektorraum aller Polynome vom Grad
n in der graduierten Algebra Q[p1, p2] und sei r = r(n) ∈ N maximal, so dass ein
Objekt der Form

xn +
n∑
i=r

aix
n−iyi

in Q[p1, p2]n existiert. Dieser sogenannte extremale Gewichtszähler ist eindeutig
und kann konkret angegeben werden, insbesondere ist der höchstmögliche Mi-
nimalabstand eines selbst-dualen Codes also gerade r. Das ergibt die folgenden
Abschätzungen.

Satz 2.6. Sei C ein selbst-dualer Code mit Minimalabstand d.

i) Falls C vom Typ I ist, gilt d ≤ 2
⌊
n
8

⌋
+ 2.

ii) Falls C vom Typ II ist, gilt d ≤ 4
⌊
n
24

⌋
+ 4.

iii) Falls C vom Typ III ist, gilt d ≤ 3
⌊
n
12

⌋
+ 3.

iv) Falls C vom Typ IV ist, gilt d ≤ 2
⌊
n
6

⌋
+ 2.

Die naheliegende Frage ist nun, welche Codes diese Schranken annehmen
und ob diese überhaupt existieren. Eine notwendige Voraussetzung hierfür ist
natürlich, dass alle Koeffizienten des extremalen Gewichtszählers nicht-negativ
sind. Für die Typen II, III und IV wurde hierfür in [RS98b] untersucht, wann der
Koeffizient ad+a des extremalen Gewichtszählers

xn + adx
n−dyd + ad+ax

n−d−ayd+a +
n∑

i=d+2a

aix
n−iyi

negativ wird.

Satz 2.7. i) Ein Typ II Code mit d = 4
⌊
n
24

⌋
+ 4 existiert nicht für n ≥ 3936.

ii) Ein Typ III Code mit d = 3
⌊
n
12

⌋
+ 3 existiert nicht für n = 72, 96, 120 und

n ≥ 144.

iii) Ein Typ IV Code mit d = 2
⌊
n
6

⌋
+ 2 existiert nicht für n ≥ 132.

In [War76] zeigte H. N. Ward, dass ein Typ I Code mit d = 2
⌊
n
8

⌋
+ 2 nur für

die Längen n = 2, 4, 6, 8, 12, 14, 22 und 24 existiert. In [Rai98] konnte E. M. Rains
die Abschätzung schließlich für Typ I Codes mit Hilfe des sogenannten Schatten
eines Codes erheblich verbessern.

Satz 2.8. Sei C ein Typ I Code mit Minimalabstand d. Dann gilt

d ≤

{
4
⌊
n
24

⌋
+ 4 falls n 6≡ 22 (mod 24)

4
⌊
n
24

⌋
+ 6 falls n ≡ 22 (mod 24).

Im Fall n ≡ 0 (mod 24) und d = 4
⌊
n
24

⌋
+ 4 ist C bereits ein (extremaler) Typ II Code.
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Definition 2.9. Ein selbst-dualer CodeC, dessen Minimalabstand die Abschätzung von
Satz 2.6 bzw. Satz 2.8 annimmt, heißt extremal.

Die nachfolgenden Tabellen verdeutlichen den aktuellen Stand der Klassifikati-
on extremaler Codes und sind für moderate Längen aktualisierte Versionen der
Tabellen, welche in [HP03, Table 9.1, Table 9.2 und Table 9.3], angegeben sind.
Ein Eintrag der Form dE bzw. dO bedeutet, dass die Codes extremal bzw. optimal
(d.h. kein Code mit höherem Minimalabstand existiert) sind, ein zusätzlicher
Eintrag in Klammern bedeutet, dass bisher nicht bekannt ist, ob ein extremaler
Code existiert oder nicht. Für die vollständigen Klassifikationen sind zusätzlich
die Referenzen angegeben. Bis auf wenige Ausnahmen folgt die Klassifikation
extremaler Codes aus der Klassifikation selbst-dualer Codes.

n dmax Anzahl Referenz n dI Anzahl Referenz
2 2O 1 [Ple72] 38 8E 2744 [Agu+12]
4 2O 1 [Ple72] 40 8E ∼ 107 [BBH13]
6 2O 1 [Ple72] 42 8E ≥ 30
8 2O 1 [Ple72] 44 8E ≥ 108

10 2O 2 [Ple72] 46 10E ≥ 1
12 4E 1 [Ple72] 48 10E ≥ 7
14 4E 1 [Ple72] 50 10O ≥ 6
16 4E 1 [Ple72] 52 10O ≥ 499
18 4E 2 [Ple72] 54 10O ≥ 54
20 4E 7 [Ple72] 56 12E ?
22 6E 1 [PS75] 58 10O ≥ 101
24 6E 1 [PS75] 60 12E ≥ 5
26 6O 1 [CPS92] 62 12E ≥ 1
28 6O 3 [CPS92] 64 12E ≥ 5
30 6O 13 [CPS92] 66 12E ≥ 3
32 8E 3 [BR02] 68 12E ≥ 65
34 60 938 [Bil06] 70 14E ?
36 8E 41 [HM12] 72 14E ?

TABELLE 2.1: Anzahl der extremalen bzw. optimalen Codes vom
Typ I
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n dmax Anzahl Referenz
8 4E 1 [Ple72]

16 4E 2 [Ple72]
24 8E 1 [PS75]
32 8E 5 [CPS92]
40 8E 16470 [BHM12]
48 12E 1 [Hou+03]
56 12E ≥ 166
64 12E ≥ 3270
72 12(16E) ?

TABELLE 2.2: Anzahl der extremalen bzw. optimalen Codes vom
Typ II

n dmax Anzahl Referenz n dmax Anzahl Referenz
4 3E 1 [MPS76] 40 12E ≥ 20
8 3E 1 [MPS76] 44 12E ≥ 8

12 6E 1 [MPS76] 48 15E ≥ 2
16 6E 1 [CPS79] 52 15E ≥ 1 [GO03]
20 6E 6 [PSW80] 56 15E ≥ 1
24 9E 2 [HM09] 60 18E ≥ 2
28 9E 6931 [HMV09] 64 18E ≥ 1
32 9E ≥ 239 68 15(18E) ?
36 12E ≥ 1 72 18O ≥ 1

TABELLE 2.3: Anzahl der extremalen bzw. optimalen Codes vom
Typ III

n dmax Anzahl Referenz n dmax Anzahl Referenz

2 2E 1 [Mac+78] 18 8E 1 [BÖ06]
4 2E 1 [Mac+78] 20 8E 2 [HM11]
6 4E 1 [Mac+78] 22 8E ≥ 46
8 4E 1 [Mac+78] 24 8O ≥ 17

10 4E 2 [Mac+78] 26 8(10E) ?
12 4O 5 [Mac+78] 28 10E ≥ 3
14 6E 1 [Mac+78] 30 12E ≥ 1
16 6E 4 [CPS79]

TABELLE 2.4: Anzahl der extremalen bzw. optimalen Codes vom
Typ IV

Ab den frühen 1990er Jahren wurden diese vier Typen um weitere Klassen von
Codes erweitert. Erst wurden verstärkt Codes über Z/4Z untersucht, da gewis-
se nicht-lineare, binäre Codes als lineare Codes über Z/4Z betrachtet werden
können. Im späteren Verlauf wurden zusätzlich selbst-duale Codes über Z/mZ,
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additive Codes über F4, hermitesche Codes über Fq und weitere Klassen betrach-
tet ([RS98b]). Für jeden Typ wurde eine MacWilliams-Identität und eine Art Satz
von Gleason gezeigt, allerdings wurde in den Beweisen jeder Typ separat be-
trachtet. In [NRS06] wurde schließlich der Begriff des Typs eines Codes stark
verallgemeinert. Hier ist das Alphabet ein Links-R-Modul V mit einer Menge
von biadditiven bzw. quadratischen Formen, welche Dualität bzw. zusätzliche
Eigenschaften wie doppelt-gerade definieren. Die Codes vom Typ T der Länge
N bilden eine Familie von Codes, welche selbst-orthogonal bzgl. einer biadditi-
ven Form und isotrop bzgl. der quadratischen Formen sind. Auf diesen existiert
eine verallgemeinerte MacWilliams-Identität und es lässt sich eine komplexe Ma-
trixgruppe angegeben, die Clifford-Weil-Gruppe, unter dieser die betrachteten
Gewichtszähler invariant sind. Die Hauptaussage ist nun, dass für eine breite
Klasse an Codes (u.a. über jedem endlichen Körper), der Invariantenring dieser
Clifford-Weil-Gruppe von den Gewichtszählern der Codes des entsprechenden
Typs erzeugt wird, was eine starke Verallgemeinerung des Satz von Gleason ist
und die einzelnen Betrachtungen der verschiedenen Typen zusammenführt.

Beispiel 2.10. Sei C ≤ F48
3 ein extremaler Code der Länge 48, d.h. ein selbst-dualer Co-

de mit Minimalabstand 15. Aus der Eindeutigkeit des Hamming-Gewichtszählers folgt,
dass C 96 Codewörter mit vollem Gewicht enthält. Falls C das Wort

1 = (1, . . . , 1) ∈ F48
3

enthält (was nach monomialer Transformation angenommen werden kann), ist der
vollständige Gewichtszähler cweC(x0, x1, x−1) im Invariantenring der Clifford-Weil-
Gruppe

C(ρ(31)) = 〈 1√
3

1 1 1
1 ω ω2

1 ω2 ω

 ,

1
1

1

 ,

1
ω

ω

 ,

1
ω

ω2

〉 ≤ GL3(C)

enthalten ([NRS06, Section 7.4.1]), wobei ω ∈ C eine primitive dritte Einheitswurzel
ist. Der Q-Vektorraum aller invarianten Polynome vom Grad 48 mit rationalen Koeffi-
zienten hat Dimension 10. In diesem existiert ein eindeutiges Element, so dass

1) alle Koeffizienten nicht-negativ sind,

2) der Koeffizient von x48
0 gleich 1 ist und

3) der Koeffizient von allen xi0x
j
1x

k
−1 mit 0 < j + k < 15 gleich 0 ist.

Für die 96 Wörter mit vollem Gewicht ergibt sich die Verteilung

x48
1 + x48

−1 + 94 · x24
1 x

24
−1.
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2.2 Beispiele von Codes

In den Klassifikationen von Kapitel 4 sind besonders zwei Familien von Codes
von Bedeutung, der quadratische Restklassen-Code und der Pless-Code (siehe
auch [MS77, Kapitel 16] und [Ple70]).

Quadratische Restklassen-Codes (QR-Codes)

Die quadratischen Restklassen-Codes (”quadratic residue“, QR) sind zyklische
Codes der Länge p über Fl, wobei l und p Primzahlen sind, so dass l ein quadra-
tischer Rest modulo p ist. Sei ζ ∈ Fp ein primitives Element, dann ist

Q := 〈ζ2〉 ≤ F∗p

die Menge der Quadratischen Rest modulo p und entsprechend ist

N := F∗p \Q

die Menge der quadratischen Nicht-Reste. Sei α ∈ Fl eine p-te primitive Einheits-
wurzel und definiere

q(x) :=
∏
r∈Q

(x− αr) und

r(x) :=
∏
n∈N

(x− αn).

Es gilt q(x), r(x) ∈ Fl[x] und xp − 1 = (x− 1)q(x)n(x), da Q die Vereinigung von
zyklotomischen Klassen modulo p ist.

Definition 2.11. Die quadratischen Restklassen-Codes Q, Q, N bzw. N sind zyklische
Codes der Länge p über Fl mit Erzeugerpolynomen

q(x), (x− 1)q(x), n(x) bzw. (x− 1)n(x).

Die CodesQ undN heißen auch erweiterte QR-Codes, und die CodesQ undN bereinig-
te QR-Codes. Die Koordinatenpermutation x 7→ xa, für einen quadratischen Nicht-Rest
a, vertauscht Q und N bzw. Q und N , die Codes sind also äquivalent und von Dimen-
sion 1

2
(p+ 1) bzw. 1

2
(p− 1). Für den Minimalabstand gilt d ≥ √p.

So ist zum Beispiel der [7,4,3] Hamming-Code ein QR-Code mit Erzeugerpoly-
nom

(x+ 1)(x3 + x+ 1),

der [23,12,7] binäre Golaycode G23 ist ebenfalls ein QR-Code mit Erzeugerpoly-
nom

x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1.
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Bemerkung 2.12. Seien Q̂, N̂ die erweiterten Codes vonQ bzw.N . Im Fall p = 4k−1
gilt

Q⊥ = Q, N = N ,

und Q̂ bzw. N̂ sind selbst-dual, im Fall p = 4k + 1 gilt

Q⊥ = N ,N⊥ = Q

und Q̂⊥ = N .
Bemerkung 2.13. Die Automorphismengruppe des erweiterten QR-Codes Q̂ enthält
die Gruppe PSL2(p).

Der Pless-Code

Sei p eine Primzahl mit p ≡ −1 (mod 6) und sei S ∈ F(p+1)×(p+1)
3 die Matrix

S =



0 1 1 . . . 1 1
ε
ε
... D
ε
ε


,

mit ε = 1 falls p = 4k + 1 bzw. ε = −1 falls p = 4k − 1. Die Matrix D ist zirkulant
und gegeben durch ihre erste Zeile

(0, a1, . . . , ap−1),

wobei ai = 1, falls i ein quadratischer Rest modulo p ist, und −1 sonst.

Definition 2.14. Der Pless-Code P2p+2 ist ein [2p + 2,p + 1] Code über F3 mit Erzeu-
germatrix (

Ip+1 S
)
.

Dieser Code ist doppelt-zirkulant und selbst-dual.
Bemerkung 2.15. Die Automorphismengruppe des Codes P2p+2 enthält die Gruppe
PSL2(p).
Die ersten fünf Pless-Codes haben die Parameter

[12, 6, 6], [25, 12, 9], [36, 18, 12], [48, 24, 15] und [60, 30, 18],

insbesondere sind diese also extremal.

2.3 Klassifikation von Codes mit Automorphismen

Automorphismen spielen bei der Untersuchung von selbst-dualen bzw. extre-
malen Codes eine wichtige Rolle, da häufig durch die zusätzliche Struktur eine
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Klassifikation erst ermöglicht wird. Binäre Codes mit einem Automorphismus
von ungerader Primordnung bzw. von Ordnung 2 wurden zuerst in [CP82],
[Huf82] und [Ĭor83] bzw. in [Bou96] und [Bou00] untersucht. Insbesondere
bei der Suche nach einem binären, extremalen [72, 36, 16]-Code wurden hier
viele Methoden entwickelt. Die grundlegende Idee ist, dass die Operation einer
Gruppe G ≤ Monn(F) den Raum Fn in G-invariante, orthogonale Summen
aufspaltet, dadurch reduziert sich die Klassifikation selbst-dualer Codes, für
die G in der Automorphismengruppe enthalten ist, auf die Klassifikation von
gewissen Teilcodes.

Sei C ≤ Fn ein Code der Länge n und sei G ≤ Aut(C), dann ist C ein Teilmodul
des (Rechts-)FG-Moduls Fn. Sei ˆ : FG→ FG der Antialgebrenautomorphismus
auf FG, welcher G→ G, g 7→ g−1 F-linear fortsetzt. Für eine Zerlegung

1 = f1 + · · ·+ ft

in zentrale Idempotente fi ∈ FG mit f̂i = fi gilt

FGfi ∼= (FGfi)∗ als FG-Moduln.

Sei nun Ci = Cfi für i = 1, . . . , t, dann gilt Fn = Fnf1 ⊥ · · · ⊥ Fnft und
C = C1 ⊥ · · · ⊥ Ct als FG-Moduln und zusätzlich ist für einen selbst-dualen
Code C in Fn der Code Ci selbst-dual in Fnfi.

Somit können alle solche Codes C klassifiziert werden, in dem alle Kandidaten
für die Teilcodes Ci bestimmt und orthogonale Summe gebildet werden.
Im folgenden wird der Spezialfall beschrieben, dassG = 〈g〉 eine zyklische Grup-
pe von Primordnung p ist. Als Anwendung werden Codes in einer bestimmten
Teilklasse der selbst-dualen doppelt-zyklischen Codes gezählt (Abschnitt 2.3).

Satz 2.16. Falls p nicht |F∗| teilt, ist g in Monn(F) konjugiert zu π(g) ∈ Sn.

Beweis. Sei H ≤ Monn(F) die Gruppe, die von

N := {diag(a1, . . . , an) | ai ∈ F∗}

und 〈g〉 erzeugt wird. Dann ist N ein Normalteiler in H der Ordnung |F∗|n und
es gilt

H/N = 〈π(g) +N〉.

Da p nicht |F∗| teilt, muss die Ordnung von π(g) gleich p sein, insbesondere sind
die Ordnungen von N und H/N teilerfremd. Sei nun U1 = 〈g〉 und U2 = 〈π(g)〉,
dann gilt H = NU1 = NU2 und N ∩ U1 = N ∩ U2 = {1}. Nach dem Satz von
Schur-Zassenhaus sind dann U1 und U2 in H konjugiert zueinander, daraus folgt
die Behauptung. �
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Bemerkung 2.17. Falls p die Ordnung von F∗ teilt, ist g in Monn(F) konjugiert zu 1
1

. . .
1

1

t

, 1n0 , (ζ)n1 , . . . ,
(
ζp−1

)np−1

 ,

wobei ζ ∈ F∗ ein Element der Ordnung p ist.

Bemerkung 2.18. Im Fall p 6= char(F) und g ∈ Sn sei ohne Einschränkung

g = (1, . . . , p)(p+ 1, . . . , 2p) . . . ((t− 1)p+ 1, . . . , tp)(tp+ 1) . . . (n) ∈ Sn.

Dann gilt C = C(g)⊕ E, wobei

C(g) = {c ∈ C | c1 = · · · = cp, cp+1 = · · · = c2p, . . . , c(t−1)p+1 = · · · = ctp}

der Fixcode von g ist und

E =

{
c ∈ C |

p∑
i=1

ci =

p∑
i=1

cp+i = · · · =
p∑
i=1

c(t−1)p+i = ctp+1 = · · · = cn = 0

}

ist das eindeutige g-invariante Komplement von C(g) in C.

Es tritt also einer der folgenden Fälle ein, die entscheiden, welche Struktur ein
Code C zusammen mit einem Automorphismus g hat:

i) p teilt |F∗|,

ii) p teilt char(F) oder

iii) p teilt weder |F∗| noch char(F).

Der Fall p ist teilerfremd zu char(F) und |F∗|
Sei g ∈ Monn(F) von Ordnung p, dann kann nach Satz 2.16 ohne Einschränkung
angenommen werden, dass g ∈ Sn ≤ Monn(F) gilt. Nach dem Satz von Maschke
ist die Gruppenalgebra F[g] halbeinfach und isomorph zur direkten Summe von
gewissen Matrixalgebren über (endlichen) Körpererweiterungen von F, da diese
abelsch sein müssen, zerfällt also F[g] in die direkte Summe von Körpern. Die
allgemeine Zerlegungstheorie für Codes wurde von W. C. Huffman in [Huf88]
entwickelt und in [Huf90], [Huf91] fortgeführt. Die zentral primitiven Idempo-
tente der Gruppenalgebra F[g] (welche mit dem Chinesischem Restsatz berech-
net werden können) liefern hier eine Zerlegung eines Codes in Teilcodes, die als
lineare Codes kleinerer Länge über einer Körpererweiterung von F betrachtet
werden können. Zusätzlich ist das Duale eines direkten Summands wieder ein
direkter Summand. Sei

xp − 1 = (x− 1) · p1 · · · pm ∈ F[x]
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die Zerlegung von xp − 1 in irreduzible Polynome über F[x], wobei alle nicht-
trivialen Faktoren p1(x), . . . , pm(x) denselben Grad d = |〈|F|+ pZ〉| (d.h. die Ord-
nung von |F| in (Z/pZ)∗) haben. Es existieren Polynome a0, a1, . . . , am ∈ F[x], so
dass

1 = a0
xp − 1

x− 1︸ ︷︷ ︸
=:ẽ0

+
m∑
i=1

ai
xp − 1

pi︸ ︷︷ ︸
=:ẽi

gilt. Dann sind die zentral primitiven Idempotente e0, e1, . . . , em ∈ FG gegeben
durch

ei = ẽi(g)

und es gilt FGe0
∼= F, bzw. FGei ∼= E, i ≥ 1, für eine Körpererweiterung E vom

Grad d von F.

Die natürliche Involution auf FG ist gegeben durch

: FG→ FG,
∑
g∈G

agg 7→
∑
g∈G

agg
−1.

Diese operiert auf den Idempotenten e0, e1, . . . , em, wobei immer e0 = e0 gilt.

Bemerkung 2.19. Es gilt ei = ei für alle i ≥ 1, genau dann wenn d = [E : F] gerade
ist. Ansonsten gilt ei 6= ej , operiert also auf den Idempotenten als Involution mit
einzigem Fixpunkt e0.

Angenommen, g hat t Zykel der Länge p und f = n − tp Fixpunkte. Für einen
Code C = C(g)⊕ E ≤ Fn mit g ∈ Aut(C) gilt dann

C = Ce0︸︷︷︸
=C(g)

⊥ Ce1 ⊥ · · · ⊥ Cem︸ ︷︷ ︸
=E

.

und Cei, i ≥ 1, kann als Code in Et aufgefasst werden, der Fixcode C(g) dann
dementsprechend als Code in Ft+f . Falls C selbst-dual ist, ist C(g) ein selbst-
dualer Code in Ft+f , insbesondere folgt dimF(C(g)) = t+f

2
. Falls d gerade ist, ist

Cei ein hermitesch selbst-dualer Code in Et, im Allgemeinen gilt

(Cei)
⊥ = Cej

für ei = ej . Insbesondere gilt hier

dimF(E) =
dmt

2
=
t(p− 1)

2
.

Diese Theorie wurde zuerst von W. C. Huffman benutzt, um extremale Typ IV
und Typ III Codes ([Huf90], [Huf91], [Huf92]) moderater Länge mit bestimmten
Automorphismen zu klassifizieren, dies wurde danach in vielen anderen Papern
aufgegriffen (siehe z.B. [Huf05, Table 2] für eine Auflistung im Fall der extrema-
len Typ I Codes).
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Beispiel: Vierte-Potenz-Restklassen doppelt-zirkulante Codes

Die Konstruktion von Vierte-Potenz-Restklassen doppelt-zirkulante Codes lei-
tet sich aus der von quadratischen Restklassen-Codes ab und wurde in [ZG15]
eingeführt. In diesem Beispiel werden als Anwendung der obigen Theorie die
selbst-dualen Codes dieser Klasse gezählt. Im folgenden ist p eine ungerade
Primzahl und q eine Primpotenz, die teilerfremd zu p ist.

Definition 2.20 ([ZG15, Section II B.]). Sei p eine ungerade Primzahl, sei s ein pri-
mitives Elememt von Fp und sei N > 1 ein Teiler von p − 1. Dann sind die N -ten
zyklotomischen Klassen C0, C1, . . . , CN−1 von Fp definiert als

Ci = {sjN+i | 0 ≤ j ≤ p−1
N
− 1} für 0 ≤ i ≤ N − 1.

Definition 2.21 ([ZG15, Section II C.]). Sei p eine ungerade Primzahl der Form 4k+1
für eine ganze Zahl k und seien C0, C1, C2, C3 die 4-ten zyklotomischen Klassen. Für
Elemente m0,m1,m2,m3,m4 ∈ Fp ist die Matrix Cp(m0,m1,m2,m3,m4) ∈ Fp×pq defi-
niert über

Cp(m0,m1,m2,m3,m4)ij = cij,

wobei

cij =



m0, falls j = i

m1, falls j − i ∈ C0

m2, falls j − i ∈ C1

m3, falls j − i ∈ C2

m4, falls j − i ∈ C3.

Dann gilt Cp(1, 0, 0, 0, 0) = Ip und Cp(1, 1, 1, 1, 1) = Jp. Definiere zusätzlich

A1 := Cp(0, 1, 0, 0, 0),

A2 := Cp(0, 0, 1, 0, 0),

A3 := Cp(0, 0, 0, 1, 0) und
A4 := Cp(0, 0, 0, 0, 1).

Der Code
Pp(m0,m1,m2,m3,m4) ≤ Fp×2p

q

mit Erzeugermatrix(
Ip m0Ip +m1A1 +m2A2 +m3A3 +m4A4

)
∈ Fp×2p

q

heißt Vierte-Potenz-Restklassen doppelt-zirkulanter Code (im folgenden abgekürzt durch
VPRdz-Code)

In [ZG15, Theorem 8] wurde ein Kriterium angegeben, um zu entscheiden, wann
ein VPRdz-Code selbst-dual ist. Dies wurde benutzt, um verschiedene Familien
von selbst-dualen Codes über endlichen Körpern mit Charakteristik 2 und 3 und
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Ordnung ≤ 9 zu konstruieren. Die Beweise bzw. Rechnungen sind hierbei aber
sehr technisch, und es werden kaum Struktureigenschaften der Codes benutzt.

Satz 2.22 ([ZG15, Theorem 26]). Die Automorphismengruppe des Codes
Pp(m0,m1,m2,m3,m4) enthält eine Untergruppe der Ordnung p(p−1)

4
.

Diese Gruppe soll nun benutzt werden, um selbst-duale VPRdz-Codes zu
zählen.

Sei V = (Fq⊕Fq)Fp ∼= F2p
q und sei s ein primitives Element von Fp. Dann operieren

σ : Fp → Fp, a 7→ a+ 1 und
µ : Fp → Fp, a 7→ s · a

auf V und es gilt 〈σ, µ〉 ∼= Aff1(Fp). Sei

U = 〈σ, γ := µ4〉 ≤ Aff1(Fp)

von Ordnung p(p−1)
4

. Ein Element v ∈ V wird durch

(v(0)1, v(1)1, . . . , v(p− 1)1, v(0)2, v(1)2, . . . , v(p− 1)2)

als Vektor in F2p
q aufgefasst, dann operieren σ und µ auf F2p

q durch Permutation
der Koordinaten.

Lemma 2.23. Ein Code C ≤ V mit Erzeugermatrix
(
Ip M

)
ist genau dann ein

VPRdz-Code, wenn σ und γ Automorphismen von C sind, d.h. es gilt U ≤ Aut(C).

Beweis. Falls C ein VPRdz-Code ist, sind σ und γ Automorphismen von U . Sei
nun C = 〈

(
Ip M

)
〉 ≤ V ein Code mit U ≤ Aut(C). Dann wird die erste Zeile

(1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p

,m0,m1, . . . ,mp−1)

der Erzeugermatrix fixiert. Zusätzlich muss für alle 0 ≤ i ≤ p − 1 gelten, dass
mi = mγ(i) ist, also muss mi = mj gelten, falls i und j in der selben zyklotomi-
schen KlasseCk enthalten sind. Durch Anwenden von σ erhält man die restlichen
Basisvektoren von C. Dies ist aber gerade die Konstruktion von Definition 2.21.

�

Nun werden alle selbst-dualen VPRdz-Codes aufgezählt. Sei C = 〈
(
Ip M

)
〉 ≤ V

ein solcher Code.

Bemerkung 2.24. Der Fixcode C(σ) von σ hat die Erzeugermatrix(
1 . . . 1 a . . . a

)
∈ F1×2p

q .

Da C selbst-dual ist, muss insbesondere p(a2 + 1) = 0 ∈ Fq gelten. Da p und q tei-
lerfremd sind, ist also schon a2 = −1, so ein Element existiert nur in Fq, wenn q eine
Potenz von 2 oder wenn q ≡ 1 (mod 4) ist.



26 Kapitel 2. Codierungstheorie

Sei
Fq[σ] = Fq ⊕ Fqd ⊕ · · · ⊕ Fqd︸ ︷︷ ︸

m Komponenten

mit d = ord(q mod p) und seien E := {e0, . . . , em} die zentral primitiven Idem-
potente von Fq[σ].

Bemerkung 2.25. Es gilt (Cei)
⊥ = Cei ≤ Vei. Falls trivial auf den Idempotenten

operiert, ist Cei ≤ Vei selbst-dual mit Erzeugermatrix
(
1 a

)
für ein a ∈ Fqd mit

Norm(a) = −1.

Bemerkung 2.26. Der Automorphismus γ operiert auf den Idempotenten E mit einzi-
gem Fixpunkt e0. Es gilt eγi = ei für ein i ≥ 1, genau dann wenn γ in 〈µm〉 enthalten ist,
genau dann wenn d von p−1

4
geteilt wird. Aus der Zerlegung von Fq[σ] folgt p = md+1

und mit
d
p−1

4

=
4

m

gilt, dass d von p−1
4

geteilt wird, genau dan wenn 4 von m geteilt wird. Sei γ̃ ∈ Sm
die Permutation von γ auf {e1, . . . , em}. Dann hat γ̃ genau t Zykel der Länge m

t
. Aus

dimFq C(γ) = 5 folgt, dass t ein Teiler von 4 ist. Falls γ trivial operiert, induziert γ einen
Automorphismus γ′ ∈ Gal(Fqd/Fq). In diesem Fall ist

5 = dimFq Fpq(γ) = 1 +
m∑
i=1

dimFq(Fpqei)(γ)

= 1 +
m∑
i=1

dimFq(Fix(γ′))

= 1 +m|γ′|.

Also gilt |γ′| = 4
m

und der Fixkörper ist F
q

4
m

.

Bemerkung 2.27. Die Anzahl der Elemente a ∈ Fqd mit Norm(a) = −1 ist
q
d
2 + 1, falls d gerade

2, falls d ungerade und q ≡ 1 (mod 4)

0 sonst.

Nun werden die Codes E ≤ V gezählt, so dass C = C(σ) ⊕ E ein selbst-dualer
VPRdz-Code ist.

1. Fall: und γ operieren trivial (d.h. d ist gerade und m | 4).
Die Anzahl der selbst-dualen Codes Cei ≤ Vei ist hier die Anzahl der Elemente
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a ∈ F
q

4
m

mit Norm(a) = −1, also ist die Anzahl insgesamt
q2 + 1, falls m = 1

(q + 1)2, falls m = 2

24 = 16, falls m = 4.

2. Fall: operiert trivial, γ operiert nicht trivial (d.h. d ist gerade und m - 4).
Dann hat γ′ ∈ Sm genau t Zykel der Länge m

t
, wobei t ein Teiler von 4 ist. Aller-

dings muss m
t

ungerade sein, sonst würde γ̃
m
2t als Involution auf den Idempoten-

ten operieren und d wäre ungerade. Also gilt t = ν2(m). Auf jedem der t Zykel
gibt es dann q

d
2 + 1 Möglichkeiten für Cei, also ist die Anzahl insgesamt(

q
d
2 + 1

)ν2(m)

.

3. Fall: operiert nicht trivial, γ operiert trivial (d.h. d ist ungerade und m | 4).
Da p − 1 = md von 4 geteilt wird und d ungerade ist, wird m von 4 geteilt und
es folgt m = 4. Teile nun die Idempotente e1, . . . , e4 in m

2
= 2 Paare (i, j) ein, so

dass ei = ej gilt. Da γ trivial operiert, induziert es einen Galoisautomorphismus
γ′ mit Fixkörper F

q
4
m

= Fq. Für jedes Paar (i, j) hat (ohne Einschränkung) Cei die
Erzeugermatrix

(
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,
(
0 1

)
oder

(
1 a

)
mit a ∈ Fq.

Insgesamt ist die Anzahl also
(q + 3)2.

4. Fall: und γ operieren nicht trivial (d.h. d ist ungerade und m - 4).
Es gilt eγi = ej , genau dann wenn ei

γ = ej gilt. Die Ordnung von γ′ (gleich m
t

)
teilt die Ordnung von γ (gleich p−1

4
), also ist

p− 1

4 · m
t

=
mdt

4m
=
dt

4

eine ganze Zahl. Da d ungerade und t ein Teiler von 4 ist, folgt bereits t = 4 und
γ′ hat Ordnung m

4
. Dann liegen ei und ei genau dann in einer Bahn unter γ, wenn

m
4

gerade ist. Also hat U vier Bahnen auf {e1, . . . , em} wenn m
4

gerade ist, und
zwei sonst. Die Anzahl der Codes ist dann insgesamt{

(qd + 3)4, falls m
4

gerade
(qd + 3)2, falls m

4
ungerade.
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Der Fall p teilt |F∗|
Sei ohne Einschränkung

g =

 1
1

. . .
1

1

t

, 1n0 , (ζ)n1 , . . . ,
(
ζp−1

)np−1


für ein Element ζ ∈ F∗ von Ordnung p. Im Fall t = 0 (also insbesondere π(g) = 1)
zerfällt C in die orthogonale Summe

C =
p−1

©⊥
i=0
ni 6=0

Kern(g − ζ i id).

Falls C extremal ist, muss also bereits ni = n für ein i gelten, dieser Automor-
phismus ist aber in der Automorphismengruppe von jedem Code enthalten. Die
Einschränkung π(g) 6= 1 ist für extremale Codes also eher technischer Natur.
Sei C ≤ Fn ein selbst-dualer, extremaler Code, so dass g ein Automorphismus
von C ist mit π(g) 6= 1. Dann ist der Fixcode gegeben durch

C(g) = {(c1, . . . , c1︸ ︷︷ ︸
p

, . . . , ct, . . . , ct︸ ︷︷ ︸
p

, ctp+1, . . . , ctp+n0 , 0, . . . , 0) ∈ C}.

Definiere die beiden Projektionen

πt : C(g)→ Ft, c 7→ (cp, c2p, . . . , cpt) und
πn0 : C(g)→ Fn0 , c 7→ (cpt+1, . . . , cpt+n0).

Dann ist
C(g)∗ := {(πt(c), πn0(c)) | c ∈ C(g)}

ein Code der Länge t+ n0, der selbst-dual bzgl.

x · y := p

t∑
i=1

xiyi +

t+n0∑
i=t+1

xiyi

ist, insbesondere ist die Dimension also t+n0

2
. Durch die folgenden drei Bemer-

kungen werden bereits viele mögliche Automorphismen ausgeschlossen:

Bemerkung 2.28. Angenommen, es gilt n0 < d(C), dann ist Kern(πt) ein Code der
Länge n0 (nach Streichung der Nullen) mit Minimalabstand ≥ d(C), also gilt bereits
Kern(πt) = {0} und πt ist injektiv. In diesem Fall ist π(C(g)) ein Code der Länge t,
Dimension t+n0

2
und Minimalabstand ≥

⌈
d(C)−n0

p

⌉
. Für kleine n0 ist diese Möglichkeit

häufig durch die Schranken in Codetables ([Gra]) ausgeschlossen.

Bemerkung 2.29. Es gilt die Abschätzung

d(C) ≤ d(C(g)) ≤ p · d(πt(C(g))) + n0.
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Zusätzlich kann C(g) nach Streichung der letzten n1 + · · · + np−1 Stellen (die immer
Null sind) als t+n0

2
-dimensionaler Code der Länge pt+ n0 mit Minimalabstand ≥ d(C)

aufgefasst werden. Für kleine t ist diese Möglichkeit also wieder häufig durch Codetables
([Gra]) ausgeschlossen.

Bemerkung 2.30. Es gilt

πt(C(g))⊥ = πt(Kern(πn0)),

also existiert ein maximal selbst-orthogonaler Code Λ ≤ Ft mit

πt(Kern(πn0)) ≤ Λ ≤ Λ⊥ ≤ πt(C(g)).

Dann liefern die Klassifikationen in [HMa] oder die Abschätzungen in [Mey10] einen
möglichen Widerspruch.

Der Fall p = char(F)

Zuerst wurden in [Bou96] binäre, selbst-duale Codes mit einem fixpunktfreien
Automorphismus der Ordnung 2 untersucht. Mit einer geeigneten Projektion
des Fixcodes wurden verschiedene Codes der Länge 64 konstruiert, in [Bou00]
wurde diese Konstruktion auf Automorphismen mit Fixpunkten übertragen.
Damit wurde dann in [Bou02] gezeigt, dass ein binärer, extremaler Code der
Länge 24m mit einem Autorphismus der Ordnung 2 mit Fixpunkten nur für
m = 1 und m = 5 existieren kann. In [Neb12b] wurde dies zusammen mit
der Klassifikation der binären, extremalen Codes der Länge 36 benutzt, um zu
zeigen, dass ein binärer, extremaler Code der Länge 72 ein freier F2C2-Modul ist.

SeiC ≤ Fn ein Code der Länge n über einem endlichen Körper der Charakteristik
p und sei g ein Automorphismus der Ordnung q = pe, e ≥ 1 von C. Dann ist g in
Monn(F) konjugiert zu einem Element ohne monomialen Anteil. Angenommen,
g hat nur Zykel der Länge q und 1, dann gilt ohne Einschränkung

g = (1, 2, . . . , q)(q + 1, . . . , 2q) . . . ((t− 1)q + 1, . . . , tq) (tq + 1) . . . (n)︸ ︷︷ ︸
f

,

wobei f := n− tq die Anzahl der Fixpunkte von g ist. Der Gruppenring R := F[g]
ist ein artinscher, kommutativer Kettenring mit Idealen

〈(1− g)i〉, 0 ≤ i ≤ q.

Es gilt
Fn ∼= Rt ⊕ Ff als R-Moduln

und der Code C lässt sich mit Lemma 2.3 (mit n1 = qt und n2 = f ) konstruieren
als

C = {(x, y) | x ∈ BE, y ∈ DF , ψ(x) = y +D∗},
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wobei
B∗ ⊆ B∗⊥ = BE ≤ Rt

und
D∗ ⊆ D∗⊥ = DF ≤ Ff

selbst-orthogonale Codes sind und

ψ : B∗⊥/B∗ → D∗⊥/D∗

eine g-äquivariante Antiisometrie ist.

Lemma 2.31 (siehe [Bou02] für p = 2). Sei Fn(g) := {v ∈ Fn | v · g = v} und
C(g) = V (g) ∩ C der Fixcode von g. Definiere

πg : Fn(g)→ Ft, (c1, . . . , c1︸ ︷︷ ︸
q

, c2, . . . , c2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , ct, . . . , ct︸ ︷︷ ︸
q

, x1, . . . , xf ) 7→ (c1, . . . , ct)

und

Φg : Fn → Ft, (c1, . . . , cn) 7→ (c1 + c2 + · · ·+ cq, . . . , c(t−1)q+1 + . . .+ ctq).

Dann ist Φg ein g-invarianter Homomorphismus, der

v · w = πg(v) · Φg(w) (?)

für alle v ∈ Fn(g) und w ∈ Fn erfüllt. Sei B wie in Lemma 2.3 mit n1 = tq und sei
B(g) := C(g) ∩ B. Dann ist Ψg(C) ein selbst-orthogonaler Code mit

Φg(C)⊥ = πg(B(g)) und Φg(B)⊥ = πg(C(g)).

Beweis. Die Gleichung (?) folgt durch eine einfache Rechnung, damit gilt

πg(B(g)) ⊆ Φg(C)⊥ und πg(C(g)) ⊆ Φg(B)⊥.

Für c = (c1, . . . , cn) ∈ C erfüllt

d := c · (1 + g + · · ·+ gq−1)

=
( q∑

i=1

ci, . . . ,

q∑
i=1

ci︸ ︷︷ ︸
q

, . . . ,

q∑
i=1

c(t−1)q+i, . . . ,

q∑
i=1

c(t−1)q+i︸ ︷︷ ︸
q

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
f

)
∈ B(g)

die Gleichung πg(d) = Φg(c), damit ist

Φg(B) ⊆ Φg(C) ⊆ πg(B(g)) ⊆ πg(C(g)).
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Sei nun (d1, . . . , dt) ∈ Φg(C)⊥, dann wird der Vektor

v := (d1, . . . , d1︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , dt, . . . , dt︸ ︷︷ ︸
q

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
f

) ∈ Fn

von g fixiert und die letzten f Koordinaten sind 0. Außerdem ist v ∈ C = C⊥, da

v · c = πg(v) · Φg(c) = 0 gilt für alle c ∈ C.

Also ist v ∈ B(g) und damit insgesamt Φg(C)⊥ ⊂ πg(B(g)).
Sei nun d := (d1, . . . , dt) ∈ Φg(B)⊥. Für jedes x ∈ Ff erfüllt das Element

vx := (d1, . . . , d1︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , dt, . . . , dt︸ ︷︷ ︸
q

, x) ∈ Fn(g)

dass πg(vx) = d ist, zusätzlich ist für jedes b ∈ B das innere Produkt

vx · b = πg(vx) · Φg(b) = d · Φg(b) = 0.

Da die Projektion von C auf BE surjektiv und BE = B∗⊥ ist, existiert ein Element
x ∈ Ff , so dass vx ∈ C(g). Daraus folgt die Behauptung. �

Sei nun g ein fixpunktfreier Automorphismus, d.h. es gilt n = tq und

g = (1, . . . , q)(q + 1, . . . , 2q) . . . ((t− 1)q + 1, . . . , tq).

Dann ist Fn ∼= Rt =: V ein freier R-Modul vom Rang t. Im Fall t = 1 sind die
Codes in V gerade die zyklischen Codes. Auf R ist die natürliche Involution

: R→ R definiert durch

q∑
i=0

αigi :=

q∑
i=0

αig
−1,

damit ist

〈·, ·〉 : V × V → R, (v, w) 7→
t∑

j=1

vjwj

das Standard hermitesche innere Produkt auf V .

Bemerkung 2.32. Die Abbildung

ϕ : Fn → V, (c1, . . . , ctq) 7→

(
q∑
i=1

cig
i−1, . . . ,

q∑
i=1

c(t−1)q+ig
i−1

)

ist ein R-Modulisomorphismus, für den gilt

c · d = Spur(〈ϕ(c), ϕ(d)〉),
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wobei

Spur

(
q−1∑
i=0

αig
i

)
= α0.

Insbesondere definiert diese Abbildung also eine Bijektion zwischen den selbst-dualen
Codes in Rt (bzgl. 〈·, ·〉) und den selbst-dualen Codes C ≤ Fn mit einem Automorphis-
mus g ∈ Aut(C).

Für die drei bisher bekannten ternären, extremalen Codes der Länge 36 bzw. 48
gilt, dass die Automorphismen g der Ordnung 3 alle fixpunktfrei sind, außerdem
sind diese Code freie R-Moduln. Dies motivierte die Entwicklung der Theorie
von selbst-dualen Codes über Kettenringen.
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Kapitel 3

Selbst-duale Codes über
Kettenringen

In diesem Kapitel wird die Struktur von Codes über Kettenringen untersucht.
Auch wenn die Motivation, und sicherlich auch die wichtigste Anwendung,
die Klassifikation von selbst-dualen Codes über Fp mit einem Automorphis-
mus der Ordnung p ist, ist die Theorie so Allgemein wie möglich gehalten.
Bedeutung erlangten Kettenringe in der Codierungstheorie, als gewisse nicht-
lineare binäre Codes mit einem hohem Minimalabstand als das Bild eines li-
nearen Z4-Codes unter der sogenannten Gray-Map beschrieben werden konn-
ten ([Ham+94]). Zusätzlich sind die Eigenschaften von Kettenringen eng mit de-
nen von Körpern verwandt, es ist also zu erwarten, dass sich auch Strukturen
von klassischen linearen Codes übertragen. Außerdem beinhaltet die Klasse von
Kettenringen einige wichtige Familien, wie gewisse Restklassenringen der gan-
zen Zahlen, Galois-Ringe und einige Gruppenringe.
Sei C ein Code über einem artinschen Kettenring R der Länge a+ 1 mit maxima-
lem Ideal m = 〈x〉 und Restklassenkörper F = R/m, dann definiert die Multipli-
kation mit x eine Kette von Teilcodes

C ⊇ C(1) := Cx ⊇ C(2) := Cx2 ⊇ · · · ⊇ C(a) := Cxa ⊇ {0}.

In den Papern [Bou00], [Bou02] und [BW13] wird eine ähnliche Idee für den
Spezialfall der binären, selbst-dualen Code mit einem Automorphismus g der
Ordnung 2 angewendet. Das Hauptresultat von [Neb12b] ist ein Spezialfall von
Satz 3.8, das besagt, dass der Code C · (1 + g) kanonisch isomorph zu einem
selbst-dualen Code über F2 ist, genau dann wenn C ein freier F2C2-Modul ist. Im
Allgemeinen ist ein selbst-dualer Code C in Rt ein freier R-Modul, genau dann
wenn C(a) ein (hermitesch) selbst-dualer Code über dem Restklassenkörper
F ist. In diesem Fall wird beschrieben, wie man einen gegebenen Code C(i+1)

zu allen zulässigen Codes C(i) liftet. Diese stehen in Bijektion zu (hermitesch)
selbst-dualen Codes in einem geeigenetem bilinearen Raum über F (Satz 3.14).
Dies führt zu einer neuen Methode (Algorithmus 3.18) um alle freien, selbst-
dualen Codes C(0) (mit hohem Minimalabstand) zu klassifizieren. Damit wird
unter anderem gezeigt, dass der Pless-Code P36 der einzige ternäre, extremale
Code der Länge 36 mit einem Automorphismus der Ordnung 3 ist (Satz 4.6).
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Das folgende Kapitel und zusätzlich die Ergebnisse von Satz 4.3 und Satz 4.6
wurden in dem Paper [EN18] veröffentlicht.

3.1 Codes über Kettenringen

Sei wie oben R ein kommutativer, artinscher Kettenring mit 1 und sei : R→ R
eine Involution, d.h. ein Ring-Automorphismus der Ordnung eins oder zwei. Sei
m das maximale Ideal von R, dann induziert eine Involution auf dem Restklas-
senkörper F = R/m, welche auch mit bezeichnet wird. Falls diese Involution
die Identität auf dem Restklassenkörper ist, existiert ein ε ∈ {1,−1}, so dass
x ≡ εx (mod Rx2) gilt für jeden Erzeuger x von m. Falls Ordnung zwei auf F
hat (was dann hermitescher Fall genannt wird), kann nach Hilbert 90 ein Erzeu-
ger x von m gewählt werden, so dass x ≡ x (mod Rx2) erfüllt ist. Sei nun x ein
fest gewählter Erzeuger des maximalen Ideals von R, so dass

x ≡ εx (mod Rx2)

gilt, mit ε = 1 im hermiteschen Fall. Sei a ∈ N0 maximal mit xa 6= 0. Dann ist

R ⊃ Rx ⊃ Rx2 ⊃ · · · ⊃ Rxa+1 = {0}

die komplette Kette von Idealen in R und alle unzerlegbaren R-Modulen sind
von der Form

Sb := Rxb für ein 0 ≤ b ≤ a,

wobei S0 = R der freie Modul von Rang 1 und Sa der eindeutige einfache
R-Modul ist. Die Kompositions-Länge (oder Jordan-Hölder-Länge) eines Mo-
duls V wird mit `(V ) bezeichnet, insbesondere gilt also `(Sb) = a− b+ 1.
Für die Betrachtung von Codes sei t ∈ N und sei

V := Rt = {(v1, . . . , vt) | vi ∈ R}

der freie R-Modul von Rang t mit dem -hermiteschen innerem Produkt

〈·, ·〉 : V × V → R, 〈v, w〉 :=
t∑

j=1

vjwj. (1)

Definition 3.1. Ein R-Teilmodul von V heißt Code der Länge t über R. Für
einen Code C in V existieren nach dem Satz von Krull-Schmidt-Remak eindeutige
t0, t1, . . . , ta ∈ Z≥0 mit

C ∼= St00 ⊕ St11 ⊕ · · · ⊕ Staa .

Das Tupel (t0, t1, . . . , ta) heißt Typ von C. Der duale Code ist

C⊥ := {v ∈ V | 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ C}

und C heißt selbst-orthogonal, falls C ⊆ C⊥, bzw. selbst-dual, falls C = C⊥ gilt.
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Lemma 3.2. Sei C ≤ Rt ein Code vom Typ (t0, t1, . . . , ta).

i) Der Typ von Cx ist (0, t0, . . . , ta−1).

ii) Der Typ von C⊥ ist (t−
∑a

i=0 ti, ta, . . . , t1).

iii) Es gilt `(C) + `(C⊥) = `(V ).

Beweis. Die Aussage von i) ist klar und iii) folgt aus ii). Sei (t′0, t
′
1, . . . , t

′
a) der Typ

vonC⊥. Als artinscher Ring istR selbst-injektiv, d.h. es existiert eine kurze exakte
Sequenz

0→ C⊥ → V → HomR(C,R)→ 0

und es ist HomR(C,R) ∼= C als R-Moduln. Daraus folgt C ∼= V/C⊥. Der Typ von
V/C⊥ = Rt/(⊕ab=0S

t′b
b ) ist der Typ von

a⊕
b=0

(R/Rxb)t
′
b ⊕Rt−

∑a
b=0 t

′
b

∼=
a⊕
b=0

S
t′b
a−b+1 ⊕ S

t−
∑a
b=0 t

′
b

0 ,

also gilt t0 = t−
∑a

b=0 t
′
b und ta−b+1 = t′b für 1 ≤ b ≤ a. �

Lemma 3.3. Sei C ⊆ C⊥ ≤ V ein selbst-orthogonaler Code vom Typ (t0, t1, . . . , ta).
Dann gilt

j∑
i=0

ti ≤ t−
j−a∑
i=0

ti

für alle j = 0, . . . , a und im Fall C⊥x ⊆ C ist zusätzlich

t−
a−j∑
i=0

ti ≤
j+1∑
i=0

ti

für alle j = 0, . . . , a− 1.

Beweis. Falls C ⊆ C⊥ selbst-orthogonal ist, enthält der Modul

C⊥ ∼= S
t−

∑a
i=0 ti

0 ⊕ Sta1 ⊕ . . .⊕ St1a

einen Teilmodul, der isomorph zu St00 ⊕ St11 ⊕ · · · ⊕ Staa ist. Also folgt

t0 ≤ t−
a∑
i=0

ti,

t0 + t1 ≤ t−
a∑
i=0

ti + ta = t−
a−1∑
i=0

ti
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etc. Analog folgt, falls C⊥x ⊆ C gilt, dass St00 ⊕ St11 ⊕ · · · ⊕ Staa einen Teilmodul
enthält, der isomorph zu S

t−
∑a
i=0 ti

1 ⊕ Sta2 ⊕ · · · ⊕ St2a ist, woraus die anderen Un-
gleichungen folgen. �

3.2 Der Sockel

Die Multiplikation mit xa definiert einen Isomorphismus zwischen dem Rest-
klassenkörper F und dem Sockel von R, womit der Sockel eines Codes C ≤ V
untersucht werden kann.

Bemerkung 3.4. Der Isomorphismus

ϕ : F = R/Rx→ Rxa = Sa, r +Rx 7→ rxa

erfüllt
ϕ(r +Rx) = rxa = εarxa,

d.h. ϕ kommutiert oder anti-kommutiert mit den Involutionen auf R und F.

Für einen Code C vom Typ (t0, t1, . . . , ta) ist der Sockel

soc(C) := {c ∈ C | cx = 0} ∼= St0+···+ta
a

ein Teilraum des Sockels soc(V ) = V xa von Dimension
∑a

i=0 ti.

Bemerkung 3.5. Sei

v · w :=
t∑
i=1

viwi

das Standard hermitesche innere Produkt auf Ft. Die Abbildung

π : soc(V ) = V xa → Ft, (v1, . . . , vt) 7→ (ϕ−1(v1), . . . , ϕ−1(vt))

ist ein F-linearer Isomorphismus, welcher

π(vxa) · π(wxa) = ϕ−1(〈vxa, w〉) = εaϕ−1(〈v, wxa〉)

für alle v, w ∈ V erfüllt.

Falls C ≤ V ein Code der Länge t über R ist, dann sind Cxa und soc(C) Teilcodes
von soc(V ) = V xa.

Lemma 3.6. Es gilt (π(C⊥xa))⊥ = π(soc(C)).

Beweis. Sei (t0, . . . , ta) der Typ von C. Dann folgt aus Lemma 3.2, dass

dim(π(C⊥xa)) = t−
a∑
i=0

ti
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und

dim(π(soc(C))) =
a∑
i=0

ti

gilt. Also genügt es zu zeigen, dass π(soc(C)) in (π(C⊥xa))⊥ enthalten ist. Seien
dafür s = (s1, . . . , st) ∈ soc(C) und z = (z1, . . . , zt) ∈ C⊥. Dann ist

π(zxa) · π(s) = εaϕ−1(〈z, s〉) = εaϕ−1(0) = 0

und damit π(s) ∈ (π(C⊥xa))⊥. �

Bemerkung 3.7. Im Fall C⊥xa ⊆ C ist C⊥xa ⊆ soc(C), also ist π(C⊥xa) ein selbst-
orthogonaler Teilcode von π(soc(V )) = Ft bzgl. des Standard hermiteschen inneren
Produkts.

3.3 Selbst-duale Codes

Von nun an werden selbst-duale Codes C = C⊥ ≤ V der Länge t betrachtet. Als
Korollar von Lemma 3.2 folgt der folgende Satz (siehe [BW13] und [Neb12b] für
den Fall R = F2C2).

Satz 3.8. Sei C = C⊥ ≤ V ein selbst-dualer Code der Länge t.

i) Der Typ von (t0, t1, . . . , ta) von C erfüllt t1 = ta, t2 = ta−1, . . . und

t0 =


t
2
−
∑a/2

b=1 tb falls a gerade

t−t(a+1)/2

2
−
∑(a−1)/2

b=1 tb falls a ungerade.

ii) Der Code π(Cxa) ist selbst-orthogonal in (F, ·) mit (π(Cxa))⊥ = π(soc(C)).

iii) Der Code C ist ein freier R-Modul (d.h. t1 = · · · = ta = 0 und t0 = t/2), genau
dann wenn Cxa = soc(C), genau dann wenn π(Cxa) ein selbst-dualer Code in
(Ft, ·) ist.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Lemma 3.2. Es gilt Cxax = {0},
also ist Cxa im Sockel soc(C) von C enthalten. Damit folgt die zweite Aussage
aus Lemma 3.6. Dann ist π(Cxa) ein selbst-dualer Code in (Ft, ·), genau dann
wenn Cxa = soc(C) gilt, genau dann wenn beide die gleiche F-Dimension
haben. Da die Dimension von π(Cxa) gleich t0 ist, und die von π(soc(C)) gleich
t0 + t1 + · · ·+ ta, sind diese genau dann gleich, wenn t1 = · · · = ta = 0 erfüllt ist,
d.h. C ist ein freier R-Modul vom Rang t0 = t/2. �

Im folgenden sei C ein selbst-dualer Code von gerader Länge t und vom Typ
(t/2, 0, . . . , 0), d.h. C ist ein freier R-Modul. Dann bilden die Teilcodes

C(i) := Cxi
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vom Typ (0i, t/2, 0a−i) die folgende Kette:

V ⊃ C(a)⊥ ⊃ · · · ⊃ C(1)⊥ ⊃ C⊥ = C ⊃ C(1) ⊃ · · · ⊃ C(a) ⊃ {0}.

Lemma 3.9. Für 0 ≤ i ≤ a gilt C(i)⊥ = C +V xa+1−i. Außerdem ist der Typ von C(i)⊥

gleich (t/2, 0a−i, t/2, 0i−1).

Beweis. Durch eine einfache Rechnung folgt C+V xa+1−i ⊆ C(i)⊥. Außerdem gilt
für die Kompositions-Länge

`(C(i)) = `(S
t/2
i ) = t

2
(a− i+ 1)

und

`(C + V xa+1−i) = `(C/(V xa+1−i ∩ C)) + `(V xa+1−i)

= `(C/C(a+1−i)) + ti

= t
2
(a+ 1− i) + ti

= t
2
(a+ 1 + i).

Also impliziert

`(C(i)) + `(C + V xa+1−i) = t(a+ 1) = `(V )

die Gleichheit `(C + V xa+1−i) = `(C(i)⊥), daraus folgt die Behauptung. �

Korollar 3.10. Es gilt C(i)⊥xi = Cxi + V (xa+1−ixi) = Cxi = C(i).

Definition 3.11. SeiD ≤ V xi+1 ein Code vom Typ (0i+1, t/2, 0a−i−1) mitD⊥xi+1 = D
(dies erfüllt jeder Code C(i+1)). Sei

Wi := D⊥xi/D ∼= Ft

und definiere

(·, ·)i : Wi ×Wi → F, (cxi +D, bxi +D) 7→ ϕ−1(〈c, b〉xi).

Lemma 3.12. Das innere Produkt (·, ·)i ist wohldefiniert, nicht-ausgeartet und hermi-
tesch im hermiteschen Fall bzw. εi+a-symmetrisch sonst.

Beweis. Der Raum Wi ist isomorph zu Ft, da er von der Multiplikation mit x
annihiliert wird. Nun wird gezeigt dass das innere Produkt wohldefiniert ist.
Für c, c′ ∈ D⊥ gilt

cxi +D = c′xi +D,

genau dann wenn d ∈ D⊥, v ∈ V existieren mit

c′ = c+ dx+ vxa+1−i.
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Für solche c′ = c+ dx+ vxa+1−i und b′ = b+ d′x+ v′xa+1−i ist

〈c′, b′〉xi = 〈c+ dx+ vxa+1−i, b+ d′x+ v′xa+1−i〉xi

= 〈c, b〉xi + 〈c, d′x〉xi + 〈dx, b〉xi + 〈dx, d′x〉xi

= 〈c, b〉xi,

wobei die erste Gleichung gilt, da xa+1−ixi = 0 ist, die zweite Gleichung
gilt, da dxxi in D⊥xi+1 = D und c, d′ in D⊥ enthalten sind, analog gilt
d′xxi ∈ D⊥xi+1 = D und b, dx ∈ D⊥. Für c, b ∈ D⊥ gilt

(〈c, b〉xi)x = 〈cxi+1, b〉 = 0

da cxi+1 ∈ D⊥xi+1 = D und b ∈ D⊥ ist. Also ist 〈c, b〉xi ∈ Sa und das innere
Produkt ist wohldefiniert. Außerdem ist

(bxi, cxi)i = ϕ−1(〈b, c〉xi) = ϕ−1
(
〈c, b〉xi

)
= ϕ−1

(
〈c, b〉xi

)
= εaϕ−1(〈c, b〉xi) = εaϕ−1(〈c, b〉εixi) = ε(i+a)ϕ−1(〈c, b〉xi)
= ε(i+a)(cxi, bxi)i,

woraus die Symmetrie-Eigenschaft folgt. Für das Radikal sei bxi ∈ D⊥xi, so dass
(cxi, bxi)i = 0 für alle c ∈ D⊥ ist. Daraus folgt 〈c, b〉xi = 〈c, bxi〉 = 0 für alle
c ∈ D⊥, dann gilt aber bereits bxi ∈ D und das Radikal ist {0} und ist (·, ·)i
nicht-ausgeartet. �

Bemerkung 3.13. Bezüglich (·, ·)i ist

Xi := (D + soc(V ))/D = (D + V xa)/D ≤ Wi

ein maximal isotroper Teilraum von Wi.

Der nächste Satz kann als Verallgemeinerung von Satz 3.8 gesehen werden, da es
einen Lift D′ von D, d.h. einen selbst-orthogonalen Code, der isomorph zu S

t/2
i

ist und D′x = D erfüllt, als maximal isotropen Teilraum von Wi identifiziert.

Satz 3.14. Seien D, Wi und (·, ·)i wie oben. Die Codes D′ ≤ V xi mit D′x = D und
D′⊥xi = D′ sind genau die maximal isotropen Teilräume von D′/D in (Wi, (·, ·)i), die
ein Komplement von Xi sind, d.h.

Wi = D′/D ⊕Xi.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt D = D′x ⊆ D′, also ist D′⊥ ⊆ D⊥ und damit

D′ = D′⊥xi ⊆ D⊥xi.

Daraus folgt D′/D ≤ Wi. Für cxi, bxi ∈ D′ kann ohne Einschränkung angenom-
men werden, dass b ∈ D′⊥ gilt, damit ist

(cxi, bxi)i = ϕ−1(〈cxi, b〉) = ϕ−1(0) = 0
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undD′/D ist ein isotroper Teilraum vonWi. Falls für b ∈ D⊥ gilt, dass 〈cxi, b〉 = 0
für alle c ∈ D′⊥ erfüllt ist, folgt b ∈ D′, also ist D′/D ein maximal isotroper
Teilraum von Wi. Insbesondere ist also D′/D ∼= Ft/2. Aus

D′x = D ∼= S
t/2
i+1

folgt die Isomorphie D′ ∼= S
t/2
i , also ist

soc(V ) ∩D′ ∼= St/2a
∼= soc(V ) ∩D.

Dann ist soc(V ) ∩D′ = soc(V ) ∩D und D′/D ∩Xi = {0}, was eine Richtung des
Satzes beweist.
Sei nun Y ≤ Wi ein isotropes Komplement von Xi, und sei D′ das Urbild von Y
in D⊥xi. Dann ist D′ ≤ V xi und

D′x = (D′ + soc(V ))x = D⊥xix = D.

Dies impliziert, dass der Typ von D′ gleich (0i, t/2, 0a−i) ist, außerdem, dass
D ⊆ D′ und D′⊥ ⊆ D⊥ gilt. Da Y maximal isotrop ist, ist

D′
⊥
xi +D/D = Y ⊥ = Y = D′/D,

also D′ = D′⊥xi + D. Aus Lemma 3.2 folgt, dass der Typ von D′⊥ gleich
(t/2, 0a−i, t/2, 0i−1) ist, und deshalb D′⊥xi ∼= D′, also D′⊥xi = D′. Daraus folgt
die Behauptung. �

3.4 Äquivalenz von Codes

Sei U(R) := {r ∈ R | rr = 1} die unitäre Gruppe von R. Dann vertauscht die
Operation der monomialen Gruppe

Mont(R) := {diag(u1, . . . , ut)π | ui ∈ U(R), π ∈ St}

mit Dualität. Diese Gruppe ist das semidirekte Produkt des Normalteilers der
Diagonalmatrizen U(R)t und der Untergruppe Pt ∼= St der Permutationsmatri-
zen. Analog zum Beweis von Satz 2.16 gilt damit das folgende Lemma:

Lemma 3.15. Sei g ∈ Mont(R) ein Element von Ordnung s, so dass s und |U(R)|
teilerfremd sind. Dann ist g in Mont(R) konjugiert zu einem Element von Pt.

Zwei Codes C,D ≤ V heißen äquivalent, C ∼= D, wenn ein g ∈ Mont(R) existiert
mit C · g = D. Die Automorphismengruppe Aut(C) ist der Stabilisator von C in
Mont(R).

Lemma 3.16. Der natürliche Epimorphismus induziert einen Epimorphismus

U(R)→ U(F), u 7→ u+ xR.
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Beweis. Falls char(F) = 2 und die Identität auf F ist, dann ist U(F) = {1}
und die Abbildung ist offenbar surjektiv. Sei also char(F) 6= 2 oder ist nicht die
Identität auf F. Sei u ∈ R, so dass uu = 1+rxj gilt für ein r ∈ Rmit r ≡ r (mod xR)
und j ≥ 1. Für die Behauptung muss nun ein v ∈ R existieren, so dass

(u+ vxj)(u+ vxj) = 1 + r′xj+1

für ein r′ ∈ R erfüllt ist. Dieses v ist die Lösung der Gleichung

− r ≡ uv + uv (mod xR). (?)

Falls die Identität auf F ist, ist die Lösung gegeben durch v ≡ −r
2u

(mod xR), da
2u eine Einheit ist. Falls nicht die Identität auf F ist, ist−r+xR gleich der Spur
eines Elements im Körper F. Da die Spur surjektiv und u eine Einheit ist, existiert
solch ein Element v. �

Bemerkung 3.17. Die monomiale Gruppe Mont(F) vertauscht mit Dualität bzgl. · und
(·, ·)i. Aus Lemma 3.16 folgt die Existenz eines Gruppenepimorphismus

Mont(R)→ Mont(F).

3.5 Konstruktion aller selbst-dualen, freien Codes

In den bisherigen Abschnitten wurde die Struktur selbst-dualer Codes der Länge
t über R, die frei als R-Modul sind, analysiert. Auf eine natürliche Art und Weise
kann diese Struktur ausgenutzt werden, um alle diese Codes C iterativ zu kon-
struieren. Nach Satz 3.8 iii) ist der SockelC(a) ein (hermitesch) selbst-dualer Code
in Ft, alle Möglichkeiten sind hier also durch eine schon bekannte Klassifikation
(z.B. [HMb]) gegeben. Dann können die Codes C(i) = Cxi, i = a− 1, a− 2, . . . , 0,
als selbst-duale Teilmoduln von Wi

∼= Ft konstruiert werden.

Algorithmus 3.18. Eingabe: R, t und die Involution : R→ R.
Ausgabe: Eine Menge D0 = {C1, . . . , Ch} der Repräsentanten der Äquivalenzklassen
der freien, selbst-dualen Codes in (V, 〈·, ·〉).
Algorithmus:

0) Bestimme die Menge Da := {D(a)
1 , . . . , D

(a)
ha
} der Repräsentanten der

Äquivalenzklassen von (hermitesch) selbst-dualen Codes in (F, ·).

1) Für i = a − 1, a − 2, . . . , 0 sei die Menge Di+1 := {D(i+1)
1 , . . . , D

(i+1)
hi+1
}

der Repräsentanten der Äquivalenzklassen von Codes D ≤ V xi+1 vom Typ
(0i+1, t/2, 0a−i−1) mit D⊥xi+1 = D gegeben.

2) Definiere Di := {}.

3) Für j = 1, . . . , h + 1 seien D := D
(i+1)
j , Wi := D⊥xi/D wie in Lemma 3.12 und

berechne die Menge Y := {D′ ≤ V xi | D′x = D,D′⊥xi = D′} mit Hilfe von
Satz 3.14.



42 Kapitel 3. Selbst-duale Codes über Kettenringen

4) Für alle D′ ∈ Y überprüfe, ob D′ äquivalent zu einem Code in Di ist. Wenn nicht,
füge D′ zu D hinzu.

5) Falls i = 0, gebe D0 zurück.

Für die Berechnung der Menge Y in Algorithmus 3.18 3) müssen alle isotropen
Komplemente von Xi in (Wi, (·, ·)i) berechnet werden. Sei dafür Ỹi ein beliebiges
Komplement vonXi inWi. DaWi nicht-ausgeartet undXi maximal isotrop inWi

ist, ist der Raum Ỹi isomorph zu Hom(Xi,F). Insbesondere existieren geeignete
Basen von Xi bzw. Ỹi, so dass die Gram-Matrix von (·, ·)i die Form(

0 I
εa+iI G

)
hat, wobei G eine εa+i-hermitesche Matrix ist.

Bemerkung 3.19. Es existiert ein isotropes Komplement Yi von Xi in Wi, genau dann
wenn G ∈ H gilt, wobeiH die Menge

H := {X + εa+iX
tr | X ∈ Ft/2×t/2}.

ist.

Die Menge H ist der Raum aller εa+i-hermiteschen Matrizen, genau dann wenn
entweder char(F) 6= 2 ist oder nicht die Identität auf F nicht. Andernfalls ist G
inH enthalten, genau dann wenn Gii = 0 für alle 1 ≤ i ≤ t/2 gilt.

Falls der Code D zu einem Code D′ liftet, existiert ein isotropes Komplement Yi
vonXi und es existieren BasenB undB′ vonXi bzw. Yi, so dass die Gram-Matrix
von (·, ·)i bzgl. der Basis (B,B′) von Wi von der Form(

0 I
εa+iI 0

)
ist.

Folgerung 3.20. Die selbst-dualen Komplemente vonXi inWi sind genau die Teilräume
〈B′ + AB〉 mit A ∈ Ft/2×t/2, so dass

A
tr

+ εa+iA = 0

gilt. Die Menge all dieser Matrizen bildet einen Vektorraum der Dimension d über dem
Fixkörper von in F, wobei d gegeben ist durch

char(F) εa+i d
6= 2 1 id t(t− 2)/8

beliebig −1 id t(t+ 2)/8
beliebig 1 6= id t2/4
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Beweis. Jedes Komplement von Xi hat eine Basis B′+AB mit A ∈ Ft/2×t/2. Diese
Basis ist isotrop, genau dann wenn

(
I A

)( 0 I
εa+iI 0

)(
I

A
tr

)
= A

tr
+ εa+iA = 0

gilt. Die Dimension d ist also die Dimension des Raumes aller schief-
symmetrischen, symmetrischen, bzw. schief-hermiteschen Matrizen. �

3.6 Anwendungen

Das Gray-Bild von selbst-dualen Z4-linearen Codes

Die vorhergehenden Methoden liefern eine Verallgemeinerung der in [Rai00] be-
schriebenen Schranken für den Minimalabstand von Codes über R = Z/4Z. Die
Gray-Abbildung ist definiert durch

Φ : Rt → F2t
2 ,


0 7→ (0, 0)

1 7→ (1, 0)

−1 7→ (0, 1)

2 7→ (1, 1).

Diese Abbildung definiert eine Isometrie zwischen der Lee-Distanz auf
Rt und der Hamming-Distanz auf F2t

2 , es ist allerdings kein Gruppen-
Homomorphismus, insbesondere muss Φ(C) also kein linearer Code sein. Der
folgende Satz ist eine Verallgemeinerung der Ergebnisse aus [Kie13], welche
Rains sicher bekannt waren, aber nicht explizit in [Rai00] angegeben wurden.

Satz 3.21. Sei m ∈ N ungerade und sei C = C⊥ ≤ R12m ein selbst-dualer, R-linearer
Code. Dann hat das Gray-Bild Φ(C) ⊆ F24m

2 von C den Minimalabstand ≤ 4m, insbe-
sondere hat Φ(C) nicht die Parameter eines extremalen Typ II Codes.

Beweis. Nach Satz 3.8 ii) ist π(2C) ≤ F12m
2 ein selbst-orthogonaler, binärer Code

der Länge 12m mit π(2C)⊥ = π(soc(C)). Da C selbst-dual ist, gilt

0 = (c, c) =
12m∑
i=1

c2
i = |{i | ci ∈ {±1}}|+ 4Z = wt(π(2c)) + 4Z

für alle c ∈ C. Insbesondere ist also π(2C) doppelt-gerade. Da m ungerade ist,
also 12m kein Vielfaches von 8 ist, ist der Code π(2C) nicht selbst-dual. Mit den
Schranken aus [Rai00] (für 12m ≡ 12 (mod 12)) folgt

d(π(2C)⊥) ≤ 4m−1
2

+ 2 = 2m.

Also enthält das Gray-Bild Φ(soc(C)) einen Vektor mit Hamming-Gewicht 4m.
�
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Automorphismen linearer Codes

Sei F ein endlicher Körper der Charakteristik p und sei : F → F ein selbst-
inverser Automorphismus. Sei g ∈ Monn(F) ein Element der Ordnung q = pe,
e ≥ 1, dann ist g in Monn(F) konjugiert zu einem Element in Sn ≤ Monn(F).
Angenommen, g hat nur Zykel der Länge q und keine Fixpunkte, dann gilt ohne
Einschränkung

g = (1, . . . , q)(q + 1, . . . , 2q) . . . ((t− 1)q + 1, . . . , tq)

für ein t ≥ 1, insbesondere ist dann n = tq. Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, ist
dann R := F[g] ein kommutativer, artinscher Kettenring mit Idealen

Rxi, 0 ≤ i ≤ q,

wobei x := (1− g). Die natürliche Involution auf R ist

: R→ R,

q−1∑
i=0

αigi 7→
q−1∑
j=0

αig
−i.

Bemerkung 3.22. Es gilt

x+ x = (1− g−1) + (1− g) = (1− g)(1− g−1),

daraus folgt
x = −x+ xx = −x− x2 − · · · − xq−1.

Also ist ε = −1 in der Notation von Abschnitt 3.1. Im hermiteschen Fall kann ein
u ∈ F mit uu = −1 gewählt werden, nachdem x duch ux ersetzt wurde, gilt dann
x ≡ x (mod Rx2).

Die (hermitesch) selbst-dualen Codes in Fn mit g ∈ Aut(C) stehen in Bijektion
zu den selbst-dualen Codes in dem freien Modul V := Rt (Bemerkung 2.32) und
mit den Theorien von Abschnitt 3.3 bzw. Algorithmus 3.18 können die Codes
klassifiziert werden, die als R-Modul frei sind.
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Kapitel 4

Extremale, ternäre Codes

In diesem Kapitel werden die entwickelten Theorien aus Kapitel 3 auf extremale,
ternäre Codes der Länge 36 und 48 angewendet.

Der Pless-Code P36 ist der bisher einzige bekannte extremale, ternäre Code
der Länge 36, die Automorphismengruppe hat Ordnung 19584 = 27 · 32 · 17.
Nach einem Resultat von W. C. Huffman ist dieser Code der einzige ternäre,
extremale Code der Länge 36 mit einem Automorphismus von Primordnung
≥ 5 ([Huf92, Theorem 6]). Im folgenden wird gezeigt, dass dies auch für
Automorphismen der Ordnung 3 zutrifft. Alle Automorphismen der Ordnung
3 eines solchen Codes sind fixpunktfrei (Satz 4.3), daraus folgt, dass die Codes
freie F3C3-Moduln sind (Lemma 4.4). Mit den Methoden von Kapitel 3 lässt
sich also der (eindeutige) Fixcode liften, der einzige extremale Code ist der
Pless-Code P36 (Satz 4.6).

Zusätzlich wird gezeigt, dass der Code P36 der einzige ternäre, extremale Code
der Länge 36 mit einem nicht-trivialen Automorphismus der Ordnung 2 ist
(Satz 4.2). Daraus folgt, dass jeder solche Code der Pless-Code P36 ist, oder die
Automorphismengruppe ist in C8 = 〈g | g4 = −1〉 enthalten.

Im Fall der ternären, extremalen Codes der Länge 48 sind bisher zwei bekannt,
der Pless-Code P48 und der erweiterte quadratische Restklassen-Code XQ47. Die
Automorphismengruppen sind hier

Aut(P48) ∼= C2 × SL2(23).C2 von Ordnung 26 · 3 · 11 · 23

bzw.
Aut(XQ47) ∼= C2 × PSL2(47) von Ordnung 25 · 3 · 23 · 47.

Auch hier ist bekannt, dass diese Codes die einzigen extremalen Codes mit
einem Automorphismus von Primordnung ≥ 5 sind ([Neb12c]). Analog zum
Fall der Länge 36 wird gezeigt, dass jeder Automorphismus der Ordnung 3 eines
solchen Codes fixpunktfrei ist (Satz 4.10) und die Codes freie F3C3-Moduln sind.
Mit den Methoden von Kapitel 3 lässt sich also auch hier wieder theoretisch
der (eindeutige) Fixcode zu einem extremalen Code liften. Die Berechnungen
sind hier allerdings zu aufwendig, die Eindeutigkeit wird aber unter einem
zusätzlichem nicht-trivialen Automorphismus der Ordnung 2 gezeigt, d.h. die
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Automorphismengruppen enthält die Gruppe S3 oder C6 (Satz 4.12 und Satz
4.13).

Zusätzlich wird die in [Neb12c] gestellte Frage beantwortet, ob jeder Auto-
morphismus σ der Ordnung 4 eines ternären, extremalen Codes der Länge 48
σ2 = −1 erfüllt (Satz 4.9).

4.1 Codes der Länge 36

Sei C ≤ F36
3 ein ternärer, extremaler Code der Länge 36 und sei σ ein nicht-

trivialer Automorphismus von C mit Ordnung 2. Dann ist σ konjugiert zu((
0 1
1 0

)t
, 1n0 , (−1)n1

)
.

Automorphismen der Ordnung 2

Satz 4.1. In der Situation oben ist σ konjugiert zu

((
0 1
1 0

)16

, (−1)4

)
. Solch ein Au-

tomorphismus ist in Aut(P36) enthalten.

Beweis. 1) Ohne Einschränkung gilt n0 ≤ n1, sonst ersetze σ durch −σ.
2) Es gilt n0 − t ∈ 4Z: Betrachte C(σ)∗ = (πt(C(σ)), πn0(C(σ))) ≤ Ft+n0

3 . Dieser
Code ist selbst-dual bzgl. des inneren Produkts

(x, y) = −
t∑
i=1

xiyi +

t+n0∑
i=t+1

xiyi,

was im ternären Fall nur möglich ist, wenn n0 − t ein Vielfaches von 4 ist.
3) Es gilt t+n0 ∈ {12, 14, 16, 18}: Der CodeC(σ)∗ ≤ Ft+n0

3 hat Dimension (t+n0)/2
(also insbesondere ist t + n0 gerade) und Minimalabstand ≥ 12

2
= 6. Aus den

Schranken von Codetables ([Gra]) folgt t + n0 ≥ 12. Aus t + n1 ≥ t + n0 und
(t+ n1) + (t+ n0) = 36 folgt außerdem t+ n0 ≤ 18.
4) Es gilt t+ n0 6= 12:
Die Möglichkeiten für (t, n0, n1) sind

t n0 n1

12 0 12
10 2 14
8 4 16
6 6 18
4 8 20
2 10 22
0 12 24
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Für (t, n0, n1) = (0, 12, 24) gilt π(σ) = 1, was ausgeschlossen ist. Alle anderen
Fälle, außer (12,0,12), werden durch Bemerkung 2.28 ausgeschlossen. Sei in die-
sem Fall B 0

0 D
E F

 ∈ F18×(24+12)
3

eine Erzeugermatrix von C nach Lemma 2.3. Es muss d(D) ≥ 12 gelten, was nur
möglich ist, wenn dim(D) gleich 0 oder 1 ist.
1. Fall: dim(D) = 0. Dann gilt dim(E) = dim(F) = 12 und damit dim(B) = 6.
Es gilt C(σ) = B(σ) (da n0 = 0), also ist C(σ)∗ = πt(B(σ)) ≤ F12

3 selbst-dual mit
Minimalabstand ≥ 6 und daher isomorph zu dem einzigen extremalen, ternären
Code der Länge 12, XQ11. Dann hat B die Form XQ11 ⊗

(
1 1

)
und es gilt

E =

1 −1 0 . . . 0 0 0
. . .

0 0 0 . . . 0 1 −1

 = I12 ⊗
(
1 −1

)
∈ F12×24

3 .

Diese Basisvektoren müssen mit Vektoren von Gewicht 10 verklebt werden. Sei-
en v, w ∈ F zwei Codewörter mit Gewicht 10. Angenommen, es gibt eine Stelle,
an denen v und w beide 0 sind. Dann sind diese an mindestens 9 gemeinsa-
men Stellen ungleich 0 und stimmen an mindestens 5 davon überein (nachdem
v eventuell durch −v ersetzt wurde). Dann ist aber v − w ein Codewort mit Ge-
wicht ≤ 7, was nach der Verklebung ein Codewort mit Gewicht ≤ 11 liefert. Die
Vektoren, die mit E verklebt werden, dürfen also an keiner gemeinsamen Stelle
0 sein. Das ist aber bei 12 Vektoren nicht möglich.
2. Fall: dim(D) = 1. Dann gilt dim(F) = 10 und dim(B) = 7, daraus folgt

B =

(
XQ11 ⊗

(
1 1

)
v

)
mit einem v ∈ F24

3 . Es gilt

〈
(
v
E

)
〉 ⊆ 〈

1 −1 0 . . . 0 0 0
. . .

0 0 0 . . . 0 1 −1

〉,
und da 〈

(
v
E

)
〉 Dimension 11 hat, enthält das Erzeugnis also mindestens 10 Vek-

toren von Gewicht 2. Der Rest der Argumentation folgt jetzt wie im 1. Fall.
5) Es gilt t+ n0 6= 14:
Die Möglichkeiten für (t, n0, n1) sind
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t n0 n1

13 1 9
11 3 11
9 5 13
7 7 15
5 9 17
3 11 19
1 13 21

Bemerkung 2.28 schließt alle Fälle außer (1, 13, 21) aus, für diesen Fall liefert Be-
merkung 2.29 den Widerspruch.
6) Es gilt t+ n0 6= 18.
Die Möglichkeiten für (t, n0, n1) sind

t n0 n1

17 1 1
15 3 3
13 5 5
11 7 7
9 9 9
7 11 11
5 13 13
3 15 15
1 17 17

Die Fälle (15, 3, 3) und (7, 11, 11) werden durch Bemerkung 2.28 ausgeschlossen,
der Widerspruch im Fall (17, 1, 1) folgt aus Bemerkung 2.30, alle anderen Fälle
werden durch Bemerkung 2.29 ausgeschlossen.
7) Aus t+ n0 = 16 folgt (t, n0, n1) = (16, 0, 4):
Die Möglichkeiten für (t, n0, n1) sind

t n0 n1

16 0 4
14 2 6
12 4 8
10 6 10
8 8 12
6 10 14
4 12 16
2 14 18
0 16 20

Für (t, n0, n1) = (0, 16, 20) gilt π(σ) = 1. Die Fälle (12, 4, 8), (10, 6, 8), (8, 8, 12)
und (6, 10, 14) werden durch Bemerkung 2.28 ausgeschlossen, zusätzlich wird
der Fall (14, 2, 6) durch Bemerkung 2.30 ausgeschlossen, Bemerkung 2.29 liefert
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in den Fällen (4, 12, 16) und (2, 14, 18) einen Widerspruch. Der einzige verbliebe-
ne Fall ist (16, 0, 4), der Pless-Code P36 hat einen Automorphismus dieser Form.

�

Satz 4.2. Sei C ≤ F36
3 ein ternärer, extremaler Code der Länge 36 mit einem Automor-

phismus σ 6= −1 der Ordnung 2. Dann ist C isomorph zum Pless-Code P36.

Beweis. Nach Satz 4.1 gilt ohne Einschränkung

σ =

((
0 1
1 0

)16

, (−1)4

)
.

Aus n0 = 0 folgt, dass πt injektiv ist und zusätzlich πt(C(σ)) ein selbst-dualer Co-
de in F16

3 mit Minimalabstand ≥
⌈

12−n0

2

⌉
= 6 ist. Aus [CPS79] folgt, dass πt(C(σ))

isomorph zu dem Code CPS16 ist, daher gilt C(σ) = CPS16 ⊗
(
1 1

)
. SeiB 0

0 D
E F

 mit B ∈ Fk1×32
3 , D ∈ Fk2×4

3 , E ∈ F(18−k1−k2)×32
3 , F ∈ F(18−k1−k2)×4

3

eine Erzeugermatrix von C nach Lemma 2.3. Dann folgt sofortD = 0 (sonst wäre
d(C) ≤ 4), also folgt

B ∈ F14×32
3 , E ∈ F4×32

3 und F ∈ F4×4
3 .

Es gilt zusätzlich C(σ) = B(σ), also ist

B =

(
CPS16 ⊗

(
1 1

)
X ⊗

(
1 −1

) ) mit X ∈ F6×16
3 und 〈X〉 ≤ 〈X〉⊥.

Daraus folgt, dass

BE = B⊥ =
(
CPS16 ⊗

(
1 1

))
⊕
(
〈X〉⊥ ⊗

(
1 −1

))
gilt, insbesondere ist der Minimalabstand von 〈X〉⊥) mindestens 4. Es existiert
ein selbst-dualer Code D mit 〈X〉 ≤ D = D⊥ ≤ 〈X〉⊥ und Minimalabstand ≥ 4,
dann gilt bereits d(D) = 6 und D ist nach [CPS79] isomorph zu CPS16. Gesucht
sind nun alle 6-dimensionalen Teilcodes von CPS16, deren Duales d ≥ 4 erfüllt.
Davon gibt es (unter der Operation von Aut(CPS16)) 5 Stück.
Von diesen 5 kommt allerdings nur ein einziger in Frage: Seien v, w ∈ 〈X〉⊥ mit
Gewicht 4. Dann müssen v ⊗

(
1 −1

)
und w ⊗

(
1 −1

)
mit Vektoren v′, w′ ∈ F

von Gewicht 4 verklebt werden. Falls v + w Gewicht 4 hat, muss dies auch für
v′ + w′ gelten, dann folgt bereits v′ = w′ und v − w muss in 〈X〉 enthalten sein.
Von den 5 möglichen Codes gibt es nur einen, der dies für alle möglichen Paare
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v, w erfüllt. Sei ab nun 〈X〉 dieser Code. Gesucht sind alle Matrizen

M ∈ F8×16
3 , 〈M〉 = CPS16,

N ∈ F10×16
3 , 〈N〉 = 〈X〉⊥ und

F ∈ F4×4
3 ,

so dass (
M ⊗

(
1 1

)
014×4

N ⊗
(
1 −1

)
F

)
∈ F18×36

3

einen extremalen Code erzeugt. Seien M , N beliebige Erzeugermatrizen von
CPS16 bzw. 〈X〉, dann wird ein geeignetes Vertretersystem von

{(M · g1, N · g2) | g1, g2 ∈ Mon16(F3)}

gesucht. Durch die Operation von Mon36(F3) kann g1 = 1 angenommen werden.
Außerdem gilt

{〈M〉 ⊕ 〈N〉 · g | g ∈ Mon16(F3)}
={〈M〉 ⊕ 〈N〉 · g | Aut(〈N〉) · g ∈ Aut(〈N〉)\Mon16(F3)}
={〈M〉 ⊕ 〈N〉 · g | Aut(〈N〉) · g · Aut(〈M〉) ∈ Aut(〈N〉)\Mon16(F3)/Aut(〈M〉}.

Hier reicht es, nur den Permutationsanteil zu betrachten, dann nach Tensorie-
ren mit

(
1 −1

)
bedeutet ein Vorzeichenwechsel nur eine Permutation von zwei

benachbarten Stellen, dies verändert aber M ⊗
(
1 1

)
nicht. Sei also

: Monn → Sn

die natürliche Projektion auf Sn, dann sind die Isomorphieklassen von

{〈M〉 ⊕ 〈N〉 · g | Aut(〈N〉) · g · Aut(〈M〉) ∈ Aut(〈N〉)\Mon16(F3)/Aut(〈M〉}

gleich den Isomorphieklassen von

{〈M〉 ⊕ 〈N〉 · g | Aut(〈N〉) · g · Aut(〈M〉) ∈ Aut(〈N〉)\S16/Aut(〈M〉}.

Zusätzlich kann angenommen werden, dass die letzten 4 Zeilen von N aus Vek-
toren mit Gewicht 4 bestehen. Dann gilt F ∈ {±1}4×4, durch die Operation von
Mon4(F3) kann dann ohne Einschränkung

F =


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1
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angenommen werden. Sei nun {g1, . . . , gk} ein Vertretersystem der Doppelne-
benklassen von

Aut(〈N〉)\S16/Aut(〈M〉,

und betrachte alle Codes, die von(
M ⊗

(
1 1

)
014×4

N · gi ⊗
(
1 −1

)
F

)
erzeugt werden. Es gilt k = 1.912.082 und alle so konstruierten extremalen Codes
sind isomorph zum Pless-Code P36. �

Automorphismen der Ordnung 3

Für einen ternären, extremalen Code C = C⊥ ≤ F36
3 der Länge 36 mit Minimal-

abstand d(C) = 12 und einem Automorphismus g ∈ Aut(C) von Ordnung 3 gilt
ohne Einschränkung

g = (1, 2, 3) . . . (3t− 2, 3t− 1, 3t)(3t+ 1) . . . (36)

für ein 1 ≤ t ≤ 12. Sei f := 36− 3t die Anzahl der Fixpunkte von g.

Satz 4.3. Seien C und g wie oben, dann gilt t = 12 und f = 0.

Beweis. Seien B∗,BE ≤ F3t
3 die Codes nach Lemma 2.3 (mit n1 = 3t und n2 = f ).

Diese sind g′-invariant für g′ = (1, 2, 3) . . . (3t − 2, 3t − 1, 3t) und können daher
als Teilcodes in dem freien Modul V = F3[g′]t aufgefasst werden. Es gilt

B∗ ⊆ (B∗)⊥ = BE ≤ F3t
3
∼= V.

Da BE · (1 − g′) in B∗ enthalten ist, impliziert Lemma 3.3, dass der Typ (t0, t1, t2)
von B∗ ∼= St00 ⊕ St11 ⊕ St22 die Ungleichungen

2t0 + 2t1 + t2 ≥ t
2t0 + t1 + t2 ≤ t
2t0 + 2t1 ≤ t

erfüllt. Wende nun Lemma 3.6 auf den Code B∗ an. Es gilt BE · (1− g′) ⊆ B∗ und
soc(B∗) = B∗(g′), also folgt aus Lemma 3.6 und Bemerkung 3.7

Φ(BE) ⊆ Φ(BE)⊥ = π(B∗(g′)).

Insbesondere ist π(B∗(g′)) ≤ Ft3 das Duale eines selbst-orthogonalen Codes der
Länge t, Dimension t0 + t1 + t2 ≥ t

2
und Minimalabstand ≥ 12

3
= 4 und enthält

damit das Duale eines maximal selbst-orthogonalen Codes. Aus den Schranken
von [Mey10] folgt nun, dass t = 10, t = 11 oder t = 12 gilt, in jedem Fall ist also
f < 12 = d(C), also ist D∗ = 0 und dim(B∗) = 3t0 + 2t1 + t2 = 18− f .
Im Fall t = 10 hat der Code π(B∗(g′)) = Φ(BE)⊥ mindestens Dimension 6, nach
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der Griesmer-Schranke ([HP03, Theorem 2.7.4]) ist Dimension 7 ausgeschlossen.
Also gilt t0 + t1 + t2 = 6, zusammen mit den Schranken aus Lemma 3.3 folgt, dass
der Typ von B∗ gleich (1, 4, 1) oder (2, 2, 2) ist, der Typ von BE ist dann dement-
sprechend (4, 1, 4) bzw. (4, 2, 2). Aus [HMa] folgt, dass es fünf maximal selbst-
orthogonale Code der Länge 10 gibt, von diesen erfüllt nur einer, dass der Mini-
malabstand des dualen Codes 4 ist. Sei C ′ dieser Code. Damit ist π(B∗(g′)) = C ′⊥

und π(B∗E(g′)) ist ein Obercode von Dimension 9 oder 8 von C ′⊥ mit Minimalab-
stand≥ 12−f

3
= 2. Unter der Operation von Aut(C ′) gibt es einen eindeutigen sol-

chen Obercode X von Dimension 8. Dieser Code enthält zwei Elemente c1 6= ±c2

vom Gewicht 2 mit | supp(c1)∩ supp(c2)| = 3. Ohne Einschränkung enthält daher
B∗E die Elemente

x1 = (c1 ⊗
(
1 1 1

)
, 16)

x2 = (c2 ⊗
(
1 1 1

)
, 1e, (−1)6−e) für ein e,

aber dann hat x1 +x2 oder x1−x2 ein Gewicht von≤ 11, also ist C nicht extremal.
Im Fall t = 11, existiert nach [HMa] ein eindeutiger maximal selbst-orthogonaler
Code der Länge 11, dessen Duales Minimalabstand≥ 4 hat. Unter der Operation
der Automorphismengruppe existieren zwei Obercodes mit Minimalabstand
1 bzw. 2. Also hat π(B∗(g′)) Dimension 6 und mit den Schranken aus Lem-
ma 3.3 ist der Typ von B∗ gleich (4, 1, 1) und der von B∗E ist (5, 1, 1), also ist
π(B∗E(g′)) ein Obercode von π(B∗(g′)) von Dimension 7. Allerdings haben alle
7-dimensionalen Obercodes von π(B∗(g′)) einen Minimalabstand von ≤ 2, also
gilt d(C(g)) ≤ 9 und C ist nicht extremal. Also bleibt nur der Fall t = 12 und
f = 0. �

Es müssen also alle extremalen Codes C ≤ F36
3 mit

g = (1, 2, 3) . . . (34, 35, 36) ∈ Aut(C)

klassifiziert werden. Da g fixpunktfrei ist, ist F36
3 = V ∼= F3[g]12 ein freier Modul

vom Rang 12. Darin ist C ein freier Modul vom Rang 6:

Lemma 4.4. Nach Satz 3.8 genügt es zu zeigen, dass π(soc(C)) ein selbst-dualer Code
in (F12

3 , ·) ist. Dies ist immer das Duale eines selbst-orthogonalen Codes und hat Mini-
malabstand ≥ 4. Die die Länge 12 ist, enthält dieser Code also einen selbst-dualen Code,
der dann schon den Minimalabstand 6 haben muss. Dieser Code ist eindeutig ([MPS76])
und gerade der erweiterte quadratische Restklassen-CodeXQ11. Eine einfache Rechnung
in MAGMA zeigt, dass kein echter Obercode von XQ11 einen Minimalabstand von ≥ 4
hat. Also gilt soc(C) = C · (1− g)2 und C ist ein freier Modul von Rang 6.

Folgerung 4.5. Der Code C enthält den Teilcode C(2) = XQ11 ⊗
(
1 1 1

)
.

Nun kann Algorithmus 3.18 angewendet werden. Der Zentralisator von g in
Aut(C(2)) hat 16 Bahnen auf allen 321 selbst-dualen Komplementen vonX1 ≤ W1,
welche zu Kandidaten für Codes C(1) mit Minimalabstand ≥ 12 korrespondie-
ren. Für diese 16 Codes wurden alle 315 Komplemente von X0 ≤ W0 überprüft,
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bis auf Isomorphie existiert nur ein Code C(0) mit Minimalabstand 12, der Pless-
Code P36. Also wurde gezeigt:

Satz 4.6. Sei C = C⊥ ≤ F36
3 ein ternärer, extremaler Code mit einem Automorphismus

der Ordnung 3. Dann ist C isomorph zum Pless-Code P36.

Zusammen mit Satz 4.2 folgt damit:

Satz 4.7. Sei C = C⊥ ≤ F36
3 ein ternärer, extremaler Code. Dann ist C isomorph zum

Pless-Code P36 oder Aut(C) ist in C8 = 〈g | g4 = −1〉 enthalten.

Zusammen mit einem Automorphismus g der Ordnung 8 mit g4 = −1 wird C
zu einem sogenannten LCD-Code (”linear complementarity dual“, d.h. es gilt
C ∩ C⊥ = {0}), eine Klassifikation dieser Codes erscheint zu aufwendig.

4.2 Codes der Länge 48

Automorphismen der Ordnung 4

Lemma 4.8 ([Neb12c, Remark 3.7.]). Sei C ≤ F48
3 ein ternärer, extremaler Code der

Länge 48 und sei σ ∈ Aut(C) ein Automorphismus der Ordnung 4. Dann gilt σ2 = −1

oder σ2 ist konjugiert zu

((
0 1
1 0

)24
)

.

In dem Paper wurde angemerkt, dass für die beiden bekannten extremalen Co-
des der Länge 48, XQ47 und P48, jeder solche Automorphismus σ2 = −1 erfüllt.
Dies stimmt allgemein für extremale Codes der Länge 48:

Satz 4.9. Sei C ≤ F48
3 ein ternärer, extremaler Code der Länge 48 und sei σ ∈ Aut(C)

ein Automorphismus der Ordnung 4. Dann gilt σ2 = −1.

Beweis. Sei σ ∈ Aut(C), so dass σ2 zu

((
0 1
1 0

)24
)

konjugiert ist. Dann gilt ohne

Einschänkung

σ =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0


12

und der Code C zerfällt in die direkte Summe

C = C(σ)⊕ C−(σ)⊕ Ci(σ)⊕ C−i(σ).

Die Codes C(σ) und C−(σ) sind der Fix- und Antifixcode von σ. Der Teilcode
Ci(σ) besteht aus Blöcken der Form

(
−a −b a b

)
, auf diesem operiert σ also

als 4. Einheitswurzel (analog für C−i(σ)). Es gilt

C(σ) = 〈M ⊗
(
1 1 1 1

)
〉 und

C−(σ) = 〈M ′ ⊗
(
1 −1 1 −1

)
〉,
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wobei die MatrizenM,M ′ ∈ F6×12
3 selbst-duale Codes in F12

3 mit Minimalabstand
≥ 15

4
erzeugen. Insbesondere sind diese selbst-dualen Codes also extremal und

nach [HMb] eindeutig. Die möglichen Erzeugermatrizen von C(σ)⊕ C−(σ) sind
dann gegeben durch(

M ⊗
(
1 1 1 1

)
M ′ · g ⊗

(
1 −1 1 −1

)) , g ∈ Mon12(F3).

Für den Fall, dass g = diag(a1, . . . , a12), ai 6= 0, ohne Permutationsanteil ist, kann
auf jeden Block, für den ai = −1 gilt, die Permutation (1, 2)(3, 4) angewendet
werden. Diese Abbildung fixiert M ⊗

(
1 1 1 1

)
und bildet(

M ⊗
(
1 1 1 1

)
M ′ · g ⊗

(
1 −1 1 −1

)) auf
(

M ⊗
(
1 1 1 1

)
M ′ ⊗

(
1 −1 1 −1

))
ab, es reicht es also, nur den Permutationsanteil zu betrachten. Sei

: Monn(F)→ Sn

die natürliche Projektion, dann ist ein möglicher Code C(σ) ⊕ C−(σ) isomorph
zu einem Code mit Erzeugermatrix der Form(

M ⊗
(
1 1 1 1

)
M ′ · g ⊗

(
1 −1 1 −1

)) ,Aut(〈M ′〉) ·g ·Aut(〈M〉) ∈ Aut(〈M ′〉)\S12/Aut(〈M〉)

Dies ergibt nur eine Möglichkeit mit Minimalabstand≥ 15, also ist C(σ)⊕C−(σ)
bis auf Isomorphie eindeutig.
Der Teilcode Ci(σ) kann als hermitesch selbst-dualer Code in F12

9 aufgefasst wer-
den. Diese sind gegeben durch selbst-duale Codes in F24

3 , welche einen Auto-
morphismus haben, der als 4. Einheitswurzel operiert. Die Erzeugermatrix für
Ci(σ) ≤ F48

3 erhält man dann durch die Abbildung

ε : F9 → F4
3, a+ ib 7→

(
−a −b a b

)
.

Insgesamt existieren 417 hermitesch selbst-duale Codes D ≤ F12
9 , 4 davon

erfüllen, dass der Minimalabstand von ε(D) + ε(D) · σ mindestens 15 ist.
Der Code C(σ) ⊕ C−(σ) ist bis Isomorphie eindeutig gegeben, eine Erzeuger-
matrix N kann hier so gewählt werden, dass diese aus 2 × 4-Blöcken der Form(
a b a b
b a b a

)
besteht. Alle möglichen Codes C haben nun eine Erzeugermatrix

der Gestalt  N
ε(D · g)

ε(D · g) · σ

 , g ∈ 〈i〉 o S12.
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Allerdings gilt

ε(i(a+ ib)) = ε(−b+ ia) =
(
b −a −b a

)
= ε(a+ ib) ·


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0



und, da σ =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0


12 in Aut(〈N〉) enthalten ist, operiert 〈i〉 trivial auf

〈N〉. Also reicht es, die Matrizen N
ε(D · g)

ε(D · g) · σ

 , g · Aut(〈N〉) ∈ S12/Aut(〈N〉)

zu betrachten. Kein so konstruierter Code ist extremal. �

Automorphismen der Ordnung 3

Satz 4.10. Sei C ≤ F48
3 ein ternärer, extremaler Code der Länge 48 und sei ohne Ein-

schränkung

g = (1, 2, 3) . . . (3t− 2, 3t− 1, 3t)(3t+ 1) . . . (48) ∈ Aut(C)

ein Element von Ordnung 3. Dann hat g keine Fixpunkte, d.h. es gilt t = 16 und
f := 38− 3t = 0.

Beweis. Sei B 0
0 D
E F


eine Erzeugermatrix von C nach Lemma 2.3 (mit n1 = 3t und n2 = f ). Da der
Minimalabstand von C gleich 15 ist, ist der Minimalabstand von π(B(g)) ≤ Ft3
mindestens 5, und da π(B(g)) das Duale des selbst-orthogonalen Codes Φ(C) ist,
ist die Dimension von π(B(g)) also mindestens t

2
. Aus den Schranken von Code-

tables ([Gra]) folgt damit t ≥ 10.
Im Fall t = 10 folgt aus Codetables, dass die Dimension von π(B(g)) höchstens 5
ist, also ist sie gleich 5 und der Code wäre selbst-dual in F10

3 , was nicht möglich
ist.
Im Fall t = 11 gilt f = 15 = d(C) und t + f = 26 < 2 dim(C) − 2 = 28, ein
Widerspruch zu [Huf92, Lemma 5].
Im Fall t = 12 folgt aus Codetables, dass die Dimension von π(B(g)) höchstens 6
ist, also ist sie gleich 6 und der Code ist selbst-dual in F12

3 . Aus den Ungleichun-
gen von Lemma 3.3 folgt, dass B (als F3[g]-Modul) isomorph zu S6

1 ist, damit
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ist BE nach Lemma 3.2 isomorph zu S6
0 ⊕ S6

2 . Es folgt, dass der Fixcode C(g)
12-dimensional und π(C(g)) ist der komplette Raum F12

3 , C(g) hat dann eine Er-
zeugermatrix der Form 111

. . . A
111

 , A ∈ {±1}12×12.

Der Minimalabstand ist dann aber kleiner als 15.
Im Fall t = 13 folgt aus Codetables, dass die Dimension von π(B(g)) gleich 7
ist, der Code ist das Duale eines maximal selbst-orthogonalen Codes in F13

3 . Aus
der Klassifikation dieser Code ([HMa]) folgt aber, dass π(B(g)) höchstens den
Minimalabstand 4 haben kann.
Im Fall t = 14 folgt aus Codetables, dass die Dimension von π(B(g)) höchstens 8
ist. Da F14

3 keinen selbst-dualen Code enthält, muss sie 8 sein. Dann folgt aus der
Klassifikation ([HMa]) wieder, dass der Minimalabstand höchstens 4 ist.
Im Fall t = 15 folgt aus Codetables, dass die Dimension von π(B(g)) gleich 8
ist. Aus der Klassifikation [HMa] folgt, dass dieser (ohne Einschränkung) die
Erzeugermatrix 

0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 1 1 0

I8 0 1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1


hat. Aus den Ungleichungen von Lemma 3.3 folgt, dass B als F3[g]-Modul iso-
morph zu S6

0 ⊕ S1 ⊕ S2 ist, also ist BE nach Lemma 3.2 isomorph zu S7
0 ⊕ S1 ⊕ S2

und π(BE(g)) ist ein 9-dimensionaler Obercode von π(B(g)) mit Minimalabstand
≥ 15−f

3
= 4. Davon existiert (unter der Operation der Automorphismengruppe)

genau einer:

π(BE(g)) = π(B(g)) + 〈(1, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)︸ ︷︷ ︸
=:y

〉.

Die Vektoren von Gewicht 4 bilden ein Erzeugendensystem von π(BE(g)). Diese
können mit (1, 1, 1) bzw. (−1,−1,−1) verklebt werden, um C(g) zu erhalten (die
Vektoren in der Klasse ±y + π(B(g)) werden mit (±1,±1,±1) verklebt). Dann
enthält C(g) das Wort

1 = (1, . . . , 1) ∈ F48
3 ,

aus Beispiel 2.10 folgt nun, dass alle Wörter von C mit vollem Gewicht entweder
±1 sind oder genauso so oft 1 wie−1 enthalten. Dies erfülltC(g) allerdings nicht.
Damit bleibt nur noch der Fall t = 16 und g hat keine Fixpunkte. �
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Bemerkung 4.11. Analog zu Lemma 4.4 folgt auch in Länge 48, dass ein ternärer,
extremaler Code mit einem Automorphismus g der Ordnung 3 ein freier F3C3-Modul
ist. In diesem Fall gilt nach [CPS79]

π(soc(C)) = π(C(g)) ∼= CPS16.

Theoretisch lassen sich also mit Algorithmus 3.18 alle ternären, extremalen Co-
des der Länge 48 mit einem Automorphismus der Ordnung 3 bestimmen, eine
vollständige Klassifikation ist hier allerdings zu aufwendig. Die Eindeutigkeit
kann aber unter einem zusätzlichem nicht-trivialen Automorphismus der Ord-
nung 2 gezeigt werden, d.h. die Automorphismengruppen enthält die Gruppe
S3 oder C6.

Satz 4.12. Sei S3
∼= A ≤ Mon48(F3). Dann existiert kein ternärer, extremaler Code C

der Länge 48 mit A ≤ Aut(C).

Beweis. Die Gruppe A wird von zwei Elementen σ bzw. g von Ordnung 2 bzw.
3 erzeugt. Falls σ = −1 gilt, wäre 〈σ〉 ein Normalteiler in A, was nicht möglich
ist. Nach Satz 4.10 ist g in Mon48(F3) konjugiert zu einer fixpunktfreien Permu-

tation und σ ist nach [Neb12c] in Mon48(F3) konjugiert zu

((
0 1
1 0

)24
)

oder zu((
0 1
1 0

)22

, (−1)2, 12

)
. Letzteres kann mit einer fixpunktfreien Permutation der

Ordnung 3 keine Gruppe erzeugen, die isomorph zu S3 ist, sei also ohne Ein-
schränkung

σ = (1, 2)(3, 4)(5, 6) . . . (43, 44)(45, 46)(47, 48)

g = (1, 3, 5)(2, 6, 4) . . . (43, 45, 47)(44, 48, 46).

Es gilt C = C(σ)⊕ C−(σ), wobei

C(σ) = 〈M ⊗
(
1 1

)
〉 und

C−(σ) = 〈M ′ ⊗
(
1 −1

)
.

Die MatrizenM,M ′ ∈ F12×24
3 erzeugen selbst-duale Codes in F24

3 , deren Minimal-
abstand mindestens 15

2
sein muss, also sind diese bereits extremal. Dann gibt es

bis auf Isomorphie je zwei Möglichkeiten (siehe [HMb]). Sei

(a1, a2, . . . , a24)⊗
(
1 1

)
∈ C(σ),

nach Anwenden von g enthält C also das Codewort

v := (a3, a2, a1, a3, a2, a1, . . . , a24, a23, a22, a24, a23, a22)

und es gilt

v−vσ = (a3−a2, a1−a3, a2−a1, . . . , a24−a23, a22−a24, a23−a22)⊗
(
1 −1

)
∈ C−(σ).
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Insgesamt folgt also

〈M〉 ·

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

8 ⊆ 〈M ′〉.

Damit ist bei gegebener Erzeugermatrix M von C(σ) ein 8-dimensionaler Teil-
raum U von 〈M ′〉 ≤ F12

3 bekannt. Die 4-dimensionalen Komplemente können in
〈U〉⊥/〈U〉 unter der Operation von StabMon24(F3)(〈U〉) bestimmt werden. Kein so
konstruierter Code ist extremal. �

Satz 4.13. SeiC ≤ F48
3 ein ternärer, extremaler Code der Länge 48, so dass ein Element g

der Ordnung 6 in Aut(C) mit g3 6= −1 existiert. Dann ist C isomorph zum Pless-Code
P48.

Beweis. Als Element der Ordnung 3 hat g2 nach Satz 4.10 keine Fixpunkte, also
gilt dies auch für g. Dann kann angenommen werden, dass 〈g〉 von den beiden
Elementen

σ1 := g3 = (1, 2)(3, 4)(5, 6) . . . (47, 48)

σ2 := g2 = (1, 3, 5)(2, 4, 6) . . . (44, 46, 48)

erzeugt wird. Es folgt C = C(σ1)⊕ C−(σ1) mit

C(σ1) = 〈M ⊗
(
1 1

)
〉 und

C−(σ1) = 〈M ′ ⊗
(
1 −1

)
〉.

Die Matrizen M,M ′ ∈ F12×24
3 erzeugen selbst-duale Codes in F24

3 , da deren Mini-
malabstand mindestens 15

2
sein muss, sind diese bereits extremal und es gibt bis

auf Isomorphie je zwei Möglichkeiten ([HMb]). Sei

v = (a1, . . . , a24)⊗
(
1 1

)
∈ C(σ),

dann gilt
v · σ2 = (a3, a1, a2, . . . , a24, a22, a23)⊗

(
1 1

)
∈ C(σ),

also ist
g′ = (1, 2, 3) . . . (22, 23, 24)

ein Automorphismus von Aut(〈M〉) (dasselbe gilt analog auch für Aut(〈M ′〉)).
Die ErzeugermatrizenM undM ′ können nun so gewählt werden, dass diese Per-
mutation in den Automorphismengruppen enthalten ist (da beide Codes nur ei-
ne Konjugiertenklasse von fixpunktfreien Elementen der Ordnung 3 haben, gibt
es hierfür insgesamt 4 Möglichkeiten). Dann haben alle zulässigen, extremalen
Codes C ≤ F48

3 eine Erzeugermatrix der Form(
M ⊗

(
1 1

)
M ′ · ρ⊗

(
1 −1

)) , ρ ∈ CentMon24(F3)(g
′).
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Es gilt
CentMon24(F3)(g

′) = 〈−1, (1, 2, 3)〉︸ ︷︷ ︸
≤Mon3(F3)

oS8
∼= C6 o S8

und für
ρ ∈ 〈−1〉 o S8 ≤ CentMon24(F3)(g

′)

sind die Erzeugnisse der beiden Matrizen
(

M ⊗
(
1 1

)
M ′ · ρ⊗

(
1 −1

)) und(
M ⊗

(
1 1

)
M ′ ⊗

(
1 −1

)) isomorph. Betrachte also die Matrizen

(
M ⊗

(
1 1

)
M ′ · ρ⊗

(
1 −1

)) , ρ · 〈g′〉 ∈ 〈(1, 2, 3)〉 o S8/〈g′〉.

Jeder so konstruierte extremale Code ist isomorph zum Pless-Code P48. �
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Kapitel 5

Gruppencodes

Gruppencodes stießen auf Interesse, nachdem S. Berman 1967 gezeigt hat,
dass der Reed-Muller-Code der Ordnung m − l gerade die l-te Potenz des
Jacobson-Radikals der Gruppenalgebra F2C

m
2 ist [Ber69]1. Zusätzlich studierte

er zyklische Codes als Ideale in der Gruppenalgebra FCn ∼= F[x]/(xn − 1).
Wenig später verallgemeinerte F. J. MacWilliams Eigenschaften zyklischer Co-
des auf Ideale in abelschen Gruppenalgebren ([Mac70]). Sie war außerdem die
erste, die Gruppenalgebren über nicht-abelschen Gruppen betrachtete ([Mac69]).

In diesem Kapitel wird die Struktur von Gruppencodes über Kettenringen un-
tersucht. Die Codes, die relativ projektiv für die Untergruppe {1} im Sinne der
homologischen Algebra sind, stehen in Bijektion zu Ketten von projektiven Co-
des über dem Restklassenkörper. Von diesen Ketten lassen sich dann direkt Ei-
genschaften wie der Minimalabstand oder der duale Code ablesen.

5.1 Gruppencodes über Körpern

Sei F ein endlicher Körper und G = {g1, . . . , gn} eine endliche Gruppe. Ein
(Links-/Rechts-/zweiseitiger) Gruppen-Code C von G ist ein (Links-/Rechts-
/zweiseitiges) Ideal in in der Gruppenalgebra FG. Die Dimension von C ist die
Dimension als F-Vektorraum.

Eine Sortierung der Gruppenelemente definiert einen Isomorphismus

φ : FG→ Fn,
n∑
i=1

aigi 7→ (a1, . . . , an)

zwischen den beiden F-Vektorräumen FG und Fn. Für einen Gruppencode C ≤
FG ist dann φ(C) ≤ Fn ein linearer Code, so dass sich alle relevanten Eigenschaf-
ten übertragen. Damit lassen sich lineare Codes als Gruppencodes definieren.

Definition 5.1. Ein linearer Code C der Länge n über F ist ein Gruppencode für die
Gruppe G (kurz G-Code), falls eine Bijektion ν : {1, . . . , n} → G existiert, so dass die

1Das Paper erschien 1967 auf russisch und wurde 1969 übersetzt.
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Menge {
n∑
i=1

aiν(i) | (a1, . . . , an) ∈ C

}
ein Ideal in FG ist.

Für welche Gruppen G ein gegebener ein linearer Code ein Gruppencode ist,
hängt dann von der Automorphismengruppe ab.

Satz 5.2 ([BRS09, Theorem 1.2.]). Sei C ein linearer Code der Länge n über F mit
Permutations-Automorphismengruppe PAut(C) := Aut(C) ∩ Sn and sei G eine endli-
che Gruppe der Ordnung n.

i) C ist ein Links-G-Code, genau dann wenn PAut(C) eine transitive Untergruppe
der symmetrischen Gruppe Sn enthält, welche isomorph zu G ist.

ii) C ist ein zweiseitiger G-Code, genau dann wenn G isomorph zu einer transitiven
Untergruppe H von Sn ist, so dass H ∪ CSn(H) ⊆ PAut(C) gilt.

Natürlich kann ein Code ein G-Code für verschiedene Gruppen G (der selben
Ordnung) sein. Eine interessante Fragestellung ist also, welche Gruppen-Codes
sich über besonders ”schönen“ Gruppen realisieren lassen, also z.B. zyklische
oder abelsche Gruppen.

Satz 5.3 ([BRS09, Theorem 3.1.]). Eine Gruppe G hat eine abelsche Zerlegung, falls
zwei abelsche Untergruppen A und B von G existieren, so dass G das Produkt

G = AB := {ab : a ∈ A, b ∈ B}

ist. In diesem Fall ist jeder zweiseitigeG-Code ein Gruppencode für eine abelsche Gruppe.

Insbesondere gilt dies also für jede Metazyklische Gruppe (also Gruppen mit
einem Normalteiler, so dass die Faktorgruppe zyklisch ist). Im halbeinfachen Fall
war dies bereits in [SL95] gezeigt worden, in Abschnitt 5.3.2 wird gezeigt, dass
im Spezialfall der Diedergruppen jeder solche Code zyklisch ist.
In [Pil+12] wurde gezeigt, dass jede Gruppe von Ordnung < 128, mit Ausnahme
von 24, 48, 54, 60, 64, 72, 96, 108 und 120, eine abelsche Zerlegung besitzt. Das
kleinste Gegenbeispiel ist die symmetrische Gruppe S4 von Ordnung 24, hier
gaben die Autoren einen zweiseitigen Code über F5S4 an, der kein abelscher
Gruppencode ist. In [NS14] wurde ein Ideal in F3G für eine metabelsche Gruppe
G der Ordnung 26 = 64 angegeben, das kein abelscher Gruppencode ist. Alle
kleineren p-Gruppen habe eine abelsche Zerlegung, also ist dies das kleinste
Beispiel für einen nicht-abelschen, nilpotenten Gruppen-Code. Insbesondere
wurde die Frage beantwortet, ob jeder nilpotente Gruppen-Code abelsch ist.

Gegenbeispiele lassen sich auch im nicht-halbeinfachen Fall recht einfach kon-
struieren. Die Gruppe G2 operiert auf G durch

G2 ×G→ G, ((g1, g2), g) 7→ g1gg
−1
2 .
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Sei H ≤ S|G| die Permutationsdarstellung dieser Operation, dann sind die Ideale
von FH gerade die zweiseitigen Ideale von FG. Damit können nicht-abelsche
Codes als zyklische Moduln konstruiert werden.

Lemma 5.4. Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| < 64, welche keine abelsche Zerle-
gung besitzt (also insbesondere |G| ∈ {24, 48, 54, 60}). Dann existiert ein zweiseitiges
Ideal in F2G, welches kein abelscher Code ist.

Definition 5.5. Ein Gruppencode C ≤ FG heißt (zentral) projektiv, falls ein (zentrales)
Idempotent e ∈ FG existiert mit C = FGe.

Sei 1 = e1 + · · ·+ es ∈ FG die Zerlegung der 1 ∈ FG in zentral primitive Idempo-
tente, dann zerfällt FG in die direkte Summe von unzerlegbaren Teilalgebren

FG = FGe1 ⊕ · · · ⊕ FGes.

Falls char(F) nicht |G| teilt, ist die Gruppenalgebra nach dem Satz von Maschke
halbeinfach, und nach dem Satz von Artin-Wedderburn ist jeder einfacher Sum-
mand FGei ein Matrixring über einer (endlichen) Körpererweiterung von F. Die
Idempotente lassen sich hier also recht einfach bestimmen:

Bemerkung 5.6. Sei E ein endlicher Körper und sei m2 = m ∈ El×l eine idempotente
Matrix, dann ist m konjugiert zu

Diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
Rang(m)

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l−Rang(m)

).

Insbesondere ist die Anzahl aller Idempotente also

2 +
l−1∑
i=1

|GLl(E)|
|GLi(E)| · |GLl−i(E)|

.

Sei I ein Linksideal von El×l, dann gilt

I =


m1

...
ml

 |mi ∈ V


für einen Vektorraum V ≤ El. Da El×l halbeinfach ist, existiert ein Idempotent, welches
I erzeugt.

Folgerung 5.7. Sei m =

(
a b
c d

)
∈ E2×2 eine idempotente Matrix, dann tritt einer der

folgenden Fälle ein:

i) m ist zentral, also m =

(
0 0
0 0

)
oder m =

(
1 0
0 1

)
.
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ii) m =

(
0 c
0 1

)
, c ∈ E beliebig.

iii) m =

(
1 c
0 0

)
, c ∈ E beliebig.

iv) m =

(
a 1−a

c
a

c 1− a

)
, c 6= 0, a ∈ E beliebig.

Insgesamt gibt es also 2 zentrale und |E|+|E|+|E|·(|E|−1) = |E|·(|E|+1) nicht-zentrale
Idempotente. Die Anzahl der Ideale ist |E|+ 3, diese werden von den Idempotenten(

0 0
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

)
und

(
1 c
0 0

)
, für alle c ∈ E,

erzeugt.

Im nicht-halbeinfachen Fall sei Ji das Jacobson-Radikal von FGei. Dann ist
FGei/Ji ∼= El×l für eine Körpererweiterung E von F, und da Ji nilpotent ist,
können die Idempotente zu Idempotente von FGei geliftet werden.

Satz 5.8 ([Web16, Theorem 7.3.5]). Sei I ein nilpotentes Ideal eines Rings A und e ein
Idempotent in A/I . Dann existiert ein Idempotent f ∈ A mit e = f + I . Falls e primitiv
ist, gilt dies auch für jeden Lift f .

Beweis. Die Behauptung wird gezeigt, indem für alle k induktiv Idempotente
ek ∈ A/Ik definiert werden, so dass ek + Ik−1/Ik = ek−1 gilt, beginnend mit
e1 = e. Angenommen ek−1 = rk−1 + Ik−1 ist ein Idempotent von A/Ik−1. Wähle
ein Urbild a ∈ A/Ik von ek−1 mit a2 − a ∈ Ik−1/I , zum Beispiel a = rk−1 + Ik. Da
(Ik−1)2 in Ik enthalten ist, folgt (a2 − a)2 = 0 ∈ A/Ik. Definiere ek = 3a2 − 2a3.
Dann gilt ek + Ik−1 = ek−1 und außerdem

e2
k − ek = (3a2 − 2a3)(3a2 − 3a3 − 1)

= −(3− 2a)(1 + 2a)(a2 − a)2

= 0.

Angenommen, e ist primitiv und f zerfällt in orthogonale Idempotente f =
f1 + f2. Dann zerfällt e = e1 + e2 in orthogonale Idempotente ei = f + I . Al-
so muss (ohne Einschränkung) e1 = 0 ∈ A/I gelten und es folgt f 2

1 = f1 ∈ I . Als
nilpotentes Ideal enthält I aber keine Idempotente 6= 0. �

Bemerkung 5.9. Für ein Idempotent e = r + Jk−1
i ∈ FGei/Jk−1

i ist die Menge aller
Lifts gegeben durch

{3(r + j)2 − 2(r + j)3 + Jki | j ∈ Jk−1
i }.

Falls F Charakteristik 2 hat, reduziert sich das zu

{r2 + jr + rj + Jki | j ∈ Jk−1
i }.
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Für ein festes r ∈ FGei ist die Abbildung

ϕr : Jk−1
i /Jki → Jk−1

i /Jki , j + Jki 7→ rj + jr + Jki

F-linear und das Bild bestimmt gerade alle Lifts von r + Jk−1
i .

Bemerkung 5.10. Die Bilinearform

(·, ·) : FG× FG→ F,

(
n∑
i=1

aigi,

n∑
i=1

bigi

)
7→

n∑
i=1

aibi

ist symmetrisch, nicht-ausgeartet und G-invariant. Sei C ein Gruppenring-Code in FG,
dann ist der duale Code von C definiert als

C⊥ := {v ∈ FG | (c, v) = 0 für alle c ∈ C}.

Lemma 5.11. Sei ∗ : FG → FG, g 7→ g−1 die Konjugation auf FG und sei C = FGe
ein projektiver G-Code. Dann gilt C⊥ = FG(1− e∗).

Beweis. Es gilt e(1 − e) = 0, also ist FG(1 − e∗) in C⊥ enthalten. Aus dimC⊥ =
dimFG(1− e) = dimFG(1− e∗) folgt die Gleichheit. �

Satz 5.12 ([Wil02, Corollary 1.3]). Sei F ein endlicher Körper und sei G eine endliche
Gruppe. Dann enthält die Gruppenalgebra FG einen selbst-dualen Code, genau dann
wenn F Charakteristik 2 hat und die Ordnung von G gerade ist.

Bemerkung 5.13 ([Wil02, Remark 4.2]). Sei C ein selbst-dualer Gruppencode in FG.
Dann ist das Komplement von C kein Ideal, insbesondere wird C nicht von einem Idem-
potent erzeugt.

5.2 Gruppencodes über Kettenringen

Sei R ein kommutativer, artinscher Kettenring mit 1 und maximalen Ideal
m = 〈π〉. Sei F := R/m der Restklassenkörper mit Charakteristik p und sei ` die
die kleinste natürliche Zahl, so dass m` = {0} ist. Die Wahl des Erzeugers des
maximalen Ideals definiert R-Modul-Isomorphismen

αj : mj/mj+1 → F, πjr + mj+1 7→ r + m

für j = 0, . . . , ` − 1. Für eine endliche Gruppe G seien RG und FG die Grup-
penringe über R und F. Dann können die Isomorphismen αj zu R-Modul-
Isomorphismen

αj : mjRG/mj+1RG→ FG

erweitert werden, wobei α0 ein R-Algebren-Isomorphismus ist.

Definition 5.14. Ein Gruppenring-Code C über RG ist ein Linksideal in RG. Dieser
heißt relativ-projektiv, falls C relativ-projektiv für die Untergruppe {1} von G im Sinne
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der homologischen Algebra ist, d.h. für jede kurze exakte Sequenz

0→M→N ϕ→ C → 0

von RG-Moduln, für welche ein R-Modul-Homomorphismus ψ : C → N mit
ϕ ◦ ψ = idC existiert, gibt es einen RG-Modul-Homomorphismus ψ′ : C → N mit
ϕ ◦ ψ′ = idC . Falls die Sequenz rechts-split als R-Modul ist, ist sie also bereits rechts-
split als RG-Modul.

Für einen Körper ist relativ-projektiv äquivalent zu projektiv, allgemein stimmt
dies aber nicht (z.B. R = Z/4Z und C = 2R).

Bemerkung 5.15. Da RG als R-Modul frei, also inbesondere projektiv ist, folgt aus
[Zim14, Proposition 2.1.6.], dass ein Gruppenring-Code C über RG genau dann relativ-
projektiv ist, wenn die kurze exakte Sequenz

0→ Kern(m)→ RG⊗R C
m→ C → 0

splittet, wobei m : λ⊗ c 7→ λc die Multiplikationsabbildung ist.

Satz 5.16. Sei
C? : C0 ≤ C1 ≤ · · · ≤ C`−1

eine Kette der Länge ` von projektiven Gruppenring-Codes über FG und seien
e0, . . . , e`−1 ∈ FG die erzeugenden Idempotente. Dann gilt eiej = emin(i,j). Sei εj ∈ RG
ein Idempotent mit α0(εj) = ej , j = 0, . . . , `− 1, dann ist

C := Ĉ? := RG

(
`−1∑
j=0

πjεj

)

ein relativ-projektiver Gruppenring-Code über RG.

Beweis. Nach Bemerkung 5.15 ist C genau dann relativ projektiv, wenn die kurze
exakte Sequenz

0→ Kern(m)→ RG⊗R C
m→ C → 0

splittet. Definiere den R-Modul-Homomorphismus

h : C → RG⊗R C,
∑
g∈G

rgg ·
l−1∑
j=0

πjεj 7→
∑
g∈G

rg · g ⊗
l−1∑
j=0

πjεj.
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Für ein Element
∑

g∈G rgg ·
∑l−1

j=0 π
jεj ∈ C gilt dann

m

(
h

(∑
g∈G

rgg ·
l−1∑
j=0

πjεj

))

=m

(∑
g∈G

rg · g ⊗
l−1∑
j=0

πjεj

)

=
∑
g∈G

rg ·m

(
g ⊗

l−1∑
j=0

πjεj

)

=
∑
g∈G

rgg ·
l−1∑
j=0

πjεg.

Daraus folgt m ◦ h = idC und die Sequenz splittet. �

Allgemein haben relativ-projektive Gruppenring-Code über RG eine solche
Struktur:

Satz 5.17. Sei C ≤ RG ein relativ-projektiver Gruppenring-Code. Dann existieren pri-
mitive, orthogonale Idempotente εi ∈ RG und ai ∈ N0, so dass

C =
s⊕
i=1

maiRGεi

gilt.

Beweis. Die Aussage wird mit einer Induktion über min{a ∈ N | maC = {0}} be-
wiesen. Im Fall a = 1 ist C ≤ m`RG ein relativ-projektiver RG/πRG-Modul, also
projektiv über FG woraus die Behauptung folgt. Sei nun a > 1. Ersetze in die-
sem Fall R durch R/maR und RG durch m`−aRG. Dann gilt ohne Einschränkung
a = ` und C 6≤ mRG. Sei

1 =
k∑
i=1

εi

die Zerlegung der 1 ∈ RG in orthogonale, primitive Idempotente. Dann gilt

C = C · 1 ⊆
k⊕
i=1

RGεi.

Es existiert ein i, so dass Cεi 6⊆ mRGεi gilt, sonst wäre C in mRG enthalten. Zu
zeigen ist nun, dass Cεi = RGεi gilt. Da C relativ-projektiv ist, ist auch Cεi nach
Bemerkung 5.15 relativ-projektiv, da die kurze exakte Sequenz

0→ Kern(m)→ RG⊗R Cεi︸ ︷︷ ︸
∼=⊕kj=1RGεj⊗RCεi

m→ Cεi → 0
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splittet. Dann ist Cεi ein projektiver Modul in RG/mRGεi = FGεi und es muss
bereits Cεi = FGεi gelten, da εi primitiv ist. Damit folgt Cεi = RGεi. Betrachte
nun die kurze exakte Sequenz von RG-Moduln

0→ Kern(ϕ)→ C ϕ→ Cεi = RGεi → 0,

wobei ϕ die Multiplikation mit εi ist. Da RGεi ein freier R-Modul und zusätzlich
relativ-projektiv ist, splittet die Sequenz als R-Modul und damit bereits als RG-
Modul. Nach dem Splitting Lemma ist dann C isomorph zur direkten Summe
von Kern(ϕ) und RGεi und die Argumentation lässt sich mit Kern(ϕ) fortsetzen.

�

Lemma 5.18. Sei C ≤ RG ein relativ-projektiver Gruppenring-Code. Für 0 ≤ j ≤ `−1
definiere

Cj := αj

(
C ∩mjRG

C ∩mj+1RG

)
≤ FG.

Dann ist
C? : C0 ≤ C1 ≤ · · · ≤ C`−1

eine Kette von projektiven Gruppenring-Codes über FG.

Beweis. Nach Satz 5.17 existieren primitive, orthogonale Idempotente εi ∈ RG
und ai ∈ N0, so dass

C =
s⊕
i=1

maiRGεi

gilt. Insbesondere gilt also
C ∩mjRG = RGfj

mit
fj =

∑
ai≤j

πjεi +
∑
ai>j

πaiεi.

Damit folgt

αj

(
C ∩mjRG

C ∩mj+1RG

)
= FG

(∑
ai≤j

α0(εi)

)
︸ ︷︷ ︸

=:ej

Zusätzlich ist eiej = emin(i,j), also Ci ≤ Cj für i ≤ j. �

Korollar 5.19. Es gilt (Ĉ?)? = C?, also stehen die relativ-projektiven Gruppenring-
Codes über RG in Bijektion zu den Ketten von projektiven Gruppenring-Codes über FG
der Länge `.

Analog zu Gruppencodes über Körpern sei

(·, ·) : RG×RG→ R,

(
n∑
i=1

aigi,

n∑
i=1

bigi

)
7→

n∑
i=1

aibi
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eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf RG. Dann ist der duale Gruppencodes
definiert als

C⊥ := {v ∈ RG | (v, c) = 0 für alle c ∈ C}.

Lemma 5.20. Sei C ≤ RG ein relativ-projektiver Gruppenring-Code mit

C? = C0 ≤ · · · ≤ C`−1

Dann gilt C⊥? = C⊥`−1 ≤ · · · ≤ C⊥0 .

Beweis. Die Aussage folgt mit Lemma 5.18. Seien b1, . . . , bm ∈ C ∩mjRG, so dass
(bi + C ∩mj+1RG)i=1,...,m ein R-Erzeugendensystem von C∩mjRG

C∩mj+1RG
ist. Dann gilt

α`−1−j

(
〈b1, . . . , bm〉⊥ ∩m`−1−jRG

〈b1, . . . , bm〉⊥ ∩m`−jRG

)
= C⊥j ≤ FG.

Daraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung 5.21. Falls ` gerade ist, existiert immer ein selbst-dualer relativ-projektiver
Gruppenring-Code über RG, zum Beispiel

C? = {0} ≤ · · · ≤ {0} ≤ FG ≤ · · · ≤ FG.

Falls ` ungerade ist, müsste für solch einen Code gelten

C? = C0 ≤ · · · ≤ C `−1
2

= C⊥`−1
2

≤ C⊥`−3
2

≤ · · · ≤ C⊥0 .

Allerdings kann nach Bemerkung 5.13 der selbst-duale CodeC `−1
2

nicht von einem Idem-
potent erzeugt sein. Ein selbst-dualer relativ-projektiver Gruppenring-Code über RG
existiert also genau dann, wenn ` gerade ist.

Für einen Gruppenring-Code C ≤ RG ist das Hamming-Gewicht eines Code-
wortes c =

∑n
i=1 cigi ∈ C

wH(c) := |{ci | ci 6= 0}|,

und der Hamming-Minimalabstand ist dann

dH(C) = min{wH(c) | 0 6= c ∈ C}.

Satz 5.22. Sei C ≤ RG ein relativ-projektiver Gruppenring-Code mit

C? : C0 ≤ · · · ≤ C`−1

Dann gilt dH(C) = dH(C`−1).

Beweis. Klar ist, dass dH(C) ≤ dH(C`−1) gilt. Angenommen, es existiert
ein 0 6= c ∈ C, so dass wH(c) < dH(C`−1) ist. Sei dann i minimal mit
mic ∈ m`−1RG. Insbesondere ist dann mic 6= 0 und wH(mic) ≤ wH(c). Al-
lerdings folgt dann α`−1(mic) ∈ C`−1 und wH(α`−1(mic)) = wH(mic), also
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dH(C`−1) ≤ wH(c) < dH(C`−1), ein Widerspruch. �

Im Spezialfall R = Z/plZ ist das euklidische Gewicht eines Codewortes
c =

∑n
i=1 cigi ∈ (Z/plZ)G definiert als

wE(c) := min

{
n∑
i=1

a2
i | ai ∈ Z, ai + plZ = ci

}

und der euklidische Minimalabstand ist dann

dE(C) = min{wE(c) | 0 6= c ∈ C}.

Satz 5.23. Sei R = Z/plZ und sei C ≤ RG ein relativ-projektiver Gruppenring-
Code mit C? : C0 ≤ · · · ≤ Cl−1. Falls ein γ > 0 existiert, so dass die Abschätzung
dE(Cj) ≥ γ

p2j
für alle j gilt, folgt dE(C) ≥ γ.

Beweis. Sei c =
∑n

i=1(ci + plZ)gi ∈ C und sei j maximal mit c ∈ mjRG. Dann ist

(c1, . . . , cn) = pj(y1, . . . , yn) mit
n∑
i=1

(yi + pZ)gi ∈ Cj.

Nach Voraussetzung gilt

n∑
i=1

y2
i ≥ dE(Cj) ≥

γ

p2j
,

daraus folgt
n∑
i=1

c2
i = p2j

n∑
i=1

y2
i ≥ p2j γ

p2j
= γ,

also insgesamt dE(C) ≥ γ. �

5.3 Beispiele

5.3.1 Zyklische Codes

Sei F ein Körper der Charakteristik p und sei g ein Erzeuger der zyklischen
Gruppe Cn mit n = plm, so dass p - m.

Bemerkung 5.24. Die Idempotente von FCn stehen in Bijektion zu den Idempotenten
von F[Cn/Cpl ] ∼= F[gp

l
], gegeben durch die natürlich Projektion FCn → F[Cn/Cpl ].

Die Idempotente von FCn sind also genau die Idempotente der halbeinfachen
Algebra F[gp

l
] und können dementsprechend einfach berechnet werden. Über C
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ist die Charaktertafel von Cn

χ1 χ2 χ3 . . . χn

g 1 ζn ζ2
n . . . ζn−1

n

wobei ζn ∈ C eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Insbesondere existieren also
m irreduzible Brauer-Charaktere. Es gilt Cn ∼= Cpl × Cm und die Einschränkung
von χi auf Cm ∼= Cn/Cpl bildet ζn auf ζm ab. Jeweils pl n-te Einheitswurzeln bil-
den auf ein festes ζ im ab, und zwar alle ζj·m+i

n , j = 0, . . . , pl − 1. Damit ist die
Zerlegungsmatrix gegeben durch

1
...
1

1
...
1

. . .
1
...
1



 pl pl

 pl

mit der ensprechenden Cartanmatrix
pl

pl

. . .
pl

 .

Damit folgt:

Lemma 5.25. Seien e1, . . . , ek die zentral primitiven Idempotente von FCn, d.h.

FCn =
k⊕
i=1

FCnei,

und für ein festes i sei Ji das Jacobson-Radikal von FCnei. Dann ist Ji ein Ideal der Länge
pl und es gilt FCnei/Ji ∼= Ei, wobei Ei eine Körperweiterung von F ist. Als Körper hat
Ei nur die Idempotente 0 und 1, dasselbe gilt für FCnei. Also hat FCn insgesamt 2k

Idempotente.

Da jedes Idempotent von FCn ein Polynom in gpl ist, lässt sich die Struktur pro-
jektiver zyklischer Codes recht einfach beschreiben:

Bemerkung 5.26. Sei F ein Körper der Charakteristik p, sei n = plm mit p - m und
sei e ein Idempotent in FCn. Dann ist der Code C, der von e erzeugt wird, die pl-fache
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direkte Summe eines zyklischen Codes der Länge m über F. Mit der Sortierung

(1, gp
l

, . . . , g(m−1)pl , g, gp
l+1, . . . , g(m−1)pl+1, . . . , gp

l−1, g2pl+(pl−1), . . . , g(m−1)pl+(pl−1))

der Gruppenelemente hat C die Erzeugermatrix

Diag(M, . . . ,M︸ ︷︷ ︸
pl mal

),

wobei M die Erzeugermatrix eines zyklischen Codes über F der Länge m ist. Für einen
relativ-projektiv Code C ≤ RCn mit zugehöriger Kette

C? : C0 ≤ · · · ≤ C`−1

von projektiven Codes über FCn gilt nun dH(C) = dH(M`−1) mit

C`−1 = Diag(M`−1, . . . ,M`−1).

Im nicht-teilerfremden Fall kann man also nicht erwarten, besonders gute Codes
zu erhalten.

5.3.2 Diedergruppen

F. J. MacWilliams war die erste, die Codes über nicht-abelschen Gruppenal-
gebren betrachtet hat ([Mac69]). In diesem Paper wurden Elemente in F2D2n

konstruiert, so dass das erzeugte Hauptlinksideal ein selbst-dualer Code ist.
Allerdings wurde auch angemerkt, dass die Betrachtung weit davon entfernt ist,
vollständig zu sein.
Die meisten Paper, die sich mit Codes über FD2n beschäftigen, setzen vorraus,
dass die Gruppenalgebra halbeinfach ist, insbesondere wird also der interessan-
teste Fall F = F2 ausgeschlossen. So wird zum Beispiel in [DFP09] beschrieben,
wann die Anzahl der einfachen Komponenten von FD2n und QD2n (beide als
halbeinfach vorausgesetzt) gleich sind, in diesen Fällen wurden die minimalen
Codes betrachtet, die von zentralen Idempotenten erzeugt werden.

In diesem Abschnitt werden Dieder-Codes untersucht, mit einem starken Fokus
auf den modularen Fall F2D2n und Linksideale, die von Idempotente erzeut
sind. In [SL95] wurde gezeigt, dass für eine metazyklische Gruppe G von
ungerader Ordnung, jedes zentrale Idempotent in F2G einen Code erzeugt, der
zu einen abelschen Code über F2 äquivalent ist. Diese Ergebnis wurde in [BRS09]
auf Gruppen der Form G = AB über beliebigen Körpern übertragen, wobei
A,B ≤ G zwei abelsche Untergruppen von G sind. Im Fall der Diedergruppe
D2n stellt sich heraus, dass jeder solche Code zyklisch ist. Andererseits erzeugt
jedes (zentrale) Idempotent über einer zyklischen Gruppe einen Code, welcher
du einem Dieder-Code isomorph ist, welcher von einem (nicht notwendigerwei-
se zentralem) Idempotent erzeugt wird. Betrachtet man Codes, welche nicht von
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einem Idempotent erzeugt wird, existieren zyklische Codes, die einen größeren
Minimalabstand haben als alle Dieder-Codes in der entsprechenden Länge und
Dimension.

Sei nun F ein endlicher Körper und D2n = 〈a, b | an = b2 = 1, bab = a−1〉 die
Diedergruppe von Ordnung 2n.

Der halbeinfache Fall

Angenommen, es gilt char(F) - 2n. Sei

xn − 1 = (x− 1)f1 · · · fn1g1g
∗
1 · · · gn2g

∗
n2
∈ F[x]

die Zerlegung von xn − 1 in irreduzible Polynome, wobei die fi selbstkonjugiert
sind, und es n2 Paare von konjugierten Polynomen gibt. Dann gilt

FD2n
∼= F⊕ · · · ⊕ F⊕

n1⊕
i=1

E2×2
i ⊕

n2⊕
i=1

E′i
2×2

,

wobei die Anzahl der eindimensionalen Summanden zwei ist, falls n ungera-
de, und vier sonst. Die Ei (bzw. E′i) sind Körpererweiterungen von F vom Grad
deg(fi)/2 (bzw. deg(gi)). Sei δ ∈ F ein Element mit Minimalpolynom fi (bzw. gi).
Dann ist Ei (bzw. E′i) der kleinste Teilkörper von F[δ], so dass δ + δ−1 darin ent-
halten ist. Im Fall fi ist dies ein Körper vom Index 2, im Fall gi gilt Gleichheit.
Damit sind die Projektionen auf die entsprechende Komponente gegeben duch

FD2n → E2×2
i ,


a 7→

(
0 1

−1 δ + δ−1

)

b 7→

(
0 1

1 0

)

(wobei das Bild von a gerade die Begleitmatrix des Minimalpolynoms von δ über
Ei ist), bzw.

FD2n → E′i
2×2

,


a 7→

(
δ 0

0 δ−1

)

b 7→

(
0 1

1 0

)
.

Die Projektionen auf die eindimensionalen Komponenten sind gegeben

durch

{
a 7→ 1

b 7→ 1
,

{
a 7→ 1

b 7→ −1
und falls n gerade ist zusätzlich noch durch{

a 7→ −1

b 7→ 1
,

{
a 7→ −1

b 7→ −1
. Da FD2n halbeinfach ist, ist jedes Ideal von einem
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Idempotent erzeugt. Diese lassen sich mit Hilfe von Lemma 5.7 bestimmen.

Der Fall char(F) = 2

Sei n = 2lm mit m ungerade. Dann gilt xn − 1 = (xm − 1)2l und sei

xm − 1 = (x− 1)f1 · · · fm1g1g
∗
1 · · · gm2g

∗
m2
∈ F[x]

die Faktorisierung von xm + 1 in irreduzible Polynome. Seien q0, . . . , qm1+m2 ∈
F[x] so dass

1 = q0·
xm − 1

x− 1
+q1·

xm − 1

f1

+· · ·+qm1 ·
xm − 1

fm1

+qm1+1·
xm − 1

g1g∗1
+· · ·+qm1+m2 ·

xm − 1

gm2g
∗
m2

,

dann sind die zentral primitiven Idempotente e0, . . . , em1+m2 gegeben durch die
Auswertung der einzelnen Summanden an a2l . In jedem Fall gilt e0 =

∑m−1
i=0 a2li

und FD2ne0 = FD22l (mit D220 = C2), der Hauptblock von FG.

Betrachte nun die Struktur der übrigen Blöcke. Der Fall n ungerade (d.h. l = 0
und m = n) unterscheidet sich nicht wesentlich von Charakteristik 0. Die Konju-
giertenklassen von D2n sind

{id}, {ai, a−i}i=1,...,n−1
2
, b〈a〉,

das heißt es gibt eine Konjugiertenklasse mit allen Elementen der Ordnung 2,
die Elemente von ungerader Ordnung bilden zusammen n−1

2
+ 1 Konjugierten-

klassen, also existieren auch genau so viele irreduzible Brauer-Charaktere.

Über C ist die Charaktertafel von D2n

χ1 χ2 χ(1) . . . χ(n−1
2

)

a 1 1 ζn + ζ−1
n . . . ζ

n−1
2

n + ζ
−n−1

2
n

b 1 −1 0 . . . 0

wobei ζn ∈ C eine primtive n-te Einheitswurzel ist.

Seien nun φ1, φ
(1), . . . , φ(n−1

2
) die irreduziblen Brauer-Charaktere. Auf den 2-

regulären Klassen sind χ1 und χ2 gleich dem trivialen Brauer-Charakter φ1.
Es gibt keine weitere 1-dimensionale Darstellung, da alle solchen Darstellun-
gen über die Kommutatorfaktorgruppe D2n/D

′
2n = C2 faktorisieren, diese hat

über einem Körper der Charakteristik 2 aber nur die triviale Darstellung. Die 2-
dimensionalen Darstellungen bleiben irreduzibel, denn sonst wäre φ(i) = 2 · φ1.
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Die Zerlegungsmatrix ist also
1
1

1
. . .

1

 ∈ Z(n−1
2

+2)×(n−1
2

+1),

die Cartanmatrix ist dementsprechend
2

1
. . .

1

 ∈ Z(n−1
2

+1)×(n−1
2

+1).

Daraus folgt direkt:

Lemma 5.27. Sei F ein endlicher Körper mit Charakteristik 2 und sei n ungerade. Sei

xn − 1 = (x− 1)f1 · · · fn1g1g
∗
1 · · · gn2g

∗
n2
∈ F[x]

die Faktorisierung über F[x] in irreduzible Polynome, dann gilt

FD2n
∼= FC2 ⊕

n1⊕
i=1

E2×2
i ⊕

n2⊕
i=1

E′i
2×2

.

Die Körperweiterungen und die Projektionen auf die entsprechenden Komponenten be-
rechnen sich wie im halbeinfachen Fall. Das Idempotent e0 =

∑n−1
i=0 a

i ∈ FD2n erzeugt
eine Teilalgebra, welche isomorph zu FC2 ist. Sei C2 = 〈g〉, dann ist die Projektion von

FD2n auf FC2 gegeben durch

{
a 7→ 1

b 7→ g.

Bemerkung 5.28. Sei F ein endlicher Körper mit Charakteristik 2 und sei n ungera-
de. Ein Code C ≤ FD2n wird genau dann von einem Idempotent erzeugt, wenn die
Dimension von C gerade ist.

Betrachte nun die Struktur von FD2n für n gerade. Die Konjugiertenklassen sind
hier

{id}, {a
n
2 }, {ai, a−i}i=1,...,n−2

2
, {aib : i gerade} und {aib : i ungerade}.

Insgesamt existieren also n−2
2

+ 4 Konjugiertenklassen, davon sind m−1
2

+ 1

von ungerader Ordnung: die triviale Klasse {id} und {(a2l)i, (a2l)−i}i=1,...,m−1
2

.
Insbesondere existieren also m−1

2
+ 1 irreduzible Brauer-Charaktere auf den

2-regulären Klassen.
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Über C ist die Charaktertafel von D2n

χ1 χ2 χ3 χ4 χ(1) . . . χ(n−2
2

)

a 1 1 −1 −1 ζn + ζ−1
n . . . ζ

n−2
2

n + ζ
−n−2

2
n

b 1 −1 1 −1 0 . . . 0

wobei ζn ∈ C wieder eine primitive n-te Einheitswurzel ist.
Wie im Fall n ungerade existiert nur ein irreduzibler Brauer-Charakter von Di-
mension 1, der triviale Charakter φ1 = 1 (jeder weitere eindimensionaler Cha-
rakter müsste über die Kommutatorfaktorgruppe D2n/D

′
2n = C1 faktorisieren).

Die GruppeD2n hat den NormalteilerC2n
∼= C2l×Cm. Die Einschränkung von χ(i)

auf D2m
∼= D2n/C2l bildet also ζn auf ζm ab und genau 2l−2

2
2-dimensionale Cha-

raktere bilden unter dieser Einschränkung auf den trivialen Charakter φ1 ab, und
zwar alle χ(m·i), i = 1, . . . , 2l−2

2
. Die übrigen n−2

2
− (2l−1 − 1) Charaktere werden

unter der Abbildung ζ in + ζ−in 7→ ζ im + ζ−im auf die Brauer-Charaktere abgebildet,
d.h. χ(i) 7→ φ(i mod m−1

2
), und zwei Charaktere χ(i), χ(j) fallen zusammen, genau

dann wenn i ≡ ±j (mod m). Insgesamt fallen also jeweils

n−2
2
− (2l−1 − 1)
m−1

2

= 2l

Charaktere zusammen, die Zerlegungsmatrix ist daher

1
1
1
1
2
...
2

1
...
1

. . .
1
...
1



 2l−1 − 1 2l

 2l

mit der entsprechenden Cartanmatrix
2l+1

2l

. . .
2l

 .



5.3. Beispiele 77

Lemma 5.29. Sei F ein endlicher Körper mit Charakteristik 2 und sei n = 2lm mit
m ungerade. Dann ist FD22l = FD2ne0 der Hauptblock von FD2n und enthält als
Kettenring nur die trivialen Idempotente. Für ein zentral primitives Idempotent ei sei
Ji das Jacobson-Radikal von FD2nei, dann gilt FD2nei/Ji ∼= E2×2

i , wobei der Grad
Körperweiterung Ei von der Faktorisierung von xm − 1 bestimmt wird.

Die Idempotente von FD2nei können also über die Lifts der Idempotente von
FD2nei/Ji ∼= E2×2

i bestimmt werden. In der Notation von Bemerkung 5.9 gilt für
den Lift eines nicht-zentralen Idempotents r + Jki ∈ FD2nei/J

k
i

dimF(Bild(ϕr)) = 2 · [Ei : F].

Da es in E2×2
i zwei zentrale und |Ei| · (|Ei| + 1) nicht-zentrale Idempotente gibt,

ist die Anzahl der Idempotente in FD2nei insgesamt{
2, falls i = 0

|Ei| · (|Ei|+ 1) · |F|2·[Ei:F]·(2l−1) + 2 sonst.

Bemerkung 5.30. Falls ein Code C von einem Idempotent e ∈ FD2n erzeugt wird, ist
die Dimension von C gerade.

Beispiel 5.31. Sei F = F2, n ∈ 4Z≥0 und bezeichne mit In bzw. Jn die Einheitsmatrix
bzw. All-Eins-Matrix in Fn×n2 . Dann ist der Code mit Erzeugermatrix

(
I I + J

)
ein

Gruppencode in F2D2n, welcher selbst-dual und doppelt gerade ist. Insbesondere ist C
also kein zyklischer Code (siehe [ST83]).

In [TAT15] behaupten die Autoren, dass sich alle Gruppencodes (hier als Rechts-
moduln) über F2D6 bzw. F2D8 als zyklische Codes realisieren lassen. Diese Aus-
sage ist falsch, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 5.32. Als Rechtsmodul erzeugt das Element 1 + a + a2 + b ∈ F2D8 einen
selbst-dualen, doppelt-geraden Code, insbesondere ist dieser also nicht isomorph zu einem
zyklischen Code ([ST83]).

Sei n = 2lm, m ungerade, und sei

ϕ : F2D2n → F2C2n,
∑

0≤i≤n−1,0≤j≤1

aija
ibj 7→

∑
i,j

aijg
2i+j

ein Isomorphismus zwischen den beiden Vektorräumen. Sei e ∈ F2D2n ein zen-
trales Idempotent, dann ist e ein Polynom in a2l , d.h.

e :=
m−1∑
i=0

ai

(
a2l
)i
.

Damit gilt

ϕ(e) = ϕ(e2) =
m−1∑
i=0

ai

(
g2l+1

)2i

=

(
m−1∑
i=0

ai

(
g2l+1

)i)2

= ϕ(e)2,
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d.h. ϕ(e) ist ein (zentrales) Idempotent in F2C2n. Andererseits ist das Urbild jedes
Idempotents in F2C2n ein Idempotent in F2D2n, welches nicht notwendigerweise
zentral ist. Damit folgt sofort:

Lemma 5.33. Sei F ein endlicher Körper der Charakteristik 2 und sei e ein zentrales
Idempotent in FD2n. Nach geeigneter Sortierung der Gruppenelemente hat der Code
FD2ne die Erzeugermatrix Diag(M, . . . ,M), wobei M ein zyklischer Code der Länge
m über F ist. Dieser wird, aufgefasst als Ideal in FC2n, von ϕ(e) erzeugt. Ist anderer-
seits f ∈ FC2n ein Idempotent, so ist ϕ−1(FC2nf) ein Dieder-Code, der von dem (nicht
notwendigerweisen zentralem) Idempotent ϕ−1(f) erzeugt wird.

Insgesamt gibt es also zu jedem projektiven, zentralen Dieder-Code einen pro-
jektiven, zyklischen Code, welcher bei gleicher Dimension einen mindestens ge-
nauso hohen Minimalabstand hat. Zu jedem solchen zyklischen Code existiert
wiederum ein projektiver (eventuell nicht zentraler) Dieder-Code, welcher bei
gleicher Dimension einen mindestens genauso hohen Minimalabstand hat.
Für n = 2l fallen die beiden Klassen der projektiven Dieder- und projektiven
zyklischen Codes zusammen, da es jeweils nur die beiden Idempotente 0 und
1 gibt. Für n = 7 existiert kein projektiver Dieder-Code, welcher besser als ein
projektiver zyklischer Code ist. Für alle anderen n ≤ 20 gibt es mindestens einen
besseren projektiven Dieder-Code.
Die maximalen Minimalabstände über dem Körper F2 sind in den folgenden
Tabelle angegeben. Im Vergleich mit den Werten aus Codetables ([Gra]) stellt
sich heraus, dass nur wenig Codes in interessanten Dimensionen den maximal
möglichen Minimalabstand annehmen (nach Bemerkung 5.28 und 5.30 kann die
Dimension nicht ungerade sein).
Falls man alle (Links-)Ideale betrachtet, und nicht nur die projektiven, sind die
Dieder-Codes nicht zwingend besser als die zyklischen Codes, so existiert zum
Beispiel ein zyklischer [28, 3, 16]-Code, der einzige Dieder-Codes in dieser Di-
mension hat aber den Minimalabstand 14. Ein weiteres Gegenbeispiel findet sich
für n = 15. Für allen anderen n ≤ 20 sind die Dieder-Codes mindestens genauso
gut wie die zyklischen Codes, für alle n außer n ∈ {3, 5, 6, 7} existiert ein mindes-
tens einer Dimension ein besserer Dieder-Code. Die Codes nehmen wesentlicher
häufiger den generell maximal mal möglichen Minimalabstand an, besonders für
n = 6 und n = 12 und nahezu jeder Dimension.

Bemerkung 5.34. Für n ∈ {4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36} existiert ein selbst-dualer,
doppelt gerader Code in F2D2n mit dem bisher am höchsten bekannten Minimalabstand,
d.h.

d =

{
4b2n

24
c+ 4 n ≤ 32

4b2n
24
c = 12 n = 36.

Die Nicht-existenz eines selbst-dualen, doppelt-geraden [72,36,16]-Code im Gruppen-
ring F2D72 wurde bereits in [OW11] gezeigt.
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n
/k

2
4

6
8

10
12

14
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20
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24
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36
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-
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-

-
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2
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-

-
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-
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-
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-
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-
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-
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-
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-
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-
-
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-
-

-
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-
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-
-

8
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-
-

-
-

2
1
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-
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-

-
-

8
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5
-

-
-

2
-

1
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1
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-
-

-
-

-
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-
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-
-
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1
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-

6
-

8
-

8
-

6
-

3
-

2
-

2
-

1
19
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-
-

-
-

-
-

8
7

-
-

-
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-
-
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1
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|G
|/
k

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

17
18

19
20

2
-

-
4

-
-

-
-

6
6

4
2

2
2

1
8

8
4

4
4

2
2

2
1

10
10

5
-

4
2

2
-

2
2

1
12
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8

6
4

4
4

4
2

2
2

2
1

14
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-
-

4
4
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-
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2
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4
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4
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4
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4
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Sei nun C0 ein selbst-orthogonaler, projektiver Dieder-Code, dann definiert die
Kette

C? : C0 ≤ C⊥0

einen selbst-dualen relativ-projektiven Dieder-Code C über Z/4Z mit Hamming-
Minimalabstand dH(C) = dH(C⊥0 ). In [DHS01, Table VII] ist der maximal
mögliche Hamming-Minimalabstand aller selbst-dualen Codes über Z/4Z ange-
geben (bis Länge 24), die folgende Tabelle vergleicht diese Werte mit dem maxi-
mal möglichen Hamming-Minimalabstand der selbst-dualen relativ-projektiven
Dieder-Code.

Länge 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 36 38 40 42
2 2 3 3 4 4 6 8
2 2 3 1 4 4 6 3 5 5 6 1 6 7 5 8

Besonders für ungerades n liefern die selbst-dualen, relativ-projektiven Dieder-
Codes über Z/4Z also häufig optimale oder zumindestens gute Codes.

5.3.3 Die Alternierende Gruppe A5

Die Gruppenalgebra F2A5 hat 2 zentral primitive orthogonale Idempotente e0

und e1, die beiden zentralen Codes sind dual zueinander, von Dimension 16
bzw. 44 und sind nicht isomorph zu abelschen Codes.
F2A5 hat insgesamt 802 · 2752514 = 2207516228 Idempotente, welche
67 · 3074 = 205958 verschiedene Codes erzeugen. Die Dimensionen sind
alle durch 4 teilbar und die maximalen Minimalabstände sind in der folgenden
Tabelle eingetragen, wobei die Zahl in Klammern der allgemein maximal
mögliche Minimalabstand für diese Dimension in Länge 60 sind.

k 4 8 12 16 20 24 28
24 (32) 24 (27) 22 (24) 20 (20-22) 16 (17-20) 14 (16-18) 12 (16-18)

k 32 36 40 44 48 52 56 60
10 (12-14) 8 (9-11) 6 (8-9) 6 (6-7) 4 (5) 3 (4) 2 (2) 1 (1)

Insgesamt sind die projektiven A5-Code also in allen Dimensionen sehr nahe an
dem maximal möglichen Minimalabständen.

Satz 5.35. Sei F ein endlicher Körper, C ≤ FA5 ein zweiseitiger Code und sei A :=
PAut(C) die Permutationsgruppe von C. Dann gilt entweder A = S60 (insbesondere
gilt dann C = {0}, C = FA5, C = 〈

∑
g∈A5

g〉 oder C = 〈
∑

g∈A5
g〉⊥) oder C ist kein

abelscher Code.

Beweis. Der erste Fall ist klar, sei also nun A 6= S60. Die Gruppe A enthält eine
Untergruppe welche isomorph zu A2

5 ist, und zwar alle Permutationen die von
der Operation

A2
5 → A5, ((g1, g2), g) 7→ g1gg

−1
2
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induziert werden. Bis auf Konjugation enthält S60 drei maximale Untergrup-
pen, welche transitiv und primitiv sind: PSL(2, 59).C2,A2

5.C
2
2 undA60. Allerdings

kann A nicht in PSL(2, 59).C2 enthalten sein, da die Ordnung schon nicht von
3600 = |A2

5| geteilt wird. Falls A in A2
5.C

2
2 enthalten ist, ist C kein abelscher Co-

de, da diese Gruppe keine transitiven, abelschen Untergruppen enthält. Sei also
A ≤ A60. Angenommen es gilt A = A60. Dann existiert genau ein weiterer Co-
de D 6= C, zu dem C permutationsäquivalent ist. Sei k = dim(C) = dim(D),
dann gilt nach eventueller Dualisierung ohne Einschränkung k ≤ 30. Die beiden
Codes C und D sind permutationsäquivalent unter der Permutation (1, 2), also
folgt, dass C + D ein Code mit Permutationsgruppe PAut(C + D) = S60 ist und
von Dimension ≤ k + 2 ≤ 32, was nur möglich ist, wenn C bereits von Dimen-
sion 0 oder 1 ist, also inbesondere schon PAut(C) = S60 gilt. Also ist A in einer
maximalen Untergruppe von A60 enthalten, bis auf Konjugation gibt es davon
zwei, welche transitiv und primitiv sind: PSL(2, 59) und A5 o C2. Da A2

5 nicht in
PSL(2, 59) enthalten sein kann, gilt A ≤ A5 oC2. Diese Gruppe enthält keine tran-
sitiven, abelschen Untergruppen, also ist C kein abelscher Code. Daraus folgt
insgesamt die Behauptung. �

Korollar 5.36. Sei C ≤ FA5 ein zweiseitiger Code, dann sind die möglichen Isomor-
phietypen von PAut(C) A2

5, A5 o C2, A5.S5, A2
5.C

2
2 und S60.
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Kapitel 6

Extremale Gitter mit
Automorphismen

In diesem Kapitel werden extremale, p-modulare Gitter mit Automorphismen
der Ordnung p untersucht. Die Operation eines solchen Automorphismus
liefert eine Zerlegung des zugrunde liegenden quadratischen Raumes in eine
Fixpunkt- und zyklotomische Komponente, durch die Projektion bzw. den
Schnitt des Gitters mit den beiden Komponenten lassen sich antiisometrische,
quadratische, Fp-wertige Räume definieren. Diese bestimmen wie im unimodu-
laren ([Neb13]) oder teilerfremden Fall ([Jür15]) den Typ eines Automorphismus
und entsprechende extremale Obergitter lassen sich durch die möglichen
Antiisometrien bestimmen. Allerdings sind im Gegensatz zum teilerfremden
Fall die quadratischen Räume nicht anisotrop, sondern enthalten (isomorphe)
maximal total isotrope Teilräume. Diese definieren p-elementare (hermitesche)
Gitter und können benutzt werden, um die Fix- und zyklotomischen Teilgitter
zu bestimmen. Als Anwendung dieser Methodik wird gezeigt, dass das einzige
bisher bekannte 24-dimensionale, 3-modulare, extremale Gitter das einzige
solche Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 3 ist, diese Klassifika-
tion wurde bisher nur für Primordnungen ≥ 5 gezeigt. Zusätzlich werden alle
5-modularen, extremalen Gitter der Dimension 20 mit einem Automorphismus
der Ordnung 5 klassifiziert.

Sei (V , q) ein positiv definiter rationaler quadratischer Raum, das heißt ein Vek-
torraum über Q mit einer positiv definiten quadratischen Form

q : V → Q

und zugehöriger Bilinearform

(·, ·) := bq : V × V → Q, (x, y) 7→ q(x+ y)− q(x)− q(y).

Sei n die Dimension von V , dann ist ein Z-Gitter L in (V , q) das Z-Erzeugnis

L = ⊕ni=1Zbi
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einer Basis (b1, . . . , bn) von V . Das duale Gitter ist

L# := {v ∈ V | (v, λ) ∈ Z für alle λ ∈ L}.

Ein Gitter L heißt ganz, falls es in seinem Dualen enthalten ist, bei Gleichheit
heißt es unimodular. Ein ganzes Gitter heißt gerade, falls q(λ) = 1

2
(λ, λ) für alle

λ ∈ L ganzzahlig ist. Die Gram-Matrix bzgl. der Basis (b1, . . . , bn) ist die Matrix

G(L) := ((bi, bj))1≤i,j≤n,

die Determinante det(L) von L die Determinante det(G(L)) einer Gram-Matrix
von L (unabhängig der gewählten Basis) und gleich dem Quadrat vol(V⊗R)/L)2

des Fundamentalbereichs von L. Eine zweite wichtige Invariante ist das Mini-
mum

min(L) := min{(λ, λ) | 0 6= λ ∈ L}.

Die Dichte einer zu L gehörigen Kugelpackung wird bestimmt durch das Mini-
mum und der Determinante des Gitters L und ist gegeben durch

Vn
2n

√
γ(L),

wobei Vn das Volumen des n-dimensionalen Einheitsballes und

γ(L) :=
min(L)

det(L)
1
n

die Hermitesche Dichte-Funktion ist. Dann sind die dichtesten Gitter in einer ge-
gebenen Dimension gerade die Gitter, welche die Hermitesche Dichte-Funktion
γ maximieren. Die dichtesten Gitter sind in den Dimensionen≤ 8 und zusätzlich
in Dimension 24 bekannt ([CK09]). In Dimension 3 wurde dies bereits durch
Gauß gezeigt und erst 1998 konnte T. Hales durch den Beweis der Keplerschen
Vermutung zeigen, dass diese Gitterpackung auch eine der überabzählbar vielen
besten Kugelpackungen liefert ([Hal05]). Ähnliche Resultate wurden kürzlich in
Dimension 8 und 24 bewiesen ([Coh+17], [Via17]). Für ein gerades Gitter L de-
finiert die quadratische Form q eine Q/Z-wertige quadratische Form q auf der
Diskriminantengruppe L#/L via

q : L#/L→ Q/Z, x+ L 7→ q(x) + Z.

Die Stufe eines Gitters L ist die kleinste Zahl ` ∈ N, so dass das reskalierte Dual-
gitter

(`)L# :=
√
`L#

wieder ein gerades Gitter ist. Sei ε der Exponent der Diskriminantengruppe von
L, dann ist ε die kleinste Zahl, so dass (ε)L# ein ganzzahliges Gitter ist. Es gilt
` ∈ {ε, 2ε} und `L# ⊂ L. Zusätzlich haben ε, ` und det(L) dieselben Primteiler,
und es gilt ε = ` wenn ` quadratfrei ist. Falls ` quadratfrei ist, und zusätzlich



6.1. Geschlechter von Gittern 87

det(L) = `k gilt, ist L#/L isomorph zu (Z/`Z)k, d.h. L ist `-elementar.

6.1 Geschlechter von Gittern

Die p-adischen Zahlen Qp sind die Vervollständigung der rationalen Zahlen (d.h.
der Grenzwert aller Cauchyfolgen in Q) unter der p-adischen Metrik

dp(x, y) :=
1

pk
,

wobei pk die exakte Potenz in der Faktorisierung von x − y ist. Die p-adischen
Zahlen Zp sind dann der Abschluss von Z in Qp. Für ein Gitter L in (V , q) ist
Lp := Zp ⊗Z L ein Zp-Gitter in Vp := Qp ⊗Q V .
Das Lokal-Global-Prinzip für die Darstellung von Zahlen durch quadratische
Räume (als Folgerung aus dem Satz von Minkowski-Hesse) sagt aus, dass für
ein t ∈ Q∗ genau dann t ∈ q(V) gilt, wenn t ∈ q(Vp) für alle Primzahlen p
gilt, d.h. eine Zahl lässt sich sich durch eine quadratische Form darstellen, ge-
nau dann wenn sie sich lokal für alle Primzahlen darstellen lässt. Für Z-Gitter
stimmt diese Aussage im Allgemeinen nicht, sie überträgt sich allerdings, wenn
man ein Gitter durch ein sogenantes Geschlecht ersetzt. Dieses besteht aus ei-
ner (endlichen) Menge von Isomorphieklassen von Gittern und gibt an, ”um wie
viel“ das Lokal-Global-Prinzip fehlschlägt. Genauer gilt: Sei L ein Gitter in (V , q)
und sei t ∈ Q∗ mit t ∈ q(Lp) für alle p. Dann existiert ein Gitter M im Geschlecht
von L mit t ∈ q(M). Das Lokal-Global-Prinzip gilt genau dann für L, wenn das
Geschlecht nur aus dieser Isomorphieklasse besteht.

Definition 6.1. Zwei Z-Gitter L und M liegen im selben Geschlecht, falls sie über allen
p-adischen ganzen Zahlen isomorph sind, d.h. es gilt Lp ∼= Mp für alle Primzahlen p.

Da ein Gitter nach Definition positiv definit ist, muss im Gegensatz zu allgemei-
nen quadratischen Formen nicht die Vervollständigung bei p = −1 bzw. p = ∞
(je nach Notation) betrachtet werden.
Da aus L ∼= M direkt Lp ∼= Mp folgt, besteht ein Geschlecht aus Isomorphieklas-
sen von Z-Gittern und da sich die Werte det(L) und q(L) ⊂ Q aus allen det(Lp)
und Zpq(Lp) rekonstruieren lassen, ist die Anzahl h dieser Klassen endlich und
heißt Klassenzahl des Geschlechts.
Seien L := L1, . . . , Lh Repräsentanten dieser Klassen in einem Geschlecht, dann
heißt

h∑
i=1

|Aut(Li)|−1

das Maß des Geschlechts. Aus dem Satz von Minkowski-Siegel folgt die Glei-
chung

h∑
i=1

|Aut(Li)|−1 = γ(dim(V)) ·
∏
p

αp(L,L)−1,
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wobei γ(dim(V)) induktiv definiert ist durch

γ(0) = 1, γ(1) =
1

2
, γ(2) =

1

2π
, γ(n) =

γ(n− 1)

n · ρn
=

γ(n− 1)

n · πn/2

Γ(n
2

+1)

und αp(L,L) ist die sogenannte lokale Darstellungsdichte, welche sich nur mit lo-
kalen Invarianten und ohne Kenntnisse der Vertreter Li berechnen lässt ([Kne02,
(33.5)]).

Beispiel 6.2 ([Kne02, (35.2)]). Im Fall der unimodularen, geraden Gitter der Dimensi-
on m gilt

αp(L,L) = (1− p−m/2) ·
m/2−1∏
j=1

(1− p−2j),

also ∏
p

αp(L,L)−1 = ζ(m/2) ·
m/2−1∏
i=1

ζ(2j).

Für m = 8 ist das Maß gleich 1/696729600, was gerade |Aut(E8)|−1 ist. Also besteht
das Geschlecht in diesem Fall nur aus dem Gitter E8.

Das Geschlechtssymbol

Für ein Geschlecht existiert ein vollständiges System von Invarianten für
p-adische Äquivalenz, diese lassen sich zu dem sogenannten Geschlechtssymbol
kombinieren, welches ein Geschlecht eindeutig beschreibt (nach [CS99, Kapitel
15, Abschnitt 7]).

Jedes (ganze) Gitter L hat über den p-adischen ganzen Zahlen eine Zerlegung
der Form

L = (L0, q0) ⊥ (Lp, pq1) ⊥ (Lp2 , p
2q2) ⊥ . . .

wobei die Determinante von jedem (Lpi , qi) teilerfremd zu p ist. Diese Zerlegung
wird auch Jordan-Zerlegung genannt. Für p 6= 2 sei nun

nq = dim(Lq) und εq =

(
det(Lq)

p

)
,

wobei
( )

das Legendre-Symbol bezeichnet. Das p-adische Symbol ist dann das
formale Produkt der Faktoren

qεqnq .

Zwei Gitter sind über den p-adischen ganzen Zahlen äquivalent, genau dann
wenn sie dieselben Invarianten nq, εq für jede Potenz q von p haben, genau dann
wenn sie dasselbe p-adische Symbol haben ([CS99, Kapitel 15, Theorem 9]). Für
p = 2 muss zusätzlich zum p-adischen Symbol noch die Parität der 2-adischen
Gitter Lq betrachtet werden, dies wird mittels qI bzw. qII unterschieden. Im Fall
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der geraden Gitter entfällt dies aber, da die Lq gerade Z2-Gitter sind. Ein solches
Gitter L der Dimension n hat dann ein Geschlechtssymbol der Form

IIn(. . . ),

wobei die Klammern die p-adischen Symbole enthalten (für alle p die 2 det(L) tei-
len). Ein Geschlecht wird durch das Geschlechtssymbol eindeutig beschrieben.
Mit dem Nachbarschafts-Algorithmus von M. Kneser können alle Isomorphie-
klassen in einem Geschlecht berechnet werden ([Kne02, Abschnitt 28]).

6.2 Hermitesche p-elementare Gitter

Sei E ein CM-Körper, d.h. eine eine total imaginäre quadratische Erweiterung
eines total reellen Zahlkörpers K mit Involution : E → E. Seien ZK bzw. ZE
die Ganzheitsringe von K bzw. E. Sei p ein Primideal in ZK , dann heißt p

träge
zerlegt
verzweigt

falls pZE =


P

PP und P 6= P

P2

für ein Primideal P von ZE . Die Differente DE von E ist das Inverse des gebro-
chenen Ideals

D−1
E := {a ∈ E | TrEQ(aZE) ⊆ Z}.

Sei nun (V,Φ) ein hermitescher Raum über E, d.h V ist ein E-Vektorraum der
Dimension m < ∞ und Φ : V × V → E ist eine hermitesche Form bzgl. der
Involution mit

• Φ(x+ x′, y) = Φ(x, y) + Φ(x′, y) für alle x, x′, y ∈ V .

• Φ(αx, βy) = αΦ(x, y)β für alle x, y ∈ V und α, β ∈ E.

• Φ(x, y) = Φ(y, x) für alle x, y ∈ V .

Insbesondere folgt damit Φ(x, x) = Φ(x, x) ∈ K für alle x ∈ V .
Ein ZE-Gitter L in V ist ein endlich erzeugter ZE-Modul in V . Dieser muss nicht
frei sein, da ZE kein Hauptidealring ist, es existiert allerdings eine sogenannte
Pseudobasis ([OMe63, 81:3]), also eine E-Basis (x1, . . . , xn) von EL und gebro-
chene Linksideale A1, . . .An in ZE mit

L =
n⊕
i=1

Aixi.

Das Volumenideal

v(L) := A1A1 . . .AnAn · det(x1, . . . , xn)
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ist unabhängig von der gewählten Pseudobasis. Sei ohne Einschränkung L ein
volles Gitter in V , d.h. es gilt V = EL. Dann ist der Rang von L gleich der Di-
mension von V . Das hermitesche Dualgitter ist

L∗ := {x ∈ V | Φ(x, L) ⊆ ZE}.

Ein ZE-Gitter heißt A-modular (für ein gebrochenes, zweiseitiges ZE-Ideal A),
wenn AL∗ = L gilt. Ein ZE-modulares Gitter heißt unimodular. Mit der hermite-
schen Form Φ lässt sich eine symmetrische Bilinearform

ΦT : V × V → Q,ΦT (x, y) := TrEQ(Φ(x, y))

definieren. Dann ist ΦT nicht ausgeartet, genau dann wenn Φ nicht ausgeartet
ist, und ΦT ist positiv definit, genau dann wenn Φ total positiv definit ist. Als
ZE-Modul ist ein Gitter L in V natürlich auch ein endlich erzeugter Z-Modul,
das Gitter L ≤ (V,ΦT ) heißt dann Spurgitter von L, für das duale Gitter gilt die
Gleichung

L# = D−1
E L∗.

Für ein ZE-Ideal A ist die Norm N(A) definiert als |ZE/A|, damit gilt für die
Determinante des Spurgitters

det(L) = |dE|dimE(L) ·N(v(L)).

Sei ΩK die Menge der endlichen Stellen von K, d.h. die Menge der Primideale
von ZK . Ein Stelle p ∈ ΩK heißt dyadisch, falls p | 2, und nicht-dyadisch sonst.
Sei Kp die Vervollständigung von K an der Stelle p und sei Ep := E ⊗K Kp die
Vervollständigung von E. Für die Differente gilt DEp := (DE)p.
Für ein ZE-Gitter L in V ist Lp := L⊗ZK ZKp ein ZEp-Gitter in Vp := V ⊗K Kp. Es
gilt (L∗)p = (Lp)

∗. Das (hermitesche) Geschlecht des Gitters L ist dann definiert
als die Menge aller Gitter L′ in V , so dass Lp

∼= L′p für alle Stellen p ∈ ΩK gilt.
Als Gitter über einem lokalen Körper besitzt Lp, ähnlich wie im Fall der p-
adischen Zp-Gitter, eine Jordan-Zerlegung. Für jede Komponente in dieser Zer-
legung ist der Isomorphietyp nur abhängig von der Modulartät ([Jac62]). Sei
dafür πK ein uniformisierendes Element von Kp, d.h. ein Erzeuger des maxi-
malen Ideals von ZKp , und sei πE ein Erzeuger des maximalen Ideals P in ZEp ,
welches pZEp enthält und -invariant ist. Sei

H(i) :=

(
0 (πE)i

(πE)i 0

)
die (Pi-modulare) hyperbolische Ebene.

Definition 6.3. Eine Zerlegung Λ =⊥ti=1 Λi eines ZEp-Gitters Λ heißt Jordan-
Zerlegung, falls die Teilgitter Psi-modular sind mit s1 < s2 < · · · < st.

Jedes ZEp-Gitter besitzt eine Jordan-Zerlegung (siehe z.B. [Kir16]).
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Lemma 6.4 ([Jac62, Section 7]). Sei p ∈ ΩK eine nicht-verzweigte, nicht-dyadische
Stelle, und sei Λ ein Pi-modulares ZEp-Gitter, dann gilt

Λ ∼= 〈πiK , . . . , πiK〉.

Lemma 6.5 ([Jac62, Proposition 8.1]). Sei p ∈ ΩK eine verzweigte, nicht-dyadische
Stelle, und sei Λ ein Pi-modulares ZEp-Gitter vom Rang r, dann gilt

Λ ∼=

{
〈πi/2K , . . . , π

i/2
K , det(Λ)π

i(1−r)/2
K 〉 falls i gerade

H(i) ⊥ · · · ⊥ H(i) falls i ungerade.

Die Determinante det(Λ) ist wohldefiniert modulo N(E∗p ), also ein Element von

K∗p/N(E∗p ) ∼=

{
C1 p zerlegt
C2 sonst.

Damit wird das lokale Geschlechtssymbol in [Kir16, Abschnitt 8.3] definiert als

(s1
Rang(Λ1)
± , . . . , st

Rang(Λt)
± ),

wobei der Index + ist, falls det(Λi) ∈ N(E∗p ) ist, und − sonst. Im Fall dass p
zerlegt, ist das Vorzeichen immer +, kann also weggelassen werden. Falls p träge
ist, ist das Vorzeichen +, falls si ·Rang(Λi) gerade ist, und − sonst, in diesem Fall
kann es also auch weggelassen werden. Das Geschlechtssymbol eines ZE-Gitters
L ist dann das Tupel aller lokalen Geschlechtssymbole für alle Primideale von
ZK , die in E verzweigen oder an denen L lokal nicht unimodular ist.

Sei nun L ein hermitesches ZE-Gitter, so dass das Spurgitter ein gerades Gitter
mit quadratfreier Stufe ` ist. Dann gilt `L# ⊆ L ⊆ L# und aus L# = D−1

E L∗ folgt

`D−1
E L∗ ⊆ L ⊆ D−1

E L∗.

Nach Vervollständigung an einer Stelle p ∈ ΩK ergibt dies

`D−1
Ep
L∗p ⊆ Lp ⊆ D−1

Ep
L∗p.

Sei nun p > 2 eine Primzahl und E = Q[ζp] der p-te Kreisteilungskörper mit
Involution : ζp 7→ ζ−1

p . Der Fixkörper ist K = Q[ζp + ζp]. Die Erweiterung E/K
ist verzweigt an der Stelle p mit p | p und unverzweigt sonst. Für das Primideal
P mit pZE = Pp−1 gilt DE = Pp−2 ([Neu92, Theorem 2.6]) und die Diskriminante
von E ist

dE = (−1)
p−1
2 pp−2.

In der Jordan-Zerlegung an der Stelle p eines p-elementaren Gitters sind dann
p Komponenten möglich, diese sind Psi-modular für si ∈ {2 − p, . . . , 0, 1}. Die
Elemente πK bzw. πE können als (1 − ζp)(1 − ζp) bzw. (1 − ζp) gewählt werden.
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Die Komponenten minimaler Dimension sind diese in der folgenden Tabelle an-
gegeben, wobei ∆ ein Erzeuger von K∗p/N(E∗p)

∼= C2 ist.

P2−p P2−p+1 . . . P−3 P−2 P−1 ZEp P

H(2− p) 〈π
2−p+1

2
K 〉 H(−3) 〈π−1

K 〉 H(−1) 〈1〉 H(1)

〈∆π
2−p+1

2
K 〉 〈∆π−1

K 〉 〈∆〉

Bemerkung 6.6. Für ein Gitter, das an der Stelle p eines der obigen Pi-modularen
Gitter minimaler Dimension ergibt, gilt für die Determinante des Spurgitters{

pp−2+i falls i gerade
pp+i falls i ungerade.

Bemerkung 6.7. Sei L ein z-dimensionales Gitter über E, so dass das Spurgitter p-
elementar mit Determinante pm ist. Dann gilt

pm = det(L) = |dE|z ·N(v(L)) = pz(p−2) ·N(v(L)),

insbesondere gilt also N(v(L)) = |ZE/v(L)| = pm−z(p−2). An der Stelle p folgt damit
v(Lp) = Pm−z(p−2). Für die minimalen Komponenten gilt nun v(H(i)) = P2i bzw.
v(〈πi/2K 〉) = Pi. Zusammen mit v(L ⊥ L′) = v(L) · v(L′) lässt sich damit die Norm der
Jordan-Zerlegung von Lp bestimmen.

Lemma 6.8. Die Determinante eines ZEp-Gitters L ist eine Norm.

Beweis. Sei β := ζ2
p + ζp

2 − 2 ∈ Q[ζ + ζp], dann gilt Q[ζp] = Q[ζp + ζp](
√
β), und

det(L) ist eine Norm, genau dann wenn

(β, det(L))p = 1,

wobei (·, ·)p das Hilbert-Symbol an der Stelle p bezeichnet (siehe [OMe63, 63:10]).
Nach dem Reziprozitätsgesetzt ([OMe63, 71:18]) gilt

(β, det(L))p =
∏
q 6=p

(β, det(L))q,

daraus folgt die Behauptung. �

Beispiel 6.9. (Die 3-elementaren Z[ζ3]-Gitter)
Die Komponenten in kleinster Dimension sind hier

P−1 ZEp P
H(−1) 〈1〉 H(1)

.

Nach Bemerkung 6.6 ist die Determinante des Spurgitter eines Z[ζ3]-Gitters L von Rang
2, welches an der Stelle 3 isomorph zu H(−1) ist, 3, nach Bemerkung 6.7 gilt allerdings

det(L) = 32 ·N(v(L)) = 32 · 3−2,
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ein Widerspruch und ein solches Gitter existiert nicht. Auf diese Weise lassen sich Vertre-
ter der Geschlechter p-elementarer Gitter angegben. Minimale Z-Gitter mit einer hermi-
teschen Z[ζ3]-Struktur, die nach Vervollständigung an der Stelle 3 die möglichen Kom-
ponenten liefern, lassen sich folgendermaßen konstruieren:

(1) Das Gitter A2

H(1) ⊥ (1) ⊥ (1) Eindeutiges Teilgitter in A4
2 mit Elementarteiler 36

H(1) ⊥ H(1) Eindeutiges Teilgitter in A4
2 mit Elementarteiler 38

H(−1) ⊥ H(1) Gitter im Geschlecht von A4
2 (von Klassenzahl 2)

H(−1) ⊥ (1) ⊥ (1) und Hermitesche Dualgitter der obigen Gitter
H(−1) ⊥ H(−1)

Aus diesen lassen sich dann Vertreter der Geschlechter 3-elementarer (Spur-)Gitter mit
gegebener Determinante kombinieren. Für die Geschlecht der 3-modularen Gitter vom
Rang z sind diese z.B.

H(1)a ⊥ (1)z−4a ⊥ H(−1)a mit a = 0, . . . , bz/4c .

6.3 Modulare und extremale Gitter

Die Eigenschaft einer Extremalität wurde zuerst für unimodulare Gitter definiert
und bedeutet, dass das Minimum so groß ist, wie die Theorie der Modulformen
es zulässt. Sei L ein gerades, unimodulares Gitter, dann hat die Theta-Reihe

ΘL(z) :=
∑
λ∈L

q
1
2

(λ,λ) mit q = e2πiz

des Gitters die Potenzreihenentwicklung

ΘL(z) =
∞∑
m=0

am(L)qm

mit
am(L) := |{x ∈ L | (x, x) = 2m}|.

Die Theta-Reihe definiert eine holomorphe Funktion auf der oberen Halbebene

H := {τ ∈ C | =(τ) > 0}

und ist eine Modulform vom Gewicht n
2

für die Gruppe SL2(Z). Außerdem gilt
n ≡ 0 (mod 8) ([Ebe13, Theorem 2.1]).
Die Modulformen vom Gewicht k bilden einen C-Vektorraum Mk, wobei die
Dimension für ungerades k Null ist. Die AlgebraM aller Modulformen ist eine
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graduierte Algebra, d.h. es gilt

M =
∞⊕
k=0

Mk

und Mi · Mj ⊂ Mi+j . Zusätzlich ist M gerade die Polynomalgebra C[E4, E6]
in den normalisierten Eisensteinreihen vom Index 4 und 6. Dies kann benutzt
werden, um zu zeigen, dass die Abbildung

Mn
2
→ Cd,

∞∑
m=0

amq
m 7→ (a0, . . . , ad−1)

für n ≡ 0 (mod 8) ein Isomorphismus ist, wobei die Dimension

d = dimMn
2

= 1 +
⌊ n

24

⌋
ist.

Satz 6.10 ([MOS75], [Sie69]). Es gilt ad > 0, insbesondere folgt für ein ein gerades,
unimodulares Gitter L der Dimension n die Abschätzung

min(L) ≤ 2 + 2
⌊ n

24

⌋
.

Für nicht-gerade unimodulare Gitter folgt mit ähnlichen Methoden die
Abschätzung

min(L) ≤ 1 +
⌊n

8

⌋
.

Allerdings war auch bekannt, dass diese nur von genau 12 solcher Gitter an-
genommen wird, wobei die höchste Dimension 23 ist. In [CS90] wurde die
Abschätzung zu

min(L) ≤
⌊
n+ 6

10

⌋
,

für n genügend groß, verbessert. In [RS98a] wurde schließlich dieselbe
Abschätzung wie für gerade unimodulare Gitter gezeigt:

Satz 6.11. Sei L ein unimodulares Gitter der Dimension n, dann gilt

min(L) ≤ 2 + 2
⌊ n

24

⌋
,

außer im Fall n = 23, hier gilt min(L) ≤ 3.

Definition 6.12. Ein gerades unimodulares Gitter L der Dimension n heißt extremal,
falls min(L) = 2 + 2b n

24
c gilt.

Bisher sind 6 extremale unimodulare Gitter in den Sprungdimensionen (d.h.
Vielfache von 24) bekannt, das bereits erwähnte Leech-Gitter Λ24, die Gitter P48q,
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P48p, P48n und P48m in Dimension 48 ([CS99], [Neb98], [Neb14]) und das bisher
einzige bekannte extremale Gitter Γ72 in Dimension 72 ([Neb12a]).

Der Begriff eines modularen Gitters wurde von H.-G. Quebbemann in [Que95]
eingeführt. Motiviert wurde der Begriff dadurch, dass einige bekannte Gitter,
wie das Barnes-Wall-Gitter BW16 oder das Coxeter-Todd-Gitter K12, zwar nicht
unimodular, aber geometrisch ähnlich zu ihrem Dualen Gitter sind.

Definition 6.13. Sei ` eine quadratfreie, natürliche Zahl und sei L ein gerades Gitter
der Stufe `. Dann heißt L `-modular, falls L isomorph zum reskalierten Dualgitter (`)L#

ist. Falls L für jeden Teiler d von ` isomorph zum partiellen Dualgitter

L#,d := L# ∩ 1
d
L

ist, heißt L stark `-modular.

Ein stark `-modulares Gitter ist also insbesondere `-modular und falls ` eine
Primzahl ist, fallen die beiden Begriffe zusammen. Aus

det(L) = det(
√
`L#) = `n det(L)−1

folgt det(L) = `
n
2 . Für ein `-modulares Gitter gilt also

L#/L ∼= (Z/`Z)
n
2 .

Auf eine ähnliche Weise wie für gerade, unimodulare Gitter lässt sich auch hier
eine Abschätzung für das Minimum beweisen ([Que95], [Que97]). Sei ` quadrat-
frei und sei

Γ0(`) :=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mod `)

}
die Kongruenzuntergruppe von SL2(Z) mit Normalisator Γ∗(`) in SL2(R). Falls `
eine Primzahl ist, gilt

Γ∗(`) = Γ0(`) ∪ Γ0(`) · t`,

wobei

t` =

(
0 1√

`

−
√
` 0

)
die Fricke-Involution ist. Für quadratfreies ` ∈ N ist die Faktorgruppe Γ∗(`)/Γ0(`)
2-elementar abelsch und wird von gewissen Atkin-Lehner-Involutionen erzeugt.
Sei nun σ0(`) die Anzahl der (positiven) Teiler von ` und sei σ1(`) die Summe
dieser Teiler. Falls σ1(`) ein Teiler von 24 ist, also

` ∈ {1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 14, 15, 23},

ist die Abbildung

Mn
2
(Γ∗(`), χn

2
)→ Cd` ,

∞∑
m=0

amq
m 7→ (a0, . . . , ad` − 1)
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ein Isomorphismus und es gilt

d` = dimMn
2
(Γ∗(`), χn

2
) = 1 +

⌊
n · σ1(`)

24 · σ0(`)

⌋
.

Diese Stufen heißen auch Quebbemannsche Stufen. Der Charakter χn
2

ist auf

Γ0(`) als
(
−`
d`

)
definiert ist und wird mit Hilfe von Gaußschen Summen auf die

erzeugenden Atkin-Lehner Involutionen fortgesetzt (im Fall ` = 6 gibt es hier
zwei Möglichkeiten, daher unterscheidet man zwischen den Fällen 6a und 6b).
Außerdem ist der Koeffizient ad` für die extremale Modulform positiv, daraus
folgt die folgende Abschätzung:

Satz 6.14. Sei L ein stark `-modulares Gitter der Dimension n, so dass σ1(`) ein Teiler
von 24 ist. Dann gilt

min(L) ≤ 2 + 2

⌊
n · σ1(`)

24 · σ0(`)

⌋
.

und im Fall der Gleichheit heißt L extremal.

Bemerkung 6.15. Sei ` eine Primzahl und n ≡ 2 (mod 4), falls ` ≡ 3 (mod 4) und
n ≡ 0 (mod 4) sonst. Dann gibt es nach [Que95, Theorem 2], genau ein Geschlecht von
geraden Gittern der Dimension n, Stufe ` und Determinante `n/2. In diesem existiert
mindestens ein `-modulares Gitter.

` Geschlechtssymbol für r ∈ N
1 II8r

2 II4r

(
2(−1)r2r

)
3 II2r

(
3(−1)rr

)
5 II4r

(
5(−1)r2r

)
6 II8r (2+4r3+4r)

6a II8r−4

(
2+(4r−2)3+(4r−2)

)
6b II8r−4

(
2−(4r−2)3−(4r−2)

)
7 II2r (7+r)

11 II2r

(
11(−1)rr

)
14 II4r (2+2r7+2r)
15 II4r

(
3(−1)r2r5(−1)r2r

)
23 II2r (23+r)

TABELLE 6.1: Geschlechtssymbole der Quebbemanschen Ge-
schlechter

Viele extremale Gitter wurden von G. Nebe und W. Plesken im Zuge der Klassi-
fikation maximaler, endlicher, rationaler Matrixgruppen entdeckt ([NP95]). An-
dere Gitter wurden von C. Bachoc mit Hilfe von Zahlenkörpern, Quaternionen
und Codes konstruiert (siehe auch [SS99] für einen Übersichtsartikel). In [Neb13]
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wurde ein Langzeitprojekt gestartet, um alle 48-dimensionalen, unimodulare, ex-
tremale Gitter mit gegebenen Automorphismen zu klassifizieren. Für den aktu-
ellen Stand der Klassifikation von extremalen, stark `-modularen Gittern siehe
[Jür15] oder die entsprechende Tabelle in [NS].

6.4 Automorphismen eines Gitters

Die Automorphismengruppe eines Z-Gitters L in einem quadratischen Raum
(V , q) ist

Aut(L) := {σ ∈ GL(V) | L · σ = L und q(λ · σ) = q(λ) für alle λ ∈ L}.

Sei σ ∈ Aut(L) ein Automorphismus der Ordnung p für eine Primzahl p > 2.
Dann ist das Minimalpolynom µσ(x) von σ ein Teiler von xp − 1, es gilt also
entweder µσ = xp−1 oder µσ = Φp, wobei Φp := xp−1

x−1
= 1+x+ · · ·+xp−1 das p-te

Kreisteilungspolynom ist. Dadurch zerfällt V in die orthogonale, direkte Summe
V = VF ⊥ VZ mit

VF := Kern(σ − 1) und VZ := Kern(Φp(σ)).

Der Raum VZ wird durch die Multiplikation

ζpv = v · σ

zu einem Q[ζp]-Vektorraum der Dimension z := dimQ[ζp](VZ) =
dimQ(VZ)

p−1
. Sei

zusätzlich f := dimQ(VF ) = n− (p− 1)z. Die Projektionen auf die beiden Räume
sind gegeben durch

πF : V → VF , v 7→ v · 1
p
· (1 + σ + · · ·+ σp−1)

bzw.
πZ : V → VZ , v 7→ v − πF (v).

Definition 6.16. Die Gitter F (L) := L ∩ VF und Z(L) := L ∩ VZ heißen σ-Fixgitter
bzw. σ-zyklotomisches Teilgitter von L.

Lemma 6.17 ([Mar03, Proposition 1.3.4]). Es gilt πF (L#) = F (L)# und πZ(L)# =
Z(L)#.

Diese Zerlegung wurde in [Neb13] benutzt, um den Typ eines Automorphismus
σ der Ordnung p eines (extremalen) geraden unimodularen Gitters L zu definie-
ren: das Teilgitter F (L) ⊥ Z(L) hat Index ps in L mit s ≤ min(f, z), der Typ von
(L, σ) ist dann definiert das Tupel p− (f, z)− s. Aus L = L# folgt hier

πF (L)/F (L) ∼= πZ(L)/Z(L) ∼= Fsp
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und es gilt s ≡ z (mod 2). Damit wurden alle möglichen Typen von (L, σ) für ein
extremales, unimodulares Gitter der Dimension 48 bestimmt. Zusätzlich wur-
den alle solchen Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung m, ϕ(m) > 24,
klassifiziert. In [Neb14] wurde so ein viertes extremales, unimodulares Gitter der
Dimension 48 gefunden. In [Jür15] wurden diese Methoden auf Gitter der Stufe
` (` prim) mit einem Automorphismus der Ordnung p angewendet, wobei ` und
p teilerfremd sind. In diesem Fall gilt

F (L)#,p/F (L) ∼= Z(L)#,p/Z(L) ∼= Fsp

mit s ≤ min(f, z). Mit

det(F (L)) = ps · `k1 und det(Z(L)) = ps · `kζ

wurde der Typ hier als p− (f, z)− (k1, kζ) definiert (in [Neb19b] heißt dieser Typ
det-Typ). Die Geschlechter von F (L) und Z(L) sind durch den Typ von (L, σ)
eindeutig bestimmt. Damit wurden viele `-modulare Gitter mit einem Automor-
phismus der Ordnung p klassifiziert.

6.4.1 Automorphismen der Ordnung p eines p-elementaren Git-
ters

Sei im folgenden L ein p-modulares Gitter (p prim) mit einem Automorphismus
σ ∈ Aut(L) von Ordnung p. Eine einfache Möglichkeit zur Konstruktion von
σ-invarianten, extremalen Gittern ist der Übergang zu (maximalen) Obergittern.
Deren Geschlecht ist eindeutig ([CS99, Chapter 15, Theorem 13]) und das Maß
ist kleiner als das der p-modularen Gitter (siehe auch [Neb19b] für zusammen-
gesetzte Stufen).

Satz 6.18. Sei L ein p-elementares, gerades Gitter mit einem Automorphismus σ der
Ordnung p und seiM ein maximales, gerades Z[σ]-Obergitter vonL. Dann istM bereits
ein maximales, gerades Z-Gitter in QL.

Beweis. Die quadratische Form qM ist σ-invariant, also ist die Diskrimanten-
gruppe M#/M über Z[σ] ein quadratischer Raum. Dieser ist anisotrop, denn je-
der isotrope Vektor würde bereits in M liegen. Daraus folgt für einen Teilraum
X ≤ M#/M , dass X ∩ X⊥ = {0} gilt, also ist M#/M die direkte Summe von
X und X⊥ und damit ein halbeinfacher Fp[σ]-Modul. Der einzige einfache Fp[σ]-
Modul ist allerdings Fp, also istM#/M ein anisotroper Fp-Vektorraum und damit
bereits als gerades Z-Gitter maximal. �

Bemerkung 6.19. Seien L1, L2 Gitter mit L1/L2
∼= Fmp und sei U ≤ Aut(L1) ∩

Aut(L2) mit einem σ ∈ U von Prim-Ordnung p. Der Automorphismus σ operiert als
σ ∈ GLm(Fp) auf L1/L2, alle minimalen σ-invarianten Gitter in L1/L2 sind dann ge-
geben durch die eindimensionalen Teilräume von Kern(σ − 1). Auf diesen Teilräumen
operiert zusätzlich der Normalisator NU(σ) von σ in U .
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Beispiel 6.20. Sei L ein 16-dimensionales, 7-modulares, extremales Gitter mit einem
Automorphismus σ der Ordnung 7, dann ist L in einem σ-invarianten, unimodularem
Gitter enthalten. Es gibt zwei unimodulare Gitter in Dimension 16, diese haben jeweils
zwei Konjugiertenklassen von Automorphismen der Ordnung 7 und es lassen sich damit
sechs 7-modulare, extremale Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 7 konstru-
ieren. Davon waren fünf bisher nicht bekannt (Einträge 14 bis 18 in der entsprechenden
Tabelle in [NS]).

Sei R = Zp[σ] ∼= ZpCp der Gruppenring der zyklischen Gruppe der Ordnung p
über dem Ring der p-adischen ganzen Zahlen. Dieser Ring hat drei unzerlegbare
Gitter, den regulären ModulR, den trivialen Modul Zp und das irreduzible Gitter
Zp[ζp] vom Grad p − 1 ([Rei57]). Als R-Modul ist Lp nach dem Satz von Krull-
Schmidt-Remak isomorph zur direkten Summe von unzerlegbaren Gittern, d.h.

Lp ∼= Ra ⊕ Zp[ζp]b ⊕ Zcp.

Damit lässt sich eine analoge Aussage zum teilerfremden Fall beweisen:

Lemma 6.21. Es gilt

pπF (L) ⊥ πZ(L) · (1− σ) ⊆ F (L) ⊥ Z(L) ⊆ L ⊆ πF (L) ⊥ πZ(L)

und L ist ein volles, subdirektes Produkt von πF (L) und πZ(L). Als Fp[σ]-Moduln gilt
die Isomorphie

πF (L)/F (L) ∼= πZ(L)/Z(L) ∼= Fsp
mit s ≤ min(f, z).

Beweis. Sei
Lp ∼= Ra ⊕ Zp[ζp]b ⊕ Zcp.

Das Gitter F (L)p ist ein Teilgitter der Dimension a+ c von Lp und es gilt

(πF (L)p)/(F (L)p) ∼= (Zp/pZp)a ∼= πF (L)/F (L) ∼= Fsp,

also folgt a = s und f = s + c ≥ s. Analog folgt z = s + b ≥ s. Direkt aus der
Definition folgt pπF (L) ⊆ F (L), und da (1 − σ) den Modul πZ(L)/Z(L) ∼= Fsp
annihiliert, gilt πZ(L) · (1− σ) ⊆ Z(L). �

Definition 6.22. Das Tupel p− (f, z)− s heißt der Typ von (L, σ).

Ein Gitter Lp ∼= Ra ⊕ Zp[ζp]b ⊕ Zcp hat also den Typ

p− (a+ c, a+ b)− a,

insbesondere bestimmt der Typ (L, σ) den Isomorphietyp von L als Zp[σ]-Modul,
und L ist ein freier Zp[σ]-Modul, genau dann wenn (L, σ) den Typ p − (s, s) − s
hat.

Lemma 6.23. Die Typen von (L, σ), (L#, σ) und jedem partiellen Dualgitter (L#,d, σ)
sind gleich.
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Beweis. Bezüglich der (σ-invarianten) quadratischen Form q gilt
L# ∼= HomZ(L,Z) und Zp ⊗Z L ∼= HomZp(Zp ⊗Z L,Zp). Als Zp[σ]-Modul
sind dann Zp ⊗Z L und Zp ⊗Z L

# isomorph, da alle unzerlegbaren direkten
Summanden von Zp ⊗Z L

# selbst-dual sind. Daraus folgt, dass die Typen von
(L, σ) und (L#, σ) gleich sind. Für das partielle Dualgitter gilt

Zp ⊗Z L
#,d =

{
Zp ⊗Z L

# falls p | d
Zp ⊗Z L sonst .

Daraus folgt die Behauptung. �

Folgerung 6.24. Das Fixgitter F (L#) hat Index ps in πF (L#) = F (L)#. Aus
det(F (L)) · det(F (L)#) = 1 folgt damit

det(F (L)) · det(F (L#)) = p2s

und analog
det(Z(L)) · det(Z(L#)) = p2s.

Lemma 6.25. Der größte mögliche Elementarteiler von F (L) bzw. Z(L) ist p2.

Beweis. Zu zeigen ist, dass p2F (L)# in F (L) bzw. p2Z(L)# in Z(L) enthalten ist.
Die Aussage folgt dann direkt mit πF (L#) = F (L)#, denn es gilt

p2πF (L#) = pπF (pL#) ⊆ pπF (L) ⊆ F (L).

Die entsprechende Aussage für Z(L) folgt analog. �

Bemerkung 6.26. Im Fall s = f gilt πF (L) = 1
p
F (L), denn es ist πF (L)/F (L) ∼= Fsp

und 1
p
F (L)/F (L) ∼= Ffp . Da L# ein Teilgitter von 1

p
L ist, ist in diesem Fall F (L#) in

1
p
F (L) = πF (L) = F (L#)#

enthalten, insbesondere ist also F (L#) ein gerades Gitter. Analog gilt im Fall s = z die
Gleichheit

πZ(L) = Z(L) · (1− ζp)−1.

Bis hierhin unterscheidet der Fall, dass die Modularität gleich der Ordnung des
Automorphismus ist, nicht sonderlich vom teilerfremden Fall. Die Besonderheit
ist, dass die quadratischen Räume πF (L)/F (L) bzw. πZ(L)/Z(L) maximale total
isotrope Teilräume enthalten. Diese definieren p-elementare Gitter (insbesondere
ist deren Geschlecht als Z-Gitter eindeutig) und können benutzt werden, um alle
möglichen Paare (πF (L), F (L)) bzw. (πZ(L), Z(L)) zu bestimmen.
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Berechnung der (πF (L), F (L))

Bemerkung 6.27. Seien

XF (L) := πF (L) ∩ F (L#) und

YF (L) := πF (L#) ∩ 1

p
F (L).

Dann sind XF (L) und (p)YF (L) gerade, p-elementare Gitter mit

XF (L)# := πF (L) + F (L#) und

YF (L)# := pπF (L#) + F (L).

Zusätzlich gilt

YF (L)# ⊆ XF (L) ⊆ XF (L)# ⊆ YF (L) ⊆ 1
p
YF (L)#

Insbesondere wird pf von det((p)YF (L)) · det(XF (L)) geteilt.

Lemma 6.28. Das Gitter XF (L) ist das Radikal der quadratischen Form

πF (L)/F (L)→ 1
p
Z/Z ∼= Fp,

da jeder weitere isotrope Vektor von πF (L) ebenfalls in πF (L)# = Z(L#) liegen würde.

Lemma 6.29. Mit der Notation von Abbildung 6.1 sind die Elementarteiler von F (L)
p2x+b+a und (p2)s−a−x.

Beweis. Nach Lemma 6.25 ist der größte Elementarteiler p2. Direkt aus der Defi-
nition folgt, dass YF (L) das maximale Teilgitter von F (L)# = πF (L#) ist, so dass
pYF (L) in F (L) enthalten ist, also kommt p2 gerade mit der Vielfachheit s− a− x
vor. Zusammen mit |πF (L)/F (L)| = p2s−a+b folgt daraus die Behauptung. �

Bemerkung 6.30. 1) Es gilt

det(F (L)) = p2s−a+b

und aus det(F (L)) = det(F (L#)) ·
(
pb+s−a

)2 folgt det(F (L#)) = p−b+a, also insbe-
sondere det((p)F (L#)) = pf−b+a. Damit gilt

det(F (L)) · det((p)F (L#)) = p2s+f .

Also ist F (L) oder (p)F (L#) ein Gitter mit Determinante ≤ p(2s+f)/2 und Minimum
≥ min(L).
2) Analog dazu folgt

det(F (L#)) · det((1/p)F (L)) = p2s−f .
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1
p
YF (L)#

1
p
F (L)

πF (L#)

YF (L)

XF (L)#

F (L#)
πF (L)

XF (L)

YF (L)#

F (L)
pπF (L#)

pYF (L)

ps−a−x

pf−s−b−x

ps−a−x
pf−s−b−x

px

pa

pb

pb

pa

px

ps−a−x

pf−s−b−x

ps−a−x
pf−s−b−x

ABBILDUNG 6.1: Verband der Gitter XF (L) bzw. YF (L)
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Es gilt (p)YF (L) = πF ((p)L#) ∩ F ((1/p)L), also gilt (nachdem eventuell L durch
(p)L# ersetzt wurde) nach Bemerkung 6.27 ohne Einschränkung

det(XF (L)) ≤ pf/2

Da XF (L) p-elementar ist, enthält es ein Gitter, welches im Geschlecht der
p-modularen Gitter liegt. Davon ausgehend lassen sich erst alle möglichen F (L#)

(mit Minimum ≥ min(L)
p

) bestimmen, in den πF (L) = F (L#)# muss man schließ-
lich noch alle geeigneten F (L) vom Index ps berechnen).

Algorithmus 6.31. Eingabe: Der Typ p − (f, z) − s eines Automorphismus eines
p-modularen, extremalen Gitters L.
Ausgabe: Repräsentanten der möglichen Paare (πF (L), F (L)).
Algorithmus:

1) Bestimme Vertreter U1, . . . , Uk des Geschlechts der f -dimensionalen p-modularen
Gitter.

2) Für i = 1, . . . , k bestimme die Menge Fi aller möglichen Gitter F (L#) in U#
i /Ui

mit Minimum ≥ min(L)
p

und definiere F = ∪ki=1Fi.

3) Sei dmin := min{det(F ) | F ∈ F} und sei Π ein Vertretersystem der Isomorphie-
klassen aller F#, F ∈ F , mit det(F ) ≤ p2s−f

dmin
.

4) Für alle πF (L) ∈ Π sei XF (L) := πF (L) ∩ πF (L)# und bestimme alle möglichen
geraden Gitter F (L) mit min(F (L)) ≥ min(L) in XF (L)/pXF (L)# vom Index
ps−a, wobei pa der Index [πF (L) : XF (L)] ist.

5) Gebe alle möglichen Paare (πF (L), F (L)) aus.

Beweis. Bis Schritt 2) berechnet der Algorithmus sowohl alle F (L#) also auch
alle (1/p)F (L), d.h. es gilt F (L#), (1/p)F (L) ∈ F . Aus

det(F (L#)) · det((1/p)F (L))) = p2s−f

folgt die Einschränkung det(F ) ≤ p2s−f

dmin
in Schritt 4. �

Berechnung der (πZ(L), Z(L))

Alle Definitionen und Ergebnisse des vorhergehenden Abschnittes übertragen
sich direkt auf den Fall (πZ(L), Z(L)), indem F durch Z bzw. f durch (p − 1)z
ersetzt wird. Insbesondere folgt also wie in Bemerkung 6.30

det(Z(L)) · det((p)Z(L#)) = p2s+(p−1)z.

Folgerung 6.32. Indem man eventuell L durch (p)L# ersetzt, gilt ohne Einschränkung

det(F (L)) ≤ ps+f/2 oder det(Z(L)) ≤ ps+(p−1)z/2.
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Durch den Übergang zu dem eindeutigem quadratischem Teilkörper von Q(ζp)
lassen sich im zyklotomischem Fall Teilgitter definieren, die für die Klassifikation
der Paare (πZ(L), Z(L)) hilfreich sind.

Definition 6.33. Sei

δ =

p−1∑
i=1

(
i

p

)
ζ ip

die quadratische Gausssumme modulo p. Es gilt δ2 = (−1)
p−1
2 p, d.h. δ erzeugt den

quadratischen Teilkörper Q(
√
±p) von Q(ζp). Sei damit

X̂Z(L) := XZ(L) +XZ(L)∗ = XZ(L) +XZ(L)# · δ

Satz 6.34. Das Gitter X̂Z(L) ist ganz und in Z(L#) enthalten.

Beweis. Es gilt

X̂Z(L) = XZ(L) +XZ(L)# · δ = (πZ(L) ∩ Z(L#)) + πZ(L) · δ + Z(L#) · δ

und

X̂Z(L)# = XZ(L)# ∩XZ(L) · 1
δ

= (πZ(L) + Z(L#)) ∩
(
πZ(L) · 1

δ
+ Z(L#) · 1

δ

)
.

Dann ist X̂Z(L) ein ganzes Gitter, denn es giltXZ(L) ⊆ XZ(L)#,XZ(L) ⊆ XZ(L)·
1
δ

und XZ(L)# · δ ⊆ XZ(L)#, zusätzlich ist XZ(L)# · δ ⊆ XZ(L) · 1
δ

äquivalent
zu XZ(L)# ⊆ XZ(L) · 1

δ2
= 1

p
XZ(L), was erfüllt ist, da XZ(L) p-elementar ist.

Die Projektion πZ(L) ist in X̂Z(L)# enthalten, also ist Z(L#) ein Obergitter von
X̂Z(L). �

Lemma 6.35. Es existiert ein hermitesch unimodulares Z[δ]-Gitter U mit

X̂Z(L)∗ ⊆ U = U∗ ⊆ X̂Z(L).

Beweis. Das Gitter X̂Z(L)∗ ist hermitesch ganzzahlig, also kann U so gewählt
werden, dass es an jeder Stelle 6= p mit X̂Z(L) übereinstimmt, und an der Stelle p
ein unimodulares Z[δ]p-Obergitter von X̂Z(L)p ist. �



6.4. Automorphismen eines Gitters 105

X̂Z(L) · 1
δ

XZ(L)#

XZ(L) · 1
δ U#

X̂Z(L)#

πZ(L)

Z(L#)

X̂Z(L)

U=U∗

XZ(L)

X̂Z(L)∗

XZ(L)∗

ABBILDUNG 6.2: Verband der definierten Gitter

Bemerkung 6.36. Die Aussagen gelten analog für ŶZ(L) = YZ(L) + YZ(L)# · δ. In
diesem Fall ist ŶZ(L) ⊆ 1

p
Z(L) und außerdem (p)ŶZ(L) · δ ⊆ (p)ŶZ(L) ⊆ (p)ŶZ(L)#.

Ausgehend von einem hermitesch unimodularen Z[δ]-Gitter können also erst
alle ganzen Obergitter X̂Z(L) bestimmt werden, mit diesen können dann die
möglichen Paare (πZ(L), Z(L)) konstruiert werden. In geeigneten Fällen lassen
sich auch direkt die hermiteschen Geschlechter der Gitter XZ(L) bestimmen.
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Algorithmus 6.37. Eingabe: Der Typ p − (f, z) − s eines Automorphismus eines
p-modularen, extremalen Gitters L.
Ausgabe: Repräsentanten der möglichen Paare (πZ(L), Z(L)).
Algorithmus:

1) Bestimme Vertreter U1, . . . , Uk der Isomorphieklassen hermitesch unimodularer
Z[δ]-Gitter vom Rang z.

2) Bestimme die Menge X̂i der ganzen Gitter X̂Z(L) in U#
i /Ui und definiere X̂ =

∪ki=1X̂i.

3) Bestimme für alle X̂ ∈ X̂ die Menge ZX der Gitter Z(L#) in X̂ · 1
δ
/X̂ mit Mini-

mum ≥ min(L)
p

und definiere Z := ∪X∈XZX .

4) Sei dmin = min{det(Z) | Z ∈ Z} und sei Π ein Vertretersystem der Isomorphie-
klassen aller Z#, Z ∈ Z mit det(Z) ≤ p2s−(p−1)z

dmin
.

5) Für alle πZ(L) ∈ Π bestimme alle Z(L) in XZ(L)/πZ(L) · (1 − ζp) vom Index
ps−a, wobei pa der Index [πZ(L) : XF (L)] ist.

6) Gebe alle möglichen Paare (πZ(L), Z(L)) aus.

Beweis. Bis Schritt 3) berechnet der Algorithmus sowohl alle Z(L#) als auch alle
(1/p)Z(L), d.h. es gilt Z(L#), (1/p)Z(L) ∈ Z . Aus

det(Z(L#) · det((1/p)Z(L)) = p2s−(p−1)z ≤ 1

folgt die Einschränkung det(Z) ≤ p2s−(p−1)z

dmin
in Schritt 5. �

Konstruktion von L durch Verklebung

Seien (πF (L), F (L)) und (πZ(L), Z(L)) zwei mögliche Paare von Gittern, die
mit Algorithmus 6.31 bzw. 6.37 berechnet wurden. Ein zugehöriges (extrema-
les) p-modulares Gitter L ist nun gegeben durch eine Antiisometrie der beiden
quadratischen Räume

(πF (L)/F (L), qF ) und (πZ(L)/Z(L), qZ),

d.h. es gilt
L = {(v, ϕ(v)) ∈ πF (L) ⊥ πZ(L)}

für einen Fp-Vektorraumisomorphismus

ϕ : πF (L)/F (L)→ πZ(L)/Z(L)

mit
qF (v) ≡ −qZ(ϕ(v)) (mod Z) für alle v ∈ πF (L).
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Bemerkung 6.38. Die Gitter XF (L) und XZ(L) definieren maximal total isotrope
Teilräume in (πF (L)/F (L), qF ) bzw. (πZ(L)/Z(L), qZ). Insbesondere müssen also die
Indizes [πF (L) : XF (L)] und [πZ(L) : XZ(L)] gleich sein, damit ein solcher Isomorphis-
mus ϕ existieren kann.

Sei
X(L) := L(L) + (XF (L) ⊥ XZ(L)),

dann ist X(L) das maximale, gerade Obergitter von L, so dass

πF (L) ⊥ πZ(L) = πF (X(L)) ⊥ πZ(X(L))

gilt.

Lemma 6.39. Es gilt F (X(L)) = XF (L) und Z(X(L)) = XZ(L).

Beweis. Sei l + f + z ∈ X(L), mit l ∈ L, f ∈ XF (L) und z ∈ XZ(L). Zu-
erst wird die Aussage für F (X(L)) gezeigt. Es gilt F (X(L)) = Kern(πZ |X(L)),
also muss gezeigt werden, dass l + f + z in XF (L) liegt, genau dann wenn
l + f + z in Kern(πZ |X) enthalten ist. Die Hinrichtung ist klar, da πZ ◦ πF = 0.
Sei also l + f + z ∈ Kern(πZ |X). Es gilt πZ(l + f + z) = πZ(l) + z, also folgt
πZ(l) = −z ∈ XZ(L). Aus l = πF (l) + πZ(l) = πF (l) − z folgt dann l + f + z =
πF (l) + f . Da l und πZ(l) = −z in L# enthalten sind, gilt dies auch für πF (l), ins-
gesamt folgt damit πF (l) + f ∈ XF (L). Der Beweis für Z(X(L)) verläuft analog.

�

Sei
N(L) := L ∩ (F (X(L)) ⊥ Z(X(L))) = L ∩ (XF (L) ⊥ XZ(L)),

dann gilt
N(L) = {(v, ϕ|XF (L)⊥XZ(L)(v) ∈ XF (L) ⊥ XZ(L)},

wobei ϕ die Antiisometrie ist, die L definiert. Insbesondere ist also N(L) das
volle, subdirekte Produkt von XF (L) und XZ(L).
Sei a die Dimension von XF (L) bzw. XZ(L) in πF (L)/Z(L) bzw. πZ(L)/Z(L).
Dann existiert eine Basis B = (b1, . . . , bs) von πF (L)/F (L), so dass (b1, . . . , ba)
eine Basis von XF (L) in πF (L)/F (L) ist. Die Gram-Matrix bzgl. B hat dann die
Form(
A B
C D

)
mit A ∈ Za×a, B ∈ Za×(s−a), C ∈ Z(s−a)×a und D ∈ (Z/1

p
Z)(s−a)×(s−a).

Für eine solche fest gewählte Basis B sind dann alle möglichen Verklebun-
gen gegeben durch Basen C = (c1, . . . , cs) von πZ(L)/Z(L), so dass die zu-

gehörige Gram-Matrix äquivalent ist zu −
(
A B
C D

)
(mod Z). Die Vektoren

(b1, c1), . . . , (ba, ca) definieren dann das Teilgitter N(L).
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πF (L) ⊥ πZ(L)

X(L)

XF (L) ⊥ XZ(L)

N(L)

L

F (L) ⊥ Z(L)

ps−a

ps−apa

ps−a

pa

pa

ABBILDUNG 6.3: Verband der definierten Ober- und Teilgitter X(L)
und N(L) von L.

Bemerkung 6.40. Nach dem Satz von Witt operiert (für p > 2) die Isometriegrup-
pe von (πF (L)/F (L), qF ) bzw. (πZ(L)/Z(L), qZ) transitiv auf der Menge der maximal
total isotropen Teilräume, damit liegt N(L) charakteristisch in L. Insbesondere kann
also erst durch die möglichen Verklebungen (b1, c1), . . . , (ba, ca) die Menge aller N(L)
bestimmt werden, diese werden dann auf Isomorphie getestet und Vertreter der Isomor-
phieklassen werden dann weiter zu (extremalen) Gittern L geliftet. Die Isomorphismen
müssen hierbei die (hermitesche) Struktur des Raumes V1 ⊥ Vζ fixieren.

Der Typ p− (s, s)− s
In [Neb19a] werden p-modulare Gitter mit einem Automorphismus σ der
Ordnung p untersucht, die als Zp[σ]-Gitter frei sind, d.h. der Typ von (L, σ) ist
p− (s, s)− s. Die Strukturergebnisse werden in diesem Abschnitt angegeben.

Satz 6.41. Sei R := Zp[σ] und M ∼= Rs ein freies R-Gitter vom Rang s. Für ein ein
freies R-Gitter N mit pM ⊆ N ⊆ M existiert eine R-Basis (g1, . . . , gs) von M und ein
0 ≤ k ≤ s, so dass

N = Rg1 ⊕ · · · ⊕Rgk ⊕ pRgk+1 ⊕ · · · ⊕ pRgs

gilt.
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Satz 6.42. Sei p > 2 ein Primzahl und sei L ein p-modulares Gitter mit einem
Automorphismus σ des Typs p − (s, s) − s. Dann ist s = 2t gerade und es gilt
F (L)#/F (L) ∼= (Z/pZ)t ⊕ (Z/p2Z)t und Z(L)#/Z(L) ∼= (Z/pZ)(p−1)t ⊕ (Z/p2Z)t.
Folgerung 6.43. Mit den Voraussetzungen von Satz 6.42 gilt Z(L#) = Z(L)# ·(1−σ)
und

F (L) ⊆ F (L#) = pπF (L#) = pF (L)# ⊆ 1
p
F (L) ⊆ F (L)#,

wobei der Index jeweils pt ist. Insbesondere ist (1/p)F (L) ein gerades, p-elementares Git-
ter mit Determinante pt und Dimension s = 2t. Nach [CS99, Kapitel 15, Theorem 13]
ist das Geschlecht von F (L) also eindeutig bestimmt.
Satz 6.44. Im Spezialfall p = 3 sei L ein 3-modulares Gitter mit einem Automorphismus
σ vom Typs 3− (s, s)− s. Dann ist πZ(L) ∩ Z(L#) =: Y ein hermitesch selbst-duales
Z[ζ3]-Gitter mit

Z(L) ⊆ Y = Y ∗ ⊆ Z(L∗) = Z(L#).

Das Geschlecht des hermiteschen Z[ζ3]-Gitters Z(L) ist eindeutig durch s bestimmt.

6.5 Extremale, 3-modulare Gitter der Dimension 24

In Dimension 24 ist bisher ein einziges extremales, 3-modulares Gitter bekannt
([Neb98]), sei L24 dieses Gitter1. Es ist eindeutig mit einem Automorphismus
von Prim-Ordnung ≥ 5 ([Jür15, Abschnitt 4.2.5]). Im folgenden werden die ent-
wickelten Methoden benutzt, um den folgenden Satz zu zeigen:

Satz 6.45. Sei L ein 3-modulares, extremales Gitter der Dimension 24 mit einem Auto-
morphismus der Ordnung 3. Dann ist L isomorph zu L24.
Sei also L ein 24-dimensionales, 3-modulares, extremales Gitter und sei σ ∈
Aut(L) ein Automorphismus der Ordnung 3. Indem man eventuellL durch (p)L#

ersetzt, gilt nach Bemerkung 6.30

det(F (L)) ≤ 3f/2+s oder det(Z(L)) ≤ 3z+s.

Da diese beiden Gitter Minimum ≥ 6 haben, sind mit der Cohn-Elkies-Schranke
([CE03]) nur die folgenden Typen möglich:

f z s
0 12 0
2 11 2
4 10 4
6 9 4, 5, 6
8 8 4, 5, 6, 7, 8

10 7 4, 5, 6, 7
12 6 4, 5, 6
14 5 4, 5
16 4 4

1Der offizielle Name des Gitters ist eigentlich
(

5+
√

13
2

)
L24.2
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Die Automorphismengruppe des bereits bekannten Gitter L24 ist von Ordnung
25 · 32 · 7 · 13 mit 5 Konjugiertenklassen mit Elementen der Ordnung 3. Zwei
davon haben den Typ 3 − (0, 12) − 0 (insbesondere ist hier L24 ein hermitesches
Gitter über Z[ζ3], es kann aber nach [Fei78] nicht hermitesch unimodular sein),
die anderen drei haben den Typ 3− (8, 8)− 8.

Der Fall f = 16:

Das Geschlecht der unimodularen Z[ζ3]-Gitter vom Rang 4 ist nach [Fei78] ein-
klassig, damit ist das Spurgitter von U gleich A4

2. Dieses Gitter hat drei ganze
Obergitter mit Minimum 2, aus diesen lassen sich insgesamt sieben mögliche
Gitter F (L#) konstruieren, die vier Isomorphieklassen bilden. Die Determinan-
ten dieser Gitter sind

1, 32, 32 und 34.

Da diese Gitter Kandidaten für Z(L#) und (1/p)Z(L) sind, folgt aus

det(Z(L#)) · det((1/p)Z(L)) = 32s−(p−1)z = 1,

dass Z(L#) eindeutig ist. Die einzige Möglichkeit für das Paar (πZ(L), Z(L)) ist
dann (E8,

(3)E8), insbesondere ist also πZ(L) ein ganzes Gitter und πF (L) muss
ein ganzes Gitter mit Minimum ≥ 4 sein. Zusätzlich enthält es ein Gitter, wel-
ches im Geschlecht der 3-modularen Gitter der Dimension 16 liegt, davon gibt
es sechs mit Minimum ≥ 4 (alle 3-modular und extremal), diese haben aber kein
Obergitter mit Minimum 4. Dann ist aber πF (L) ein 3-modulares, extremales Git-
ter und F (L#) = πF (L)# hat Minimum 4

3
, ein Widerspruch.

Der Fall f = 14:

Es gibt ein unimodulares Z[ζ3]-Gitter vom Rang 5 ([Fei78]), dieses hat drei
mögliche Obergitter X̂Z(L). Diese wiederum haben insgesamt sieben Isomor-
phieklassen von möglichen Gittern Z(L#) als Obergitter, die Determinanten sind

3, 33 und 35.

Dann gilt aber det(Z(L#)) · det((1/p)Z(L)) > 1.

Der Fall f = 12:

Es gibt zwei unimodulare Z[ζ3]-Gitter vom Rang 6, dieses haben neun mögliche
Obergitter X̂Z(L). Diese wiederum haben insgesamt 20 Isomorphieklassen von
möglichen Gittern Z(L#) als Obergitter, die Determinanten sind

1, 32, 34 und 36.

Also muss die Determinante bereits 1 sein und s = 6. Da Z(L) in πZ(L) · (1−σ) =
(3)πZ(L) enthalten ist, muss das Minimum von πZ(L) mindestens 2 sein, davon



6.5. Extremale, 3-modulare Gitter der Dimension 24 111

gibt es drei Stück und da z = s gilt, ist Z(L) bereits eindeutig dadurch bestimmt.
Die minimalen Normen der Restklassen πZ(L)/Z(L) sind

(0, 248, 8
3

486
, 4194), (0, 266, 8

3

324
, 10

3

162
, 4176) und (0, 284, 8

3

162
, 10

3

324
, 4158).

Insbesondere muss das Minimum von πF (L) mindestens 2 sein. Davon gibt es bis
auf Isomorphie dreu Stück. Diese haben alle Determinante 1, für zwei hat XF (L)
Index 33 in πF (L), für das dritte ist der Index 3. Für das Gitter πF (L) mit Index 3
gilt allerdings, dass alle Restklassen in πF (L)/3XF (L)# die Normen 0, 2

3
(mod Z)

haben, diese können alo nicht mit den möglichen (πZ(L), Z(L)) verklebt werden.
Für die anderen beiden πF (L) lassen sich die Fixgitter F (L) ausrechnen, insge-
samt gibt es 2504 Möglichkeiten für (πF (L), F (L)). Diese können nicht mit der
ersten Möglichkeit für (πZ(L), Z(L)) verklebt werden, alle anderen Verklebun-
gen liefern kein extremales, 3-modulares Gitter.

Der Fall f = 10:

Es gibt zwei unimodulares Z[ζ3]-Gitter vom Rang 7, dieses haben 22 mögliche
Obergitter X̂Z(L). Diese wiederum haben insgesamt 67 Isomorphieklassen von
möglichen Gittern Z(L#) als Obergitter, die Determinanten sind

3−1, 3, 33, 35 und 37.

Aus

det(Z(L#)) · det((1/3)Z(L)) = 32s−14 =


1 s = 7

3−2 s = 6

3−4 s = 6

3−6 s = 6

folgt, dass die möglichen Determinanten im Fall s = 7 3−1 und 3 sind, im Fall
s = 6 3−1 und für s = 5 und s = 4 existieren keine passenden Gitter.
Sei zuerst s = 7. Dann existieren 13 mögliche Paare (πZ(L), Z(L)), so dass πZ(L)
das Minimum ≥ 2 hat, und 257 mögliche Paare (πF (L), F (L)). Da L den Index
3s in πF (L) ⊥ πZ(L) hat, gilt im Fall s = 7, dass det(πF (L)) · det(πZ(L)) = 3−2

ist. Zusätzlich muss der Index von XF (L) bzw. XZ(L) in πF (L) bzw. πZ(L) gleich
sein.
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Anzahl Normen det(πZ(L)) [πZ(L) : XZ(L)]
1

(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4
)

3−1 32

1
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3−1 33

2
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3−1 34

1
(
0, 2, 10

3
, 4, 6

)
3 3

1
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 6
)

3 32

1
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 16

3

)
3 33

1
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3 33

2
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 6
)

3 33

2
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 16

3

)
3 34

1
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 16

3
, 6
)

3 34

Anzahl Normen det(πF (L)) [πF (L) : XF (L)]
7

(
0, 2

3
, 2, 8

3
, 4, 14

3
, 6, 20

3
, 8
)

3−1 3
10

(
0, 2

3
, 2, 8

3
, 4, 14

3
, 6, 20

3

)
3−1 3

75
(
0, 2

3
, 2, 8

3
, 4, 14

3
, 6
)

3−1 3
24

(
0, 2

3
, 2, 8

3
, 4, 14

3

)
3−1 3

8
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 16

3
, 6
)

3−1 32

4
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 16

3
, 6
)

3−1 32

13
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 6
)

3−1 32

2
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 16

3

)
3−1 32

1
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 16

3
, 6, 8

)
3−1 32

4
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 16

3
, 6, 8

)
3−1 32

3
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 16

3
, 6, 8

)
3−1 33

1
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 16

3
, 6
)

3−1 33

2
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3
, 16

3
, 6
)

3−1 33

70
(
0, 2

3
, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3−3 33

3
(
0, 2

3
, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4
)

3−3 33

5
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4
)

3−3 34

1
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3−3 34

22
(
0, 2

3
, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3−3 34

2
(
0, 2

3
, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4
)

3−3 34

Dadurch fallen aber bereits die meisten Möglichkeiten weg, so gibt es z.B. 116
Paare (πF (L), F (L)) mit det(πZ(L)) = 3−1 und [πF (L) : XF (L)] = 3, aber kein
passendes Paar (πZ(L), Z(L)). Insgesamt sind nur 169 Verklebungen möglich,
diese liefern kein extremales Gitter.
Sei nun s = 6. Dann gibt es (bis auf Isomorphie) neun mögliche Gitter πZ(L) mit
acht möglichen Paaren (πZ(L), Z(L)). Für die Fixgitter gibt es 218 mögliche Paare
(πF (L), F (L)). In den folgenden zwei Tabellen sind für alle πZ(L) bzw. πF (L)
die minimalen Normen in den Restklassen (ohne Vielfachheit), die Determinante
und der Index von XZ(L) bzw. XF (L) angegeben.
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Anzahl Normen det(πZ(L)) [πZ(L) : XZ(L)]
1

(
0, 2, 10

3
, 4
)

3 3
2

(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3 32

4
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4
)

3 33

1
(
0, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3 34

Anzahl Normen det(πF (L)) [πF (L) : XF (L)]
115

(
0, 2

3
, 2, 8

3
, 4, 14

3

)
3−1 3

14
(
0, 2

3
, 2, 8

3
, 4
)

3−1 3
6

(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3−1 32

56
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4
)

3−1 32

4
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4, 14

3

)
3−1 33

23
(
0, 4

3
, 2, 8

3
, 10

3
, 4
)

3−1 33

Daraus folgt, dass nur die 62 Paare mit [πF (L) : XF (L)] = 32 in Betracht kommen,
diese können aber nicht zu einem extremalen Gitter verklebt werden.

Der Fall f = 8:

Sei zuerst s = 8. Dies ist neben dem hermiteschen Fall der einzige Typ von Au-
tomorphismen der Ordnung 3, die beim Gitter L24 vorkommen. Nach Folgerung
6.43 und Satz 6.44 liegen die Gitter F (L) bzw. Z(L) im (hermiteschen) Geschlecht
der Gitter F (L24) bzw. Z(L24). Das Geschlecht von F (L24) besteht aus zwei Git-
tern, beide haben Minimum 6. Das hermitesche Geschlecht von Z(L24) besteht
aus 103 Gittern, bei diesen muss das Spurgitter Minimum 6 und das Spurgit-
ter des hermitesch Dualen Minimum 2 haben. Dies erfüllen neun Gitter. Für die
Projektionen gilt

πF (L) = 1
3
F (L) und πZ(L) = Z(L) · (1− σ)−1,

die Radikale XF (L) bzw. XZ(L) bilden jeweils 4-dimensionale Teilräume in
πF (L)/F (L) bzw. πZ(L)/Z(L). Für beide Möglichkeiten von F (L) existiert eine
Basis (b1, . . . , b8) von πF (L)/F (L), so dass die Gram-Matrix die Form(

A B
C D

)
mit A,B,C ∈ Z4×4 und diag(D) =

(
2

3
,
2

3
,
2

3
,
2

3

)
hat. Für 12 der 18 möglichen Kombinationen für (F (L), Z(L)) existieren keine
c5, . . . , c8 ∈ πZ(L), so dass das Teilgitter

〈F (L) ⊥ Z(L), (b5, . . . , c5), . . . , (b8, c8)〉 ≤ L

von L Minimum ≥ 6 hat. Für die restlichen sechs Kombinationen werden zuerst
alle Verklebungen

N(L) = 〈F (L) ⊥ Z(L), (b1, c1), . . . , (b4, c4)〉mit c1, . . . , c4 ∈ XZ(L)
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bestimmt und in Isomorphieklassen eingeteilt. Zusammen mit den Konjugier-
tenklassen von passenden Automorphismen (d.h. der Typ ist 3 − (8, 8) und die
Elementarteiler von F (N(L)) bzw Z(N(L)) sind 3494 bzw. 3894) werden diese
weiter zu extremalen Gitter L geliftet. Alle so konstruierten Gitter sind isomorph
zum Gitter L24.

Betrachte nun also die Fälle mit s < 8. Es gibt drei unimodulares Z[ζ3]-Gitter
vom Rang 8, dieses haben 72 mögliche Obergitter X̂Z(L). Sei s = 7, dann existie-
ren neun Möglichkeiten für (πF (L), F (L)). Da L den Index 3s in πF (L) ⊥ πZ(L)
hat, lassen sich daraus die Möglichkeiten für die Determinanten von πZ(L) be-
rechnen, diese sind in der folgenden Tabelle angegeben:

det(πF (L)) det(F (L)) det(XF (L)) det(πZ(L)) det(XZ(L)) det(Z(L#))
3−4 310 34 32 310 3−2

3−2 312 32 1 34 1
3−2 312 34 1 36 1
1 314 1 3−2 3−2 32

Im Fall det(Z(L#)) = 32 istXZ(L) kein ganzes Gitter, also muss die Determinante
vonZ(L#) 1 oder 3−2 sein. Im Fall det(Z(L#)) = 3−2 existieren bis auf Isomorphie
36 Gitter πZ(L), welche 320 Paare (πZ(L), Z(L)) liefern. Im Fall det(Z(L#)) =
1 existieren bis auf Isomorphie 57 Gitter πZ(L), welche 75 Paare (πZ(L), Z(L))
liefern.
Im Fall s = 6 existieren 13 Möglichkeiten für (πF (L), F (L)), die Determinanten
sind hier

det(πF (L)) det(F (L)) det(XF (L)) det(πZ(L)) det(XZ(L)) det(Z(L#))
3−4 38 34 34 312 3−4

3−2 310 32 32 36 3−2

3−2 310 34 32 38 3−2

1 312 1 1 1 1

Kein X̂Z(L) hat ein Obergitter der Determinante 3−4 und Minimum ≥ 2, im Fall
det(Z(L#)) = 1 existieren 57 Gitter πZ(L), diese enthalten allerdings kein gerades
Teilgitter vom Index 36 mit Minimum ≥ 6. Im Fall det(Z(L#)) = 3−2 existieren
33 mögliche πZ(L) und 348 Paare (πZ(L), Z(L)). In allen Fällen liefern die Verkle-
bungen kein extremales Gitter.
Im Fall s = 4 bzw. s = 5 gilt

det(Z(L#)) · det((1/3)Z(L)) =

{
3−6 s = 5

3−8 s = 4.

Allerdings wurde bereits gezeigt dass die kleinstmögliche Determinante von
Z(L#) bzw. (1/3)Z(L) 3−2 ist, diese Fälle sind also nicht möglich.
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Der Fall f = 6:

Sei zuerst s = 6. Es gibt zwei Möglichkeiten für (πF (L), F (L)):

det(πF (L)) det(F (L)) det(XF (L)) det(πZ(L)) det(XZ(L)) det(Z(L#))
3−3 39 33 33 39 3−3

3−1 311 3 3 33 3−1

Das Gitter XZ(L) ist 3-elementar und ist als Z[ζ3]3-Gitter im Fall det(XZ(L)) = 39

isomorph zu

(1)9,

H(1) ⊥ H(−1) ⊥ (1)5 oder
H(1) ⊥ H(1) ⊥ H(−1) ⊥ H(−1) ⊥ (1).

bzw. im Fall det(XZ(L)) = 33 isomorph zu

H(−1) ⊥ H(−1) ⊥ H(−1) ⊥ (1) ⊥ (1) ⊥ (1).

Die Maße der Geschlechter sind

det(XZ(L)) = 39 det(XZ(L)) = 33

3.09 · 10−10 2.53 · 10−7

0.0002
0.015

Die hermiteschen Geschlechter liefern 85 + 6 mögliche XZ(L), aus welchen sich
1512 + 63 Paare (πZ(L), Z(L)) konstruieren lassen. Keine Verklebung liefert ein
extremales Gitter.

Der Fall s = 5 funktioniert ähnlich. Es gibt zwei Paare (πF (L), F (L)):

det(πF (L)) det(F (L)) det(XF (L)) det(πZ(L)) det(XZ(L)) det(Z(L#))
3−3 37 33 35 311 3−5

3−1 39 3 33 35 3−3

Als Z[ζ3]3-Gitter ist XZ(L) im Fall det(XZ(L)) = 311 isomorph zu

H(−1) ⊥ (1) ⊥ (1) ⊥ H(1) ⊥ H(1) ⊥ (1) oder
H(1) ⊥ (1)7

bzw. im Fall det(XZ(L)) = 35 isomorph zu

H(−1) ⊥ H(−1) ⊥ (1)5 oder
H(−1) ⊥ H(−1) ⊥ H(1) ⊥ H(−1) ⊥ (1).

Die Maße der Geschlechter sind



116 Kapitel 6. Extremale Gitter mit Automorphismen

det(XZ(L)) = 311 det(XZ(L)) = 35

0.0178 2.311 · 10−6

2.53 · 10−7 0.00018

Die hermiteschen Geschlechter liefern 54 + 11 mögliche XZ(L), aus welchen sich
2 + 603 Paare (πZ(L), Z(L)) konstruieren lassen. Keine Verklebung liefert ein
extremales Gitter.

Im Fall s = 4 gibt es nur ein Paar (πF (L), F (L)):

det(πF (L)) det(F (L)) det(XF (L)) det(πZ(L)) det(XZ(L)) det(Z(L#))
3−1 37 3 35 37 3−5

Als Z[ζ3]3-Gitter ist XZ(L) isomorph zu

H(−1) ⊥ H(−1) ⊥ H(1) ⊥ (1) ⊥ (1) ⊥ (1) oder
H(−1) ⊥ (1)7,

die Maße der Geschlechter sind 0.0018 bzw. 2.53 · 10−7. Insgesamt gibt es 54
mögliche XZ(L), allerdings hat keins ein Obergitter von Determinante 3−5 und
Minimum ≥ 2.

Die Fälle f = 0, f = 2 und f = 4

In diesen Fällen sind die Paare (πF (L), F (L)) zwar eindeutig, die möglichen Paa-
re (πZ(L), Z(L)) lassen sich aber nicht sinnvoll berechnen. Es werden also direkt
die Teilgitter N(L) konstruiert, welche dann zu einem möglichem extremalen
Gitter L geliftet werden können. Für die Fixgitter gilt

f = 2 f = 4

πF (L) (1/3)A2
(1/3)A2 ⊥ (1/3)A2

XF (L) A2 A2 ⊥ A2

F (L) (3)A2
(3)A2 ⊥ (3)A2

Also ist für f = 0, f = 2 bzw. f = 4 N(L) ein Teilgitter von L vom Index 1,
3 bzw. 32 mit einem Automorphismus σ vom Typ 3 − (0, 12), da ein Element in
Aut(XF (L)) existiert, welches als dritte Einheitswurzel auf XF (L), aber trivial
auf XF (L)/F (L), operiert. Sei δ := (1− σ) und sei

N̂(L) := N(L) +N(L)∗ = N(L) +N(L)# · δ,

dann gilt für das duale Gitter

N̂(L)# = N(L)# ∩N(L) · 1

δ
.

Analog zum Beweis von Satz 6.34 folgt nun, dass N̂(L) ein ganzes Gitter ist, denn
es gilt N(L) ⊆ N(L)#, N(L) ⊆ N(L) · 1

δ
und N(L)# · δ ⊂ N(L)#. Zusätzlich ist
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N(L)# · δ ⊂ N(L) · 1
δ

äquivalent zu 3N(L)# ⊂ N(L), was erfüllt ist da N(L)

3-elementar ist. Außerdem ist N̂(L) ein gerades Gitter. Es existiert also ein gera-
des, maximales Obergitter M von N̂(L) mit einem Automorphismus σ. Dieses
ist unimodular, hier für gibt es 5 Möglichkeiten (mit jeweils einer Konjugierten-
klassen): das Leech-Gitter Λ24 und 4 Niemeier-GitterE4

6 ,E3
8 ,D6

4 undA12
2 (benannt

nach dem Wurzelsystem). AlleN(L) werden nun als σ-invariante Obergitter von
M · (1− σ) mit Determinante 312, 314 bzw. 316 konstruiert.

M

N̂(L)

N̂(L)∗

N(L) N(L)∗

M · (1− σ)

Für die Gitter E4
6 , E3

8 und Λ24 können die Teilgitter N(L) problemlos bestimmt
werden, für die Gitter D6

4 und A12
2 ist es sinnvoll zuerst alle Teilgitter mit Deter-

minante 320 und Minimum 6 zu bestimmen (hier gibt es jeweils 54 Stück), und ab
dann die Rechnung zu parallelisieren. Die 108 Teilgitter haben im Schnitt rund
10000 Obergitter mit Determinante 316 und einige wenige mit Determinante 314

(mit Minimum 6), extremale Obergitter existieren keine. In den Fällen f = 2 bzw.
f = 4 müssen die N(L) zusätzlich einen Automorphismus vom Typ 3 − (2, 11)
bzw. 3− (4, 10) haben, bzgl. dieser Automorphismen gilt zusätzlich

F (L) = F (N(L)) und Z(L) = Z(N(L)).

Da das Gitter F (L) ⊥ Z(L) Index 3s in L hat, gilt für die Determinanten der
zyklotomischen Teilgitter

f = 2 f = 4
det(πZ(L)) 39 36

det(XZ(L)) 311 310

det(Z(L)) 313 314
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Dadurch kommen bereits die meisten Gitter nicht in Frage. Die verbliebenen Git-
ter werden in Isomorphieklassen eingeteilt und die Konjugiertenklassen der Au-
tomorphismen des entsprechenden Typs betrachtet. Die extremalen GitterLwer-
den dann als Obergitter von N(L) in (1

3
F (L) ⊥ Z(L) · (1− ζ3)−1)/(F (L) ⊥ Z(L))

konstruiert. Insgesamt lassen so nur im Fall f = 0 extremale Gitter finden, diese
sind Teilgitter des Leech-Gitters und isomorph zum bekanntem Gitter L24.

Daraus folgt insgesamt der Beweis von Satz 6.45.

6.6 Extremale, 5-modulare Gitter der Dimension 20

In der Literatur ist bisher kein extremales, 5-modulares Gitter der Dimension
20 bekannt. Die Automorphismen dieser Gitter wurde in [Jür15, Abschnitt
4.2.7.] untersucht, und es wurde gezeigt dass ein solches Gitter keinen Au-
tomorphismus mit Primordnung ≥ 7 haben kann. Zusätzlich wurde durch
eine heuristische Suche ein Gitter mit Determinante 510 und Minimum 6
gefunden, dieses ist aber nur 5-elementar, und nicht 5-modular. Die Klassifika-
tion dieser Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 5 wurde in [NS]
begonnen (hier wurden 72 Gitter gefunden), diese soll nun fertig gestellt werden.

Die maximalen, geraden Obergitter sind 5-elementar mit Determinante 52, das
entsprechende Geschlecht besteht aus 329 Gittern. Sei M ein solches Gitter, dann
können die extremalen Gitter als Obergitter von (5)M# konstruiert werden. Ins-
besondere muss das Minimum von M# also mindestens 6/5 sein, das erfüllen
124 Gitter in dem Geschlecht. Angenommen der Typ von (L, σ) ist 5− (16, 1)− 1,
dann kann nach Folgerung 6.32 det(Z(L)) ≤ 5s+2z = 53 angenommen werden.
Die Hermitesche Dichte-Funktion des Gitters Z(L) hätte dann Wert

6
4
√

53
≈ 1.79,

was gegen die Elkies-Cohn-Schranke von 1.45 verstößt. Insgesamt haben 87 der
Obergitter Automorphismen vom Typ ungleich 5 − (16, 1), die Anzahlen der
übrigen Typen sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Typ Anzahl
5− (0, 5) 0
5− (4, 4) 4
5− (8, 3) 39
5− (12, 2) 138

Dass die Gitter keine hermitesche Z[ζ5]-Struktur haben können, wurde auch
in [Jür15] bemerkt. Für diese 181 Möglichkeiten für (M,σ) können nun alle σ-
invarianten, extremalen Gitter L in

(5)M# ≤ L ≤ ((5)M#)# = (1/5)M
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berechnet werden. Nur für drei Möglichkeiten existieren extremale Gitter, der
Typ von (M,σ) ist in allen Fällen 5− (4, 4).

Satz 6.46. Es existieren 97 extremale, 5-modulare Gitter L der Dimension 20 mit einem
Automorphismus σ der Ordnung 5. Der Typ von (L, σ) ist in allen Fällen 5− (4, 4)− 4,
insbesondere ist also L als Z5[σ]-Modul frei. Von diesen Gittern ist von vieren die Auto-
morphismengruppe isomorph zu C2 × S5, alle anderen Gruppen sind auflösbar.
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