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Kapitel 1

Einleitung

Die Codierungstheorie wurde in dem 1948 erschienenen Paper , A mathemati-
cal theory of communication” von C. Shannon begriindet. Daten, die iiber einen
gestorten Kanal gesendet werden sollen, konnen mit Hilfe sogenannter Codes
so kodiert werden, dass der Empfianger mogliche Fehler bei der Ubertragung
korrigieren kann. Die Suche nach Codes, die moglichst viele Fehler korrigieren
konnen, ohne dabei zu ineffizient zu sein, ist das Hauptproblem der Codierungs-
theorie. In der klassischen, linearen Codierungstheorie ist ein Code C der Lange
n liber einem endlichen Korper I ein linearer Teilraum von F". Der Minimal-
abstand ist das Minimum aller Gewichte wt(c), 0 # ¢ € C, und ein Code mit
Minimalabstand d kann genau | %5* | Fehler korrigieren. Es ist also von Interesse,
Codes mit moglichst hohem Minimalabstand zu finden, ohne dass die Dimen-
sion zu klein wird. Das Duale eines Codes ist der Orthogonalraum in dem zu-
grunde liegendem Vektorraum und ein Code, der gleich seinem Dualen ist, heifst
selbst-dual. In diesem Fall ist der Gewichtszahler

Z xn—wt(c)ywt(c) e C[$, y]
ceC

invariant unter einer endlichen komplexen Matrixgruppe vom Grad 2. Damit
lasst sich fiir kleine Korper eine obere Schranke fiir den Minimalabstand bewei-
sen und selbst-duale Codes, welche diese Schranke annehmen, heifsen extremal.

Ein klassisches Problem in der Mathematik ist das Kugelpackungsproblem. Hier
wird eine Anordnung von Kugeln gleicher Grofie gesucht, so dass diese einen
Raum moglichst dicht ausfiillen. Falls fiir die Mittelpunkte v und v von zwei Ku-
geln v — v und u + v ebenfalls Mittelpunkte sind, spricht man von einer Gitterpa-
ckung. Ein Gitter in einem quadratischen Raum ist das ganzzahlige Erzeugnis ei-
ner Basis. Das Minimum eines Gitters ist die minimale Norm der Gittervektoren
ungleich Null und dieses gibt zusammen mit dem Volumen des Fundamental-
bereichs an, wie dicht die Kugelpackung den Raum ausfiillt. Ein Hauptproblem
der Gittertheorie ist es, moglichst dichte Gitter zu finden. Die dichtesten Gitter
sind in den Dimensionen < 8 und 24 bekannt, in Dimension 3 wurde dies bereits
durch Gauf$ gezeigt und erst 1998 konnte T. Hales durch den Beweis der Kepler-
schen Vermutung zeigen, dass diese Gitterpackung auch eine der iiberabzahlbar
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ABBILDUNG 1.1: Die dichteste (Gitter-)Packung in Dimension 3.

vielen besten Kugelpackungen liefert. Ahnliche Resultate wurden kiirzlich in Di-
mension 8 und 24 bewiesen.

Die dichtesten Gitter in Dimension 8 und 24 haben gemeinsam, dass sie soge-
nannte gerade, unimodulare Gitter sind, d.h. sie definieren positiv definite, re-
guldre, ganzzahlige quadratische Formen. Fiir ein solches Gitter der Dimension
n lasst sich durch die Theorie der Modulformen fiir das Minimum die obere
Schranke 2 + 2 b"—d beweisen, und Gitter, die diese Schranke annehmen, hei-
8en extremal. Da allein das Minimum eines unimodularen Gitters die Dichte be-
stimmt, definieren die extremalen Gitter die dichteste Kugelpackung unter den
geraden, unimodularen Gittern. Motiviert durch die Tatsache, dass einige be-
kannte Gitter zwar nicht unimodular, aber geometrisch dhnlich zu ihrem Dualen
sind, fiihrte H.-G. Quebbemann 1995 den Begriff des p-modularen Gitters ein,
diese sind isomorph zu ihrem ,/p-reskalierten Dualen fiir eine Primzahl p. In
diesem Fall ist die Theta-Reihe

Z q%(k,)\) mit g = 627riz
AEL

eine Modulform fiir eine gewisse Untergruppe von SLy(R) und falls 24 von p+1
geteilt wird, ldsst sich wie im unimodularen Fall eine obere Schranke fiir das
Minimum beweisen. Die p-modularen Gitter, welche diese Schranke annehmen,
heifSfen dann ebenfalls extremal. Die extremalen Gitter sind dann von allen
p-modularen Gittern einer Dimension die Dichtesten.

Beide Definitionen von Extremalitdt werden also auf eine ganz dhnliche Weise
hergeleitet: steht das Objekt (d.h. der Code oder das Gitter) in Zusammehang
mit seinem Dualen, ist die Gewichtsverteilung (d.h. der Gewichtszahler oder die
Theta-Reihe) invariant unter einer bestimmten Gruppe, durch diese zusétzliche
Struktur ldsst sich dann eine obere Schranke fiir den Minimalabstand bzw. das
Minimum beweisen. Die Klassifikation von extremalen Codes und Gittern ist
dann eine naheliegendes Fragestellung.

Eine vollstandige Klassifikation ist ein endliches Problem, da fiir jede Lange bzw.
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Dimension nur endlich viele extremale Objekte existieren, und ab einer gewissen
Schranke keine mehr existieren konnen (der extremale Gewichtszédhler bzw. die
extremale Theta-Reihe hétte dann einen negativen Eintrag). Der aktuelle Stand
der Forschung ist aber weit von diesen theoretischen Schranken entfernt, allein
schon was die Frage der Existenz eines extremalen Objektes betrifft. So ist z.B.
bekannt, dass ab Lange 3936 kein binérer, extremaler, doppelt-gerader Code exis-
tieren kann, allerdings ist kein solcher Code mit Lange > 136 bekannt. Die Frage
nach der Existenz in Lange 72 ist aktuell eines der grofiten Probleme in der Co-
dierungstheorie. Auch im Fall der terndren, extremalen Codes, wo die Schranke
mit 144 noch recht moderat ist, ist kein extremaler Code mit Lange > 68 bekannt.

Die Komplexitat einer Klassifikation wéchst natiirlich stark in der betrachteten
Lange bzw. Dimension und die iiblichen Beschriankungen von Speicherplatz
und Rechenleistung macht diese ab einem gewissen Punkt aussichtslos. Eine
Herangehensweise, die sich als sehr ergiebig herausgestellt hat, ist es, zusdtzlich
Symmetrien zu betrachten, d.h. die Existenz einer Untergruppe der Auto-
morphismengruppe anzunehmen. Damit kdnnen zum einen neue extremale
Codes oder Gitter gefunden werden, oder die Eindeutigkeit bzw. Nicht-existenz
bekannter Objekte plausibilitiert werden. Haufig beschrankt man sich hier auf
einen einzelnen Automorphismus von Prim-Ordnung. Der Fall, dass diese
Ordnung nicht die Charakteristik des zugrunde liegenden Korpers, bzw. die
Modularitit des Gitters ist, wird in der Litaratur ausfiihrlich beschrieben und
angewendet. Fiir den Fall, dass beide Primzahlen gleich sind, sind Teilergeb-
nisse in Spezialfillen bekannt, die Entwicklung einer allgemeinen Methodik ist
Gegenstand dieser Arbeit.

Sei C' ein extremaler, selbst-dualer Code {iiber F, mit einem Automorphismus ¢
von Primordnung ¢ # p. Der Gruppenring F,C; ist halbeinfach und die direkte
Summe von Korpererweiterungen von F, vom Grad d = ord(p mod ¢), d.h. es
gilt
IFqu ng@de@---@de.

Dadurch zerfdllt C' in die direkte Summe von Codes tiber F,. kleinerer Lange.
Die Selbst-dualitdt von C' und der Minimalabstand liefern hier Einschrankungen
an die moglichen Komponenten. Dies wurde zuerst von V. Pless und J. Conway
benutzt, um bindre Codes mit Automorphismen ungerader Ordnung zu be-
trachten, zustzlich studierte W. C. Huffman ternédre Codes mit Automorphismen
von Prim-Ordnung > 5. Insbesondere bei der Suche nach einem bindren,
doppelt-geraden, extremalen Code der Lange 72 wurde diese Herangehenswei-
se immer weiter optimiert.

Falls nun g ein Automorphismus von Ordnung p ist, ist C' ein F,C,-Modul,
als Kettenring hat dieser aber keine nicht-triviale Zerlegung. Dies liefert die

Hauptmotivation dieser Arbeit, Codes iiber Kettenringen zu betrachten.

Sei R ein kommutativer, artinscher Kettenring mit maximalem Ideal m = (z) der
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Lange a+1. Ein Code C' tiber R der Lange t ist ein R-Teilmodul des freien Moduls
R'. Die Multiplikation mit x definiert die Kette von Teilcodes

Co2CW:=Cx2C® :=Cs*2--- 2CW:=Ca" 2 {0}.

In den Papern [Bou00], [Bou02] und [BW13] wird eine dhnliche Idee fiir den
Spezialfall der bindren, selbst-dualen Code mit einem Automorphismus g der
Ordnung 2 angewendet (d.h. R = F2C; und z = (1 + g¢)). Das Hauptresultat
von [Neb12b] besagt, dass der Code C' - (1 + g) kanonisch isomorph zu einem
selbst-dualen Code tiber I, ist, genau dann wenn C' ein freier FyC5-Modul
ist. Dieses Ergebnis wird in Kapitel 3 auf die allgemeine Situation iibertragen
und es wird gezeigt, dass ein selbst-dualer Code C' in R’ ein freier R-Modul
ist, genau dann wenn C@ ein (hermitesch) selbst-dualer Code iiber dem
Restklassenkorper F = R/m ist. In diesem Fall wird beschrieben, wie man einen
gegebenen Code C*Y) zu allen zuldssigen Codes C) liftet. Diese stehen in
Bijektion zu (hermitesch) selbst-dualen Codes in einem geeigenetem bilinearen
Raum tiber F. Schliefllich wird ein Algorithmus formuliert, um alle freien,
selbst-dualen Codes C'¥) in R' (mit hohem Minimalabstand) zu klassifizieren.

In Kapitel 4 wird diese entwickelte Methodik auf ternire, extremale Codes
angewendet. Der Pless-Code Pss ist der bisher einzige bekannte solche Code
der Lange 36 und nach einem Resultat von W. C. Huffman eindeutig mit einem
Automorphismus von Primordnung > 5 ([Huf92]). Es wird gezeigt, dass diese
Aussage auch fiir Ordnung 3 zutrifft. Alle Automorphismen der Ordnung 3
sind fixpunktfrei, daraus folgt, dass die Codes freie F3C5-Moduln sind. Mit
den Methoden von Kapitel 3 ldsst sich also der (eindeutige) Fixcode liften, der
einzige extremale Code ist der Pless-Code Pss. Im Fall der terndren, extremalen
Codes der Lange 48 sind bisher zwei Codes bekannt, der Pless-Code P;s und
der erweiterte quadratische Restklassen-Code X()s7. Auch hier ist bekannt,
dass diese Codes die einzigen solchen Codes mit einem Automorphismus von
Primordnung > 5 sind ([Neb12c]). Analog zum Fall der Lange 36 wird gezeigt,
dass jeder Automorphismus der Ordnung 3 fixpunktfrei ist und die Codes
freie F3C3-Moduln sind. Mit den Methoden von Kapitel 3 ldsst sich also auch
hier wieder theoretisch der (eindeutige) Fixcode zu einem extremalen Code
liften. Die Berechnungen sind allerdings zu zeitintensiv, die Eindeutigkeit wird
aber unter einem zusétzlichem nicht-trivialen Automorphismus der Ordnung
2 gezeigt. Zusitzlich werden fiir diese beiden Lingen Automorphismen der
Ordnung 2 bzw. 4 betrachtet.

Gruppencodes tiiber endlichen Korpern stieffen auf Interessen, nachdem S.
Berman 1967 gezeigt hat, dass der Reed-Muller-Code der Ordnung m — [ gerade
die /-te Potenz des Jacobson-Radikals der Gruppenalgebra F,C3" ist. Spater
wurden andere bekannte Codes als Gruppencodes identifiziert. In Kapitel 5
werden Gruppencodes iiber Kettenringen betrachtet. Es wird gezeigt, dass
Gruppencodes, welche relativ projektiv fiir die Untergruppe {1} im Sinne der
homologischen Algebra sind, in Bijektion zu Ketten von Gruppencodes iiber
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dem Restklassenkorper stehen. Von diesen Ketten lassen sich direkt Eigenschaf-
ten des erzeugenden Codes, wie der Minimalabstand oder die Dualitét, ablesen.

Viele extremale Gitter wurden von G. Nebe und W. Plesken im Zuge der Klassi-
tikation maximaler, endlicher, rationaler Matrixgruppen entdeckt ([NP95]). An-
dere Gitter wurden von C. Bachoc mit Hilfe von Zahlenkorpern, Quaternionen
und Codes konstruiert (siehe auch [SS99] fiir einen Ubersichtsartikel der Me-
thoden und [Jtir15] fiir den aktuellen Stand der Klassifikation). In [Neb13] wur-
de ein Langzeitprojekt gestartet, um alle 48-dimensionalen, unimodulare, extre-
male Gitter mit gegebenen Automorphismen zu klassifizieren und in [Jiir15]
wurde die Methodik auf den Fall angewendet, dass die Modularitdt des Git-
ters und die (Prim-)Ordnung des Automorphismus teilerfremd sind. In Kapi-
tel 6 werden schliefilich extremale, p-modulare Gitter mit Automorphismen der
Ordnung p untersucht. Die Operation eines solchen Automorphismus liefert ei-
ne Zerlegung des zugrunde liegenden quadratischen Raumes in eine Fixpunkt-
und zyklotomische Komponente, durch die Projektion bzw. den Schnitt des Git-
ters mit den beiden Komponenten lassen sich antiisometrische, quadratische,
[F,-wertige Rdume definieren. Diese bestimmen wie im unimodularen oder tei-
lerfremden Fall den Typ eines Automorphismus und entsprechende extremale
Obergitter lassen sich durch die moglichen Antiisometrien bestimmen. Aller-
dings sind im Gegensatz zum teilerfremden Fall die quadratischen Rdéume nicht
anisotrop, sondern enthalten (isomorphe) maximal total isotrope Teilrdume. Die-
se definieren p-elementare (hermitesche) Gitter und konnen benutzt werden, um
die Fix- und zyklotomischen Teilgitter zu bestimmen. Eine weitere Moglichkeit
ist der Ubergang zu einem maximalen Obergitter. Als Anwendung dieser Metho-
dik wird gezeigt, dass das einzige bisher bekannte 24-dimensionale, 3-modulare,
extremale Gitter das einzige solche Gitter mit einem Automorphismus der Ord-
nung 3 ist, dies wurde bisher fiir Prim-Ordnungen > 5 gezeigt. Zusitzlich wer-
den die 20-dimensionalen, 5-modularen, extremalen Gitter mit einem Automor-
phismus der Ordnung 5 klassifiziert, bis auf Isometrie gibt es genau 97 solche
Gitter.
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Kapitel 2

Codierungstheorie

Fehlerkorrigierende Codes werden benutzt, um Daten, die iiber einen gestorten
Kanal gesendet werden, so zu kodieren, dass der Empfanger mogliche Fehler bei
der Ubermittlung korrigieren kann. Die Suche nach Codes, die méglichst viele
Fehler korrigieren konnen, ohne dabei zu ineffizient zu sein, ist das Hauptpro-
blem der Codierungstheorie. In der klassischen, linearen Codierungstheorie ist
ein Code C' der Liange n iiber einem endlichen Korper I ein [F-linearer Teilraum
von . Die Dimension dim(C') von C' ist die Dimension als F-Vektorraum. Fiir
eine Basis (b1, . .., b;) von C heifit die Matrix

by
c Fkxn
bk
Erzeugermatrix. Der Code, der von den Zeilen einer Matrix G € F**" erzeugt

wird, wird mit (G) bezeichnet. Das (Hamming-)Gewicht wt(c) eines Codewortes
c=(c1,...,¢,) € Cistdie Anzahl der Eintrédge, die nicht Null sind, d.h.

wt(c) := {1 <i<n|¢ #0}.
Dann ist der (Hamming-)Minimalabstand von C'
d :=d(C) := min{wt(c) | 0 # c € C}.

Ein Code der Lange n mit Dimension k& und Minimalabstand d wird auch als
[n, k, d]-Code bezeichnet. Zu einem Code mit Basis (b1, ..., by) ist der erweiterte
Code das Erzeugnis von

bl - Z’:L:l bl,i
. . c Fkx(n-i—l)

Y

b — i b

d.h. es wird eine Koordinate hinzugefiigt, so dass die Summe der Eintrdge Null
ist. Der Gewichtszdhler ist das normierte, homogene Polynom

wee(z,y) = »_ o'y € Cl,y
ceC
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und der vollstandige Gewichtszdhler
cweg(z, |a € F) = ZH&UQ € Clx, | a € F)
ceC i=1

unterscheidet zusédtzlich zwischen den Korperelementen. Es gilt die Relation
wec(x,y) = cwee(x, y, . .., y). Die monomiale Gruppe vom Grad n von F ist

Mon,, (F) :=F*1 S, = (F*)" % S,,
wobei jedes o € Mon,, (F) eine eindeutige Darstellung hat als
o =m(o)r(o)

mit m(o) = diag(ay, ..., a,), a; € F*,und n(o) € S,. Diese Gruppe operiert auf "
von rechts durch die tibliche Matrixmultiplikation bzw. durch Permutation der
Koordinaten. Die Permutationen (o) € S,, werden im weiteren Verlauf der Ar-
beit je nach Kontext als Permutation auf {1,...,n} oder als Permutationsmatrix
geschrieben. Die Automorphismengruppe Aut(C) eines Codes C' < F" ist der
Stabilisator von C' in Mon,, (FF), also

Aut(C) :={o € Mon,(F) | ¢c- 0 € C furalle c € C}.
Fiir einen Automorphismus o € Aut(C') ist der Fixcode
C(o):={ceClc-og=c}.

Sei ~ : F — [ ein selbst-inverser Kérperautomorphismus, dann ist

Ty = inm
i=1

das Standard (hermitesche) innere Produkt auf F". Der duale Code C* von C ist
definiert als
Ct:={velF"|v-c=0fiirallecec C},

ein linearer Code von Dimension n — dim(C). Im Fall C' C C* heif$t C selbst-
orthogonal, im Fall C' = C* heifst C selbst-dual.

Satz 2.1 (MacWilliams-Identitdt, [MS77, Chapter 5]). Sei C < F" ein Code mit
Gewichtszihler wec (z,y), dann ist der Gewichtsziihler des dualen Codes C* gleich

1 «
weet (2, y) = mwec(l’ + |Fly,z — y).

Selbst-duale Codes bilden eine wichtige Klasse von Codes. Zum einen sind vie-
le Beispiele guter Codes (also Codes mit hohem Minimalabstand) selbst-dual,
zum anderen sind sie eng mit anderen mathematischen Theorien verbunden.
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So konnte zum Beispiel mit Hilfe selbst-dualer Codes gezeigt werden, dass eine
projektive Ebene der Ordnung 10 nicht existiert ([LTS89]). Betrachtet man den
Gewichtszdhler eines selbst-dualen Codes als Element im Invariantenring einer
bestimmten Gruppe, lassen sich obere Abschidtzungen fiir den Minimalabstand
beweisen (Abschnitt 2.1). Anwendungen finden sich auch in der Theorie der Git-
ter, Spharischen Designs, Gruppentheorie und weiteren mehr.

Satz 2.2 ([HP03, Theorem 9.1.3]). Ein selbst-dualer Code von gerader Liinge n iiber
einem Korper F existiert genau dann, wenn (—1)= ein Quadrat in T ist. Falls n gerade
ist und (—1)% kein Quadrat in F ist, dann ist die Dimension eines maximal selbst-
orthogonalen Codes % — 1. Falls n ungerade ist, ist diese Dimension “5*.

Lemma 2.3 (Balance principle, [HP03, Theorem 9.4.1]). Sei C = C*+ < F" ein
selbst-dualer Code und sei n = ny + ny. Dann hat C eine Erzeugermatrix der Form

B 0
(O D) mit B € F¥>™m D ¢ Frexm2 | g, — g — ki1 — ko = Rang(F) = Rang(F).
E F

Definiere

B:=((B 0)), B":=(B), By = <<E>>, D* = (D) und Dy :— <<?)>.

Dann gilt By = B* und Dy = D*.

2.1 Selbst-duale und extremale Codes

In diesem Abschnitt werden obere Abschidtzungen fiir den Minimalabstand
selbst-dualer Codes beschrieben, die die Singleton-Schranke

d(C) <n—dim(C) +1

verbessern. Die wichtigste Eigenschaft selbst-dualer Codes iiber kleinen Kérpern
ist durch den Satz von Gleason gegeben (Satz 2.5), welcher mit Hilfe der In-
variantentheorie bewiesen wird. Als Konsequenz aus dem folgenden Satz von
Gleason-Pierce-Ward beschrdankt man sich in erster Linie auf die Korper F, F3
und Fy.

Satz 2.4 (Gleason-Pierce-Ward). Sei C' < F" ein Code der Dimension 3, so dass ein
a € Ny existiert mit wt(c) = 0 (mod a) fiir alle ¢ € C. Dann tritt einer der folgenden
Fiille ein:

i) g=2unda=2,
ii) q =2, a =4 und C ist selbst-dual,

iii) q = 3, a = 3 und C ist selbst-dual,
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iv) g =4, a =2 und C ist hermitesch selbst-dual,

v) a = 2und C ist isomorph zu einem Code mit Erzeugermatrix (In In).

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Gleason-Pierce, welcher
die zusétzliche Voraussetzung hat, dass C' formal selbst-dual ist, d.h. C' und der
duale Code C* haben denselben Gewichtszihler. Selbst-duale Codes, welche die
Falle ii), ii1) bzw. iv) erfiillen, heifsen Typ II, Typ III, bzw. Typ IV Codes. Es exis-
tieren bindre Codes, deren Codewdorter alle gerades Gewicht haben, welche aber
nicht selbst-dual sind. Die bindren Codes, welche selbst-dual, aber keine Typ II
Codes sind, heifien Typ I Codes. Der Satz von Gleason-Pierce-Ward liefert nun
zusammen mit der MacWilliams-Identitdt eine wichtige Einschrdankung an den
Gewichtszéahler eines selbst-dualen Codes:

Sei C'ein Typ I, Typ II, Typ III, bzw. Typ IV Code iiber F,, dann ist der Hamming-
Gewichtszdhler weq (2, y) von C' invariant unter der Gruppe

om kot e

wobei w eine primitive a-te Einheitswurzel ist, mit « € N wie in Satz 2.4. Der
Gewichtszahler ist also im Invariantenring

Inv(G) == {p(z,y) € Clz,y] | p((z,y) - 9) = p(z,y) fur alle g € G}

von G enthalten. Dieser Invariantenring ist in all diesen Féllen ein Polynomring
in algebraisch unabhéngigen Gewichtszidhlern gewisser Codes.

Satz 2.5 (Gleason). Sei C ein selbst-dualer Code von einem der vier Typen. Dann ist der
Gewichtszihler wee(x,y) in dem Polynomring Clpy, p] enthalten, wobei die Polynome
p1, p2 € Clz, y] als Gewichtszihler folgender Codes gewdihlt werden konnen:

TYP P1 P2
I io Hamming-Code hsg
II | Hamming-Code hg | bindrer erweiterter Golay-Code ga4
I Tetracode terndrer erweiterter Golay-Code
v 1o @ Fy Hexacode

Daraus folgt inbesondere die Aussage von Satz 2.2 fiir die Typen I, III und 1V,
denn z.B. im Fall Typ III haben die beiden Polynome p; bzw. p, den Grad 4
bzw. 8, insbesondere muss also auch der Grad eines Gewichtszdhlers durch
4 teilbar sein. Fiir diese Lingen existiert aber immer ein selbst-dualer Code,
z.B. orthogonale Kopien des Tetracodes von Dimension 4. Damit existiert ein
terndrer, selbst-dualer Code der Liange n genau dann, wenn n = 0 (mod 4)
ist. Mit derselben Argumentation folgt, dass ein Typ II genau fiir die Langen
n = 0 (mod 8) existiert.

Die Existenz dieser sogenannten Gleason-Polynome wurde in [MS73] und
[Mac+78] benutzt, um eine obere Abschédtzung fiir den Minimalabstand von Typ
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I bis IV Codes zu zeigen. Sei Q[p1, ps],, der Vektorraum aller Polynome vom Grad
n in der graduierten Algebra Q[p;, po] und sei r = r(n) € N maximal, so dass ein

Objekt der Form
"+ Z a;x" "y

in Q[p1, p2|, existiert. Dieser sogenannte extremale Gewichtszdhler ist eindeutig
und kann konkret angegeben werden, insbesondere ist der hochstmdogliche Mi-
nimalabstand eines selbst-dualen Codes also gerade r. Das ergibt die folgenden
Abschétzungen.

Satz 2.6. Sei C ein selbst-dualer Code mit Minimalabstand d.
i) Falls C vom Typ List, gilt d < 2| 2] + 2.
ii) Falls Cvom Typ Il ist, gilt d < 4 | 2| + 4.
iii) Falls C vom Typ Il ist, gilt d < 3 [ 2] + 3.
iv) Falls C vom Typ IV ist, gilt d < 2 | 2| + 2.

Die naheliegende Frage ist nun, welche Codes diese Schranken annehmen
und ob diese iiberhaupt existieren. Eine notwendige Voraussetzung hierfiir ist
nattirlich, dass alle Koeffizienten des extremalen Gewichtszdhlers nicht-negativ
sind. Fiir die Typen II, III und IV wurde hierfiir in [RS98b] untersucht, wann der
Koeffizient a4, des extremalen Gewichtszahlers

" + ad$n—dyd + ad+axn—d—ayd+a + Z ail,n—iyi
i=d+2a
negativ wird.
Satz2.7. i) Ein Typ II Code mit d = 4 | 2| + 4 existiert nicht fiir n > 3936.

ii) Ein Typ III Code mit d = 3 |{5| + 3 existiert nicht fiir n = 72,96,120 und
n > 144,

iii) Ein Typ IV Code mit d = 2 | %| + 2 existiert nicht fiir n > 132.

In [War76] zeigte H. N. Ward, dass ein Typ I Code mit d = 2 |%| + 2 nur fiir
die Langen n = 2,4, 6, 8,12, 14, 22 und 24 existiert. In [Rai98] konnte E. M. Rains
die Abschédtzung schliefslich fiir Typ I Codes mit Hilfe des sogenannten Schatten
eines Codes erheblich verbessern.

Satz 2.8. Sei C ein Typ I Code mit Minimalabstand d. Dann gilt

g < JAL5E] 4 falls n # 22 (mod 24)
“|4]&]+6 fallsn =22 (mod 24).

Im Fall n = 0 (mod 24) und d = 4 | 3 | + 4 ist C bereits ein (extremaler) Typ II Code.
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Definition 2.9. Ein selbst-dualer Code C, dessen Minimalabstand die Abschitzung von
Satz 2.6 bzw. Satz 2.8 annimmt, heifst extremal.

Die nachfolgenden Tabellen verdeutlichen den aktuellen Stand der Klassifikati-
on extremaler Codes und sind fiir moderate Langen aktualisierte Versionen der
Tabellen, welche in [HP03, Table 9.1, Table 9.2 und Table 9.3], angegeben sind.
Ein Eintrag der Form d” bzw. d° bedeutet, dass die Codes extremal bzw. optimal
(d.h. kein Code mit hoherem Minimalabstand existiert) sind, ein zusatzlicher
Eintrag in Klammern bedeutet, dass bisher nicht bekannt ist, ob ein extremaler
Code existiert oder nicht. Fiir die vollstindigen Klassifikationen sind zusétzlich
die Referenzen angegeben. Bis auf wenige Ausnahmen folgt die Klassifikation
extremaler Codes aus der Klassifikation selbst-dualer Codes.

n  dpee Anzahl Referenz | n d;y Anzahl Referenz
2 20 1 [Ple72] |38 &F 2744 [Agu+12]
4 20 1 [Ple72] | 40 8% ~ 10" [BBH13]
6 29 1 [Ple72] | 42 &F > 30
8§ 20 1 [Ple72] |44 8F  >108
10 20 2 [Ple72] |46 10" > 1
12 4F 1 [Ple72] | 48 10F > 7
14 4F 1 [Ple72] | 50 10° > 6
16  4F 1 [Ple72] |52 10° > 499
18 4F 2 [Ple72] |54 10° > 54
20 4F 7 [Ple72] |56 12F ?
22 6F 1 [PS75] |58 10° > 101
24 6F 1 [PS75] | 60 12F > 5
26 69 1 [CPS92] | 62 12F > 1
28 69 3 [CPS92] | 64 12F > 5
30 6° 13 [CPS92] | 66 12F >3
32 8P 3 [BR02] |68 12F > 65
34 6° 938 [Bilo6] |70 14F ?
36  8F 41 [HM12] | 72 14F ?

TABELLE 2.1: Anzahl der extremalen bzw. optimalen Codes vom
Typl
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n dmaz Anzahl Referenz
8 4% 1 [Ple72]
16 4F 2 [Ple72]
24 8F 1 [PS75]
32 ]E 5 [CPS92]
40 ]E 16470 [BHM12]
48 12F 1 [Hou+03]
56 12% > 166
64 128 > 3270
72 12(16%) ?
TABELLE 2.2: Anzahl der extremalen bzw. optimalen Codes vom
Typ II
n  dpee Anzahl Referenz | n dmae Anzahl Referenz
4 R 1 [MPS76] | 40 12% > 20
8 3F 1 [MPS76] | 44 12F > 8
12 6% 1 [MPS76] | 48 15F > 2
16 6% 1 [CPS79] |52 15% >1 [GOO03]
20 6= 6 [PSW80] | 56 15% >1
24 9F 2 [HMO09] | 60 18% > 2
28 9F 6931 [HMV09] | 64 18% >1
32 9F > 239 68 15(18F) ?
36 12F >1 72 189 >1

TABELLE 2.3: Anzahl der extremalen bzw. optimalen Codes vom
Typ LI

n  dp.: Anzahl Referenz | n dmar Anzahl Referenz
2 2F 1 [Mac+78] | 18 8E 1 [BOO06]
4 oF 1 [Mac+78] | 20 8E 2 [HM11]
6  4F 1 [Mac+78] | 22 ]E > 46

8 4F 1 [Mac+78] | 24 80 > 17

10 4F 2 [Mac+78] | 26 8(10%) ?

12 40 5 [Mac+78] | 28 10F >3

14 6F 1 [Mac+78] |30  12F > 1

16 6" 4 [CPS79]

TABELLE 2.4: Anzahl der extremalen bzw. optimalen Codes vom
Typ IV

Ab den frithen 1990er Jahren wurden diese vier Typen um weitere Klassen von
Codes erweitert. Erst wurden verstarkt Codes tiber Z/4Z untersucht, da gewis-
se nicht-lineare, bindre Codes als lineare Codes tiber 7Z /47 betrachtet werden
konnen. Im spéteren Verlauf wurden zusétzlich selbst-duale Codes tiber Z/mZ,
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additive Codes iiber Iy, hermitesche Codes tiber F, und weitere Klassen betrach-
tet ([RS98b]). Fiir jeden Typ wurde eine MacWilliams-Identitdt und eine Art Satz
von Gleason gezeigt, allerdings wurde in den Beweisen jeder Typ separat be-
trachtet. In [NRS06] wurde schliefSlich der Begriff des Typs eines Codes stark
verallgemeinert. Hier ist das Alphabet ein Links-R-Modul V' mit einer Menge
von biadditiven bzw. quadratischen Formen, welche Dualitdt bzw. zusédtzliche
Eigenschaften wie doppelt-gerade definieren. Die Codes vom Typ T' der Lange
N bilden eine Familie von Codes, welche selbst-orthogonal bzgl. einer biadditi-
ven Form und isotrop bzgl. der quadratischen Formen sind. Auf diesen existiert
eine verallgemeinerte MacWilliams-Identitdt und es ldsst sich eine komplexe Ma-
trixgruppe angegeben, die Clifford-Weil-Gruppe, unter dieser die betrachteten
Gewichtszdhler invariant sind. Die Hauptaussage ist nun, dass fiir eine breite
Klasse an Codes (u.a. iiber jedem endlichen Kérper), der Invariantenring dieser
Clifford-Weil-Gruppe von den Gewichtszédhlern der Codes des entsprechenden
Typs erzeugt wird, was eine starke Verallgemeinerung des Satz von Gleason ist
und die einzelnen Betrachtungen der verschiedenen Typen zusammenfiihrt.

Beispiel 2.10. Sei C' < F4® ein extremaler Code der Liinge 48, d.h. ein selbst-dualer Co-
de mit Minimalabstand 15. Aus der Eindeutigkeit des Hamming-Gewichtszihlers folgt,
dass C' 96 Codewdrter mit vollem Gewicht enthilt. Falls C' das Wort

1=(1,...,1)cF¥

enthilt (was nach monomialer Transformation angenommen werden kann), ist der
vollstindige Gewichtszihler cwec(xo,x1,x_1) im Invariantenring der Clifford-Weil-
Gruppe

1 1 1
1
C(p(31)) = <ﬁ 1 w2 w? |, 1], w , w ) ) < GL3(C)
1 w* w 1 w w

enthalten ([NRS06, Section 7.4.1]), wobei w € C eine primitive dritte Einheitswurzel
ist. Der Q-Vektorraum aller invarianten Polynome vom Grad 48 mit rationalen Koeffi-
zienten hat Dimension 10. In diesem existiert ein eindeutiges Element, so dass

1) alle Koeffizienten nicht-negativ sind,

2) der Koeffizient von xg® gleich 1 ist und

3) der Koeffizient von allen xhyxla* | mit 0 < j + k < 15 gleich 0 ist.
Fiir die 96 Worter mit vollem Gewicht ergibt sich die Verteilung

o+ 2+ 94 232
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2.2 Beispiele von Codes

In den Klassifikationen von Kapitel 4 sind besonders zwei Familien von Codes
von Bedeutung, der quadratische Restklassen-Code und der Pless-Code (siehe
auch [MS77, Kapitel 16] und [Ple70]).

Quadratische Restklassen-Codes (QR-Codes)

Die quadratischen Restklassen-Codes (,,quadratic residue”, QR) sind zyklische
Codes der Lange p tiber IF;, wobei [ und p Primzahlen sind, so dass [ ein quadra-
tischer Rest modulo p ist. Sei ¢ € [F, ein primitives Element, dann ist

Q:= () <TF,
die Menge der Quadratischen Rest modulo p und entsprechend ist
N:=F\Q

die Menge der quadratischen Nicht-Reste. Sei a € T, eine p-te primitive Einheits-
wurzel und definiere

q(x) = H(m —a") und
reQ

r(z) = H(x —a").

neN

Es gilt ¢(z),r(z) € Fijz] und 2 — 1 = (z — 1)q(z)n(z), da @ die Vereinigung von
zyklotomischen Klassen modulo p ist.

Definition 2.11. Die quadratischen Restklassen-Codes Q, Q, N bzw. N sind zyklische
Codes der Linge p tiber F; mit Erzeugerpolynomen

q(z), (x — 1)g(x), n(x) bzw. (z — 1)n(z).

Die Codes Q und N heifSen auch erweiterte QR-Codes, und die Codes Qund N bereinig-
te QR-Codes. Die Koordinatenpermutation x — x°, fiir einen quadratischen Nicht-Rest
a, vertauscht Q und N bzw. Q und N, die Codes sind also dquivalent und von Dimen-
sion (p+ 1) bzw. §(p — 1). Fiir den Minimalabstand gilt d > /p.

So ist zum Beispiel der [7,4,3] Hamming-Code ein QR-Code mit Erzeugerpoly-
nom
(z+1)(@° +z+1),

der [23,12,7] bindre Golaycode Go3 ist ebenfalls ein QR-Code mit Erzeugerpoly-
nom
i N A R R T A
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Bemerkung 2.12. Seien Q,N die erweiterten Codes von Q bzw. N'. Im Fall p = 4k — 1
Qilt

QL — @7 N — j\_/-)
und O bzw. N sind selbst-dual, im Fall p = 4k + 1 gilt
Q- =N, Nt=Q

und O+ = N.

Bemerkung 2.13. Die Automorphismengruppe des erweiterten QR-Codes Q enthiilt
die Gruppe PSLy(p).

Der Pless-Code

Sei p eine Primzahl mit p = —1 (mod 6) und sei 5 € FZ™*®™) die Matrix

011 ... 11

€
€

mit e = 1 falls p = 4k + 1 bzw. e = —1 falls p = 4k — 1. Die Matrix D ist zirkulant
und gegeben durch ihre erste Zeile

(07(11, e ,ap_1)7

wobei a; = 1, falls i ein quadratischer Rest modulo p ist, und —1 sonst.

Definition 2.14. Der Pless-Code Ps, ist ein [2p + 2,p + 1] Code iiber F5 mit Erzeu-
germatrix

(]p+1 S ) :
Dieser Code ist doppelt-zirkulant und selbst-dual.

Bemerkung 2.15. Die Automorphismengruppe des Codes Pa,. o enthilt die Gruppe

Die ersten fiinf Pless-Codes haben die Parameter
[12,6,6], [25,12,9], [36,18,12], [48,24, 15] und [60, 30, 18],

insbesondere sind diese also extremal.

2.3 Klassifikation von Codes mit Automorphismen

Automorphismen spielen bei der Untersuchung von selbst-dualen bzw. extre-
malen Codes eine wichtige Rolle, da hdufig durch die zuséatzliche Struktur eine
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Klassifikation erst ermoglicht wird. Bindre Codes mit einem Automorphismus
von ungerader Primordnung bzw. von Ordnung 2 wurden zuerst in [CP82],
[Huf82] und [Ior83] bzw. in [Bou96] und [Bou00] untersucht. Insbesondere
bei der Suche nach einem bindren, extremalen [72, 36, 16]-Code wurden hier
viele Methoden entwickelt. Die grundlegende Idee ist, dass die Operation einer
Gruppe G < Mon,(F) den Raum F" in G-invariante, orthogonale Summen
aufspaltet, dadurch reduziert sich die Klassifikation selbst-dualer Codes, fiir
die G in der Automorphismengruppe enthalten ist, auf die Klassifikation von
gewissen Teilcodes.

Sei C' < F" ein Code der Lange n und sei G < Aut(C), dann ist C ein Teilmodul
des (Rechts-)FG-Moduls F". Sei * : FG — FG der Antialgebrenautomorphismus
auf FG, welcher G — G, g — ¢! F-linear fortsetzt. Fiir eine Zerlegung

L= fito+ f
in zentrale Idempotente f; € FG mit fZ = f; gilt
FGf; = (FGf;)* als FG-Moduln.

Seinun C; = Cf; furi = 1,...,t, dann gilt F* = F"f; L ... L F"f, und
C =0, L --- 1L C;als FG-Moduln und zusatzlich ist fiir einen selbst-dualen
Code C'in F™ der Code C; selbst-dual in F" f;.

Somit konnen alle solche Codes C klassifiziert werden, in dem alle Kandidaten
tiir die Teilcodes C; bestimmt und orthogonale Summe gebildet werden.

Im folgenden wird der Spezialfall beschrieben, dass G = (g) eine zyklische Grup-
pe von Primordnung p ist. Als Anwendung werden Codes in einer bestimmten
Teilklasse der selbst-dualen doppelt-zyklischen Codes gezdhlt (Abschnitt 2.3).

Satz 2.16. Falls p nicht |F*| teilt, ist g in Mon,,(F) konjugiert zu w(g) € S,.
Beweis. Sei H < Mon,,(F) die Gruppe, die von
N := {diag(as,...,a,) | a; € F*}

und (g) erzeugt wird. Dann ist N ein Normalteiler in H der Ordnung |F*|"* und
es gilt
H/N = (n(g) + N).

Da p nicht |F*| teilt, muss die Ordnung von 7(g) gleich p sein, insbesondere sind
die Ordnungen von N und H/N teilerfremd. Sei nun U; = (g) und Uy = (7 (g)),
dann gilt H = NU; = NU;und N NU; = NNU; = {1}. Nach dem Satz von
Schur-Zassenhaus sind dann U; und U, in H konjugiert zueinander, daraus folgt
die Behauptung. O
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Bemerkung 2.17. Falls p die Ordnung von F* teilt, ist g in Mon,,(IF) konjugiert zu

1 t
1

. ) 1n07 (C)nl [ (Cpil)npil )
1
1

wobei ¢ € F* ein Element der Ordnung p ist.

Bemerkung 2.18. Im Fall p # char(F) und g € S, sei ohne Einschrinkung

g=(1,...,p)p+1,....2p)...(tL—=DLp+1,...;tp)(tp+1)...(n) € S,.

Dann gilt C' = C(g) & E, wobei

C(g):{cec|cl:"':Cpacp-l-l:"'202p7~~'ac(t—l)p+1:"':Ctp}

der Fixcode von g ist und

p p p
i=1 i=1 =1

ist das eindeutige g-invariante Komplement von C(g) in C.

Es tritt also einer der folgenden Fille ein, die entscheiden, welche Struktur ein
Code C' zusammen mit einem Automorphismus g hat:

i) pteilt [F*,
ii) p teilt char(FF) oder

iii) p teilt weder |F*| noch char(F).

Der Fall p ist teilerfremd zu char(FF) und |F*|

Sei g € Mon, (F) von Ordnung p, dann kann nach Satz 2.16 ohne Einschrankung
angenommen werden, dass g € S,, < Mon, (F) gilt. Nach dem Satz von Maschke
ist die Gruppenalgebra F|[g| halbeinfach und isomorph zur direkten Summe von
gewissen Matrixalgebren iiber (endlichen) Kérpererweiterungen von F, da diese
abelsch sein miissen, zerfdllt also F[g] in die direkte Summe von Korpern. Die
allgemeine Zerlegungstheorie fiir Codes wurde von W. C. Huffman in [Huf88]
entwickelt und in [Huf90], [Huf91] fortgefiihrt. Die zentral primitiven Idempo-
tente der Gruppenalgebra F[g| (welche mit dem Chinesischem Restsatz berech-
net werden konnen) liefern hier eine Zerlegung eines Codes in Teilcodes, die als
lineare Codes kleinerer Lange iiber einer Korpererweiterung von F betrachtet
werden konnen. Zusitzlich ist das Duale eines direkten Summands wieder ein
direkter Summand. Sei

2P —1=(x—1)p1- pm € Flz]
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die Zerlegung von 2? — 1 in irreduzible Polynome tiber F|x], wobei alle nicht-
trivialen Faktoren p;(z),. .., p,(x) denselben Grad d = |{|F| 4 pZ)| (d.h. die Ord-

nung von |F| in (Z/pZ)*) haben. Es existieren Polynome ay, a1, ..., a,, € F[z], so
dass
-1 N aP—1
1 — i
ap r—1 + Z a s
\_Y_./ 1=1 \ ,
=:€Q =:€;
gilt. Dann sind die zentral primitiven Idempotente e, ¢4, ..., e, € FG gegeben
durch
ei = €i(9g)

und es gilt FGey = F, bzw. FGe; = E, i > 1, fiir eine Korpererweiterung E vom
Grad dvon F.

Die natiirliche Involution auf FG ist gegeben durch

—:FG — FG, Zagg — Zagg’l.

geG geG
Diese operiert auf den Idempotenten e, e1, . . . , €,,, wobei immer &, = ¢, gilt.

Bemerkung 2.19. Es gilt e; = e, fiir alle i > 1, genau dann wenn d = [E : F] gerade
ist. Ansonsten gilt €; # e;, — operiert also auf den Idempotenten als Involution mit
einzigem Fixpunkt e.

Angenommen, g hat ¢t Zykel der Liange p und f = n — ¢p Fixpunkte. Fiir einen
Code C' = C(g) ® E < F" mit g € Aut(C) gilt dann

C=Cey LCey L ---1LCe,,.
N s N -~ 7
=Clg) =F

und Ce;, i > 1, kann als Code in E’ aufgefasst werden, der Fixcode C(g) dann
dementsprechend als Code in F*/. Falls C selbst-dual ist, ist C(g) ein selbst-
dualer Code in F'*/, insbesondere folgt dimy(C(g)) = % Falls d gerade ist, ist
C'e; ein hermitesch selbst-dualer Code in Ef, im Allgemeinen gilt

(C’&i)L = C’ej
tiir €; = e;. Insbesondere gilt hier
, dmt t(p—1
dimp(F) = 5 = (p2 )

Diese Theorie wurde zuerst von W. C. Huffman benutzt, um extremale Typ IV
und Typ III Codes ([Huf90], [Huf91], [Huf92]) moderater Lange mit bestimmten
Automorphismen zu klassifizieren, dies wurde danach in vielen anderen Papern
aufgegriffen (siehe z.B. [Huf05, Table 2] fiir eine Auflistung im Fall der extrema-
len Typ I Codes).
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Beispiel: Vierte-Potenz-Restklassen doppelt-zirkulante Codes

Die Konstruktion von Vierte-Potenz-Restklassen doppelt-zirkulante Codes lei-
tet sich aus der von quadratischen Restklassen-Codes ab und wurde in [ZG15]
eingefiihrt. In diesem Beispiel werden als Anwendung der obigen Theorie die
selbst-dualen Codes dieser Klasse gezdhlt. Im folgenden ist p eine ungerade
Primzahl und ¢ eine Primpotenz, die teilerfremd zu p ist.

Definition 2.20 ([ZG15, Section II B.]). Sei p eine ungerade Primzahl, sei s ein pri-
mitives Elememt von F, und sei N > 1 ein Teiler von p — 1. Dann sind die N-ten
zyklotomischen Klassen Cy, C4, ..., Cn_1 von IF, definiert als

Ci={s/N o< j<et -1} fir0<i<N -1

Definition 2.21 ([ZG15, Section II C.]). Sei p eine ungerade Primzahl der Form 4k + 1
fiir eine ganze Zahl k und seien Cy, Cy, Cy, Cs die 4-ten zyklotomischen Klassen. Fiir
Elemente mq, my, ma, m3, my € F,, ist die Matrix Cp(mo, my, ma, m3, my) € F*P defi-
niert iiber

Cp<m0>m17m2a ms, m4)ij = Cij,

wobei )

mo, fallsj=i

my, fallsj —ie C
cij = me, fallsj—ieCy
ms, fallsj—i€ Cy
ma, fallsj—ie€ Cs.

\

Dann gilt C,(1,0,0,0,0) = I, und C,(1,1,1,1,1) = J,. Definiere zusitzlich

Ay = C,(0,1,0,0,0),
Ay = C,(0,0,1,0,0),
Az :=C,(0,0,0,1,0) und
Ay = C,(0,0,0,0,1).

Der Code

X2,
Pp(m07m17m27m37m4> S]Fg P

mit Erzeugermatrix
(]p molp + miA; + mo Ay + m3A3 + TTL4A4) € F§X2p

heif$t Vierte-Potenz-Restklassen doppelt-zirkulanter Code (im folgenden abgekiirzt durch
VPRdz-Code)

In [ZG15, Theorem 8] wurde ein Kriterium angegeben, um zu entscheiden, wann
ein VPRdz-Code selbst-dual ist. Dies wurde benutzt, um verschiedene Familien
von selbst-dualen Codes iiber endlichen Kérpern mit Charakteristik 2 und 3 und
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Ordnung < 9 zu konstruieren. Die Beweise bzw. Rechnungen sind hierbei aber
sehr technisch, und es werden kaum Struktureigenschaften der Codes benutzt.

Satz 222 ([ZG15, Theorem 26]). Die Automorphismengruppe des Codes

P,(mg, my, mg, ms, my) enthilt eine Untergruppe der Ordnung @.

Diese Gruppe soll nun benutzt werden, um selbst-duale VPRdz-Codes zu
zdhlen.

SeiV = (F,®F,)" = F* und sei s ein primitives Element von F,. Dann operieren

o:F, = TF,,a—~a+1und
p:F, =F,a—s-a

auf V und es gilt (o, u) = Affy(F,). Sei
U= (0,7 :=u*) < Affy(F,)
von Ordnung ??-Y Ein Element v € V wird durch

(v(0)1,v(1)1,...,v(p—1)1,v(0)2,v(1)2,...,v(p — 1)3)

als Vektor in F2? aufgefasst, dann operieren o und x auf F2” durch Permutation
der Koordinaten.

Lemma 2.23. Ein Code C < V mit Erzeugermatrix (I, M) ist genau dann ein
VPRdz-Code, wenn o und ~y Automorphismen von C sind, d.h. es gilt U < Aut(C).

Beweis. Falls C' ein VPRdz-Code ist, sind ¢ und 7 Automorphismen von U. Sei
nun C' = ((I, M)) <V ein Code mit U < Aut(C). Dann wird die erste Zeile

(1,0,...,O,mo,ml,...,mp_l)
——

p

der Erzeugermatrix fixiert. Zuséatzlich muss fiir alle 0 < ¢ < p — 1 gelten, dass
m; = My ist, also muss m; = m; gelten, falls i und j in der selben zyklotomi-
schen Klasse (), enthalten sind. Durch Anwenden von ¢ erhilt man die restlichen

Basisvektoren von C. Dies ist aber gerade die Konstruktion von Definition 2.21.
U

Nun werden alle selbst-dualen VPRdz-Codes aufgezdhlt. Sei C = ((I, M)) <V
ein solcher Code.

Bemerkung 2.24. Der Fixcode C(o) von o hat die Erzeugermatrix
(1 ... 1 a ... a) eF

Da C selbst-dual ist, muss insbesondere p(a®* + 1) = 0 € F, gelten. Da p und q tei-
lerfremd sind, ist also schon a®> = —1, so ein Element existiert nur in F,, wenn q eine
Potenz von 2 oder wenn ¢ = 1 (mod 4) ist.
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Sei
Folo] =F; ®Fpa® - ®Fp
m Kom;ronenten
mit d = ord(¢ mod p) und seien & := {ey, ..., e, } die zentral primitiven Idem-

potente von F[o].

Bemerkung 2.25. Es gilt (Ce;)* = Ce; < Ve, Falls ~ trivial auf den Idempotenten
operiert, ist C'e; < Ve; selbst-dual mit Erzeugermatrix (1 a) fiir ein a € F,a mit
Norm(a) = —1.

Bemerkung 2.26. Der Automorphismus ~y operiert auf den Idempotenten £ mit einzi-
gem Fixpunkt eq. Es gilt e] = e, fiir ein i > 1, genau dann wenn ~y in (u™) enthalten ist,
genau dann wenn d von L2 geteilt wird. Aus der Zerlegung von F,[o] folgt p = md + 1

und mit
d 4

p—1 m
gilt, dass d von 221 geteilt wird, genau dan wenn 4 von m geteilt wird. Sei 5 € S,
die Permutation von y auf {ey, ..., en}. Dann hat i genau t Zykel der Linge =. Aus

dimg, C(y) = 5 folgt, dass t ein Teiler von 4 ist. Falls -y trivial operiert, induziert -y einen
Automorphismus ' € Gal(Fa/F,). In diesem Fall ist

5 = dimp, F(y) =1+ Zdiqu (Ffei) ()
i=1

=1+ dimp, (Fix(y))

=1
=1+ mly].
Also gilt |v'| = 2 und der Fixkorper ist Iﬁ‘q 4
Bemerkung 2.27. Die Anzahl der Elemente a € F,a mit Norm(a) = —1 ist

g +1, falls d gerade
2, falls d ungerade und g = 1 (mod 4)
0 sonst.

Nun werden die Codes E < V gezdhlt, so dass C = C(0) & E ein selbst-dualer
VPRdz-Code ist.

1. Fall: ~ und v operieren trivial (d.h. d ist gerade und m | 4).
Die Anzahl der selbst-dualen Codes Ce; < Veg; ist hier die Anzahl der Elemente
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a € F 4 mit Norm(a) = —1, also ist die Anzahl insgesamt

q%
¢+ 1, fallsm =1
(¢ +1)% fallsm =2
24 =16, fallsm = 4.

2. Fall: ~ operiert trivial, 7 operiert nicht trivial (d.h. d ist gerade und m { 4).

Dann hat 7' € S,,, genau t Zykel der Lange “, wobei t ein Teiler von 4 ist. Aller-
dings muss 7 ungerade sein, sonst wiirde 72 als Involution auf den Idempoten-
ten operieren und d wére ungerade. Also gilt ¢ = v»(m). Auf jedem der ¢t Zykel

gibt es dann q% + 1 Moglichkeiten fiir Ce;, also ist die Anzahl insgesamt

( 54 1>V2(m)
q .

3. Fall: ~ operiert nicht trivial, v operiert trivial (d.h. d ist ungerade und m | 4).
Da p — 1 = md von 4 geteilt wird und d ungerade ist, wird m von 4 geteilt und
es folgt m = 4. Teile nun die Idempotente e1,...,e4 in F = 2 Paare (i, j) ein, so
dass e; = e; gilt. Da + trivial operiert, induziert es einen Galoisautomorphismus
7' mit Fixkorper Foa =T, Fiir jedes Paar (i, j) hat (ohne Einschrankung) Ce; die
Erzeugermatrix

(0 0), <é 2) ,(0 1) oder (1 a) mita € F,.

Insgesamt ist die Anzahl also
(g+3)°
4. Fall: ~ und v operieren nicht trivial (d.h. d ist ungerade und m 1 4).
Es gilt ] = ¢;, genau dann wenn ¢;” = ¢; gilt. Die Ordnung von v’ (gleich %)
teilt die Ordnung von v (gleich ’%1), also ist

p—1 _ mdt dt

4.2 Am 4

eine ganze Zahl. Da d ungerade und ¢ ein Teiler von 4 ist, folgt bereits t = 4 und
7" hat Ordnung 7. Dann liegen ¢; und €; genau dann in einer Bahn unter v, wenn
7 gerade ist. Also hat U vier Bahnen auf {e;,...,e,} wenn 7 gerade ist, und
zwei sonst. Die Anzahl der Codes ist dann insgesamt

—~

¢*+3)*, falls 2 gerade
(¢*+3)?, falls 2 ungerade.
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Der Fall p teilt |F*|

Sei ohne Einschrankung

g(( )’1"0’(0"“---’(@1)"”1)

fir ein Element ¢ € F* von Ordnung p. Im Fall t = 0 (also insbesondere 7(g) = 1)
zerféllt C in die orthogonale Summe

p—1 .
C = @ Kern(g — ¢*id).
0
Falls C extremal ist, muss also bereits n; = n fiir ein ¢ gelten, dieser Automor-
phismus ist aber in der Automorphismengruppe von jedem Code enthalten. Die
Einschrankung 7(g) # 1 ist fiir extremale Codes also eher technischer Natur.

Sei C' < F” ein selbst-dualer, extremaler Code, so dass g ein Automorphismus
von C ist mit 7(g) # 1. Dann ist der Fixcode gegeben durch

Clg) ={(c1,--sC1yeeeyCtye ey CtyCtpity - -« s Ctpings 0, ..., 0) € C'}.
—— ——
p p
Definiere die beiden Projektionen
72 Clg) = F e (¢, c9p, - .-, 0p) und

Tne = C(g) = F™, ¢ (Cpta1s - - -, Cpttng)-

Dann ist
Clg)" = {(m(c), mpo(c)) [ c € Cg)}
ein Code der Lange ¢ + ny, der selbst-dual bzg].

t t+no
Ty 321’2%% + Z TiYi
i=1 i=t+1

ist, insbesondere ist die Dimension also t*% Durch die folgenden drei Bemer-
kungen werden bereits viele mogliche Automorphismen ausgeschlossen:

Bemerkung 2.28. Angenommen, es gilt no < d(C), dann ist Kern(n;) ein Code der
Linge ng (nach Streichung der Nullen) mit Minimalabstand > d(C'), also gilt bereits

Kern(m;) = {0} und m, ist injektiv. In diesem Fall ist 7(C(g)) ein Code der Linge t,

d(C)

Dimension Y20 ynd Minimalabstand > | “<2=20 | | Fijr kleine n ist diese Moglichkeit
2 p g

hiufig durch die Schranken in Codetables ([Gra]) ausgeschlossen.
Bemerkung 2.29. Es gilt die Abschiitzung

d(C) < d(C(g)) < p-d(m(C(9))) + no.
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Zusitzlich kann C(g) nach Streichung der letzten ny + - - - + n,_, Stellen (die immer
Null sind) als “2-dimensionaler Code der Liinge pt + no mit Minimalabstand > d(C)
aufgefasst werden. Fiir kleine t ist diese Moglichkeit also wieder hiufig durch Codetables
([Gra]) ausgeschlossen.

Bemerkung 2.30. Es gilt

m(C(g))" = m(Kern(my,)),

also existiert ein maximal selbst-orthogonaler Code A < F* mit
m(Kern(m,,)) < A < At < m(C(9g))-

Dann liefern die Klassifikationen in [HMa] oder die Abschitzungen in [Mey10] einen
moglichen Widerspruch.

Der Fall p = char(F)

Zuerst wurden in [Bou96] bindre, selbst-duale Codes mit einem fixpunktfreien
Automorphismus der Ordnung 2 untersucht. Mit einer geeigneten Projektion
des Fixcodes wurden verschiedene Codes der Lange 64 konstruiert, in [Bou00]
wurde diese Konstruktion auf Automorphismen mit Fixpunkten tibertragen.
Damit wurde dann in [Bou02] gezeigt, dass ein bindrer, extremaler Code der
Lange 24m mit einem Autorphismus der Ordnung 2 mit Fixpunkten nur fiir
m = 1 und m = 5 existieren kann. In [Neb12b] wurde dies zusammen mit
der Klassifikation der bindren, extremalen Codes der Lange 36 benutzt, um zu
zeigen, dass ein bindrer, extremaler Code der Lange 72 ein freier FoC>-Modul ist.

Sei C' < F" ein Code der Liange n iiber einem endlichen Korper der Charakteristik
p und sei g ein Automorphismus der Ordnung ¢ = p®,e > 1 von C. Dann ist g in
Mon, (F) konjugiert zu einem Element ohne monomialen Anteil. Angenommen,
g hat nur Zykel der Lange ¢ und 1, dann gilt ohne Einschrankung

g=(1,2,...,9)(¢+1,....,2¢)...(t—Dg+1,...,tq) (tg+1)...(n),
f

wobei f := n—tq die Anzahl der Fixpunkte von g ist. Der Gruppenring R := Fg]
ist ein artinscher, kommutativer Kettenring mit Idealen

(1—-g)),0<i<q

Es gilt
F" =~ R' @ F/ als R-Moduln
und der Code C' lasst sich mit Lemma 2.3 (mit n; = ¢t und ny = f) konstruieren

als
C={(r,y)| v € Bg,y € Dp,p(r) =y + D},
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wobei
B C B =Bz < R

und
D C D =Dp <Ff

selbst-orthogonale Codes sind und
B /B — DD
eine g-dquivariante Antiisometrie ist.

Lemma 2.31 (siehe [Bou02] fiir p = 2). Sei F"(g) := {v € F" | v-g = v} und
C(g) = V(g) N C der Fixcode von g. Definiere

Ty i T (g) = F(Cry ey C1yCayee oy Coy ey Chy e Gy Ty ey Tp) > (C1y ey )
—_———— —— ———

q q q

und
O, F* =T (cr,...,00) (c1+ca+-Fcg ooy C-tygr1 + .-+ Cig).
Dann ist @, ein g-invarianter Homomorphismus, der
vw=7,(0) - By (w) )

fiir alle v € F"(g) und w € F™ erfiillt. Sei B wie in Lemma 2.3 mit ny = tq und sei
B(g) :== C(g) N B. Dann ist V,(C') ein selbst-orthogonaler Code mit

P, (C)F =y (B(g)) und ®,(B)* = 7,(C(g)).

Beweis. Die Gleichung (x) folgt durch eine einfache Rechnung, damit gilt
my(B(g)) € ®4(C)" und 7, (C(g)) € Py(B)".

Firc= (ci,...,¢,) € Cerfllt

d:C(l—i-g—l——ngil)
q

q q .
= (;Ciy...,izlci,...,izlc(t—l)q-l,-i,-H,ZC(t_l)q_H‘,O,...,O> EB(Q)

=1
! g f

-~ -~

q q
die Gleichung 7,(d) = ®,(c), damit ist

©y(B) C y(C) € 7y(B(g)) € my(Cl9))-
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Seinun (di,...,d;) € ®,(C)*, dann wird der Vektor

v i= (d17"'7d17"'7dt7"'7dt707"'70>E]Fn
—— —— N——

q q f
von g fixiert und die letzten f Koordinaten sind 0. AuSerdem istv € C' = C*, da
v-c=my(v)  D4(c) =0 gilt fiir alle ¢ € C.

Also ist v € B(g) und damit insgesamt ®,(C)* C 7,(B(g)).
Seinund := (di,...,d;) € ®,(B)*. Fiir jedes x € F/ erfiillt das Element

Vyp = (dl,...,dl,...,dt,...,dt,x) E]Fn(g)
e — ——

q q
dass 7,(v,) = d ist, zusétzlich ist fiir jedes b € B das innere Produkt
Uy - b=my(vy) - Dy(b) =d - Dy(b) = 0.

Da die Projektion von C' auf By surjektiv und By = B*+ ist, existiert ein Element
z € F/, so dass v, € C(g). Daraus folgt die Behauptung. O

Sei nun g ein fixpunktfreier Automorphismus, d.h. es gilt n = tg und

g=(1,...,¢9)q+1,...,2q)...(t = 1)g+ 1,...,tq).

Dann ist F* = R' =: V ein freier R-Modul vom Rang ¢. Im Fall ¢ = 1 sind die
Codes in V' gerade die zyklischen Codes. Auf R ist die natiirliche Involution
~: R — R definiert durch

q q

- 1
g o;q" = 5 oGq T,
i=0 i=0

damit ist

t
(,):VxV =R, (v,w) %Zvj@

j=1

das Standard hermitesche innere Produkt auf V.

Bemerkung 2.32. Die Abbildung

q q
0 :F" =V (c1,...,cq) — (Z cigt ,Z c(tl)qﬂgil)
=1 =1
ist ein R-Modulisomorphismus, fiir den gilt

¢-d = Spur({¢(c), p(d))),
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wobei
q—1
Spur (Z aigi> = qp.
i=0

Insbesondere definiert diese Abbildung also eine Bijektion zwischen den selbst-dualen
Codes in R (bzgl. (-,-)) und den selbst-dualen Codes C' < F™ mit einem Automorphis-
mus g € Aut(C).

Fiir die drei bisher bekannten ternédren, extremalen Codes der Lange 36 bzw. 48
gilt, dass die Automorphismen g der Ordnung 3 alle fixpunktfrei sind, aufSerdem
sind diese Code freie R-Moduln. Dies motivierte die Entwicklung der Theorie
von selbst-dualen Codes iiber Kettenringen.
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Kapitel 3

Selbst-duale Codes iiber
Kettenringen

In diesem Kapitel wird die Struktur von Codes {iiber Kettenringen untersucht.
Auch wenn die Motivation, und sicherlich auch die wichtigste Anwendung,
die Klassifikation von selbst-dualen Codes tiiber F, mit einem Automorphis-
mus der Ordnung p ist, ist die Theorie so Allgemein wie moglich gehalten.
Bedeutung erlangten Kettenringe in der Codierungstheorie, als gewisse nicht-
lineare bindre Codes mit einem hohem Minimalabstand als das Bild eines li-
nearen Z,-Codes unter der sogenannten Gray-Map beschrieben werden konn-
ten ([Ham+94]). Zusétzlich sind die Eigenschaften von Kettenringen eng mit de-
nen von Koérpern verwandt, es ist also zu erwarten, dass sich auch Strukturen
von klassischen linearen Codes tibertragen. Aufierdem beinhaltet die Klasse von
Kettenringen einige wichtige Familien, wie gewisse Restklassenringen der gan-
zen Zahlen, Galois-Ringe und einige Gruppenringe.

Sei C ein Code iiber einem artinschen Kettenring R der Linge a + 1 mit maxima-
lem Ideal m = (x) und Restklassenkorper F = R/m, dann definiert die Multipli-
kation mit = eine Kette von Teilcodes

Co0W:=Cr2C® .=Cas?2---DCY .=z D{0}.

In den Papern [Bou00], [Bou02] und [BW13] wird eine dhnliche Idee fiir den
Spezialfall der bindren, selbst-dualen Code mit einem Automorphismus g der
Ordnung 2 angewendet. Das Hauptresultat von [Neb12b] ist ein Spezialfall von
Satz 3.8, das besagt, dass der Code C - (1 + g) kanonisch isomorph zu einem
selbst-dualen Code tiber F; ist, genau dann wenn C ein freier FoC>-Modul ist. Im
Allgemeinen ist ein selbst-dualer Code C' in R’ ein freier R-Modul, genau dann
wenn C@ ein (hermitesch) selbst-dualer Code iiber dem Restklassenkdrper
F ist. In diesem Fall wird beschrieben, wie man einen gegebenen Code C(+)
zu allen zuldssigen Codes C'V liftet. Diese stehen in Bijektion zu (hermitesch)
selbst-dualen Codes in einem geeigenetem bilinearen Raum {iber F (Satz 3.14).
Dies fiihrt zu einer neuen Methode (Algorithmus 3.18) um alle freien, selbst-
dualen Codes C® (mit hohem Minimalabstand) zu klassifizieren. Damit wird
unter anderem gezeigt, dass der Pless-Code Pss der einzige terndre, extremale
Code der Lange 36 mit einem Automorphismus der Ordnung 3 ist (Satz 4.6).
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Das folgende Kapitel und zusétzlich die Ergebnisse von Satz 4.3 und Satz 4.6
wurden in dem Paper [EN18] veroffentlicht.

3.1 Codes iiber Kettenringen

Sei wie oben R ein kommutativer, artinscher Kettenring mit 1 undsei™: R — R
eine Involution, d.h. ein Ring-Automorphismus der Ordnung eins oder zwei. Sei
m das maximale Ideal von R, dann induziert ~ eine Involution auf dem Restklas-
senkorper F = R/m, welche auch mit ~ bezeichnet wird. Falls diese Involution
die Identitdt auf dem Restklassenkorper ist, existiert ein e € {1,—1}, so dass
T = ex (mod Rz?) gilt fiir jeden Erzeuger x von m. Falls ~ Ordnung zwei auf F
hat (was dann hermitescher Fall genannt wird), kann nach Hilbert 90 ein Erzeu-
ger z von m gewdhlt werden, so dass T = z (mod Rz?) erfiillt ist. Sei nun z ein
fest gewdhlter Erzeuger des maximalen Ideals von R, so dass

7 = ex (mod Rz?)
gilt, mit € = 1 im hermiteschen Fall. Sei a € Ny maximal mit 2 # 0. Dann ist
RD Rz D Ra*D -+ D Ra*' = {0}

die komplette Kette von Idealen in R und alle unzerlegbaren R-Modulen sind
von der Form
Sy = Rl firein 0 < b < a,

wobei Sy = R der freie Modul von Rang 1 und S, der eindeutige einfache
R-Modul ist. Die Kompositions-Lange (oder Jordan-Holder-Lange) eines Mo-
duls V' wird mit ¢(V') bezeichnet, insbesondere gilt also ¢(S;,) = a — b+ 1.

Fiir die Betrachtung von Codes sei t € N und sei

V::Rt:{(vl,...,vt)]UiER}

der freie R-Modul von Rang ¢ mit dem ~-hermiteschen innerem Produkt

(,): VXV =R, (v,w) ::Zvjw_j. 1)

j=1

Definition 3.1. Ein R-Teilmodul von V heifit Code der Linge t iiber R. Fiir
einen Code C in V existieren nach dem Satz von Krull-Schmidt-Remak eindeutige
to,t1,...,tq € ZZO mit

C2SP @Sy @ @Sk

Das Tupel (to,t1, ..., t,) heifit Typ von C. Der duale Code ist
Ct ={veV|{v,w)=0firalew € C}

und C' heifit selbst-orthogonal, falls C C C*, bzw. selbst-dual, falls C = C* qilt.
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Lemma 3.2. Sei C' < R' ein Code vom Typ (to, t1, ..., 1)
i) Der Typ von Cx ist (0,%o, ..., ta—1).
it) Der Typ von Cist (t — > ¢ o tista, - t1).
iii) Es gilt ((C') + £(C+) = £(V).

Beweis. Die Aussage von i) ist klar und iii) folgt aus ii). Sei (t{,,t}, ..., t,) der Typ
von C*. Als artinscher Ring ist R selbst-injektiv, d.h. es existiert eine kurze exakte

Sequenz
0 — C* =V — Hompg(C,R) — 0

und es ist Homg(C, R) = C als R-Moduln. Daraus folgt C' = V/C*. Der Typ von

V/Ct = Rt/(GBEZOS;;’) ist der Typ von

a

P (Rr/Ra") @ R0’

b=0

t! =S¢ ¢!
o~ b b=0"b
- @ Saberl D SO ’

b=0

alsogiltto =t — > ;_ tyund t,_pyy =t flir 1 <b < a.

Lemma 3.3. Sei C' C C* < V ein selbst-orthogonaler Code vom Typ (to,t1, . . .

Dann gilt ‘ ‘
i t; <t— JZ t;
1=0 =0

fiiralle j =0, ... ,aund im Fall C+x C C ist zusiitzlich

a—j 7+1
t— Z t < Z t;
1=0 =0

fiirallej =0,...,a — 1.

Beweis. Falls C' C C selbst-orthogonal ist, enthilt der Modul
O gizizotig gleg g gh

einen Teilmodul, der isomorph zu Si° & Si* & - - - & Sl= ist. Also folgt

a
to <t— th‘,
=0

a a—1
o+t St—Y titta=t—> 1
=0 =0

7ta)-
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etc. Analog folgt, falls Ctz C C gilt, dass S;° @ Si* @ - - @ S einen Teilmodul

enthalt, der isomorph zu SI*ZZ-,;O "@ Sl @ - @ S ist, woraus die anderen Un-

gleichungen folgen. O

3.2 Der Sockel

Die Multiplikation mit z* definiert einen Isomorphismus zwischen dem Rest-
klassenkorper F und dem Sockel von R, womit der Sockel eines Codes C' < V
untersucht werden kann.

Bemerkung 3.4. Der Isomorphismus
¢:F=R/Rx — Rx* = S,,r + Rx — ra*

erfiillt

o(r + Rx) =72 = €*ra”,
d.h. o kommutiert oder anti-kommutiert mit den Involutionen auf R und F.

Fiir einen Code C vom Typ (o, 1, . .., t,) ist der Sockel
soc(C) :={ce€ C | cx =0} = Sttt
ein Teilraum des Sockels soc(V') = Vz* von Dimension > 7 ¢;.

Bemerkung 3.5. Sei
VW = zt: V;W;
=1
das Standard hermitesche innere Produkt auf F*. Die Abbildung
misoc(V)=Va® = F (vr,...,0) = (o (v1),...,0 ()
ist ein [F-linearer Isomorphismus, welcher
m(vz?) - w(wa?) = o7 ((va®, w)) = "™ (v, wa))
fiir alle v,w €V erfiillt.

Falls C' <V ein Code der Léange ¢ iiber R ist, dann sind C'z® und soc(C') Teilcodes
von soc(V) = V.

Lemma 3.6. Es gilt (7(C*z%))* = m(soc(C)).

Beweis. Sei (%, . .., t,) der Typ von C. Dann folgt aus Lemma 3.2, dass

dim(7(C*+a%)) =t — Zt
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und

dim (7 (soc(C))) = Zt

gilt. Also geniigt es zu zeigen, dass 7(soc(C)) in (7(C*2z*))* enthalten ist. Seien
dafiir s = (sy,...,s;) € soc(C)und z = (21,...,2) € C*+. Dann ist

r(22%) - 7(s) = 7 ({2, 8)) = " (0) = 0
und damit 7(s) € (7(Ctz%))*. O

Bemerkung 3.7. Im Fall C+x® C C ist Cta® C soc(C), also ist w(Ctx?) ein selbst-
orthogonaler Teilcode von w(soc(V')) = F' bzgl. des Standard hermiteschen inneren
Produkts.

3.3 Selbst-duale Codes

Von nun an werden selbst-duale Codes C' = C+ < V der Lange ¢ betrachtet. Als
Korollar von Lemma 3.2 folgt der folgende Satz (siehe [BW13] und [Neb12b] fiir
den Fall R = Fy()).

Satz 3.8. Sei C = C*+ <V ein selbst-dualer Code der Liinge t.
i) Der Typ von (to,t1,...,t,) von Cetfilllt ty = t,, to = te_1,... und

{ i Wty falls a gerade

t*_t<a2+1>/2 — Zl()a:_ll)/2 ty  falls a ungerade.

ty =

it) Der Code w(Cx®) ist selbst-orthogonal in (F,-) mit (m(Cz®))* = 7(soc(C)).

iii) Der Code C'ist ein freier R-Modul (d.h. t; = --- =t, = 0 und t, = t/2), genau
dann wenn Cz* = soc(C'), genau dann wenn 7(Cz®) ein selbst-dualer Code in
(F?,-) ist.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Lemma 3.2. Es gilt Cz*z = {0},
also ist C'z® im Sockel soc(C') von C enthalten. Damit folgt die zweite Aussage
aus Lemma 3.6. Dann ist 7(Cz*) ein selbst-dualer Code in (F?,-), genau dann
wenn Cz® = soc(C) gilt, genau dann wenn beide die gleiche F-Dimension
haben. Da die Dimension von 7(Cz®) gleich ¢, ist, und die von 7(soc(C')) gleich
to +t1 + - - - +t,, sind diese genau dann gleich, wenn t; = - - - = ¢, = 0 erfiillt ist,
d.h. C ist ein freier R-Modul vom Rang ¢, = ¢/2. O

Im folgenden sei C' ein selbst-dualer Code von gerader Linge ¢ und vom Typ
(t/2,0,...,0), d.h. C ist ein freier R-Modul. Dann bilden die Teilcodes

C = Ca’
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vom Typ (0%, ¢/2,0%%) die folgende Kette:
Vocw 5. 50t sot=0500W 5.5 0@ S (o).

Lemma 3.9. Fiir 0 < i < a gilt CO™ = C + Vaot1=i. Auferdem ist der Typ von CD*
gleich (t/2,0°7% ¢/2,071).

Beweis. Durch eine einfache Rechnung folgt C'+ Vz**'~* C C ", AuBerdem gilt
fiir die Kompositions-Lange

0Oy =08 = La—i+1)
und

UC + Vo= = 0(C/(Va* 7 N O)) + (VarH1)
— K(C/C(aJrl—i)) 4t

é

t

2

Also impliziert
UCY +U(C+ Va7 =tla+1) = V)
die Gleichheit ((C + Vz91=%) = ¢(C®"), daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 3.10. Es gilt CO) " zi = Oz + V(2%1=1zi) = Cal = C0,

Definition 3.11. Sei D < Vz'™! ein Code vom Typ (07, /2,091 mit D*2"*! = D
(dies erfiillt jeder Code C"+1). Sei

W;:= D2 /D = T
und definiere
()i Wi x Wy = F, (ca’ + D, bz’ + D) + ¢ ' ({c,b)a?).

Lemma 3.12. Das innere Produkt (-,-); ist wohldefiniert, nicht-ausgeartet und hermi-
tesch im hermiteschen Fall bzw. €'-symmetrisch sonst.

Beweis. Der Raum W; ist isomorph zu F?, da er von der Multiplikation mit z
annihiliert wird. Nun wird gezeigt dass das innere Produkt wohldefiniert ist.
Fiir ¢, d € D* gilt

ct'+ D =z + D,

genau dann wenn d € D+ v € V existieren mit

d =c+dr+ vzt
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Firsolche ¢ = ¢+ dx +vx® P und b = b+ d'x + v'2% 1 ist

(d,b)a' = (c+dx + v b4 do + o'z T
= (¢, bz’ + (¢, d'x)z" + (dx, by’ + (dx,d z)z’

= (¢, b)a’,
wobei die erste Gleichung gilt, da z°t'~"2" = 0 ist, die zweite Gleichung
gilt, da dzz’ in Dz = D und c¢,d in D' enthalten sind, analog gilt

d'zx’ € D*2™ = Dund b,dx € D*. Fiir ¢,b € D* gilt
({c,D)x")x = (ca™ ', b) =0

da cz't! € Dta'l = D und b € D+ ist. Also ist (c,b)z* € S, und das innere
Produkt ist wohldefiniert. Auflerdem ist

'), = o7 (. 0hat) = o7 () = 7 (o)

z‘+a)(

= ¢ cx', bx');,

woraus die Symmetrie-Eigenschaft folgt. Fiir das Radikal sei bz’ € D+z%, so dass
(cz',bx'); = 0 fiir alle ¢ € D* ist. Daraus folgt (c,b)z’ = (c,bz") = 0 fiir alle
¢ € D*, dann gilt aber bereits bz’ € D und das Radikal ist {0} und ist (-,-);
nicht-ausgeartet. O

Bemerkung 3.13. Beziiglich (-, -); ist
X;:=(D+soc(V))/D = (D+Vz*)/D < W,

ein maximal isotroper Teilraum von W;.

Der nichste Satz kann als Verallgemeinerung von Satz 3.8 gesehen werden, da es

einen Lift D’ von D, d.h. einen selbst-orthogonalen Code, der isomorph zu S; /2
ist und D'z = D erfiillt, als maximal isotropen Teilraum von W; identifiziert.

Satz 3.14. Seien D, W; und (-, -); wie oben. Die Codes D' < V' mit D'z = D und
D'txt = D' sind genau die maximal isotropen Teilriume von D'/D in (W, (-, -);), die
ein Komplement von X; sind, d.h.

W,=D'/D® X,
Beweis. Nach Voraussetzung gilt D = D'z C D', also ist D' C D+ und damit
D' = D't C Dol

Daraus folgt D'/D < W,. Fiir ¢z, bz’ € D’ kann ohne Einschrankung angenom-
men werden, dass b € D't gilt, damit ist

(cx’,bx'); = ¢ ({ex®, b)) = o 1(0) = 0
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und D'/ D ist ein isotroper Teilraum von W;. Falls fiir b € D+ gilt, dass (cz?,b) = 0
fir alle ¢ € D'* erfiillt ist, folgt b € D, also ist D'/D ein maximal isotroper
Teilraum von W;. Insbesondere ist also D'/ D = F*/2. Aus

D'y =D= S
folgt die Isomorphie D’ = S!?, also ist
soc(V)N D' = S§Y2 = s0c¢(V) N D.

Dann ist soc(V) N D" = soc(V) N D und D'/D N X; = {0}, was eine Richtung des
Satzes beweist.

Seinun Y < W, ein isotropes Komplement von X;, und sei D' das Urbild von Y
in Dt2%. Dann ist D’ < V! und

D'z = (D' +soc(V))x = Dra'z = D.

Dies impliziert, dass der Typ von D’ gleich (0%,¢/2,0% ") ist, auerdem, dass
D C D'und D'* C D* gilt. Da Y maximal isotrop ist, ist

D ' +D/D=Y*=Y =D'/D,

also D' = D"z' + D. Aus Lemma 3.2 folgt, dass der Typ von D'* gleich
(t/2,077% ¢/2,0°71) ist, und deshalb D'*z' = D', also D'*z' = D'. Daraus folgt
die Behauptung. O

3.4 Aquivalenz von Codes

Sei U(R) := {r € R | r7 = 1} die unitdre Gruppe von R. Dann vertauscht die
Operation der monomialen Gruppe

Mony(R) := {diag(uy,...,u;)w | u; € U(R), 7 € S;}

mit Dualitdt. Diese Gruppe ist das semidirekte Produkt des Normalteilers der
Diagonalmatrizen U(R)" und der Untergruppe P, = S; der Permutationsmatri-
zen. Analog zum Beweis von Satz 2.16 gilt damit das folgende Lemma:

Lemma 3.15. Sei g € Mon(R) ein Element von Ordnung s, so dass s und |U(R)|
teilerfremd sind. Dann ist g in Mon,(R) konjugiert zu einem Element von P,.

Zwei Codes C, D <V heifien dquivalent, C' = D, wenn ein g € Mon,(R) existiert
mit C' - ¢ = D. Die Automorphismengruppe Aut(C) ist der Stabilisator von C' in
Mon,(R).

Lemma 3.16. Der natiirliche Epimorphismus induziert einen Epimorphismus

UR)— UF),u+— u+zR.
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Beweis. Falls char(F) = 2 und ~ die Identitdt auf F ist, dann ist U(F) = {1}
und die Abbildung ist offenbar surjektiv. Sei also char(F) # 2 oder ~ ist nicht die
Identitdtauf F. Seiu € R, sodass uu = 1+rz? giltfiireinr € Rmit7 = r (mod xR)
und j > 1. Fiir die Behauptung muss nun ein v € R existieren, so dass

(u +va?)(u+ vwd) = 14 r'z7
tiir ein 7’ € R erfiillt ist. Dieses v ist die Losung der Gleichung
—r =ut +uv (mod zR). (%)

Falls ~ die Identitat auf F ist, ist die Losung gegeben durch v = 5* (mod zR), da
2u eine Einheit ist. Falls ~ nicht die Identitdt auf F ist, ist —r + 2 R gleich der Spur
eines Elements im Korper F. Da die Spur surjektiv und u eine Einheit ist, existiert
solch ein Element v. O

Bemerkung 3.17. Die monomiale Gruppe Mo, (F) vertauscht mit Dualitit bzgl. - und
(+,)i- Aus Lemma 3.16 folgt die Existenz eines Gruppenepimorphismus

Mon;(R) — Mon(F).

3.5 Konstruktion aller selbst-dualen, freien Codes

In den bisherigen Abschnitten wurde die Struktur selbst-dualer Codes der Lange
t tiber R, die frei als R-Modul sind, analysiert. Auf eine natiirliche Art und Weise
kann diese Struktur ausgenutzt werden, um alle diese Codes C' iterativ zu kon-
struieren. Nach Satz 3.8 iii) ist der Sockel C'*) ein (hermitesch) selbst-dualer Code
in F?, alle Moglichkeiten sind hier also durch eine schon bekannte Klassifikation
(z.B. [HMb]) gegeben. Dann kénnen die Codes O = C2' i =a—1,a - 2,...,0,
als selbst-duale Teilmoduln von W; = F! konstruiert werden.

Algorithmus 3.18. Eingabe: R, t und die Involution — : R — R.

Ausgabe: Eine Menge Dy = {C,, ..., C),} der Reprisentanten der Aquivalenzklassen
der freien, selbst-dualen Codes in (V, (-, -)).

Algorithmus:

0) Bestimme die Menge D, := {Dga),...,DE;‘?} der Reprisentanten der
Aquivalenzklassen von (hermitesch) selbst-dualen Codes in (FF, ).

1) Fiir i = a — l,a — 2,...,0 sei die Menge Dyyy = {D\"V ... DIty

o ! 41
der Repriisentanten der Aquivalenzklassen von Codes D < Va'*' vom Typ
(071 ¢/2,0 1) mit D2 = D gegeben.

2) Definiere D; := {}.

3) Fiirj=1,...,h+ 1seien D := D§i+1), W; := D*a'/D wie in Lemma 3.12 und
berechne die Menge Y := {D' < V' | D'x = D, D" 2" = D'} mit Hilfe von
Satz 3.14.



42 Kapitel 3. Selbst-duale Codes tiber Kettenringen

4) Fiiralle D' € Y iiberpriife, ob D' dquivalent zu einem Code in D; ist. Wenn nicht,
fiige D' zu D hinzu.

5) Falls i = 0, gebe Dy zuriick.

Fiir die Berechnung der Menge )Y in Algorithmus 3.18 3) miissen alle isotropen
Komplemente von X; in (W, (-, -);) berechnet werden. Sei dafiir Y; ein beliebiges
Komplement von X; in W;. Da W, nicht-ausgeartet und X; maximal isotrop in W;
ist, ist der Raum Y; isomorph zu Hom(X;,F). Insbesondere existieren geeignete
Basen von X; bzw. Y;, so dass die Gram-Matrix von (+,+); die Form

0 I
Ea—f—i[ G

hat, wobei G eine e*T*-hermitesche Matrix ist.

Bemerkung 3.19. Es existiert ein isotropes Komplement Y; von X, in W;, genau dann
wenn G € H gilt, wobei H die Menge

Ho={X + X" | X € F2H)
ist.

Die Menge H ist der Raum aller e**-hermiteschen Matrizen, genau dann wenn
entweder char(F) # 2 ist oder ~ nicht die Identitdt auf IF nicht. Andernfalls ist G
in ‘H enthalten, genau dann wenn G;; = 0 fiir alle 1 <1 < t/2 gilt.

Falls der Code D zu einem Code D' liftet, existiert ein isotropes Komplement Y;
von X; und es existieren Basen B und B’ von X, bzw. Y}, so dass die Gram-Matrix
von (-, -); bzgl. der Basis (B, B’) von W; von der Form

0 I
Ea—i—il 0

Folgerung 3.20. Die selbst-dualen Komplemente von X, in W; sind genau die Teilrdume
(B'+ AB) mit A € F/?*%/2, 50 dass

ist.

AT pertig =

gilt. Die Menge all dieser Matrizen bildet einen Vektorraum der Dimension d iiber dem
Fixkorper von — in F, wobei d gegeben ist durch

char(F) [ e | — d
Z2 | 1 | id [t(t—2)/8

beliebig | —1 | id |t(t+2)/8

beliebig | 1 |#id| t*/4
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Beweis. Jedes Komplement von X; hat eine Basis B’ + AB mit A € F*/2%¥/2, Diese
Basis ist isotrop, genau dann wenn

0 [ -[ —tr a+i

gilt. Die Dimension d ist also die Dimension des Raumes aller schief-
symmetrischen, symmetrischen, bzw. schief-hermiteschen Matrizen. O

3.6 Anwendungen

Das Gray-Bild von selbst-dualen Z,-linearen Codes

Die vorhergehenden Methoden liefern eine Verallgemeinerung der in [Rai00] be-
schriebenen Schranken fiir den Minimalabstand von Codes tiber R = Z/4Z. Die
Gray-Abbildung ist definiert durch

0 (0,0)
1—(1,0)
-1~ (0,1)
2 (1,1).

d: R'— F,

Diese Abbildung definiert eine Isometrie zwischen der Lee-Distanz auf
R'" und der Hamming-Distanz auf F3', es ist allerdings kein Gruppen-
Homomorphismus, insbesondere muss ®(C) also kein linearer Code sein. Der
folgende Satz ist eine Verallgemeinerung der Ergebnisse aus [Kiel3], welche
Rains sicher bekannt waren, aber nicht explizit in [Rai00] angegeben wurden.

Satz 3.21. Sei m € N ungerade und sei C' = C*+ < R'™ ein selbst-dualer, R-linearer
Code. Dann hat das Gray-Bild ®(C') C F3*™ von C den Minimalabstand < 4m, insbe-
sondere hat ®(C') nicht die Parameter eines extremalen Typ 1I Codes.

Beweis. Nach Satz 3.8 ii) ist 7(2C) < F3*™ ein selbst-orthogonaler, bindrer Code
der Lange 12m mit 7(2C)* = w(soc(C')). Da C selbst-dual ist, gilt

0=(cc) =Y ¢ ={i|c; € {£1}} +4Z = wt(n(2c)) + 4Z

i=1

fir alle ¢ € C. Insbesondere ist also 7(2C') doppelt-gerade. Da m ungerade ist,
also 12m kein Vielfaches von 8 ist, ist der Code 7 (2C') nicht selbst-dual. Mit den
Schranken aus [Rai00] (fiir 12m = 12 (mod 12)) folgt

d(m(20)") <47 4+ 2 =2m.

Also enthélt das Gray-Bild ®(soc(C)) einen Vektor mit Hamming-Gewicht 4m.
U
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Automorphismen linearer Codes

Sei F ein endlicher Korper der Charakteristik p und sei = : F — F ein selbst-
inverser Automorphismus. Sei g € Mon,(IF) ein Element der Ordnung ¢ = p°,
e > 1, dann ist g in Mon, (F) konjugiert zu einem Element in S,, < Mon,(F).
Angenommen, g hat nur Zykel der Lange ¢ und keine Fixpunkte, dann gilt ohne
Einschrankung

g=00,...,¢9)(q+1,...,2q)...(t—=1)g+1,...,tq)

fiir ein ¢ > 1, insbesondere ist dann n = tq. Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, ist
dann R := F|[g] ein kommutativer, artinscher Kettenring mit Idealen

Ra', 0<i<gq,

wobei z := (1 — g). Die nattirliche Involution auf R ist

q—1 q—1
“:R— R,Zaigi —> ng_i.
i=0 =0

Bemerkung 3.22. Es gilt

z+Z=(1-gH+(1-g)=01-9g)(1—g"),

daraus folgt

T=-—-c+4+aT=—-ax—a2— - —g9L
Also ist ¢ = —1 in der Notation von Abschnitt 3.1. Im hermiteschen Fall kann ein
w € F mit vu = —1 gewihlt werden, nachdem x duch ux ersetzt wurde, gilt dann

T =z (mod Rz?).

Die (hermitesch) selbst-dualen Codes in " mit g € Aut(C) stehen in Bijektion
zu den selbst-dualen Codes in dem freien Modul V' := R’ (Bemerkung 2.32) und
mit den Theorien von Abschnitt 3.3 bzw. Algorithmus 3.18 konnen die Codes
klassifiziert werden, die als R-Modul frei sind.
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Kapitel 4

Extremale, ternare Codes

In diesem Kapitel werden die entwickelten Theorien aus Kapitel 3 auf extremale,
terndre Codes der Lange 36 und 48 angewendet.

Der Pless-Code Pss ist der bisher einzige bekannte extremale, terndre Code
der Linge 36, die Automorphismengruppe hat Ordnung 19584 = 27 - 3% . 17.
Nach einem Resultat von W. C. Huffman ist dieser Code der einzige ternire,
extremale Code der Lange 36 mit einem Automorphismus von Primordnung
> 5 ([Huf92, Theorem 6]). Im folgenden wird gezeigt, dass dies auch fiir
Automorphismen der Ordnung 3 zutrifft. Alle Automorphismen der Ordnung
3 eines solchen Codes sind fixpunktfrei (Satz 4.3), daraus folgt, dass die Codes
treie F3Cs5-Moduln sind (Lemma 4.4). Mit den Methoden von Kapitel 3 lasst
sich also der (eindeutige) Fixcode liften, der einzige extremale Code ist der
Pless-Code Psq (Satz 4.6).

Zusitzlich wird gezeigt, dass der Code P3¢ der einzige terndre, extremale Code
der Linge 36 mit einem nicht-trivialen Automorphismus der Ordnung 2 ist
(Satz 4.2). Daraus folgt, dass jeder solche Code der Pless-Code P ist, oder die
Automorphismengruppe ist in Cs = (g | ¢* = —1) enthalten.

Im Fall der terndren, extremalen Codes der Lange 48 sind bisher zwei bekannt,
der Pless-Code P,5 und der erweiterte quadratische Restklassen-Code X ()47. Die
Automorphismengruppen sind hier

Aut(Pyg) =2 Cy x SLy(23).Cy von Ordnung 2° - 3 - 11 - 23

bzw.
Aut(XQy7) =2 Cy x PSLy(47) von Ordnung 2° - 3 - 23 - 47.

Auch hier ist bekannt, dass diese Codes die einzigen extremalen Codes mit
einem Automorphismus von Primordnung > 5 sind ([Neb12c]). Analog zum
Fall der Lange 36 wird gezeigt, dass jeder Automorphismus der Ordnung 3 eines
solchen Codes fixpunktfrei ist (Satz 4.10) und die Codes freie F5C3-Moduln sind.
Mit den Methoden von Kapitel 3 ladsst sich also auch hier wieder theoretisch
der (eindeutige) Fixcode zu einem extremalen Code liften. Die Berechnungen
sind hier allerdings zu aufwendig, die Eindeutigkeit wird aber unter einem
zusétzlichem nicht-trivialen Automorphismus der Ordnung 2 gezeigt, d.h. die
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Automorphismengruppen enthélt die Gruppe S; oder Cy (Satz 4.12 und Satz
4.13).

Zusatzlich wird die in [Nebl2c] gestellte Frage beantwortet, ob jeder Auto-
morphismus o der Ordnung 4 eines terndren, extremalen Codes der Lange 48
0% = —1 erfiillt (Satz 4.9).

4.1 Codes der Linge 36

Sei C' < T3 ein ternirer, extremaler Code der Linge 36 und sei o ein nicht-
trivialer Automorphismus von C' mit Ordnung 2. Dann ist o konjugiert zu

((g g))ilno,<_1>m).

Automorphismen der Ordnung 2

16
Satz 4.1. In der Situation oben ist o konjugiert zu (((1) é) : (—1)4> . Solch ein Au-
tomorphismus ist in Aut(Psg) enthalten.

Beweis. 1) Ohne Einschrankung gilt ny < n4, sonst ersetze o durch —o.
2) Es gilt ng — t € 4Z: Betrachte C(0)* = (m:(C(0)), 7, (C(0))) < F5™. Dieser
Code ist selbst-dual bzgl. des inneren Produkts

t+no

t
(z,y) = _inyi + Z Tili,
=1

1=t+1

was im terndren Fall nur moglich ist, wenn ny — ¢ ein Vielfaches von 4 ist.

3) Esgiltt+ng € {12, 14,16, 18}: Der Code C(0)* < F5"" hat Dimension (t+ny)/2
(also insbesondere ist ¢ + n gerade) und Minimalabstand > % = 6. Aus den
Schranken von Codetables ([Gra]) folgt t + ng > 12. Aus t +n; > t + no und
(t +n1) + (t + ng) = 36 folgt auBerdem ¢ + ny < 18.

4) Es gilt t + ng # 12:

Die Moglichkeiten fiir (¢, ng, ny) sind

13
2
0

3
S

n
12
14
16
18
20
22
24

oONBRONOED
—_ =
SR SN
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Fir (t,n9,n1) = (0,12,24) gilt 7(0) = 1, was ausgeschlossen ist. Alle anderen
Fille, aufier (12,0,12), werden durch Bemerkung 2.28 ausgeschlossen. Sei in die-

sem Fall
B 0

0 D | eFExeit12)
3
E F

eine Erzeugermatrix von C' nach Lemma 2.3. Es muss d(D) > 12 gelten, was nur
moglich ist, wenn dim(D) gleich 0 oder 1 ist.

1. Fall: dim(D) = 0. Dann gilt dim(£) = dim(F) = 12 und damit dim(B) = 6.
Es gilt C(0) = B(o) (da ng = 0), also ist C(0)* = m(B(0)) < Fi? selbst-dual mit
Minimalabstand > 6 und daher isomorph zu dem einzigen extremalen, terndren
Code der Lange 12, X Q). Dann hat B die Form X(@Q; ® (1 1) und es gilt

1 =10 ...00 0
E = =l ® (1 —1) e Fy*
00 0...01 —1

Diese Basisvektoren miissen mit Vektoren von Gewicht 10 verklebt werden. Sei-
env,w € F zwei Codeworter mit Gewicht 10. Angenommen, es gibt eine Stelle,
an denen v und w beide 0 sind. Dann sind diese an mindestens 9 gemeinsa-
men Stellen ungleich 0 und stimmen an mindestens 5 davon tiberein (nachdem
v eventuell durch —v ersetzt wurde). Dann ist aber v — w ein Codewort mit Ge-
wicht < 7, was nach der Verklebung ein Codewort mit Gewicht < 11 liefert. Die
Vektoren, die mit F verklebt werden, diirfen also an keiner gemeinsamen Stelle
0 sein. Das ist aber bei 12 Vektoren nicht moglich.

2. Fall: dim(D) = 1. Dann gilt dim(F) = 10 und dim(B) = 7, daraus folgt

B = (XQ” ® (1 1)) mit einem v € F24. Es gilt

(p) < - )

0 0 0 ... 01 -1

(%
E
toren von Gewicht 2. Der Rest der Argumentation folgt jetzt wie im 1. Fall.
5) Es gilt t 4+ ng # 14:

Die Moglichkeiten fiir (¢, ng, ny) sind

und da ( ( ) Dimension 11 hat, enthilt das Erzeugnis also mindestens 10 Vek-
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~

ni

[
_

— W 01 g\

—_ =
=R RN R R R

9
11
13
15
17
19
21

Bemerkung 2.28 schliefst alle Falle aufSer (1,13,21) aus, fiir diesen Fall liefert Be-

merkung 2.29 den Widerspruch.
6) Es gilt t + ny # 18.
Die Moglichkeiten fiir (¢, ng, ny) sind

t

17
15
13
11
9

— W O N

N-IEN K&, IV B

11
13
15
17

Die Falle (15, 3,3) und (7,11, 11) werden durch Bemerkung 2.28 ausgeschlossen,
der Widerspruch im Fall (17,1, 1) folgt aus Bemerkung 2.30, alle anderen Falle
werden durch Bemerkung 2.29 ausgeschlossen.

7) Aus t + ngy = 16 folgt (¢, ng,n1) = (16,0, 4):

Die Moglichkeiten fiir (¢, ng, ny) sind

t

ni

16
14
12
10
8

OSODN =

4
6
8
10
12
14
16
18
20

Fir (t,n9,n1) = (0,16,20) gilt 7(0) = 1. Die Falle (12,4,8), (10,6,8), (8,8,12)
und (6,10, 14) werden durch Bemerkung 2.28 ausgeschlossen, zuséatzlich wird
der Fall (14, 2,6) durch Bemerkung 2.30 ausgeschlossen, Bemerkung 2.29 liefert
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in den Féllen (4,12, 16) und (2, 14, 18) einen Widerspruch. Der einzige verbliebe-
ne Fall ist (16,0, 4), der Pless-Code Ps6 hat einen Automorphismus dieser Form.
O

Satz 4.2. Sei C' < F3° ein terniirer, extremaler Code der Liinge 36 mit einem Automor-
phismus o # —1 der Ordnung 2. Dann ist C' isomorph zum Pless-Code Ps.

Beweis. Nach Satz 4.1 gilt ohne Einschrankung

= ((i’ é) ° (—1)4> .

Aus ny = 0 folgt, dass 7, injektiv ist und zusatzlich m,(C(0)) ein selbst-dualer Co-
de in F% mit Minimalabstand > [125%0] = 6 ist. Aus [CPS79] folgt, dass m(C/(0))
isomorph zu dem Code C'P Sy ist, daher gilt C(c) = CPS;s® (1 1). Sei

B 0
(0 D) mit B € Fi32 D e Flext p e U8Rk p o plls—himh)xd
E F

eine Erzeugermatrix von C' nach Lemma 2.3. Dann folgt sofort D = 0 (sonst wére
d(C) < 4), also folgt

B eFY2 FeFy®2und F € Fi.

Es gilt zusétzlich C(0) = B(o), also ist

B- (0526(? (11)1)) mit X € F&1 und (X) < (X).

Daraus folgt, dass
Br=B'=(CPSs® (1 1))@ ((X)" (1 -1))

gilt, insbesondere ist der Minimalabstand von (X)*) mindestens 4. Es existiert
ein selbst-dualer Code D mit (X) < D = D+ < (X)* und Minimalabstand > 4,
dann gilt bereits d(D) = 6 und D ist nach [CPS79] isomorph zu C'PS;. Gesucht
sind nun alle 6-dimensionalen Teilcodes von C' PS¢, deren Duales d > 4 erfiillt.
Davon gibt es (unter der Operation von Aut(CPS;4)) 5 Stiick.

Von diesen 5 kommt allerdings nur ein einziger in Frage: Seien v,w € (X)* mit
Gewicht 4. Dann miissen v ® (1 —1) und w ® (1 —1) mit Vektoren v/, v’ € F
von Gewicht 4 verklebt werden. Falls v + w Gewicht 4 hat, muss dies auch fiir
v' + w' gelten, dann folgt bereits v" = w’ und v — w muss in (X) enthalten sein.
Von den 5 moglichen Codes gibt es nur einen, der dies fiir alle moglichen Paare
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v, w erftillt. Sei ab nun (X) dieser Code. Gesucht sind alle Matrizen

M € F$*16. (M) = CPSy,
N € F}>16 (N) = (X)* und
F e T34,

so dass
M ® (1 1) O14x4 c Flex36
Ne((1 -1)| F 3

einen extremalen Code erzeugt. Seien M, N beliebige Erzeugermatrizen von
C PS¢ bzw. (X)), dann wird ein geeignetes Vertretersystem von

{(M-g1,N-g2) | 91,92 € Mony(F3) }

gesucht. Durch die Operation von Monss(F3) kann g; = 1 angenommen werden.
Aufierdem gilt

{(M) @ (N)-g|g e Mons(Fs)}
={(M) @ (N) - g [ Aut({N)) - g € Aut((N))\ Mony(F3)}
={(M) @ (N) - g [ Aut((N)) - g - Aut((M)) € Aut({N))\ Mon(F5)/ Aut((M)}.

Hier reicht es, nur den Permutationsanteil zu betrachten, dann nach Tensorie-
ren mit (1 —1) bedeutet ein Vorzeichenwechsel nur eine Permutation von zwei
benachbarten Stellen, dies verdndert aber M ® (1 1) nicht. Sei also

—: Mon,, = S,
die natiirliche Projektion auf S,,, dann sind die Isomorphieklassen von
{{(M) & (N) g | Aut((N)) - g - Aut((M)) € Aut({(N))\ Mon(F3)/ Aut({(M)}

gleich den Isomorphieklassen von

{(M) & (N) - g [ Aut((N)) - g - Aut((M)) € Aut((N))\S1s/Aut((M)},

Zusétzlich kann angenommen werden, dass die letzten 4 Zeilen von N aus Vek-
toren mit Gewicht 4 bestehen. Dann gilt F' € {£1}***, durch die Operation von
Mony(F3) kann dann ohne Einschrankung

1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

—_ = =
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angenommen werden. Sei nun {gi,...,gx} ein Vertretersystem der Doppelne-
benklassen von

Aut((N))\Si6/Aut({M),

und betrachte alle Codes, die von

M®(1 1) | Ouxa
N-gg®(1 -1)| F
erzeugt werden. Es gilt k = 1.912.082 und alle so konstruierten extremalen Codes
sind isomorph zum Pless-Code Psg. O

Automorphismen der Ordnung 3

Fiir einen terndren, extremalen Code C' = C* < F3¢ der Lange 36 mit Minimal-
abstand d(C') = 12 und einem Automorphismus g € Aut(C) von Ordnung 3 gilt
ohne Einschrankung

g=(1,2,3)...(3t— 2,3t — 1,3)(3t + 1) ... (36)
firein 1 <t <12.Sei f := 36 — 3t die Anzahl der Fixpunkte von g.
Satz 4.3. Seien C' und g wie oben, dann gilt t = 12 und f = 0.

Beweis. Seien B*, By < F3! die Codes nach Lemma 2.3 (mit n; = 3t und ny = f).
Diese sind ¢'-invariant fir ¢’ = (1,2,3)... (3t — 2,3t — 1, 3t) und konnen daher
als Teilcodes in dem freien Modul V' = F3[¢']" aufgefasst werden. Es gilt

B*C(B) =By <Fs=V.

Da Bg - (1 — ¢') in B* enthalten ist, impliziert Lemma 3.3, dass der Typ (¢, t1, t2)
von B* 2 S{° @ Si' @ Sy? die Ungleichungen

2+ 2t1 +t5 >
200+ 11+t <
o + 2t <

erfiillt. Wende nun Lemma 3.6 auf den Code B* an. Es gilt B - (1 — ¢') C B* und
soc(B*) = B*(¢'), also folgt aus Lemma 3.6 und Bemerkung 3.7

®(Bp) C ®(Bg)" = n(B(¢)).

Insbesondere ist 7(B*(¢')) < F} das Duale eines selbst-orthogonalen Codes der
Lange ¢, Dimension ty + t; + o > % und Minimalabstand > 132 = 4 und enthalt
damit das Duale eines maximal selbst-orthogonalen Codes. Aus den Schranken
von [Mey10] folgt nun, dass ¢t = 10, ¢t = 11 oder ¢t = 12 gilt, in jedem Fall ist also
[ <12 =4d(C), also ist D* = 0 und dim(B*) = 3t + 2t; + to = 18 — f.

Im Fall ¢ = 10 hat der Code 7(B*(¢')) = ®(Bg)* mindestens Dimension 6, nach
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der Griesmer-Schranke ([HP03, Theorem 2.7.4]) ist Dimension 7 ausgeschlossen.
Also gilt ¢y +t; +t2 = 6, zusammen mit den Schranken aus Lemma 3.3 folgt, dass
der Typ von B* gleich (1,4,1) oder (2,2, 2) ist, der Typ von B ist dann dement-
sprechend (4,1,4) bzw. (4,2,2). Aus [HMa] folgt, dass es fiinf maximal selbst-
orthogonale Code der Lange 10 gibt, von diesen erfiillt nur einer, dass der Mini-
malabstand des dualen Codes 4 ist. Sei C’ dieser Code. Damit ist 7(B*(¢')) = C'*
und 7(Bj(g')) ist ein Obercode von Dimension 9 oder 8 von C'* mit Minimalab-
stand > % = 2. Unter der Operation von Aut(C") gibt es einen eindeutigen sol-
chen Obercode X von Dimension 8. Dieser Code enthilt zwei Elemente ¢; # +c¢,
vom Gewicht 2 mit | supp(c;) Nsupp(cz)| = 3. Ohne Einschrankung enthélt daher
B3, die Elemente

rn=(@o(l 1 1),1%
To=(cz® (1 1 1),1°(-1)°°) fireine,

aber dann hat x; + x5 oder x; — x5 ein Gewicht von < 11, also ist C nicht extremal.
Im Fall ¢ = 11, existiert nach [HMa] ein eindeutiger maximal selbst-orthogonaler
Code der Lange 11, dessen Duales Minimalabstand > 4 hat. Unter der Operation
der Automorphismengruppe existieren zwei Obercodes mit Minimalabstand
1 bzw. 2. Also hat 7(B*(¢')) Dimension 6 und mit den Schranken aus Lem-
ma 3.3 ist der Typ von B* gleich (4,1,1) und der von Bj; ist (5,1,1), also ist
7(B};(¢')) ein Obercode von w(B*(¢')) von Dimension 7. Allerdings haben alle
7-dimensionalen Obercodes von 7(B*(¢')) einen Minimalabstand von < 2, also
gilt d(C(g)) < 9 und C ist nicht extremal. Also bleibt nur der Fall ¢ = 12 und
f=0. O

Es miissen also alle extremalen Codes C' < F30 mit
g=1(1,2,3)...(34,35,36) € Aut(C)

klassifiziert werden. Da g fixpunktfrei ist, ist F3° = V' = [F3[g]'? ein freier Modul
vom Rang 12. Darin ist C' ein freier Modul vom Rang 6:

Lemma 4.4. Nach Satz 3.8 geniigt es zu zeigen, dass m(soc(C')) ein selbst-dualer Code
in (F32,) ist. Dies ist immer das Duale eines selbst-orthogonalen Codes und hat Mini-
malabstand > 4. Die die Linge 12 ist, enthiilt dieser Code also einen selbst-dualen Code,
der dann schon den Minimalabstand 6 haben muss. Dieser Code ist eindeutig ([MPS76])
und gerade der erweiterte quadratische Restklassen-Code X Q11. Eine einfache Rechnung
in MAGMA zeigt, dass kein echter Obercode von X ()1, einen Minimalabstand von > 4
hat. Also gilt soc(C') = C' - (1 — g)? und C ist ein freier Modul von Rang 6.

Folgerung 4.5. Der Code C enthiilt den Teilcode C®) = XQu @ (1 1 1).

Nun kann Algorithmus 3.18 angewendet werden. Der Zentralisator von g in
Aut(C?) hat 16 Bahnen auf allen 32! selbst-dualen Komplementen von X; < W,
welche zu Kandidaten fiir Codes C) mit Minimalabstand > 12 korrespondie-
ren. Fiir diese 16 Codes wurden alle 3'° Komplemente von X, < W, iiberpriift,
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bis auf Isomorphie existiert nur ein Code C'®) mit Minimalabstand 12, der Pless-
Code Ps6. Also wurde gezeigt:

Satz 4.6. Sei C = C+ < 36 ein terniirer, extremaler Code mit einem Automorphismus
der Ordnung 3. Dann ist C' isomorph zum Pless-Code Psg.

Zusammen mit Satz 4.2 folgt damit:

Satz 4.7. Sei C = C+ < 36 ein ternirer, extremaler Code. Dann ist C isomorph zum
Pless-Code Psg oder Aut(C') ist in Cg = (g | g* = —1) enthalten.

Zusammen mit einem Automorphismus g der Ordnung 8 mit g* = —1 wird C
zu einem sogenannten LCD-Code (,linear complementarity dual”, d.h. es gilt
C N C+ ={0}), eine Klassifikation dieser Codes erscheint zu aufwendig.

4.2 Codes der Linge 48

Automorphismen der Ordnung 4

Lemma 4.8 ([Neb12c, Remark 3.7.]). Sei C' < F3® ein terniirer, extremaler Code der
Linge 48 und sei o € Aut(C') ein Automorphismus der Ordnung 4. Dann gilt 0% = —1

24
oder o* ist konjugiert zu (((1) (1)) ) :

In dem Paper wurde angemerkt, dass fiir die beiden bekannten extremalen Co-
des der Liange 48, X Q47 und Pyg, jeder solche Automorphismus o? = —1 erfiillt.
Dies stimmt allgemein fiir extremale Codes der Lange 48:

Satz 4.9. Sei C' < 48 ein terniirer, extremaler Code der Linge 48 und sei o € Aut(C')
ein Automorphismus der Ordnung 4. Dann gilt 0* = —1.

24
Beweis. Sei o € Aut(C), so dass ¢% zu (((1) (1)> > konjugiert ist. Dann gilt ohne

Einschdnkung
12

1
0
0

_— o O O
o O = O
o= O O

0
und der Code C zerfillt in die direkte Summe
C=C(o)®dC_(0)®Ci(0) ®C_i(0).

Die Codes C(c) und C_(o) sind der Fix- und Antifixcode von o. Der Teilcode
C;(o) besteht aus Blocken der Form (—a —b a b), auf diesem operiert o also
als 4. Einheitswurzel (analog fiir C_;(0)). Es gilt

Clo)=(M® (1 1 1 1))und
C_(o)=(M®(1 -1 1 -1)),
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wobei die Matrizen M, M’ € F5*'? selbst-duale Codes in F1? mit Minimalabstand
> L erzeugen. Insbesondere sind diese selbst-dualen Codes also extremal und
nach [HMb] eindeutig. Die moglichen Erzeugermatrizen von C'(0) ¢ C_ (o) sind
dann gegeben durch

M@(1 11 1)
(M/g®<1 1 1 _1)),961\/[01112(15‘3).

Fiir den Fall, dass g = diag(ay, . .., a12), a; # 0, ohne Permutationsanteil ist, kann
auf jeden Block, fiir den a; = —1 gilt, die Permutation (1,2)(3,4) angewendet
werden. Diese Abbildung fixiert M ® (1 1 1 1) und bildet

< Mo((1 11 1) >auf(M®(1111))

M-go(1 -1 1 —1) Mol -1 1 -1)
ab, es reicht es also, nur den Permutationsanteil zu betrachten. Sei
~: Mon,(F) — S,

die nattirliche Projektion, dann ist ein moglicher Code C'(0) & C_(o) isomorph
zu einem Code mit Erzeugermatrix der Form

(et L)) R o R (0) € R\ S/ Al (V)

Dies ergibt nur eine Moglichkeit mit Minimalabstand > 15, also ist C(0) & C_(0)
bis auf Isomorphie eindeutig.

Der Teilcode C;(o) kann als hermitesch selbst-dualer Code in Fj? aufgefasst wer-
den. Diese sind gegeben durch selbst-duale Codes in F3*, welche einen Auto-
morphismus haben, der als 4. Einheitswurzel operiert. Die Erzeugermatrix fiir
C;(0) < F3? erhdlt man dann durch die Abbildung

e:Fg—Fj,a+ib— (—a —b a b).

Insgesamt existieren 417 hermitesch selbst-duale Codes D < Fg?, 4 davon
erfiillen, dass der Minimalabstand von £(D) + (D) - 0 mindestens 15 ist.

Der Code C(0) & C_(0) ist bis Isomorphie eindeutig gegeben, eine Erzeuger-
matrix N kann hier so gewdhlt werden, dass diese aus 2 x 4-Blécken der Form
a b a
b a b
der Gestalt

besteht. Alle moglichen Codes C' haben nun eine Erzeugermatrix

N
( e(D-g) )796@3512.
e(D-g)-o
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Allerdings gilt
0100
. . . : 0010
e(i(a+ib)) =e(=b—+ia)=(b —a —b a)=¢c(a+1b)- 000 1
1 000
010 0)"”
0010 . . . N
und, da o = 000 1 in Aut((/V)) enthalten ist, operiert (i) trivial auf
1 000

(N). Also reicht es, die Matrizen

N
( e(D-g) ) , 9 Aut((N)) € Si2/Aut((N))
e(D-g)-o

zu betrachten. Kein so konstruierter Code ist extremal. O

Automorphismen der Ordnung 3

Satz 4.10. Sei C < F38 ein ternirer, extremaler Code der Linge 48 und sei ohne Ein-
schrinkung

g=1(1,2,3)... (3t — 2,3t — 1,3)(3t + 1) ... (48) € Aut(C)

ein Element von Ordnung 3. Dann hat g keine Fixpunkte, d.h. es gilt t = 16 und

fi=238—3t=0.
B 0
0 D
E F

eine Erzeugermatrix von C' nach Lemma 2.3 (mit n; = 3t und ny, = f). Da der
Minimalabstand von C' gleich 15 ist, ist der Minimalabstand von 7(B(g)) < F}
mindestens 5, und da 7(B(g)) das Duale des selbst-orthogonalen Codes ®(C) ist,
ist die Dimension von 7(B(g)) also mindestens 5. Aus den Schranken von Code-
tables ([Gra]) folgt damit ¢ > 10.

Im Fall ¢ = 10 folgt aus Codetables, dass die Dimension von 7(B(g)) hochstens 5
ist, also ist sie gleich 5 und der Code wire selbst-dual in F}°, was nicht moglich
ist.

ImFallt = 11 gilt f = 15 = d(C)und t + f = 26 < 2dim(C) — 2 = 28, ein
Widerspruch zu [Huf92, Lemma 5].

Im Fall ¢ = 12 folgt aus Codetables, dass die Dimension von 7(B(g)) hochstens 6
ist, also ist sie gleich 6 und der Code ist selbst-dual in F}%. Aus den Ungleichun-
gen von Lemma 3.3 folgt, dass B (als F3[g]-Modul) isomorph zu S{ ist, damit

Beweis. Sei
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ist Bg nach Lemma 3.2 isomorph zu S§ & SS. Es folgt, dass der Fixcode C(g)
12-dimensional und 7 (C(g)) ist der komplette Raum F}?, C(g) hat dann eine Er-
zeugermatrix der Form

111
A |, Ae {F1}22
111

Der Minimalabstand ist dann aber kleiner als 15.

Im Fall ¢ = 13 folgt aus Codetables, dass die Dimension von 7(B(g)) gleich 7
ist, der Code ist das Duale eines maximal selbst-orthogonalen Codes in IF}f’. Aus
der Klassifikation dieser Code ([HMa]) folgt aber, dass 7(B(g)) hochstens den
Minimalabstand 4 haben kann.

Im Fall ¢ = 14 folgt aus Codetables, dass die Dimension von 7(B(g)) hochstens 8
ist. Da F3* keinen selbst-dualen Code enthélt, muss sie 8 sein. Dann folgt aus der
Klassifikation ([HMa]) wieder, dass der Minimalabstand hochstens 4 ist.

Im Fall t = 15 folgt aus Codetables, dass die Dimension von 7(B(g)) gleich 8
ist. Aus der Klassifikation [HMa] folgt, dass dieser (ohne Einschriankung) die
Erzeugermatrix

0111010
0011101
1001110
Ig(01 00111
1010011
1101001
1110100
11111171

hat. Aus den Ungleichungen von Lemma 3.3 folgt, dass B als F3[g]-Modul iso-
morph zu Sg @ S1 @ S, ist, also ist By nach Lemma 3.2 isomorph zu Sg @ S D S
und 7(Bg(g)) ist ein 9-dimensionaler Obercode von 7(5(g)) mit Minimalabstand
> % = 4. Davon existiert (unter der Operation der Automorphismengruppe)
genau einer:

7(Bgr(g)) = ~(B(g)) + ((1,0,0,-1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0)).

=y

Die Vektoren von Gewicht 4 bilden ein Erzeugendensystem von 7(Bg(g)). Diese
konnen mit (1,1,1) bzw. (-1, —1, —1) verklebt werden, um C(g) zu erhalten (die
Vektoren in der Klasse +y + 7(B(g)) werden mit (£1,+1, +1) verklebt). Dann
enthdlt C'(g) das Wort

1=(1,...,1) € F¥,

aus Beispiel 2.10 folgt nun, dass alle Worter von C mit vollem Gewicht entweder
+1 sind oder genauso so oft 1 wie —1 enthalten. Dies erfiillt C'(g) allerdings nicht.
Damit bleibt nur noch der Fall ¢ = 16 und g hat keine Fixpunkte. O
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Bemerkung 4.11. Analog zu Lemma 4.4 folgt auch in Linge 48, dass ein terniirer,
extremaler Code mit einem Automorphismus g der Ordnung 3 ein freier F3Cs-Modul
ist. In diesem Fall gilt nach [CPS79]

m(soc(C)) = 7(C(g)) = CPS.

Theoretisch lassen sich also mit Algorithmus 3.18 alle terndren, extremalen Co-
des der Lange 48 mit einem Automorphismus der Ordnung 3 bestimmen, eine
vollstindige Klassifikation ist hier allerdings zu aufwendig. Die Eindeutigkeit
kann aber unter einem zuséitzlichem nicht-trivialen Automorphismus der Ord-
nung 2 gezeigt werden, d.h. die Automorphismengruppen enthalt die Gruppe
Ss oder (.

Satz 4.12. Sei S3 = A < Monys(F3). Dann existiert kein terniirer, extremaler Code C
der Linge 48 mit A < Aut(C).

Beweis. Die Gruppe A wird von zwei Elementen ¢ bzw. g von Ordnung 2 bzw.
3 erzeugt. Falls 0 = —1 gilt, wére (o) ein Normalteiler in A, was nicht moglich
ist. Nach Satz 4.10 ist g in Monyg(IF3) konjugiert zu einer fixpunktfreien Permu-

24
tation und o ist nach [Neb12c] in Monys(FF3) konjugiert zu <(g é) ) oder zu

22
((? é) , (—1)2, 12) . Letzteres kann mit einer fixpunktfreien Permutation der

Ordnung 3 keine Gruppe erzeugen, die isomorph zu Sj; ist, sei also ohne Ein-
schrankung

o= (1,2)(3,4)(5,6) ... (43,44)(45, 46)(47, 48)
g=1(1,3,5)(2,6,4) ... (43,45,47)(44, 48, 46).

Es gilt C' = C(0) & C_(o), wobei

Clo)=(M® (1 1)) und
C_(o)=(M'® (1 -1).

Die Matrizen M, M’ € F3**** erzeugen selbst-duale Codes in F2*, deren Minimal-
abstand mindestens % sein muss, also sind diese bereits extremal. Dann gibt es
bis auf Isomorphie je zwei Moglichkeiten (siehe [HMb]). Sei

(a1,as,...,a004) ® (1 1) € C(o),
nach Anwenden von g enthélt C' also das Codewort
v = (as, ag, a1, a3, Gz, a1, . - ., A, Aa3, A, A24, A23, A22)
und es gilt

V—UV0 = (&3—&2,&1—&3,&2—&17...,a24—6l23,a22—a24,a23—a22)®(1 —1) - C_(U).



58 Kapitel 4. Extremale, terndre Codes

Insgesamt folgt also

Damit ist bei gegebener Erzeugermatrix M von C(o) ein 8-dimensionaler Teil-
raum U von (M') < Fi? bekannt. Die 4-dimensionalen Komplemente kénnen in
(U)*/(U) unter der Operation von Stabyjon,, ) ((U)) bestimmt werden. Kein so
konstruierter Code ist extremal. O

Satz 4.13. Sei C < 38 ein terniirer, extremaler Code der Linge 48, so dass ein Element g
der Ordnung 6 in Aut(C) mit g # —1 existiert. Dann ist C' isomorph zum Pless-Code
P48.

Beweis. Als Element der Ordnung 3 hat ¢g* nach Satz 4.10 keine Fixpunkte, also
gilt dies auch fiir g. Dann kann angenommen werden, dass (g) von den beiden
Elementen

o1 :=g° = (1,2)(3,4)(5,6) ... (47,48)
oy :=g°> = (1,3,5)(2,4,6) ... (44,46, 48)

erzeugt wird. Es folgt C' = C'(01) ® C_ (o) mit

Cloy) =(M® (1 1)) und
C_(o1)=(M'® (1 —1)).

Die Matrizen M, M’ € F}***! erzeugen selbst-duale Codes in F2*, da deren Mini-
malabstand mindestens £ sein muss, sind diese bereits extremal und es gibt bis
auf Isomorphie je zwei Moglichkeiten ([HMb]). Sei

v="(ay,...,a2) ® (1 1) € C(0),

dann gilt
V092 = (ag,al,ag, Ce ,a24,a22,a23) & (1 1) c C(U),

also ist
g =(1,2,3)...(22,23,24)

ein Automorphismus von Aut((M)) (dasselbe gilt analog auch fiir Aut((M"))).
Die Erzeugermatrizen M und M’ kénnen nun so gewdhlt werden, dass diese Per-
mutation in den Automorphismengruppen enthalten ist (da beide Codes nur ei-
ne Konjugiertenklasse von fixpunktfreien Elementen der Ordnung 3 haben, gibt
es hierfiir insgesamt 4 Moglichkeiten). Dann haben alle zulédssigen, extremalen
Codes C' < F3? eine Erzeugermatrix der Form

M@(1 1
(Mf . p®((1 )_1)> » p € Centaton, () (9'):



4.2. Codes der Lidnge 48 59

Es gilt
CentM0n24(]F3)(g’) = <—1, (1, 2, 3)> 258 = Cﬁ l Sg
—_——
<Mons(F3)
und fur

pE <_]_> ! SS S CentMon24(F3)(g/>

: : : : . M® (1 1)
sind die Erzeugnisse der beiden Matrizen ( M-p (1 _1)) und

M1 1) . _ '
( M ® (1 _1)) isomorph. Betrachte also die Matrizen

(ot Ly ) o ez as.

Jeder so konstruierte extremale Code ist isomorph zum Pless-Code Fis. O
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Kapitel 5

Gruppencodes

Gruppencodes stieflen auf Interesse, nachdem S. Berman 1967 gezeigt hat,
dass der Reed-Muller-Code der Ordnung m — [ gerade die [-te Potenz des
Jacobson-Radikals der Gruppenalgebra F,Ci" ist [Ber69]'. Zusitzlich studierte
er zyklische Codes als Ideale in der Gruppenalgebra FC, = F[z|/(z" — 1).
Wenig spiter verallgemeinerte F. ]. MacWilliams Eigenschaften zyklischer Co-
des auf Ideale in abelschen Gruppenalgebren ([Mac70]). Sie war auflerdem die
erste, die Gruppenalgebren iiber nicht-abelschen Gruppen betrachtete ([Mac69]).

In diesem Kapitel wird die Struktur von Gruppencodes tiber Kettenringen un-
tersucht. Die Codes, die relativ projektiv fiir die Untergruppe {1} im Sinne der
homologischen Algebra sind, stehen in Bijektion zu Ketten von projektiven Co-
des iiber dem Restklassenkorper. Von diesen Ketten lassen sich dann direkt Ei-
genschaften wie der Minimalabstand oder der duale Code ablesen.

5.1 Gruppencodes iiber Korpern

Sei F ein endlicher Koérper und G = {¢i,...,¢9,} eine endliche Gruppe. Ein
(Links-/Rechts-/zweiseitiger) Gruppen-Code C' von G ist ein (Links-/Rechts-
/zweiseitiges) Ideal in in der Gruppenalgebra FG. Die Dimension von C ist die
Dimension als F-Vektorraum.

Eine Sortierung der Gruppenelemente definiert einen Isomorphismus

n

¢:FG—>F”,Zaigi»—> (a1,...,ap)

=1

zwischen den beiden F-Vektorrdumen FG und F". Fiir einen Gruppencode C' <
FG ist dann ¢(C) < F" ein linearer Code, so dass sich alle relevanten Eigenschaf-
ten {ibertragen. Damit lassen sich lineare Codes als Gruppencodes definieren.

Definition 5.1. Ein linearer Code C der Linge n iiber I ist ein Gruppencode fiir die
Gruppe G (kurz G-Code), falls eine Bijektion v : {1,...,n} — G existiert, so dass die

!Das Paper erschien 1967 auf russisch und wurde 1969 iibersetzt.
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Menge

{Z‘W(i) | (a1,...,a,) € C}

ein Ideal in FG ist.

Fiir welche Gruppen G ein gegebener ein linearer Code ein Gruppencode ist,
hdngt dann von der Automorphismengruppe ab.

Satz 5.2 ([BRS09, Theorem 1.2.]). Sei C ein linearer Code der Linge n iiber F mit
Permutations-Automorphismengruppe PAut(C') := Aut(C) N S, and sei G eine endli-
che Gruppe der Ordnung n.

i) C ist ein Links-G-Code, genau dann wenn PAut(C) eine transitive Untergruppe
der symmetrischen Gruppe S,, enthiilt, welche isomorph zu G ist.

ii) C'ist ein zweiseitiger G-Code, genau dann wenn G isomorph zu einer transitiven
Untergruppe H von S, ist, so dass H U Cs, (H) C PAut(C) gilt.

Nattirlich kann ein Code ein G-Code fiir verschiedene Gruppen G (der selben
Ordnung) sein. Eine interessante Fragestellung ist also, welche Gruppen-Codes
sich tiiber besonders ,schonen” Gruppen realisieren lassen, also z.B. zyklische
oder abelsche Gruppen.

Satz 5.3 ([BRS09, Theorem 3.1.]). Eine Gruppe G hat eine abelsche Zerlegung, falls
zwei abelsche Untergruppen A und B von G existieren, so dass G das Produkt

G=AB:={ab:a€ A bc B}

ist. In diesem Fall ist jeder zweiseitige G-Code ein Gruppencode fiir eine abelsche Gruppe.

Insbesondere gilt dies also fiir jede Metazyklische Gruppe (also Gruppen mit
einem Normalteiler, so dass die Faktorgruppe zyklisch ist). Im halbeinfachen Fall
war dies bereits in [SL95] gezeigt worden, in Abschnitt 5.3.2 wird gezeigt, dass
im Spezialfall der Diedergruppen jeder solche Code zyklisch ist.

In [Pil+12] wurde gezeigt, dass jede Gruppe von Ordnung < 128, mit Ausnahme
von 24,48, 54,60, 64,72,96,108 und 120, eine abelsche Zerlegung besitzt. Das
kleinste Gegenbeispiel ist die symmetrische Gruppe S; von Ordnung 24, hier
gaben die Autoren einen zweiseitigen Code tiiber F;S; an, der kein abelscher
Gruppencode ist. In [NS14] wurde ein Ideal in F3G fiir eine metabelsche Gruppe
G der Ordnung 2° = 64 angegeben, das kein abelscher Gruppencode ist. Alle
kleineren p-Gruppen habe eine abelsche Zerlegung, also ist dies das kleinste
Beispiel fiir einen nicht-abelschen, nilpotenten Gruppen-Code. Insbesondere
wurde die Frage beantwortet, ob jeder nilpotente Gruppen-Code abelsch ist.

Gegenbeispiele lassen sich auch im nicht-halbeinfachen Fall recht einfach kon-
struieren. Die Gruppe G? operiert auf G durch

G*x G — G, ((91,92),9) — 91995 "
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Sei H < S| die Permutationsdarstellung dieser Operation, dann sind die Ideale
von FH gerade die zweiseitigen Ideale von FG. Damit konnen nicht-abelsche
Codes als zyklische Moduln konstruiert werden.

Lemma 5.4. Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| < 64, welche keine abelsche Zerle-
qung besitzt (also insbesondere |G| € {24,48,54,60}). Dann existiert ein zweiseitiges
Ideal in FyG, welches kein abelscher Code ist.

Definition 5.5. Ein Gruppencode C' < FG heifSt (zentral) projektiv, falls ein (zentrales)
Idempotent e € FG existiert mit C' = FGe.

Seil =e+ - +e, € FG die Zerlegung der 1 € FG in zentral primitive Idempo-
tente, dann zerfallt FG in die direkte Summe von unzerlegbaren Teilalgebren

FG =FGe; @ --- @ FGe,.

Falls char(F) nicht |G| teilt, ist die Gruppenalgebra nach dem Satz von Maschke
halbeinfach, und nach dem Satz von Artin-Wedderburn ist jeder einfacher Sum-
mand FGe; ein Matrixring iiber einer (endlichen) Kérpererweiterung von F. Die
Idempotente lassen sich hier also recht einfach bestimmen:

Bemerkung 5.6. Sei E ein endlicher Korper und sei m* = m € E™! eine idempotente
Matrix, dann ist m konjugiert zu

Diag(1,...,1,0,...,0).
—— ——
Rang(m) [—Rang(m)

Insbesondere ist die Anzahl aller Idempotente also

|GL(E)|
2
+Z\GL CGLLE)

Sei I ein Linksideal von E!, dann gilt

my
I= Sl fmieV

my

iir einen Vektorraum V < E'. Da E*! halbeinfach ist, existiert ein Idempotent, welches
I erzeugt.

b

. a
Folgerung 5.7. Sei m = (c d

) € E**? eine idempotente Matrix, dann tritt einer der

folgenden Fiille ein:

. . 00 10
i) mist zentral, also m = (O O) oder m = (0 1).
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i) mz(
ii1) m:(

i) m= (¢ £ 0,a € E beliebi
v) m= e 124 , C ,a q.

o O
—= 0

) , ¢ € E beliebig.

—_

g) , ¢ € E beliebig.

jen)}

Insgesamt gibt es also 2 zentrale und |E|+|E|+|E|-(|E|-1) = |E|-(|E|+1) nicht-zentrale
Idempotente. Die Anzahl der Ideale ist |E| + 3, diese werden von den Idempotenten

0 0 10 0 0 1 ¢ ..
(O O>’<O 1),(0 1) und (O O),furalleceE,

Im nicht-halbeinfachen Fall sei J; das Jacobson-Radikal von FGe;. Dann ist
FGe;/3; = E™! fiir eine Korpererweiterung E von F, und da J; nilpotent ist,
konnen die Idempotente zu Idempotente von FGe; geliftet werden.

erzeugt.

Satz 5.8 ([Web16, Theorem 7.3.5]). Sei I ein nilpotentes Ideal eines Rings A und e ein
Idempotent in A/I. Dann existiert ein Idempotent f € Amit e = f+ 1. Falls e primitiv
ist, gilt dies auch fiir jeden Lift f.

Beweis. Die Behauptung wird gezeigt, indem fiir alle k£ induktiv Idempotente
er € A/I* definiert werden, so dass e, + I*!/I* = ¢,_; gilt, beginnend mit
e; = e. Angenommen e;,_; = r_1 + I*7! ist ein Idempotent von A/I*~!. Wihle
ein Urbild a € A/I* von e;_; mit a®> — a € [*71/I, zum Beispiel a = r;_; + I*. Da
(I*=1)2 in I* enthalten ist, folgt (a®> — a)> = 0 € A/I*. Definiere ¢; = 3a* — 2a3.
Dann gilt e, + [*! = ¢;,_; und auBerdem

er — e, = (3a® — 2a*)(3a® — 3a® — 1)
= —(3—2a)(1 + 2a)(a* — a)*
= 0.

Angenommen, e ist primitiv und f zerfdllt in orthogonale Idempotente f =
fi + fo. Dann zerféllt e = e; + e2 in orthogonale Idempotente e; = f + I. Al-
so muss (ohne Einschrankung) e; = 0 € A/I gelten und es folgt fZ = f; € I. Als
nilpotentes Ideal enthélt / aber keine Idempotente # 0. O

Bemerkung 5.9. Fiir ein Idempotent ¢ = r + 3 € FGe; /3¢ ist die Menge aller
Lifts gegeben durch

Br+4)° =200 +4)*+ 37 i €3}
Falls F Charakteristik 2 hat, reduziert sich das zu

(P +gr4ri+3% 53}
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Fiir ein festes r € FGe; ist die Abbildung
or A = AT+ g g+ 3
F-linear und das Bild bestimmt gerade alle Lifts von r + 31,

Bemerkung 5.10. Die Bilinearform

<~, ) FG x FG — F, (i a;g;, ibzgz) — iazbl
=1 =1 =1

ist symmetrisch, nicht-ausgeartet und G-invariant. Sei C' ein Gruppenring-Code in FG,
dann ist der duale Code von C definiert als

Ct = {v € FG | (c,v) = 0 fiiralle c € C}.

Lemma 5.11. Sei * : FG — FG, g — ¢~ die Konjugation auf FG und sei C' = FGe
ein projektiver G-Code. Dann gilt C*+ = FG(1 — e*).

Beweis. Es gilt e(1 — ¢) = 0, also ist FG(1 — ¢*) in C* enthalten. Aus dim C*+ =
dimFG(1 —e) = dimFG(1 — e*) folgt die Gleichheit. O

Satz 5.12 ([Wil02, Corollary 1.3]). Sei IF ein endlicher Korper und sei G eine endliche
Gruppe. Dann enthilt die Gruppenalgebra FG einen selbst-dualen Code, genau dann
wenn F Charakteristik 2 hat und die Ordnung von G gerade ist.

Bemerkung 5.13 ([Wil02, Remark 4.2]). Sei C ein selbst-dualer Gruppencode in FG.
Dann ist das Komplement von C' kein Ideal, insbesondere wird C nicht von einem Idem-
potent erzeugt.

5.2 Gruppencodes iiber Kettenringen

Sei R ein kommutativer, artinscher Kettenring mit 1 und maximalen Ideal
m = (7). Sei F := R/m der Restklassenkorper mit Charakteristik p und sei ¢ die
die kleinste natiirliche Zahl, so dass m* = {0} ist. Die Wahl des Erzeugers des
maximalen Ideals definiert R-Modul-Isomorphismen

a;j cm! /mT 5 Fofr +mi s r 4 m

tir j = 0,...,¢ — 1. Fiir eine endliche Gruppe G seien RG und FG die Grup-
penringe iiber R und F. Dann konnen die Isomorphismen «; zu R-Modul-
Isomorphismen

a; : ' RG/m "' RG — FG

erweitert werden, wobei ag ein R-Algebren-Isomorphismus ist.

Definition 5.14. Ein Gruppenring-Code C iiber RG ist ein Linksideal in RG. Dieser
heif3t relativ-projektiv, falls C relativ-projektiv fiir die Untergruppe {1} von G im Sinne
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der homologischen Algebra ist, d.h. fiir jede kurze exakte Sequenz

0> M-a-NBC—=0

von RG-Moduln, fiir welche ein R-Modul-Homomorphismus ¢ : C — N mit
@ o1 =idc existiert, gibt es einen RG-Modul-Homomorphismus ' : C — N mit
@ o) = id¢. Falls die Sequenz rechts-split als R-Modul ist, ist sie also bereits rechts-
split als RG-Modul.

Fiir einen Korper ist relativ-projektiv dquivalent zu projektiv, allgemein stimmt
dies aber nicht (z.B. R = Z/47Z und C = 2R).

Bemerkung 5.15. Da RG als R-Modul frei, also inbesondere projektiv ist, folgt aus
[Zim14, Proposition 2.1.6.], dass ein Gruppenring-Code C iiber RG genau dann relativ-
projektiv ist, wenn die kurze exakte Sequenz

0 — Kern(m) - RG®rC 3 C —0

splittet, wobei m : A ® ¢ — Ac die Multiplikationsabbildung ist.

Satz 5.16. Sei
Co 1 G <CL<--- <0

eine Kette der Linge ( von projektiven Gruppenring-Codes iiber FG und seien
€o, - - -, er—1 € FG die erzeugenden Idempotente. Dann gilt e;e; = emin(i j). Sei €; € RG
ein Idempotent mit ay(e;) =e;,j =0,...,¢ — 1, dann ist

—1
C:= C; = RG (Z 7Tj€j>
j=0

ein relativ-projektiver Gruppenring-Code iiber RG.

Beweis. Nach Bemerkung 5.15 ist C genau dann relativ projektiv, wenn die kurze
exakte Sequenz
0 — Kern(m) — RG ®rC 5 C — 0

splittet. Definiere den R-Modul-Homomorphismus

-1 -1
h:C—)RG@RC,ngg-ZWjej — ng-g@)ZWjej.
=0 =0

geG Jj= geG Jj=
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é;% mle; € C gilt dann

(g 5)

geG J

-1
:ng -m <g® Z?Tje])
§=0

geG

-1
:E rg-g e,
g g

=0

geG Jj=

Fiir ein Element gec a9 >

Daraus folgt m o h = id¢ und die Sequenz splittet. O

Allgemein haben relativ-projektive Gruppenring-Code tiber RG eine solche
Struktur:

Satz 5.17. Sei C < RG ein relativ-projektiver Gruppenring-Code. Dann existieren pri-
mitive, orthogonale Idempotente e; € RG und a; € Ny, so dass

C =P m“RGe;
i=1
gilt.
Beweis. Die Aussage wird mit einer Induktion tiber min{a € N | m*C = {0}} be-
wiesen. Im Fall @ = 1ist C < m‘RG ein relativ-projektiver RG/m RG-Modul, also
projektiv iiber FG woraus die Behauptung folgt. Sei nun a > 1. Ersetze in die-

sem Fall R durch R/m”R und RG durch m*~*RG. Dann gilt ohne Einschriankung
a=/{und C £ mRG. Sei
k
1= Z €;
1=1

die Zerlegung der 1 € RG in orthogonale, primitive Idempotente. Dann gilt
k
C=C-1C P RGe:.
i=1

Es existiert ein 4, so dass Ce; € mRGe; gilt, sonst wire C in mRG enthalten. Zu
zeigen ist nun, dass Ce; = RGE; gilt. Da C relativ-projektiv ist, ist auch Ce; nach
Bemerkung 5.15 relativ-projektiv, da die kurze exakte Sequenz

0 — Kern(m) - RG ®rCe; = Cei — 0
———

g@é?:l RGEj RRrCe;
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splittet. Dann ist Ce; ein projektiver Modul in RG/mRGe; = FGE und es muss
bereits Ce; = FGE; gelten, da ¢; primitiv ist. Damit folgt Ce; = RGe,. Betrachte
nun die kurze exakte Sequenz von RG-Moduln

0 — Kern(p) = C 5 Ce; = RGe; — 0,

wobei ¢ die Multiplikation mit ¢; ist. Da RGe; ein freier R-Modul und zusétzlich
relativ-projektiv ist, splittet die Sequenz als R-Modul und damit bereits als RG-
Modul. Nach dem Splitting Lemma ist dann C isomorph zur direkten Summe
von Kern(y) und RGe; und die Argumentation ldsst sich mit Kern(y) fortsetzen.

U
Lemma 5.18. Sei C < RG ein relativ-projektiver Gruppenring-Code. Fiir 0 < j < {—1
definiere
CNmRG
Ci=a; (m) = FG.
Dann ist

Co : Co <O <<y
eine Kette von projektiven Gruppenring-Codes iiber FG.

Beweis. Nach Satz 5.17 existieren primitive, orthogonale Idempotente ¢; € RG
und a; € Ny, so dass

= @ m® RGe;
i=1

gilt. Insbesondere gilt also ‘
CNm’RG = RGf;

mit '
fi= Z e + Z e
a;<j a;>j
Damit folgt
CNmRG
N (m) = Fo (Z %(Q))
Zusitzlich ist e;e; = emin( j), also C; < C fiar i < 5. O

Korollar 5.19. Es gilt (C,), = C,, also stehen die relativ-projektiven Gruppenring-
Codes iiber RG in Bijektion zu den Ketten von projektiven Gruppenring-Codes iiber FG
der Liinge {.

Analog zu Gruppencodes tiber Koérpern sei

(', ) : RG x RG — R, <2n: azgl,iblgl> — Zn:a,lbl
=1 =1 =1
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eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf RG. Dann ist der duale Gruppencodes
definiert als
Ct:={ve RG|(v,c)=0furallecec C}.

Lemma 5.20. Sei C < RG ein relativ-projektiver Gruppenring-Code mit
Ce=Co < <Cp
Dann gilt Ct = C+, <--- < Cy.

Beweis. Die Aussage folgt mit Lemma 5.18. Seien by, ..., b,, € C Nm/ RG, so dass

(bi + C N/ RG),; ., ein R-Erzeugendensystem von % ist. Dann gilt
<b1, R ,b1ﬂ>L N mz_l_jRG n
1 ‘ = (C:-- < FG.
e J( (b1, ..., byp) - NM~IRG i=
Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.21. Falls ¢ gerade ist, existiert immer ein selbst-dualer relativ-projektiver
Gruppenring-Code iiber RG, zum Beispiel

C,={0} <---<{0} <FG<--- <FG.
Falls ¢ ungerade ist, miisste fiir solch einen Code gelten

C*ZCOS---SCZ;IZCQSCQS---SCOL-
2 2 2

Allerdings kann nach Bemerkung 5.13 der selbst-duale Code C'c—1 nicht von einem Idem-

potent erzeugt sein. Ein selbst-dualer relativ-projektiver Gru;ipenring-Code iiber RG
existiert also genau dann, wenn ( gerade ist.

Fiir einen Gruppenring-Code C < RG ist das Hamming-Gewicht eines Code-
wortesc =Y " ¢;g; € C
wi(c) := [{e; | e; # 0},
und der Hamming-Minimalabstand ist dann
dg(C) = min{wy(c) | 0 # c € C}.
Satz 5.22. Sei C < RG ein relativ-projektiver Gruppenring-Code mit
Co:Cp < < Cpy
Dann gilt dg(C) = dg(Ci—1).

Beweis. Klar ist, dass dy(C) < du(C,—1) gilt. Angenommen, es existiert
ein 0 # ¢ € C, so dass wy(c) < dy(Cp_q) ist. Sei dann i minimal mit
mic € m‘"!RG. Insbesondere ist dann mic # 0 und wy(mic) < wy(c). Al-
lerdings folgt dann «,_i(m'c) € C,_y und wy(a,i(m’c)) = wy(m'c), also
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dy(Co—1) < wp(c) < du(Cp-1), ein Widerspruch. O

Im Spezialfall R = Z/p'Z ist das euklidische Gewicht eines Codewortes
c=>""¢gi € (Z/P'Z)G definiert als

wg(c) := min {Za? | a; € Z,a; + p'Z = ci}

i=1
und der euklidische Minimalabstand ist dann
dg(C) = min{wg(c) | 0 # c € C}.

Satz 5.23. Sei R = Z/p'Z und sei C < RG ein relativ-projektiver Gruppenring-
Code mit C, : Cy < --- < Cj_y. Falls ein v > 0 existiert, so dass die Abschitzung
dp(Cy) = 5 fiir alle j gilt, folgt dp(C) = 7.

Beweis. Seic = > (c; + p'Z)g; € C und sei j maximal mit ¢ € m? RG. Dann ist

(c1,vven) =P (Y1, -, yn) mit Z(yz +pZ)g; € Cj.

=1

Nach Voraussetzung gilt

=1 p
daraus folgt
G=pPY > pi =1,
=1 =1 p
also insgesamt dg(C) > . O

5.3 Beispiele
5.3.1 Zyklische Codes

Sei F ein Korper der Charakteristik p und sei g ein Erzeuger der zyklischen
Gruppe C,, mit n = p'm, so dass p { m.

Bemerkung 5.24. Die Idempotente von FC,, stehen in Bijektion zu den Idempotenten
von F[C,, /Cp] = F[g"'], gegeben durch die natiirlich Projektion FC, — F[C,,/ Cyl.

Die Idempotente von FC), sind also genau die Idempotente der halbeinfachen
Algebra F[g” | und kénnen dementsprechend einfach berechnet werden. Uber C
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ist die Charaktertafel von C,,
‘ xiox2 X° . X"
gl 1 G G .. gt

wobei (,, € C eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Insbesondere existieren also
m irreduzible Brauer-Charaktere. Es gilt C,, = C,; x C,,, und die Einschrankung
von x' auf C,, = C,/ C, bildet ¢, auf ¢, ab. Jeweils p' n-te Einheitswurzeln bil-
den auf ein festes ¢!, ab, und zwar alle ¢/™* j = 0,...,p' — 1. Damit ist die
Zerlegungsmatrix gegeben durch

1
: P
1
1 <
E P
1
/
1 )
: P
1
/
mit der ensprechenden Cartanmatrix
I
I
o
Damit folgt:
Lemma 5.25. Seien ey, . .., ey die zentral primitiven Idempotente von FC,,, d.h.

k
FC, = @ FCpe;,
i=1

und fiir ein festes i sei Jj; das Jacobson-Radikal von FC,,e;. Dann ist J; ein Ideal der Linge
p' und es gilt FC,e;/J; = E,;, wobei E; eine Korperweiterung von F ist. Als Korper hat
E; nur die Idempotente 0 und 1, dasselbe gilt fiir FCye;. Also hat FC,, insgesamt 2"
Idempotente.

Da jedes Idempotent von FC, ein Polynom in g*' ist, lasst sich die Struktur pro-
jektiver zyklischer Codes recht einfach beschreiben:

Bemerkung 5.26. Sei IF ein Korper der Charakteristik p, sei n = p'm mit p ¥ m und
sei e ein Idempotent in FC,,. Dann ist der Code C, der von e erzeugt wird, die p'-fache
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direkte Summe eines zyklischen Codes der Linge m iiber F. Mit der Sortierung

(m—1)p! pl+17‘ g(m—l)pl+17” gpl—l g2pl+(pl—1) g(m—l)pl+(pl—1))

l
(17gp7"'7g 7g7g ° Y

.y

der Gruppenelemente hat C' die Erzeugermatrix

Diag(M, ..., M),
——

pl mal

wobei M die Erzeugermatrix eines zyklischen Codes iiber F der Liinge m ist. Fiir einen
relativ-projektiv Code C < RC,, mit zugehoriger Kette

Co:Co<--- <0y
von projektiven Codes tiber FC,, gilt nun dy (C) = dg(My—1) mit
Cgfl = Diag(Mg,l, ey Mg,l).

Im nicht-teilerfremden Fall kann man also nicht erwarten, besonders gute Codes
zu erhalten.

5.3.2 Diedergruppen

F. J. MacWilliams war die erste, die Codes iiber nicht-abelschen Gruppenal-
gebren betrachtet hat ([Mac69]). In diesem Paper wurden Elemente in F,D,,
konstruiert, so dass das erzeugte Hauptlinksideal ein selbst-dualer Code ist.
Allerdings wurde auch angemerkt, dass die Betrachtung weit davon entfernt ist,
vollstiandig zu sein.

Die meisten Paper, die sich mit Codes tiber FD,, beschiftigen, setzen vorraus,
dass die Gruppenalgebra halbeinfach ist, insbesondere wird also der interessan-
teste Fall F = [, ausgeschlossen. So wird zum Beispiel in [DFP09] beschrieben,
wann die Anzahl der einfachen Komponenten von FD,,, und QD, (beide als
halbeinfach vorausgesetzt) gleich sind, in diesen Fillen wurden die minimalen
Codes betrachtet, die von zentralen Idempotenten erzeugt werden.

In diesem Abschnitt werden Dieder-Codes untersucht, mit einem starken Fokus
auf den modularen Fall F;D,, und Linksideale, die von Idempotente erzeut
sind. In [SL95] wurde gezeigt, dass fiir eine metazyklische Gruppe G von
ungerader Ordnung, jedes zentrale Idempotent in FyG einen Code erzeugt, der
zu einen abelschen Code tiber I, dquivalent ist. Diese Ergebnis wurde in [BRS09]
auf Gruppen der Form G = AB {iber beliebigen Korpern {iibertragen, wobei
A, B < G zwei abelsche Untergruppen von G sind. Im Fall der Diedergruppe
D, stellt sich heraus, dass jeder solche Code zyklisch ist. Andererseits erzeugt
jedes (zentrale) Idempotent iiber einer zyklischen Gruppe einen Code, welcher
du einem Dieder-Code isomorph ist, welcher von einem (nicht notwendigerwei-
se zentralem) Idempotent erzeugt wird. Betrachtet man Codes, welche nicht von
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einem Idempotent erzeugt wird, existieren zyklische Codes, die einen grofieren
Minimalabstand haben als alle Dieder-Codes in der entsprechenden Lange und
Dimension.

Sei nun F ein endlicher Kérper und D,, = (a,b | a" = b* = 1,bab = a™') die
Diedergruppe von Ordnung 2n.

Der halbeinfache Fall

Angenommen, es gilt char(IF) { 2n. Sei

die Zerlegung von 2™ — 1 in irreduzible Polynome, wobei die f; selbstkonjugiert
sind, und es n, Paare von konjugierten Polynomen gibt. Dann gilt

ni n2
FD,, 2F& - &Fe (PEF? e PE>,
i=1 i=1

wobei die Anzahl der eindimensionalen Summanden zwei ist, falls n ungera-
de, und vier sonst. Die E; (bzw. E}) sind Korpererweiterungen von F vom Grad
deg(fi)/2 (bzw. deg(g;)). Sei § € F ein Element mit Minimalpolynom f; (bzw. ;).
Dann ist E; (bzw. E!) der kleinste Teilkérper von F[4], so dass § + 6! darin ent-
halten ist. Im Fall f; ist dies ein Kérper vom Index 2, im Fall g; gilt Gleichheit.
Damit sind die Projektionen auf die entsprechende Komponente gegeben duch

() 5vio)
a— .
F Dy, — E2%? ot
A 0 1
b—
(wobei das Bild von a gerade die Begleitmatrix des Minimalpolynoms von § tiber
b & & poly.
E; ist), bzw.
b 0
a— .
F Dy, — B> 00

bH(O 1).
10

Die Projektionen auf die eindimensionalen Komponenten sind gegeben

durch {*™ ! ; ard und falls n gerade ist zusitzlich noch durch
b1 b —1

—1 —1
@ , @ . Da FD,, halbeinfach ist, ist jedes Ideal von einem
b—1 b— —1
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Idempotent erzeugt. Diese lassen sich mit Hilfe von Lemma 5.7 bestimmen.

Der Fall char(FF) = 2

Sei n = 2/m mit m ungerade. Dann gilt 2 — 1 = (2™ — 1)* und sei

2" —1= (I - 1)f1 c fmlglgr o 'gm2g:nz € IF[;C]

die Faktorisierung von 2™ + 1 in irreduzible Polynome. Seien qo, .. ., Gm,+m, €
F[x] so dass
1 :cm—l+ m—1+ N m—1+ xm—1+ N " —1
= qo- ¢ oty T G+ o my
r—1 fl 1 fm1 1+ 0ngt 1+m2 o s
dann sind die zentral primitiven Idempotente ey, . .., €, +m, gegeben durch die
Auswertung der einzelnen Summanden an a*. In jedem Fall gilt ¢y = 37" a*"

und FDy,eq = FDyy (mit Dogo = (), der Hauptblock von FG.

Betrachte nun die Struktur der iibrigen Blocke. Der Fall n ungerade (d.h. [ = 0
und m = n) unterscheidet sich nicht wesentlich von Charakteristik 0. Die Konju-
giertenklassen von D,,, sind

.....

das heifit es gibt eine Konjugiertenklasse mit allen Elementen der Ordnung 2,
die Elemente von ungerader Ordnung bilden zusammen “;! + 1 Konjugierten-
klassen, also existieren auch genau so viele irreduzible Brauer-Charaktere.

Uber C ist die Charaktertafel von D,

n—1
al 1 1 G+GE 0 G? +G 2
bl 1 -1 0 0

wobei ¢, € C eine primtive n-te Einheitswurzel ist.

Seien nun ¢y, M), ... ,gb(anl) die irreduziblen Brauer-Charaktere. Auf den 2-
reguldren Klassen sind x; und x, gleich dem trivialen Brauer-Charakter ¢;.
Es gibt keine weitere 1-dimensionale Darstellung, da alle solchen Darstellun-
gen iiber die Kommutatorfaktorgruppe D,, /D), = C, faktorisieren, diese hat
tiber einem Korper der Charakteristik 2 aber nur die triviale Darstellung. Die 2-
dimensionalen Darstellungen bleiben irreduzibel, denn sonst wire ¢ = 2 - ¢;.
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Die Zerlegungsmatrix ist also

1
1
1 ez )< ("5 +1)

die Cartanmatrix ist dementsprechend

2

c 7,23 1) x (gt +1)

Daraus folgt direkt:

Lemma 5.27. Sei F ein endlicher Korper mit Charakteristik 2 und sei n ungerade. Sei

" =1 =(r=1fi fu 9191 Gnagn, € Flz]

die Faktorisierung iiber IF[x] in irreduzible Polynome, dann gilt

ni n2
FD,, = FC, & P E* & (PE.

i=1 i=1

Die Korperweiterungen und die Projektionen auf die entsprechenden Komponenten be-
rechnen sich wie im halbeinfachen Fall. Das Idempotent ¢y = > a' € F D, erzeugt

eine Teilalgebra, welche isomorph zu FCy ist. Sei Cy = (g), dann ist die Projektion von

1
FDs,, auf FCy gegeben durch {a ~
b—g.

Bemerkung 5.28. Sei I ein endlicher Korper mit Charakteristik 2 und sei n ungera-
de. Ein Code C' < FDs,, wird genau dann von einem Idempotent erzeugt, wenn die
Dimension von C gerade ist.

Betrachte nun die Struktur von FD,, fiir n gerade. Die Konjugiertenklassen sind
hier

.....

Insgesamt existieren also “>2 + 4 Konjugiertenklassen, davon sind -1 + 1

von ungerader Ordnung: die triviale Klasse {id} und {(a?)’, (a®)'},_; mot.
Insbesondere existieren also mT’l + 1 irreduzible Brauer-Charaktere auf den

2-reguldren Klassen.
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Uber C ist die Charaktertafel von D,

n—2
xioxe xs oxa X L 72X(T) .
al 1 1 =1 =1 ¢ +¢1 o0 G? +6 %
b1 -1 1 -=1 0 0

wobei ¢, € C wieder eine primitive n-te Einheitswurzel ist.

Wie im Fall n ungerade existiert nur ein irreduzibler Brauer-Charakter von Di-
mension 1, der triviale Charakter ¢; = 1 (jeder weitere eindimensionaler Cha-
rakter miisste iiber die Kommutatorfaktorgruppe Ds,, /D), = C; faktorisieren).
Die Gruppe D,,, hat den Normalteiler C5,, = Cy x C,,. Die Einschrankung von @
auf Dy, = Dy, /Cy bildet also ¢, auf (,, ab und genau % 2-dimensionale Cha-
raktere bilden unter dieser Einschrdnkung auf den trivialen Charakter ¢, ab, und
zwar alle x(™9,i = 1,..., 252, Die iibrigen 52 — (2/~! — 1) Charaktere werden
unter der Abbildung ¢! + ¢, — ¢’ + (" auf die Brauer-Charaktere abgebildet,
dh. @ — ¢limed ™) und zwei Charaktere x(?, () fallen zusammen, genau
dann wenn ¢ = £j (mod m). Insgesamt fallen also jeweils

(27 )
m—1

— 9l
2

Charaktere zusammen, die Zerlegungsmatrix ist daher

1
1
1
1 )
2
: 2l=1 _ 1
2
1 {
: L
1
Vs
1 )
: 2!
1
Vs

mit der entsprechenden Cartanmatrix

2l+1
2l
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Lemma 5.29. Sei [F ein endlicher Korper mit Charakteristik 2 und sei n = 2'm mit
m ungerade. Dann ist FDyy = FDy,eq der Hauptblock von FDs,, und enthilt als
Kettenring nur die trivialen Idempotente. Fiir ein zentral primitives Idempotent e; sei
3, das Jacobson-Radikal von FDyy,e;, dann gilt FDy,e;/3: = E3*?, wobei der Grad
Korperweiterung E; von der Faktorisierung von x™ — 1 bestimmt wird.

Die Idempotente von FD,,e; konnen also iiber die Lifts der Idempotente von
FDge;/3i = Efxz bestimmt werden. In der Notation von Bemerkung 5.9 gilt fiir
den Lift eines nicht-zentralen Idempotents r + J% € FDy,e;/Jk

dimp(Bild(p,)) = 2 - [E; : F).

Da es in E7*? zwei zentrale und |E;| - (|E;| + 1) nicht-zentrale Idempotente gibt,
ist die Anzahl der Idempotente in F D, e; insgesamt

2, fallsi =0
B - (|E| 4+ 1) - [F]2EFC=D 1 9 sonst.

Bemerkung 5.30. Falls ein Code C von einem Idempotent e € FDs,, erzeugt wird, ist
die Dimension von C' gerade.

Beispiel 5.31. Sei F = [Fy, n € 4Z~( und bezeichne mit I,, bzw. J,, die Einheitsmatrix
bzw. All-Eins-Matrix in F3*". Dann ist der Code mit Erzeugermatrix ( I | I+ J ) ein
Gruppencode in Iy Ds,,, welcher selbst-dual und doppelt gerade ist. Insbesondere ist C'

also kein zyklischer Code (siehe [ST83]).

In [TAT15] behaupten die Autoren, dass sich alle Gruppencodes (hier als Rechts-
moduln) tiber Fy Dg bzw. [, Dy als zyklische Codes realisieren lassen. Diese Aus-
sage ist falsch, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 5.32. Als Rechtsmodul erzeugt das Element 1 + a + a*> + b € FyDg einen
selbst-dualen, doppelt-geraden Code, insbesondere ist dieser also nicht isomorph zu einem

zyklischen Code ([ST83]).

Sei n = 2'm, m ungerade, und sei

@ 1 Fy Dy, — FoClyy, Z a;;a'ty — Zaijgm_s_j

0<i<n—1,0<5<1 1,

ein Isomorphismus zwischen den beiden Vektorrdumen. Sei e € FyD,, ein zen-
trales Idempotent, dann ist e ein Polynom in a?, d.h.

Damit gilt
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d.h. p(e) ist ein (zentrales) Idempotent in FyC5,,. Andererseits ist das Urbild jedes
Idempotents in F,C5,, ein Idempotent in F, Ds,,, welches nicht notwendigerweise
zentral ist. Damit folgt sofort:

Lemma 5.33. Sei [F ein endlicher Korper der Charakteristik 2 und sei e ein zentrales
Idempotent in FD,,. Nach geeigneter Sortierung der Gruppenelemente hat der Code
FDye die Erzeugermatrix Diag(M, ..., M), wobei M ein zyklischer Code der Linge
m iiber F ist. Dieser wird, aufgefasst als Ideal in FC,,, von ¢(e) erzeugt. Ist anderer-
seits [ € FCy, ein Idempotent, so ist o' (FCy, f) ein Dieder-Code, der von dem (nicht
notwendigerweisen zentralem) Idempotent o= (f) erzeugt wird.

Insgesamt gibt es also zu jedem projektiven, zentralen Dieder-Code einen pro-
jektiven, zyklischen Code, welcher bei gleicher Dimension einen mindestens ge-
nauso hohen Minimalabstand hat. Zu jedem solchen zyklischen Code existiert
wiederum ein projektiver (eventuell nicht zentraler) Dieder-Code, welcher bei
gleicher Dimension einen mindestens genauso hohen Minimalabstand hat.

Fiir n = 2! fallen die beiden Klassen der projektiven Dieder- und projektiven
zyklischen Codes zusammen, da es jeweils nur die beiden Idempotente 0 und
1 gibt. Fiir n = 7 existiert kein projektiver Dieder-Code, welcher besser als ein
projektiver zyklischer Code ist. Fiir alle anderen n < 20 gibt es mindestens einen
besseren projektiven Dieder-Code.

Die maximalen Minimalabstidnde iiber dem Korper F; sind in den folgenden
Tabelle angegeben. Im Vergleich mit den Werten aus Codetables ([Gra]) stellt
sich heraus, dass nur wenig Codes in interessanten Dimensionen den maximal
moglichen Minimalabstand annehmen (nach Bemerkung 5.28 und 5.30 kann die
Dimension nicht ungerade sein).

Falls man alle (Links-)Ideale betrachtet, und nicht nur die projektiven, sind die
Dieder-Codes nicht zwingend besser als die zyklischen Codes, so existiert zum
Beispiel ein zyklischer [28, 3, 16]-Code, der einzige Dieder-Codes in dieser Di-
mension hat aber den Minimalabstand 14. Ein weiteres Gegenbeispiel findet sich
fiir n = 15. Fiir allen anderen n < 20 sind die Dieder-Codes mindestens genauso
gut wie die zyklischen Codes, fiir alle n aufler n € {3, 5, 6, 7} existiert ein mindes-
tens einer Dimension ein besserer Dieder-Code. Die Codes nehmen wesentlicher
haufiger den generell maximal mal moglichen Minimalabstand an, besonders fiir
n = 6 und n = 12 und nahezu jeder Dimension.

Bemerkung 5.34. Fiir n € {4,8,12,16,20,24,28,32,36} existiert ein selbst-dualer,
doppelt gerader Code in Fo Dy, mit dem bisher am hichsten bekannten Minimalabstand,
d.h.

g 412 +4 n<32
42 =12 n = 36.
Die Nicht-existenz eines selbst-dualen, doppelt-geraden [72,36,16]-Code im Gruppen-
ring Fy D7y wurde bereits in [OW11] gezeigt.
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Gl/kl1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 - -
4 - - - -
6 6 4 2 2 2 1
8 8 4 4 4 2 2 2 1
0 (10 5 - 4 2 2 - 2 2 1
12 |12 8 6 4 4 4 4 2 2 2 2 1
4 |14 7 - - - 4 4 3 - - - 2 2 1
16 (16 8 8 8 4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 1
8 |18 12 6 6 6 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 1
20 |20 10 10 8 4 4 4 8 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 1
2 (21 - - - - - - - 8 6 6 - - - - - - - 2
24 |24 16 12 12 8 8 8 8 8 8 8 8 4 4 4 4 4 4 2 2
6 |26 13 - - - - - - - - - 8 6 5 - - - - - -
28 |28 14 14 7 - 8 8 8 6 6 - 8 8 6 6 5 - 4 4 4
30 |3 20 10 12 10 12 6 10 8 8 8 8 6 8 6 6 6 5 4 4
32 |32 16 16 16 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 6 4 4 4
4 |34 17 - - - - - 1210 10 - - - - - 8 6 6 - -
36 (36 24 18 12 12 12 12 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 6 6
3 (38 9 - - - - - - - - - - - - - - - 8 8 7
40 |40 20 20 20 10 10 10 16 8 8 8 12 8 8 8 8 8 8 8 8

TABELLE 5.2: Maximaler Minimalabstand aller Dieder-Codes, Teil I
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Sei nun C) ein selbst-orthogonaler, projektiver Dieder-Code, dann definiert die
Kette
C.:Cy < Cyf

einen selbst-dualen relativ-projektiven Dieder-Code C tiber Z/4Z mit Hamming-
Minimalabstand dy(C) = dy(Cy). In [DHS01, Table VII] ist der maximal
mogliche Hamming-Minimalabstand aller selbst-dualen Codes tiber Z/4Z ange-
geben (bis Lange 24), die folgende Tabelle vergleicht diese Werte mit dem maxi-
mal moglichen Hamming-Minimalabstand der selbst-dualen relativ-projektiven
Dieder-Code.

La'nge‘lo 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 36 38 40 42

2 2 3 3 4 4 6 8
2 2 3 1 4 4 6 3 5 5 6 1 6 7 5 8

Besonders fiir ungerades n liefern die selbst-dualen, relativ-projektiven Dieder-
Codes tiber Z /47 also hédufig optimale oder zumindestens gute Codes.

5.3.3 Die Alternierende Gruppe A;

Die Gruppenalgebra F,A; hat 2 zentral primitive orthogonale Idempotente e
und ¢;, die beiden zentralen Codes sind dual zueinander, von Dimension 16
bzw. 44 und sind nicht isomorph zu abelschen Codes.

FyA; hat insgesamt 802 - 2752514 = 2207516228 Idempotente, welche
67 - 3074 = 205958 verschiedene Codes erzeugen. Die Dimensionen sind
alle durch 4 teilbar und die maximalen Minimalabstdnde sind in der folgenden
Tabelle eingetragen, wobei die Zahl in Klammern der allgemein maximal
mogliche Minimalabstand fiir diese Dimension in Lange 60 sind.

k| 4 8 12 16 20 24 28
24 (32) 24(27) 22(24) 20(20-22) 16 (17-20) 14 (16-18) 12 (16-18)
3 32 36 40 4 48 52 56 60
10 (12-14) 8(9-11) 6(89) 6(67) 4(5) 3(4) 2(2) 1(D)

Insgesamt sind die projektiven A;-Code also in allen Dimensionen sehr nahe an
dem maximal moglichen Minimalabstdnden.

Satz 5.35. Sei I ein endlicher Korper, C < FAj; ein zweiseitiger Code und sei A :=
PAut(C') die Permutationsgruppe von C. Dann gilt entweder A = Sg, (insbesondere
gilt dann C = {0}, C =FA;, C = (3,4, 9) oder C = (3 4. g)*) oder C ist kein
abelscher Code.

Beweis. Der erste Fall ist klar, sei also nun A # Sgy. Die Gruppe A enthilt eine
Untergruppe welche isomorph zu A2 ist, und zwar alle Permutationen die von
der Operation

A = As, ((91,92),9) = 1995 "



5.3. Beispiele 83

induziert werden. Bis auf Konjugation enthdlt Ss, drei maximale Untergrup-
pen, welche transitiv und primitiv sind: PSL(2, 59).Cs, A2.C3 und Ag. Allerdings
kann A nicht in PSL(2, 59).C; enthalten sein, da die Ordnung schon nicht von
3600 = |AZ| geteilt wird. Falls A in A2.C3 enthalten ist, ist C' kein abelscher Co-
de, da diese Gruppe keine transitiven, abelschen Untergruppen enthilt. Sei also
A < Agp. Angenommen es gilt A = Ag. Dann existiert genau ein weiterer Co-
de D # C, zu dem C permutationsdquivalent ist. Sei £ = dim(C') = dim(D),
dann gilt nach eventueller Dualisierung ohne Einschrankung £ < 30. Die beiden
Codes C und D sind permutationsdquivalent unter der Permutation (1, 2), also
folgt, dass C' + D ein Code mit Permutationsgruppe PAut(C + D) = Sg ist und
von Dimension < k + 2 < 32, was nur moglich ist, wenn C bereits von Dimen-
sion 0 oder 1 ist, also inbesondere schon PAut(C') = Sg gilt. Also ist A in einer
maximalen Untergruppe von Ag, enthalten, bis auf Konjugation gibt es davon
zwei, welche transitiv und primitiv sind: PSL(2, 59) und A4; ¢ Cy. Da A2 nicht in
PSL(2, 59) enthalten sein kann, gilt A < A5 5. Diese Gruppe enthilt keine tran-
sitiven, abelschen Untergruppen, also ist C' kein abelscher Code. Daraus folgt
insgesamt die Behauptung. O

Korollar 5.36. Sei C' < FAj; ein zweiseitiger Code, dann sind die moglichen Isomor-
phietypen von PAut(C) A2, A5 Cy, A5.S5, A2.C3 und Seo.
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Kapitel 6

Extremale Gitter mit
Automorphismen

In diesem Kapitel werden extremale, p-modulare Gitter mit Automorphismen
der Ordnung p untersucht. Die Operation eines solchen Automorphismus
liefert eine Zerlegung des zugrunde liegenden quadratischen Raumes in eine
Fixpunkt- und zyklotomische Komponente, durch die Projektion bzw. den
Schnitt des Gitters mit den beiden Komponenten lassen sich antiisometrische,
quadratische, IF,,-wertige Rdume definieren. Diese bestimmen wie im unimodu-
laren ([Neb13]) oder teilerfremden Fall ([Jiir15]) den Typ eines Automorphismus
und entsprechende extremale Obergitter lassen sich durch die mdoglichen
Antiisometrien bestimmen. Allerdings sind im Gegensatz zum teilerfremden
Fall die quadratischen Rdume nicht anisotrop, sondern enthalten (isomorphe)
maximal total isotrope Teilrdume. Diese definieren p-elementare (hermitesche)
Gitter und konnen benutzt werden, um die Fix- und zyklotomischen Teilgitter
zu bestimmen. Als Anwendung dieser Methodik wird gezeigt, dass das einzige
bisher bekannte 24-dimensionale, 3-modulare, extremale Gitter das einzige
solche Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 3 ist, diese Klassifika-
tion wurde bisher nur fiir Primordnungen > 5 gezeigt. Zusitzlich werden alle
5-modularen, extremalen Gitter der Dimension 20 mit einem Automorphismus
der Ordnung 5 klassifiziert.

Sei (V, q) ein positiv definiter rationaler quadratischer Raum, das heifit ein Vek-
torraum iiber Q mit einer positiv definiten quadratischen Form

q:V—=Q
und zugehoriger Bilinearform
() =bg: VXV =Q,(2,y) = gz +y) —q(x) — q(y).
Sei n die Dimension von V, dann ist ein Z-Gitter L in (V, q) das Z-Erzeugnis
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einer Basis (b1, ..., b,) von V. Das duale Gitter ist
L* :={veV|(v,\) € Zfiiralle A € L}.

Ein Gitter L heifit ganz, falls es in seinem Dualen enthalten ist, bei Gleichheit
heiflt es unimodular. Ein ganzes Gitter heifit gerade, falls ¢(\) = (), \) fiir alle
A € L ganzzahlig ist. Die Gram-Matrix bzgl. der Basis (b1, ..., b,) ist die Matrix

G(L) = ((bi, b5))1<ij<n,

die Determinante det(L) von L die Determinante det(G(L)) einer Gram-Matrix
von L (unabhéngig der gewihlten Basis) und gleich dem Quadrat vol(V®R)/L)?
des Fundamentalbereichs von L. Eine zweite wichtige Invariante ist das Mini-
mum

min(L) := min{(A\,\) |0 # X € L}.

Die Dichte einer zu L gehdrigen Kugelpackung wird bestimmt durch das Mini-
mum und der Determinante des Gitters L und ist gegeben durch

%\/V(L),

wobei V,, das Volumen des n-dimensionalen Einheitsballes und

_ min(L)
") =

die Hermitesche Dichte-Funktion ist. Dann sind die dichtesten Gitter in einer ge-
gebenen Dimension gerade die Gitter, welche die Hermitesche Dichte-Funktion
~ maximieren. Die dichtesten Gitter sind in den Dimensionen < 8 und zusatzlich
in Dimension 24 bekannt ([CK09]). In Dimension 3 wurde dies bereits durch
Gauf’ gezeigt und erst 1998 konnte T. Hales durch den Beweis der Keplerschen
Vermutung zeigen, dass diese Gitterpackung auch eine der {iberabzihlbar vielen
besten Kugelpackungen liefert ((Hal05]). Ahnliche Resultate wurden kiirzlich in
Dimension 8 und 24 bewiesen ([Coh+17], [Vial7]). Fiir ein gerades Gitter L de-
finiert die quadratische Form ¢ eine Q/Z-wertige quadratische Form g auf der
Diskriminantengruppe L# /L via

G:L*/L —Q/Z,x+ L+ q(x) + Z.

Die Stufe eines Gitters L ist die kleinste Zahl ¢ € N, so dass das reskalierte Dual-
gitter
Op# .= Vir#

wieder ein gerades Gitter ist. Sei € der Exponent der Diskriminantengruppe von
L, dann ist ¢ die kleinste Zahl, so dass (L# ein ganzzahliges Gitter ist. Es gilt
¢ € {¢,2¢} und ¢L# C L. Zusétzlich haben ¢, £ und det(L) dieselben Primteiler,
und es gilt ¢ = ¢ wenn /¢ quadratfrei ist. Falls ¢ quadratfrei ist, und zusitzlich
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det(L) = (* gilt, ist L# /L isomorph zu (Z/(Z)*, d.h. L ist (-elementar.

6.1 Geschlechter von Gittern

Die p-adischen Zahlen Q, sind die Vervollstindigung der rationalen Zahlen (d.h.
der Grenzwert aller Cauchyfolgen in Q) unter der p-adischen Metrik

1
dy(z,y) = —,
p( y) pk

wobei p* die exakte Potenz in der Faktorisierung von z — y ist. Die p-adischen
Zahlen Z, sind dann der Abschluss von Z in Q,. Fiir ein Gitter L in (V,q) ist
L, := 7, ®z L ein Z,-Gitter in V, := Q, ®qg V.

Das Lokal-Global-Prinzip fiir die Darstellung von Zahlen durch quadratische
Rédume (als Folgerung aus dem Satz von Minkowski-Hesse) sagt aus, dass fiir
ein t € Q* genau dann ¢t € ¢(V) gilt, wenn t € ¢(V,) fur alle Primzahlen p
gilt, d.h. eine Zahl lasst sich sich durch eine quadratische Form darstellen, ge-
nau dann wenn sie sich lokal fiir alle Primzahlen darstellen ldsst. Fiir Z-Gitter
stimmt diese Aussage im Allgemeinen nicht, sie iibertrédgt sich allerdings, wenn
man ein Gitter durch ein sogenantes Geschlecht ersetzt. Dieses besteht aus ei-
ner (endlichen) Menge von Isomorphieklassen von Gittern und gibt an, ,um wie
viel” das Lokal-Global-Prinzip fehlschldgt. Genauer gilt: Sei L ein Gitter in (V, ¢)
und sei t € Q* mitt € ¢(L,) fiir alle p. Dann existiert ein Gitter M/ im Geschlecht
von L mit ¢t € ¢(M). Das Lokal-Global-Prinzip gilt genau dann fiir L, wenn das
Geschlecht nur aus dieser Isomorphieklasse besteht.

Definition 6.1. Zwei Z-Gitter L und M liegen im selben Geschlecht, falls sie iiber allen
p-adischen ganzen Zahlen isomorph sind, d.h. es gilt L, = M, fiir alle Primzahlen p.

Da ein Gitter nach Definition positiv definit ist, muss im Gegensatz zu allgemei-
nen quadratischen Formen nicht die Vervollstandigung bei p = —1 bzw. p = oo
(je nach Notation) betrachtet werden.

Da aus L = M direkt L, = M, folgt, besteht ein Geschlecht aus Isomorphieklas-
sen von Z-Gittern und da sich die Werte det(L) und ¢(L) C Q aus allen det(L,)
und Z,q(L,) rekonstruieren lassen, ist die Anzahl % dieser Klassen endlich und
heifit Klassenzahl des Geschlechts.

Seien L := Ly,..., L, Reprdsentanten dieser Klassen in einem Geschlecht, dann

heifst
h

> [ Aut(L;)| ™
i=1
das Mafs des Geschlechts. Aus dem Satz von Minkowski-Siegel folgt die Glei-

chung
h

D1 Aut(Ly)| ™ = y(dim(V)) - [[ep(Z, 1),

=1
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wobei v(dim())) induktiv definiert ist durch

| i Yn—1) -1
7(0) = 17 ’7(]—) = 57 7(2) = 2_7 ’)/(n) = = /2
™ T Pn n- m

und o, (L, L) ist die sogenannte lokale Darstellungsdichte, welche sich nur mit lo-
kalen Invarianten und ohne Kenntnisse der Vertreter L; berechnen ladsst ([Kne02,
(33.5))).

Beispiel 6.2 ([Kne02, (35.2)]). Im Fall der unimodularen, geraden Gitter der Dimensi-
on m gilt
m/2—1
ap(L, L) =1 =p ™) [ @=p),
j=1

also
m/2—1

[Ten@. )7 =<m/2)- T <),
P i=1
Fiir m = 8 ist das Maf gleich 1/696729600, was gerade | Aut(Es)| ™" ist. Also besteht
das Geschlecht in diesem Fall nur aus dem Gitter Ex.

Das Geschlechtssymbol

Fiir ein Geschlecht existiert ein vollstindiges System von Invarianten fiir
p-adische Aquivalenz, diese lassen sich zu dem sogenannten Geschlechtssymbol
kombinieren, welches ein Geschlecht eindeutig beschreibt (nach [CS99, Kapitel
15, Abschnitt 7]).

Jedes (ganze) Gitter L hat iiber den p-adischen ganzen Zahlen eine Zerlegung
der Form

L= (Lo,q0) L (Lp,pq1) L (L, p’q) L ...

wobei die Determinante von jedem (L,:, ¢;) teilerfremd zu p ist. Diese Zerlegung
wird auch Jordan-Zerlegung genannt. Fiir p # 2 sei nun

n, = dim(L,) und ¢, = (%) )

wobei (-) das Legendre-Symbol bezeichnet. Das p-adische Symbol ist dann das
formale Produkt der Faktoren

€qMq

q

Zwei Gitter sind iiber den p-adischen ganzen Zahlen dquivalent, genau dann
wenn sie dieselben Invarianten n,, ¢, fiir jede Potenz ¢ von p haben, genau dann
wenn sie dasselbe p-adische Symbol haben ([CS99, Kapitel 15, Theorem 9]). Fiir
p = 2 muss zusédtzlich zum p-adischen Symbol noch die Paritdt der 2-adischen
Gitter L, betrachtet werden, dies wird mittels ¢; bzw. ¢;; unterschieden. Im Fall
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der geraden Gitter entféllt dies aber, da die L, gerade Z,-Gitter sind. Ein solches
Gitter L der Dimension n hat dann ein Geschlechtssymbol der Form

IL,(...),

wobei die Klammern die p-adischen Symbole enthalten (fiir alle p die 2 det(L) tei-
len). Ein Geschlecht wird durch das Geschlechtssymbol eindeutig beschrieben.
Mit dem Nachbarschafts-Algorithmus von M. Kneser kénnen alle Isomorphie-
klassen in einem Geschlecht berechnet werden ([Kne02, Abschnitt 28]).

6.2 Hermitesche p-elementare Gitter

Sei E ein CM-Korper, d.h. eine eine total imagindre quadratische Erweiterung
eines total reellen Zahlkorpers K mit Involution = : £ — E. Seien Zy bzw. Zg
die Ganzheitsringe von K bzw. E. Sei p ein Primideal in Zy, dann heifst p

trage Pt
zerlegt falls pZg = < PP und L # P
verzweigt B2

tiir ein Primideal 3 von Zp. Die Differente ©® z von E ist das Inverse des gebro-
chenen Ideals
95" ={a € E|Trf(aZy) C Z}.

Sei nun (V, @) ein hermitescher Raum tiber F, d.h V ist ein E-Vektorraum der
Dimension m < cound ® : V x V — E ist eine hermitesche Form bzgl. der
Involution ~ mit

o O(x+ o', y)=(x,y)+ O(a,y) furalle z, 2",y € V.
o ®(ax,By) = ad(z,y)B firaller,y € Vund o, € E.

o O(x,y) =D(y,x) furallex,y € V.

Insbesondere folgt damit ®(z,z) = ®(z,z) € K furallex € V.

Ein Zg-Gitter L in V ist ein endlich erzeugter Zz-Modul in V. Dieser muss nicht
frei sein, da Zg kein Hauptidealring ist, es existiert allerdings eine sogenannte
Pseudobasis ([OMe63, 81:3]), also eine E-Basis (1, ...,z,) von EL und gebro-
chene Linksideale 2, ... %2, in Zg mit

i=1
Das Volumenideal

o(L) =22, ... A2, - det(zy, ..., 2,)
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ist unabhédngig von der gewédhlten Pseudobasis. Sei ohne Einschrankung L ein
volles Gitter in V, d.h. es gilt V = EL. Dann ist der Rang von L gleich der Di-
mension von V. Das hermitesche Dualgitter ist

L :={z eV |®(x L) CZg}.

Ein Zg-Gitter heifst A-modular (fiir ein gebrochenes, zweiseitiges Zg-Ideal ),
wenn AL* = L gilt. Ein Zg-modulares Gitter heifst unimodular. Mit der hermite-
schen Form @ lasst sich eine symmetrische Bilinearform

D7V xV = Q,&r(z,y) == Ta5(®(z,y))

definieren. Dann ist ®; nicht ausgeartet, genau dann wenn ® nicht ausgeartet
ist, und @ ist positiv definit, genau dann wenn ¢ total positiv definit ist. Als
Zp-Modul ist ein Gitter L in V natiirlich auch ein endlich erzeugter Z-Modul,
das Gitter L < (V, ®7) heiit dann Spurgitter von L, fiir das duale Gitter gilt die
Gleichung

L# =9 L".

Fiir ein Zg-Ideal 2 ist die Norm 91(2A) definiert als |Zg /2|, damit gilt fiir die
Determinante des Spurgitters

det(L) = |dg|"™=®) . 9(v(L)).

Sei Q1 die Menge der endlichen Stellen von K, d.h. die Menge der Primideale
von Zg. Ein Stelle p € Q heifit dyadisch, falls p | 2, und nicht-dyadisch sonst.
Sei K, die Vervollstandigung von K an der Stelle p und sei £, := F @ K, die
Vervollstindigung von E. Fiir die Differente gilt Dy, := (D).

Fiir ein Zg-Gitter Lin V' ist L, := L ®z, Zk, ein Zg,-Gitterin V, := V @k K,. Es
gilt (L*), = (Ly)*. Das (hermitesche) Geschlecht des Gitters L ist dann definiert
als die Menge aller Gitter L' in V, so dass L, = L; tir alle Stellen p € Qp gilt.
Als Gitter {iber einem lokalen Korper besitzt L,, dhnlich wie im Fall der p-
adischen Z,-Gitter, eine Jordan-Zerlegung. Fiir jede Komponente in dieser Zer-
legung ist der Isomorphietyp nur abhdngig von der Modulartét ([Jac62]). Sei
dafiir 7k ein uniformisierendes Element von K,, d.h. ein Erzeuger des maxi-
malen Ideals von Zg,, und sei 7y ein Erzeuger des maximalen Ideals B in Zg,,
welches pZp, enthdlt und ~-invariant ist. Sei

1) = (g 1)

die (P"-modulare) hyperbolische Ebene.

Definition 6.3. Eine Zerlegung A =1!_, A; eines Zg,-Gitters A heifit Jordan-
Zerlegqunyg, falls die Teilgitter P*-modular sind mit s; < s9 < -+ < 8.

Jedes Zg,-Gitter besitzt eine Jordan-Zerlegung (siehe z.B. [Kir16]).
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Lemma 6.4 ([Jac62, Section 7]). Sei p € Qx eine nicht-verzweigte, nicht-dyadische
Stelle, und sei A ein B¥*-modulares 7. g,-Gitter, dann gilt

A= (mh, . T,

Lemma 6.5 ([Jac62, Proposition 8.1]). Sei p € Qg eine verzweigte, nicht-dyadische
Stelle, und sei A ein 3'-modulares 7. g,-Gitter vom Rang r, dann gilt

N (w2 w2 det(M)mi 2y falls i gerade
| HG) L LH(®) falls i ungerade.

Die Determinante det(A) ist wohldefiniert modulo N (£} ), also ein Element von

. o~ | C1 pzerlegt
KP/N(EP):{ ! &

(5 sonst.

Damit wird das lokale Geschlechtssymbol in [Kir16, Abschnitt 8.3] definiert als

(Sliang(/\l)7 o Stliang(/\z))7
wobei der Index + ist, falls det(A;) € N(E;) ist, und — sonst. Im Fall dass p
zerlegt, ist das Vorzeichen immer +, kann also weggelassen werden. Falls p trdge
ist, ist das Vorzeichen +, falls s; - Rang(A;) gerade ist, und — sonst, in diesem Fall
kann es also auch weggelassen werden. Das Geschlechtssymbol eines Z z-Gitters
L ist dann das Tupel aller lokalen Geschlechtssymbole fiir alle Primideale von
Z, die in E' verzweigen oder an denen L lokal nicht unimodular ist.

Sei nun L ein hermitesches Zg-Gitter, so dass das Spurgitter ein gerades Gitter
mit quadratfreier Stufe ¢ ist. Dann gilt /L# C L C L# und aus L# = D' L* folgt

(DL CLCDL' L™
Nach Vervollstindigung an einer Stelle p € Q) ergibt dies
(D5 Ly C L, CDy L.

Sei nun p > 2 eine Primzahl und £ = Q[(,] der p-te Kreisteilungskorper mit
Involution ™ : ¢, = ¢, L. Der Fixkorper ist K = Q[¢, + (. Die Erweiterung E/K
ist verzweigt an der Stelle p mit p | p und unverzweigt sonst. Fiir das Primideal
P mit pZg = PP~ gilt D p = PP~2 ([Neu92, Theorem 2.6]) und die Diskriminante
von F ist X
dg = (-1)7 p2.

In der Jordan-Zerlegung an der Stelle p eines p-elementaren Gitters sind dann
p Komponenten moglich, diese sind PB*-modular fiir s; € {2 — p,...,0,1}. Die
Elemente 7x bzw. 7 kénnen als (1 — ¢,)(1 — (,) bzw. (1 — (,) gewéhlt werden.
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Die Komponenten minimaler Dimension sind diese in der folgenden Tabelle an-
gegeben, wobei A ein Erzeuger von K /N (Ey) = C, ist.

I AR S I A
H2-p) | (! ) H(-3) | () |H(-1) | (1) | Q)
(AmcE) N (A)

Bemerkung 6.6. Fiir ein Gitter, das an der Stelle p eines der obigen '-modularen
Gitter minimaler Dimension ergibt, gilt fiir die Determinante des Spurgitters

pP=t falls i gerade
pPtt falls i ungerade.

Bemerkung 6.7. Sei L ein z-dimensionales Gitter iiber E, so dass das Spurgitter p-
elementar mit Determinante p™ ist. Dann gilt

p™ =det(L) = |dg|* - N(v(L)) = p**~2 - N(v(L)),
insbesondere gilt also N(v(L)) = |Zg/v(L)| = P =2 An der Stelle p folgt damit
o(L,) = P =P=2. Fiir die minimalen Komponenten gilt nun o(H(i)) = P> bzw.

n((w%2>) = R, Zusammen mit v(L L L') = v(L) - v(L') lisst sich damit die Norm der
Jordan-Zerlegung von L,, bestimmen.

Lemma 6.8. Die Determinante eines Z,-Gitters L ist eine Norm.

Beweis. Sei 8 := Cg + ZpQ — 2 € Q[¢ + ¢, dann gilt Q[¢,] = Q[¢, + Zp](\/ﬁ)/ und

det(L) ist eine Norm, genau dann wenn

(8,det(L)), = 1,

wobei (-, -), das Hilbert-Symbol an der Stelle p bezeichnet (sieche [OMe63, 63:10]).
Nach dem Reziprozitdtsgesetzt ((OMe63, 71:18]) gilt

(8, det(L)), = [ [ (8, det(L)),,
q#p

daraus folgt die Behauptung. O
Beispiel 6.9. (Die 3-elementaren Z|(3]-Gitter)

Die Komponenten in kleinster Dimension sind hier

P | Zp, | P
H(-1) | (1) | H(1)

Nach Bemerkung 6.6 ist die Determinante des Spurgitter eines Z[(s]-Gitters L von Rang
2, welches an der Stelle 3 isomorph zu H(—1) ist, 3, nach Bemerkung 6.7 gilt allerdings

det(L) = 3% -N(v(L)) = 3*-37%
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ein Widerspruch und ein solches Gitter existiert nicht. Auf diese Weise lassen sich Vertre-
ter der Geschlechter p-elementarer Gitter angegben. Minimale Z-Gitter mit einer hermi-
teschen Z[(3]-Struktur, die nach Vervollstindigung an der Stelle 3 die moglichen Kom-
ponenten liefern, lassen sich folgendermaflen konstruieren:

(1) Das Gitter A

H(1) L (1) L (1) Eindeutiges Teilgitter in A3 mit Elementarteiler 3°
H(1) L H(1) Eindeutiges Teilgitter in A mit Elementarteiler 3®
H(-1) L H(1) Gitter im Geschlecht von A} (von Klassenzahl 2)
H(-1) L (1) L (1) und | Hermitesche Dualgitter der obigen Gitter

H(-1) L H(-1)

Aus diesen lassen sich dann Vertreter der Geschlechter 3-elementarer (Spur-)Gitter mit
gegebener Determinante kombinieren. Fiir die Geschlecht der 3-modularen Gitter vom
Rang z sind diese z.B.

H(1)* L (1) LH(-1)*mita=0,...,|z/4].

6.3 Modulare und extremale Gitter

Die Eigenschaft einer Extremalitdt wurde zuerst fiir unimodulare Gitter definiert
und bedeutet, dass das Minimum so grofs ist, wie die Theorie der Modulformen
es zuldsst. Sei L ein gerades, unimodulares Gitter, dann hat die Theta-Reihe

Or(z) == Z q%(A’A) mit ¢ = >
AeL

des Gitters die Potenzreihenentwicklung

Or(z) = Zam(L)qm
mit
am(L) == [{x € L | (x,2) = 2m}|.

Die Theta-Reihe definiert eine holomorphe Funktion auf der oberen Halbebene
H:={reC|S3(r) >0}

und ist eine Modulform vom Gewicht % fiir die Gruppe SL;(Z). Auflerdem gilt
n = 0 (mod 8) ([Ebel3, Theorem 2.1]).

Die Modulformen vom Gewicht k& bilden einen C-Vektorraum M, wobei die
Dimension fiir ungerades k£ Null ist. Die Algebra M aller Modulformen ist eine
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graduierte Algebra, d.h. es gilt

M= éMk
k=0

und M, - M; C M,y,. Zusitzlich ist M gerade die Polynomalgebra C[E,, Eq]
in den normalisierten Eisensteinreihen vom Index 4 und 6. Dies kann benutzt
werden, um zu zeigen, dass die Abbildung

[e.9]

Mn — Ce, Z amq™ — (ag, ..., aq-1)

m=0
fir n = 0 (mod 8) ein Isomorphismus ist, wobei die Dimension
n
d=dimMy =1+ |
im Moz + o
ist.

Satz 6.10 ([MOS75], [Sie69]). Es gilt a; > 0, insbesondere folgt fiir ein ein gerades,
unimodulares Gitter L der Dimension n die Abschiitzung

n
. < o
min(L) <2+ 2 bd
Fiir nicht-gerade unimodulare Gitter folgt mit dhnlichen Methoden die
Abschétzung

min(L) <1+ LgJ :

Allerdings war auch bekannt, dass diese nur von genau 12 solcher Gitter an-
genommen wird, wobei die hochste Dimension 23 ist. In [CS90] wurde die
Abschitzung zu

min(L) < VI}W ,

fiir n geniigend grofs, verbessert. In [RS98a] wurde schliefilich dieselbe
Abschétzung wie fiir gerade unimodulare Gitter gezeigt:

Satz 6.11. Sei L ein unimodulares Gitter der Dimension n, dann gilt

min(L) < 2 + 2 L%J ,

aufler im Fall n = 23, hier gilt min(L) < 3.

Definition 6.12. Ein gerades unimodulares Gitter L der Dimension n heifit extremal,
falls min(L) = 2 + 2| 5] gilt.

Bisher sind 6 extremale unimodulare Gitter in den Sprungdimensionen (d.h.
Vielfache von 24) bekannt, das bereits erwédhnte Leech-Gitter A4, die Gitter Pyg,,
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Pisp, Pis, und Pys,, in Dimension 48 ([CS99], [Neb98], [Neb14]) und das bisher
einzige bekannte extremale Gitter I'7, in Dimension 72 ([Neb12a]).

Der Begriff eines modularen Gitters wurde von H.-G. Quebbemann in [Que95]
eingefiihrt. Motiviert wurde der Begriff dadurch, dass einige bekannte Gitter,
wie das Barnes-Wall-Gitter B4 oder das Coxeter-Todd-Gitter K, zwar nicht
unimodular, aber geometrisch dhnlich zu ihrem Dualen Gitter sind.

Definition 6.13. Sei ¢ eine quadratfreie, natiirliche Zahl und sei L ein gerades Gitter
der Stufe (. Dann heifit L (-modular, falls L isomorph zum reskalierten Dualgitter () L#
ist. Falls L fiir jeden Teiler d von { isomorph zum partiellen Dualgitter

LA :=L#*NiL

ist, heifst L stark (-modular.

Ein stark /-modulares Gitter ist also insbesondere /-modular und falls ¢ eine
Primzahl ist, fallen die beiden Begriffe zusammen. Aus

det(L) = det(VIL*) = ¢" det(L)™*
folgt det(L) = (3. Fiir ein (~-modulares Gitter gilt also
L# /L= (Z)(Z)5.

Auf eine dhnliche Weise wie fiir gerade, unimodulare Gitter ldsst sich auch hier
eine Abschétzung fiir das Minimum beweisen ([Que95], [Que97]). Sei ¢ quadrat-
frei und sei

To(l) = {(Z Z) € SLa(Z) | ¢ = 0 (mod e)}

die Kongruenzuntergruppe von SLy(Z) mit Normalisator I',(¢) in SLy(R). Falls ¢
eine Primzahl ist, gilt
L. (€) = To(€) UTo(L) - 1o,

0 1

te = Ve

Vi 0
die Fricke-Involution ist. Fiir quadratfreies ¢ € Nist die Faktorgruppe I'.(¢)/T'(¢)
2-elementar abelsch und wird von gewissen Atkin-Lehner-Involutionen erzeugt.

Sei nun o (¢) die Anzahl der (positiven) Teiler von ¢ und sei 0;(¢) die Summe
dieser Teiler. Falls oy (¢) ein Teiler von 24 ist, also

wobei

(€{1,2,3,5,6,7,11,14, 15,23},

ist die Abbildung

Mz (Du(0), xn) — C%, Zamqm — (ag,...,aq, — 1)
m=0
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ein Isomorphismus und es gilt

dp = dim My (T, (€), x2) = 1 + {MJ .

24 - 0'0(£>

Diese Stufen heiffen auch Quebbemannsche Stufen. Der Charakter xz ist auf

[o(¢) als <;—f) definiert ist und wird mit Hilfe von Gaufsschen Summen auf die

erzeugenden Atkin-Lehner Involutionen fortgesetzt (im Fall ¢ = 6 gibt es hier
zwei Moglichkeiten, daher unterscheidet man zwischen den Fillen 6a und 6b).
Auflerdem ist der Koeffizient a,, fiir die extremale Modulform positiv, daraus
folgt die folgende Abschitzung;:

Satz 6.14. Sei L ein stark (-modulares Gitter der Dimension n, so dass o, ({) ein Teiler
von 24 ist. Dann gilt
n-oi(f) J

min(L) <242 {24.—00@)

und im Fall der Gleichheit heifst L extremal.

Bemerkung 6.15. Sei ¢ eine Primzahl und n = 2 (mod 4), falls ¢ = 3 (mod 4) und
n = 0 (mod 4) sonst. Dann gibt es nach [Que95, Theorem 2], genau ein Geschlecht von
geraden Gittern der Dimension n, Stufe { und Determinante ("/2. In diesem existiert
mindestens ein (-modulares Gitter.

¢ | Geschlechtssymbol fiir r € N
1 ng

) (2 1)72r

3 HQT (30

5 (5 1) 2r

6 <2+4r3+4r)

6a II B (2+(4r 2)3+(4r72)
6b II (27(41"72)37(41"72))

7 Hzr <7+T)

11 | ILy, (11

14 4 (2+2r7+27")

15 II4T ( 1)’"27’5 TQ’V’)
23 | 1y, (2377)

TABELLE 6.1: Geschlechtssymbole der Quebbemanschen Ge-
schlechter

Viele extremale Gitter wurden von G. Nebe und W. Plesken im Zuge der Klassi-
fikation maximaler, endlicher, rationaler Matrixgruppen entdeckt ([NP95]). An-
dere Gitter wurden von C. Bachoc mit Hilfe von Zahlenkodrpern, Quaternionen
und Codes konstruiert (siehe auch [SS99] fiir einen Ubersichtsartikel). In [Neb13]
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wurde ein Langzeitprojekt gestartet, um alle 48-dimensionalen, unimodulare, ex-
tremale Gitter mit gegebenen Automorphismen zu klassifizieren. Fiir den aktu-
ellen Stand der Klassifikation von extremalen, stark /-modularen Gittern siehe
[Jirl5] oder die entsprechende Tabelle in [NS].

6.4 Automorphismen eines Gitters

Die Automorphismengruppe eines Z-Gitters L in einem quadratischen Raum
(V,q) ist

Aut(L):={oc € GL(V) |L-0 =Lund g(A-0) =q(\) furalle A € L}.

Sei 0 € Aut(L) ein Automorphismus der Ordnung p fiir eine Primzahl p > 2.
Dann ist das Minimalpolynom i, (z) von o ein Teiler von 2?7 — 1, es gilt also

entweder y, = 27 — 1 oder y, = ®,, wobei @, := Z=L = 1+ x+---+2P"! das p-te

r—1

Kreisteilungspolynom ist. Dadurch zerfillt V in die orthogonale, direkte Summe

Vp = Kern(o — 1) und Vy := Kern(®,(0)).
Der Raum V; wird durch die Multiplikation
GU=uv-0

zu einem QI[(,]-Vektorraum der Dimension z := dimgy,(Vz) = din;)@%q&). Sei
zusitzlich f := dimg(Vr) = n — (p — 1)z. Die Projektionen auf die beiden Raume

sind gegeben durch
7rF:V—>VF,U»—>U-%-(1+0—|—--~—|—ap’1)

bzw.
7z :V = Vg, 0= v —7mp(v).

Definition 6.16. Die Gitter F'(L) :== LN Vy und Z(L) := L NV heiflen o-Fixgitter
bzw. o-zyklotomisches Teilgitter von L.

Lemma 6.17 ([Mar03, Proposition 1.3.4]). Es gilt np(L#) = F(L)# und nz(L)* =
Z(L)*.

Diese Zerlegung wurde in [Neb13] benutzt, um den Typ eines Automorphismus
o der Ordnung p eines (extremalen) geraden unimodularen Gitters L zu definie-
ren: das Teilgitter F'(L) L Z(L) hat Index p® in L mit s < min(f, z), der Typ von
(L, o) ist dann definiert das Tupel p — (f, z) — s. Aus L = L¥ folgt hier
mp(L)/F(L) = mz(L)/Z(L) = T,

p
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und es gilt s = z (mod 2). Damit wurden alle moglichen Typen von (L, o) fiir ein
extremales, unimodulares Gitter der Dimension 48 bestimmt. Zusitzlich wur-
den alle solchen Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung m, ¢(m) > 24,
klassifiziert. In [Neb14] wurde so ein viertes extremales, unimodulares Gitter der
Dimension 48 gefunden. In [Jiir15] wurden diese Methoden auf Gitter der Stufe
¢ (¢ prim) mit einem Automorphismus der Ordnung p angewendet, wobei ¢ und
p teilerfremd sind. In diesem Fall gilt

F(L)#?/F(L) = Z(L)*?/Z(L) = F;

p

mit s < min(f, z). Mit
det(F(L)) = p* - 1 und det(Z(L)) = p* - (%

wurde der Typ hier als p — (f, z) — (k1, k¢) definiert (in [Neb19b] heifst dieser Typ
det-Typ). Die Geschlechter von F(L) und Z(L) sind durch den Typ von (L, o)
eindeutig bestimmt. Damit wurden viele /-modulare Gitter mit einem Automor-
phismus der Ordnung p klassifiziert.

6.4.1 Automorphismen der Ordnung p eines p-elementaren Git-
ters

Sei im folgenden L ein p-modulares Gitter (p prim) mit einem Automorphismus
o € Aut(L) von Ordnung p. Eine einfache Moglichkeit zur Konstruktion von
o-invarianten, extremalen Gittern ist der Ubergang zu (maximalen) Obergittern.
Deren Geschlecht ist eindeutig ([CS99, Chapter 15, Theorem 13]) und das Maf3
ist kleiner als das der p-modularen Gitter (siehe auch [Neb19b] fiir zusammen-
gesetzte Stufen).

Satz 6.18. Sei L ein p-elementares, gerades Gitter mit einem Automorphismus o der
Ordnung p und sei M ein maximales, gerades Z|o|-Obergitter von L. Dann ist M bereits
ein maximales, gerades Z-Gitter in QL.

Beweis. Die quadratische Form ¢, ist o-invariant, also ist die Diskrimanten-
gruppe M# /M iiber Z[o| ein quadratischer Raum. Dieser ist anisotrop, denn je-
der isotrope Vektor wiirde bereits in M liegen. Daraus folgt fiir einen Teilraum
X < M#/M,dass X N X+ = {0} gilt, also ist M# /M die direkte Summe von
X und X+ und damit ein halbeinfacher F,[c]-Modul. Der einzige einfache F,[o]-
Modul ist allerdings F,, also ist M# /M ein anisotroper F,-Vektorraum und damit
bereits als gerades Z-Gitter maximal. O

Bemerkung 6.19. Seien Ly, Ly Gitter mit L,/L, = F}' und sei U < Aut(L1) N
Aut(Ly) mit einem o € U von Prim-Ordnung p. Der Automorphismus o operiert als
¢ € GL,,(F,) auf Ly /L, alle minimalen c-invarianten Gitter in L /Lo sind dann ge-
geben durch die eindimensionalen Teilrdume von Kern(c — 1). Auf diesen Teilrdumen
operiert zusitzlich der Normalisator Ny (o) von o in U.
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Beispiel 6.20. Sei L ein 16-dimensionales, 7T-modulares, extremales Gitter mit einem
Automorphismus o der Ordnung 7, dann ist L in einem o-invarianten, unimodularem
Gitter enthalten. Es gibt zwei unimodulare Gitter in Dimension 16, diese haben jeweils
zwei Konjugiertenklassen von Automorphismen der Ordnung 7 und es lassen sich damit
sechs T-modulare, extremale Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 7 konstru-
ieren. Davon waren fiinf bisher nicht bekannt (Eintriige 14 bis 18 in der entsprechenden
Tabelle in [NS]).

Sei R = Z,|o] = Z,C, der Gruppenring der zyklischen Gruppe der Ordnung p
tiber dem Ring der p-adischen ganzen Zahlen. Dieser Ring hat drei unzerlegbare
Gitter, den reguldren Modul R, den trivialen Modul Z,, und das irreduzible Gitter
Zy[Gp) vom Grad p — 1 ([Rei57]). Als R-Modul ist L, nach dem Satz von Krull-
Schmidt-Remak isomorph zur direkten Summe von unzerlegbaren Gittern, d.h.

L, = R*® LG & Z.
Damit ldsst sich eine analoge Aussage zum teilerfremden Fall beweisen:

Lemma 6.21. Es gilt
prp(L) Lng(L)-(1—0) CF(L) L Z(L) CLCnp(L)Lmyz(L)

und L ist ein volles, subdirektes Produkt von (L) und 7(L). Als F,[o]-Moduln gilt
die Isomorphie

me(L)/F(L) = 7,(L)/Z(L) 2 F
mit s < min(f, z).

Beweis. Sei
L, = R*® L) & Z:.

Das Gitter F'(L), ist ein Teilgitter der Dimension a + ¢ von L, und es gilt
(mr(L)p)/(F(L)y) & (Zy/pZy)" = mp(L)/F(L) = T,

also folgt a = sund f = s + ¢ > s. Analog folgt 2 = s + b > s. Direkt aus der
Definition folgt prr(L) € F(L), und da (1 — o) den Modul n4(L)/Z(L) = F;
annihiliert, gilt 7(L) - (1 — ) C Z(L). O

Definition 6.22. Das Tupel p — (f, z) — s heifit der Typ von (L, o).
Ein Gitter L, = R* & Z,[(,]” @ Z¢ hat also den Typ

p—(a+ea+b)—a,

insbesondere bestimmt der Typ (L, o) den Isomorphietyp von L als Z,[o]-Modul,
und L ist ein freier Z,[c]-Modul, genau dann wenn (L, o) den Typ p — (s,s) — s
hat.

Lemma 6.23. Die Typen von (L, o), (L¥, o) und jedem partiellen Dualgitter (L¥, o)
sind gleich.
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Beweis. Beztiglich der (c-invarianten) quadratischen Form ¢ gilt
L# = Homgy(L,Z) und Z, ®; L = Homg (Z, ®z L,Z,). Als Z,o]-Modul
sind dann Z, ®7 L und Z, ®; L* isomorph, da alle unzerlegbaren direkten
Summanden von Z, ®; L# selbst-dual sind. Daraus folgt, dass die Typen von
(L,o)und (L#, o) gleich sind. Fiir das partielle Dualgitter gilt

Z,®7 L% fallsp|d

Z, @z L =
pE {Zp ®z L sonst.

Daraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 6.24. Das Fixgitter F(L¥) hat Index p® in np(L¥) = F(L)*. Aus
det(F (L)) - det(F(L)#) = 1 folgt damit

det(F(L)) - det(F(L¥*)) = p*

d anal
s det(Z(L)) - det(Z(L#)) = p*.

Lemma 6.25. Der grifite mogliche Elementarteiler von F(L) bzw. Z(L) ist p*.

Beweis. Zu zeigen ist, dass p?F'(L)* in F(L) bzw. p*Z(L)¥ in Z(L) enthalten ist.
Die Aussage folgt dann direkt mit 7 (L#) = F(L)#, denn es gilt

p'rp(L*) = prp(pL*) C prp(L) C F(L).
Die entsprechende Aussage fiir Z(L) folgt analog. O
Bemerkung 6.26. Im Fall s = f gilt mp(L) = F (L), denn es ist 7p(L)/F(L) = F3

T

und S F(L)/F(L) = F}. Da L* ein Teilgitter von L ist, ist in diesem Fall F'(L*) in
LF(L) = mp(L) = F(L#)*

enthalten, insbesondere ist also F/(L*) ein gerades Gitter. Analog ilt im Fall s = z die
Gleichheit
mz(L) = Z(L)- (1= ¢) 7"

Bis hierhin unterscheidet der Fall, dass die Modularitit gleich der Ordnung des
Automorphismus ist, nicht sonderlich vom teilerfremden Fall. Die Besonderheit
ist, dass die quadratischen Rdume 7np(L)/F(L) bzw. 7z(L)/Z(L) maximale total
isotrope Teilrdaume enthalten. Diese definieren p-elementare Gitter (insbesondere
ist deren Geschlecht als Z-Gitter eindeutig) und koénnen benutzt werden, um alle
moglichen Paare (7x(L), F(L)) bzw. (72(L), Z(L)) zu bestimmen.
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Berechnung der (77(L), F/(L))
Bemerkung 6.27. Seien

Xp(L) := mp(L) N E(L*) und

Yr(L) := mp(L¥) N %F(L).

Dann sind X (L) und PYy(L) gerade, p-elementare Gitter mit

Xp(L)# := np(L) + F(L*) und
Ye(L)# = prp(L*) + F(L).
Zusitzlich gilt
Ye(L)* € Xp(L) € Xp(L)* C Yi(L) C LYp(L)*
Insbesondere wird p von det(PYx(L)) - det(Xx(L)) geteilt.
Lemma 6.28. Das Gitter X (L) ist das Radikal der quadratischen Form
me(L)/F(L) = 12/ ~F,,

da jeder weitere isotrope Vektor von wp(L) ebenfalls in wp(L)* = Z(L¥) liegen wiirde.

Lemma 6.29. Mit der Notation von Abbildung 6.1 sind die Elementarteiler von F(L)
p2x+b+a und <p2)s—a—ac'

Beweis. Nach Lemma 6.25 ist der groite Elementarteiler p®. Direkt aus der Defi-
nition folgt, dass Y(L) das maximale Teilgitter von F(L)# = 7p(L¥) ist, so dass
pYr(L) in F(L) enthalten ist, also kommt p? gerade mit der Vielfachheit s —a — x
vor. Zusammen mit |rp(L)/F(L)| = p**~**? folgt daraus die Behauptung. O

Bemerkung 6.30. 1) Es gilt
det(F(L)) = p*~*?

und aus det(F(L)) = det(F(L#)) - (p*7*)° folgt det(F(L#)) = p=t**, also insbe-
sondere det(P) F(L#)) = p/~**4, Damit gilt

det(F(L)) - det(PF(L#)) = p*+/.
Also ist F(L) oder W) F(L#) ein Gitter mit Determinante < p**/)/2 und Minimum
> min(L).
2) Analog dazu folgt

det(F(L#)) - det(VPF(L)) = p**~7.
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p
XF(L)# L4
p(l
P’
o F(L¥)
7TF<L) L
pb
p°
o Xp(L)
pI
Yr(L)* o
pS*a*I
pffsfbf;c
. F(L)
prp(L¥) o
pffsfbfx
pS*a*Z
* pYr(L)

ABBILDUNG 6.1: Verband der Gitter X (L) bzw. Yr(L)
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Es gilt ®Yp(L) = mp(®WL#) N F(W/PL), also gilt (nachdem eventuell L durch
) L# ersetzt wurde) nach Bemerkung 6.27 ohne Einschrankung

det(Xp(L)) < pf/?

Da Xp(L) p-elementar ist, enthdlt es ein Gitter, welches im Geschlecht der
p-modularen Gitter liegt Davon ausgehend lassen sich erst alle moglichen F'(L#)
(mit Minimum > 22%)) bestimmen, in den p(L) = F(L#)# muss man schlie-
lich noch alle geeigneten F'(L) vom Index p® berechnen).

Algorithmus 6.31. Eingabe: Der Typ p — (f,z) — s eines Automorphismus eines
p-modularen, extremalen Gitters L.

Ausgabe: Reprisentanten der moglichen Paare (rp(L), F/(L)).

Algorithmus:

1) Bestimme Vertreter Uy, . .., Uy des Geschlechts der f-dimensionalen p-modularen
Gitter.

2) Firi=1,...,k bestimme die Menge F; aller moglichen Gitter F(L#) in U7 /U,
mit Minimum > ™2 ynd definiere F = UF_, F;.

3) Sei dyyin = min{det(F) | F' € F} und sei 11 ein Vertretersystem der Isomorphie-

klassen aller F# F € F, mit det(F) < pzkf.

min

4) Fiiralle 7p(L) € I sei Xp(L) := mp(L) N 7p(L)# und bestimme alle moglichen
geraden Gitter F'(L) mit min(F (L )) > min(L) in Xp(L)/pXp(L)* vom Index
p*~°, wobei p* der Index [np(L) : Xp(L)] ist.

5) Gebe alle moglichen Paare (wp(L), F\(L)) aus.

Beweis. Bis Schritt 2) berechnet der Algorithmus sowohl alle F(L#) also auch
alle /P F (L), d.h. es gilt F(L#), /P F(L) € F. Aus

det(F(L#)) - det(VP F(L))) = p**~f

folgt die Einschrankung det(F') < 2

Berechnung der (74 (L), Z(L))

Alle Definitionen und Ergebnisse des vorhergehenden Abschnittes {ibertragen
sich direkt auf den Fall (7z(L), Z(L)), indem F durch Z bzw. f durch (p — 1)z
ersetzt wird. Insbesondere folgt also wie in Bemerkung 6.30

det(Z(L)) - det(P) Z(L#)) = p*+r-1z,
Folgerung 6.32. Indem man eventuell L durch P) L# ersetzt, gilt ohne Einschrinkung

det(F (L)) < p*™//% oder det(Z(L)) < p*tP=1=/2,
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Durch den Ubergang zu dem eindeutigem quadratischem Teilkdrper von Q((),)
lassen sich im zyklotomischem Fall Teilgitter definieren, die fiir die Klassifikation
der Paare (7z(L), Z (L)) hilfreich sind.

Definition 6.33. Sei )
p— .
L i
-3 (5)s
i=1
die quadratische Gausssumme modulo p. Es gilt §* = (—1)"z p, d.h. § erzeugt den
quadratischen Teilkorper Q(\/Ep) von Q((,). Sei damit
Xz(L) := Xz(L) + Xz(L)" = Xz(L) + Xz(L)* - 6
Satz 6.34. Das Gitter X ;(L) ist ganz und in Z(L#) enthalten.

Beweis. Es gilt

A

Xz(L) = Xz(L) + Xz(L)* -0 = (mz(L) N Z(L*)) + mz(L) - 6 + Z(L¥) - 6
und
KoL) = X4(L)* 0 X4(L) - 4 = ((L) + Z(L#) 0 (m2(L) - 4+ Z(L%) - 1).

Dann ist X (L) ein ganzes Gitter, denn es gilt X (L) C Xz(L)#, Xz(L) C X4(L)-
fund Xz (L)# -6 C Xz(L)#, zusitzlich ist Xz(L)* - § C X4(L) - 5 dquivalent
zu Xz(L)# C Xz(L) - 3 = ;Xz(L), was erfiillt ist, da X(L) p-elementar ist.
Die Projektion 75 (L) ist in X (L)# enthalten, also ist Z(L#) ein Obergitter von
Xz(L). O

Lemma 6.35. Es existiert ein hermitesch unimodulares Z[0]-Gitter U mit
Xz(L)* CU =U* C X4(L).

Beweis. Das Gitter X(L)* ist hermitesch ganzzahlig, also kann U/ so gewdhlt
werden, dass es an jeder Stelle # p mit X (L) tibereinstimmt, und an der Stelle p
ein unimodulares Z[d],-Obergitter von X (L), ist. O
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Xz(L) - %
XZ(L)#
Xz(L) % . U# o o\
o Z(L#)
XZ(L)# .

‘ XZ(L)

WZ(L) .\
. « U=U* « Xz(L)*
Xz(L)
Xz(L)*

ABBILDUNG 6.2: Verband der definierten Gitter

Bemerkung 6.36. Die Aussagen gelten analog fiir Y, (L) = Yz(L) + Y, (L)# - 6. In
diesem Fall ist Y (L) C 1 Z(L) und auferdem WY, (L) -6 C PYy(L) C PYy(L)*.

Ausgehend von einem hermitesch unimodularen Z[§]-Gitter konnen also erst
alle ganzen Obergitter X (L) bestimmt werden, mit diesen kénnen dann die
moglichen Paare (74 (L), Z(L)) konstruiert werden. In geeigneten Fillen lassen
sich auch direkt die hermiteschen Geschlechter der Gitter X (L) bestimmen.
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Algorithmus 6.37. Eingabe: Der Typ p — (f,z) — s eines Automorphismus eines
p-modularen, extremalen Gitters L.

Ausgabe: Reprisentanten der moglichen Paare (wz(L), Z(L)).

Algorithmus:

1) Bestimme Vertreter Uy, ...,Uy der Isomorphieklassen hermitesch unimodularer
Z]0]-Gitter vom Rang z.

2) Bestimme die Menge X; der ganzen Gitter X (L) in U JU; und definiere X =

~

3) Bestimme fiir alle X € X die Menge Zx der Gitter Z(L#) in X - /X mit Mini-

mum > mi“T(L) und definiere Z := Uxecx Zx.

4) Sei dyin = min{det(Z) | Z € Z} und sei 11 ein Vertretersystem der Isomorphie-
klassen aller Z#, 7 € Z mit det(Z) < 222

min

5) Fiir alle mz(L) € 1I bestimme alle Z(L) in X4(L)/nz(L) - (1 — (,) vom Index
p*~, wobei p® der Index [z (L) : Xp(L)] ist.

6) Gebe alle moglichen Paare ((L), Z (L)) aus.

Beweis. Bis Schritt 3) berechnet der Algorithmus sowohl alle Z(L#) als auch alle
/P 7 (L), dh.es gilt Z(L#), VP Z(L) € Z. Aus

det(Z(L#) . det((l/p)Z(L)) _ pQSf(pfl)z <1

s—(p—1)z

folgt die Einschrankung det(Z) < A in Schritt 5. O

dmin

Konstruktion von L durch Verklebung

Seien (mp(L), F(L)) und (7z(L),Z(L)) zwei mogliche Paare von Gittern, die
mit Algorithmus 6.31 bzw. 6.37 berechnet wurden. Ein zugehoriges (extrema-
les) p-modulares Gitter L ist nun gegeben durch eine Antiisometrie der beiden
quadratischen Rdume

(mr(L)/F (L), qr) und (wz(L)/Z(L), qz),

d.h. es gilt
L={(v,¢(v)) €mr(L) L mz(L)}

fiir einen F,-Vektorraumisomorphismus
(L) F(L) = mz(L)/Z(L)

mit
qr(v) = —qz(¢(v)) (mod Z) fiir alle v € 7p(L).
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Bemerkung 6.38. Die Gitter Xp(L) und X (L) definieren maximal total isotrope
Teilriume in (wp(L)/F (L), qr) bzw. (77(L)/Z(L), qz). Insbesondere miissen also die
Indizes [rp(L) : Xp(L)| und [mz(L) : Xz(L)] gleich sein, damit ein solcher Isomorphis-
mus o existieren kann.

Sei
X(L):=L(L) + (Xp(L) L Xz(L)),

dann ist X (L) das maximale, gerade Obergitter von L, so dass
mr(L) L mz(L) = np(X(L)) L mz(X(L))

gilt.

Lemma 6.39. Es gilt F(X (L)) = Xp(L) und Z(X (L)) = Xz(L).

Beweis. Sei | + f + 2z € X(L), mitl € L, f € Xp(L) und z € Xz(L). Zu-
erst wird die Aussage fiir F'(X(L)) gezeigt. Es gilt F(X(L)) = Kern(mz|y ),
also muss gezeigt werden, dass | + f + z in Xp(L) liegt, genau dann wenn
I+ f + z in Kern(mz| ) enthalten ist. Die Hinrichtung ist klar, da 75 o mp = 0.
Sei also I+ f + z € Kern(mz|). Es gilt nz(l + f + z) = 7wz(l) + 2, also folgt
(1) = —z€ Xz(L). Aus | = 7p(l) + 1z(l) = wp(l) — z folgt dann [ + f + 2z =
mr(l) + f. Dalund 7z(l) = —z in L# enthalten sind, gilt dies auch fiir 7z (1), ins-
gesamt folgt damit 7x(l) + f € Xp(L). Der Beweis fiir Z(X (L)) verlduft analog.

U

St
g N(L) = LN (F(X(L)) L Z(X(L))) = LN (Xr(L) L Xz(L)),

dann gilt
N(L) = {(v, oxpryLx, 1) (v) € Xp(L) L Xz(L)},

wobei ¢ die Antiisometrie ist, die L definiert. Insbesondere ist also N (L) das
volle, subdirekte Produkt von X (L) und Xz(L).

Sei a die Dimension von Xp(L) bzw. Xz (L) in np(L)/Z(L) bzw. 7z(L)/Z(L).
Dann existiert eine Basis B = (by,...,bs) von 7p(L)/F(L), so dass (by,...,b,)
eine Basis von Xy (L) in 7x(L)/F(L) ist. Die Gram-Matrix bzgl. B hat dann die
Form

A B : axa aX(s—a s—a)Xa s—a)X(s—a
(C D) mit A € Z°, B € Z*~, ¢ € Z*"* und D € (2,/12)( (),

Fiir eine solche fest gewihlte Basis B sind dann alle moglichen Verklebun-

gen gegeben durch Basen C = (ci,...,¢s) von 7my(L)/Z(L), so dass die zu-
A B .

c D (mod Z). Die Vektoren

(by1,¢1), ..., (bg, cq) definieren dann das Teilgitter N (L).

gehorige Gram-Matrix dquivalent ist zu —
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J_ Wz(L)

N
X

F(L) L Z(L)

ABBILDUNG 6.3: Verband der definierten Ober- und Teilgitter X (L)
und N (L) von L.

Bemerkung 6.40. Nach dem Satz von Witt operiert (fiir p > 2) die Isometriegrup-
pevon (mp(L)/F(L),qr) bzw. (mz(L)/Z(L), qz) transitiv auf der Menge der maximal
total isotropen Teilrdume, damit liegt N (L) charakteristisch in L. Insbesondere kann
also erst durch die moglichen Verklebungen (by, c1), ..., (ba, cqa) die Menge aller N (L)
bestimmt werden, diese werden dann auf Isomorphie getestet und Vertreter der Isomor-
phieklassen werden dann weiter zu (extremalen) Gittern L geliftet. Die Isomorphismen
miissen hierbei die (hermitesche) Struktur des Raumes Vi L V. fixieren.

Der Typp — (s,5) — s

In [Nebl9a] werden p-modulare Gitter mit einem Automorphismus o der
Ordnung p untersucht, die als Z,[o]-Gitter frei sind, d.h. der Typ von (L, o) ist
p — (s,s) — s. Die Strukturergebnisse werden in diesem Abschnitt angegeben.

Satz 6.41. Sei R := Z,|o| und M = R® ein freies R-Gitter vom Rang s. Fiir ein ein
freies R-Gitter N mit pM C N C M existiert eine R-Basis (g1, ..., gs) von M und ein
0<k<s,s0dass

N =Rg @ ® Rgr ® pRgr11 © -+ © pRy,

gilt.
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Satz 6.42. Sei p > 2 ein Primzahl und sei L ein p-modulares Gitter mit einem
Automorphismus o des Typs p — (s,s) — s. Dann ist s = 2t gerade und es gilt
F(L)*/F(L) = (Z/pZ)" & (Z/p*Z) und Z(L)* |Z(L) = (Z/pZ)*~"" & (Z/p*Z)".

Folgerung 6.43. Mit den Voraussetzungen von Satz 6.42 gilt Z(L#) = Z(L)#-(1—o0)

und
F(L) C F(L*) = prp(L*) = pF(L)* C LF(L) C F(L)*,

wobei der Index jeweils p' ist. Insbesondere ist /) F(L) ein gerades, p-elementares Git-
ter mit Determinante p' und Dimension s = 2t. Nach [CS99, Kapitel 15, Theorem 13]
ist das Geschlecht von F'(L) also eindeutig bestimmt.

Satz 6.44. Im Spezialfall p = 3 sei L ein 3-modulares Gitter mit einem Automorphismus
o vom Typs 3 — (s,s) — s. Dann ist mz(L) N Z(L#) =: Y ein hermitesch selbst-duales
Z[(3)-Gitter mit

Z(L)CY =Y*C Z(L*) = Z(L¥).

Das Geschlecht des hermiteschen Z[(s]-Gitters Z(L) ist eindeutig durch s bestimmt.

6.5 Extremale, 3-modulare Gitter der Dimension 24

In Dimension 24 ist bisher ein einziges extremales, 3-modulares Gitter bekannt
([Neb98]), sei Lo, dieses Gitter'. Es ist eindeutig mit einem Automorphismus
von Prim-Ordnung > 5 ([Jiirl5, Abschnitt 4.2.5]). Im folgenden werden die ent-
wickelten Methoden benutzt, um den folgenden Satz zu zeigen:

Satz 6.45. Sei L ein 3-modulares, extremales Gitter der Dimension 24 mit einem Auto-
morphismus der Ordnung 3. Dann ist L isomorph zu La,.

Sei also L ein 24-dimensionales, 3-modulares, extremales Gitter und sei o €
Aut(L) ein Automorphismus der Ordnung 3. Indem man eventuell L durch ® L#
ersetzt, gilt nach Bemerkung 6.30

det(F(L)) < 3//%** oder det(Z(L)) < 3°**.

Da diese beiden Gitter Minimum > 6 haben, sind mit der Cohn-Elkies-Schranke
([CE03]) nur die folgenden Typen moglich:

f z s

0 12 0

2 11 2

4 10 4

6 9 4,56

8 8 4,5,6,7,8
10 7 4,5,6,7
12 6 4,5,6

14 5 4,5

16 4 4

1Der offizielle Name des Gitters ist eigentlich \" 2/ Lgs 9



110 Kapitel 6. Extremale Gitter mit Automorphismen

Die Automorphismengruppe des bereits bekannten Gitter Lo, ist von Ordnung
25 .32 . 713 mit 5 Konjugiertenklassen mit Elementen der Ordnung 3. Zwei
davon haben den Typ 3 — (0, 12) — 0 (insbesondere ist hier L,4 ein hermitesches
Gitter tiber Z[(3], es kann aber nach [Fei78] nicht hermitesch unimodular sein),
die anderen drei haben den Typ 3 — (8,8) — 8.

Der Fall f = 16:

Das Geschlecht der unimodularen Z[(;]-Gitter vom Rang 4 ist nach [Fei78] ein-
klassig, damit ist das Spurgitter von U gleich Aj. Dieses Gitter hat drei ganze
Obergitter mit Minimum 2, aus diesen lassen sich insgesamt sieben mogliche
Gitter F'(L*) konstruieren, die vier Isomorphieklassen bilden. Die Determinan-
ten dieser Gitter sind

1,3% 3% und 3.

Da diese Gitter Kandidaten fiir Z(L#) und /?) Z(L) sind, folgt aus
det(Z(L#)) -det((l/p)Z(L)) — 32s—(p—Dz _ 1,

dass Z(L¥) eindeutig ist. Die einzige Moglichkeit fiir das Paar (7z(L), Z(L)) ist
dann (FEj, ® Eg), insbesondere ist also 7 (L) ein ganzes Gitter und 7(L) muss
ein ganzes Gitter mit Minimum > 4 sein. Zusétzlich enthdlt es ein Gitter, wel-
ches im Geschlecht der 3-modularen Gitter der Dimension 16 liegt, davon gibt
es sechs mit Minimum > 4 (alle 3-modular und extremal), diese haben aber kein
Obergitter mit Minimum 4. Dann ist aber 7 (L) ein 3-modulares, extremales Git-
ter und F(L#) = mp(L)# hat Minimum 3, ein Widerspruch.

Der Fall f = 14:

Es gibt ein unimodulares Z[(;]-Gitter vom Rang 5 ([Fei78]), dieses hat drei
mogliche Obergitter X;(L). Diese wiederum haben insgesamt sieben Isomor-
phieklassen von méglichen Gittern Z(L#) als Obergitter, die Determinanten sind

3,3 und 3°.

Dann gilt aber det(Z(L#)) - det(/P) Z(L)) > 1.

Der Fall f = 12:

Es gibt zwei unimodulare Z[(;]-Gitter vom Rang 6, dieses haben neun mogliche
Obergitter X ;(L). Diese wiederum haben insgesamt 20 Isomorphieklassen von
moglichen Gittern Z(L#) als Obergitter, die Determinanten sind

1,32, 3% und 3°.

Also muss die Determinante bereits 1 seinund s = 6. Da Z(L)in7wz(L)-(1—0) =
()7, (L) enthalten ist, muss das Minimum von 7, (L) mindestens 2 sein, davon
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gibt es drei Stiick und da z = s gilt, ist Z(L) bereits eindeutig dadurch bestimmt.
Die minimalen Normen der Restklassen 7 (L)/Z(L) sind
(0, 248’ 248674194) (0, 2()6 8324’ 130162 4176) und (0, 284 8162, 130324 4158)

Insbesondere muss das Minimum von 7 (L) mindestens 2 sein. Davon gibt es bis
auf Isomorphie dreu Stiick. Diese haben alle Determinante 1, fiir zwei hat X (L)
Index 3% in 7y (L), fiir das dritte ist der Index 3. Fiir das Gitter 75 (L) mit Index 3
gilt allerdings, dass alle Restklassen in 7x(L)/3Xr(L)# die Normen 0, 2 (mod Z)
haben, diese konnen alo nicht mit den moglichen (7 (L), Z(L)) verklebt werden.
Fiir die anderen beiden 7 (L) lassen sich die Fixgitter F'(L) ausrechnen, insge-
samt gibt es 2504 Moglichkeiten fiir (7p(L), F'(L)). Diese konnen nicht mit der
ersten Moglichkeit fiir (7(L), Z(L)) verklebt werden, alle anderen Verklebun-
gen liefern kein extremales, 3-modulares Gitter.

Der Fall f = 10:

Es gibt zwei unimodulares Z[(;]-Gitter vom Rang 7, dieses haben 22 mogliche
Obergitter X ;(L). Diese wiederum haben insgesamt 67 Isomorphieklassen von
moglichen Gittern Z(L#) als Obergitter, die Determinanten sind

371,3,3%, 3% und 3.

Aus
1 s=7
o 372 s=6
det(Z(L#)) - det(VPZ(L)) =3* M =0~
3 s=6
376 s=6

folgt, dass die moglichen Determinanten im Fall s = 7 37! und 3 sind, im Fall
s =631 und fiir s = 5 und s = 4 existieren keine passenden Gitter.

Sei zuerst s = 7. Dann existieren 13 mogliche Paare (74(L), Z(L)), so dass 7z(L)
das Minimum > 2 hat, und 257 mogliche Paare (7p(L), F'(L)). Da L den Index
3*in mp(L) L 7z(L) hat, gilt im Fall s = 7, dass det(np(L)) - det(mz(L)) = 372
ist. Zusétzlich muss der Index von X (L) bzw. Xz (L) in 7p(L) bzw. 7(L) gleich
sein.
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Anzahl Normen det(mz(L)) [rz(L): Xz(L)]
1 (0,2,%,%,4) 37! 3°
1 (0,2,5, 3,4, ) 3! 3°
2 (0,2,5, 3,4, 1) 37! 3t
1 (0,2,3,4,6 3 3
4
! Eg;g%ﬁ@ g gz
) 7%7%7 757?) 5
1 (0,2,5, 2,4, ) 3 3
2 (0,2,5,%,4,1,6) 3 3
2 (02,8848 1) 3 3
1 (0,2,5,%,4, 1 5.6) 3 3t
Anzahl Normen det(mp(L)) [rp(L): Xp(L)]
7 (072727§74713_4767?78) 3_1 3
10 (052§4H6@) 37! 3
737 ’37 ) 37 ) 3
75 (0,%,2,2,4,16) 37! 3
2 9 B 4 14 _
PO ) i PP 2
») 394939 39 3 3 )
4 07&727§7@747E)6) 3_1 32
T80, 4 1 2
13 (0,3,2,35,2,4,4,6) 3 3
2 (07372727%747%) 3_1 32
1 (0,5.,2,5,%,4,5%.6,8) 37! 3
i 4 _
4 §07§727§71§274ai€7§7678) 3_1 32
i’ 87%737%7%717%76?7678) 271 23
2 <0’§’2’§’§0’4’g’ 16) 6 3—1 33
70 E()? ga 47 gv 83710’ 4?714?)7 ) 373 33
» 393743y 395 3
1 _
B T LA S
1 (0.h2.8 0 33 34
4 4 _
22 (07§7§727§7§747%) 372 3;1
2 (07§7§727§a?a4) 3 3

Dadurch fallen aber bereits die meisten Moglichkeiten weg, so gibt es z.B. 116
Paare (7p(L), F(L)) mit det(rz(L)) = 37" und [rp(L) : Xr(L)] = 3, aber kein
passendes Paar (7;(L),Z(L)). Insgesamt sind nur 169 Verklebungen moglich,
diese liefern kein extremales Gitter.

Sei nun s = 6. Dann gibt es (bis auf Isomorphie) neun mégliche Gitter 7 (L) mit
acht moglichen Paaren (7(L), Z(L)). Fur die Fixgitter gibt es 218 mogliche Paare
(mp(L), F(L)). In den folgenden zwei Tabellen sind fiir alle (L) bzw. 7p(L)
die minimalen Normen in den Restklassen (ohne Vielfachheit), die Determinante
und der Index von X, (L) bzw. X (L) angegeben.
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Anzahl 1(\Tormle0n 5 det(mz(L)) [mz(L): Xz(L)]
1 0,2 3 3
’7 3

AR WL .

9 8ib 4

1 (0,2,8, 2,4, 1) 3 3

Anzahl Nor2 r; - det (7 1(L)) [7r(L) : Xp(L)]

115 (0,%,2,3,4, 1) 3" 3
14 0,2, 2,%4) 37! 3
6 (Oa§>27§a%747 %) 3:1 32
6 Q25,3 :
4 (Oa§727§agv47 ?) 3_1 33
23 (0,5,2,5,%.4) 3 3

Daraus folgt, dass nur die 62 Paare mit [1(L) : Xp(L)] = 3% in Betracht kommen,
diese konnen aber nicht zu einem extremalen Gitter verklebt werden.

Der Fall f = &:

Sei zuerst s = 8. Dies ist neben dem hermiteschen Fall der einzige Typ von Au-
tomorphismen der Ordnung 3, die beim Gitter L4 vorkommen. Nach Folgerung
6.43 und Satz 6.44 liegen die Gitter F'(L) bzw. Z(L) im (hermiteschen) Geschlecht
der Gitter F'(Loy) bzw. Z(Loy,). Das Geschlecht von F'(Lys) besteht aus zwei Git-
tern, beide haben Minimum 6. Das hermitesche Geschlecht von Z(Ly,) besteht
aus 103 Gittern, bei diesen muss das Spurgitter Minimum 6 und das Spurgit-
ter des hermitesch Dualen Minimum 2 haben. Dies erfiillen neun Gitter. Fiir die
Projektionen gilt

7p(L) = 1F(L) und 74(L) = Z(L) - (1 — )",

die Radikale Xp(L) bzw. X,(L) bilden jeweils 4-dimensionale Teilrdume in
mr(L)/F(L) bzw. mz(L)/Z(L). Fiir beide Moglichkeiten von F(L) existiert eine
Basis (b1, ...,bs) von mr(L)/F(L), so dass die Gram-Matrix die Form

22 2 2
<é g) mit A,B,C S Z4X4 und dlag(D) = (§7§,§,§>

hat. Fiir 12 der 18 moglichen Kombinationen fiir (F(L), Z(L)) existieren keine
Cs,...,cs € mz(L), so dass das Teilgitter

<F(L) 1 Z(L),(b5,...,C5),...,(b8,Cg)> S L

von L Minimum > 6 hat. Fiir die restlichen sechs Kombinationen werden zuerst
alle Verklebungen

N(L) = (F(L) L Z(L), (bi,c1), ..., (bs,ca)) mit ey, ..., cs € Xz(L)
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bestimmt und in Isomorphieklassen eingeteilt. Zusammen mit den Konjugier-
tenklassen von passenden Automorphismen (d.h. der Typ ist 3 — (8, 8) und die
Elementarteiler von F(N(L)) bzw Z(N(L)) sind 3'9* bzw. 3%91) werden diese
weiter zu extremalen Gitter L geliftet. Alle so konstruierten Gitter sind isomorph
zum Gitter Loy.

Betrachte nun also die Félle mit s < 8. Es gibt drei unimodulares Z[(3]-Gitter
vom Rang 8, dieses haben 72 mogliche Obergitter X z(L). Sei s = 7, dann existie-
ren neun Moglichkeiten fiir (7p(L), F(L)). Da L den Index 3° in np(L) L 74 (L)
hat, lassen sich daraus die Moglichkeiten fiir die Determinanten von 74 (L) be-
rechnen, diese sind in der folgenden Tabelle angegeben:

det(rr(L)) det(F(L)) det(Xp(L)) | det(rz(L)) det(Xz(L)) det(Z(L#))
3—4 310 34 32 310 3—2
372 312 32 1 34 1
372 312 3 1 36 1
1 31 1 372 372 32

Im Fall det(Z(L#)) = 3% ist Xz(L) kein ganzes Gitter, also muss die Determinante
von Z(L#) 1 oder 372 sein. Im Fall det(Z(L#)) = 3~% existieren bis auf Isomorphie
36 Gitter 77(L), welche 320 Paare (7z(L), Z(L)) liefern. Im Fall det(Z(L#)) =
1 existieren bis auf Isomorphie 57 Gitter 7;(L), welche 75 Paare (74 (L), Z(L))
liefern.

Im Fall s = 6 existieren 13 Moglichkeiten fiir (7p(L), F'(L)), die Determinanten
sind hier

det(rr(L)) det(F(L)) det(Xp(L)) | det(mz(L)) det(Xz(L)) det(Z(L#))
3—4 38 34 34 312 3—4
3—2 310 32 32 36 3—2
3—2 310 34 32 38 3—2
1 312 1 1 1 1

Kein X, (L) hat ein Obergitter der Determinante 37* und Minimum > 2, im Fall
det(Z(L#)) = 1 existieren 57 Gitter mz (L), diese enthalten allerdings kein gerades
Teilgitter vom Index 3° mit Minimum > 6. Im Fall det(Z(L#)) = 372 existieren
33 mogliche 7z (L) und 348 Paare (74(L), Z(L)). In allen Féllen liefern die Verkle-
bungen kein extremales Gitter.

Im Fall s = 4 bzw. s = 5 gilt

36 s=5

det(Z(L#)) - det (VP Z(L)) = {38 _ 4

Allerdings wurde bereits gezeigt dass die kleinstmogliche Determinante von
Z(L#) bzw. W/ Z(L) 372 ist, diese Félle sind also nicht moglich.
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Der Fall f = 6:
Sei zuerst s = 6. Es gibt zwei Moglichkeiten fiir (7x(L), F'(L)):

det(rp(L)) det(F(L)) det(Xp(L)) | det(n, (L)) det(Xz(L)) det(Z(L#))
3—3 39 33 35 39 3_3
37! 31! 3 3 3% 37!

Das Gitter X (L) ist 3-elementar und ist als Z[(3]3-Gitter im Fall det(X (L)) = 3°
isomorph zu

(1)°,
H(1) L H(—1) L (1)° oder
H(1) L H(1) L H(—1) L H(-1) L (1).

bzw. im Fall det(Xz(L)) = 3* isomorph zu
H(—1) L H(—-1) L H(-=1) L (1) L (1) L (1).

Die Mafse der Geschlechter sind

det(Xz(L)) = 3° | det(Xz(L)) =3°
3.09-10°10 2.53-1077

0.0002
0.015

Die hermiteschen Geschlechter liefern 85 + 6 mogliche X, (L), aus welchen sich
1512 + 63 Paare (7z(L), Z(L)) konstruieren lassen. Keine Verklebung liefert ein
extremales Gitter.

Der Fall s = 5 funktioniert dhnlich. Es gibt zwei Paare (7y(L), F'(L)):
det(rp(L)) det(F(L)) det(Xp(L)) | det(mz(L)) det(Xz(L)) det(Z(L#))
3—3 37 33 35 311 3—5
3! 3? 3 33 3° 373

Als Z[(3]3-Gitter ist Xz (L) im Fall det(Xz(L)) = 3'! isomorph zu

H(—1) L (1) L (1) L H(1) L H(1) L (1) oder
H(1) L (1)

bzw. im Fall det(Xz(L)) = 3° isomorph zu

H(—1) L H(—1) L (1)° oder
H(—1) L H(-1) L H(1) LH(-1) L (1).

Die Mafse der Geschlechter sind
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det(Xz(L)) = 3" | det(Xz(L)) = 3°
0.0178 2.311-107°
2.53-1077 0.00018

Die hermiteschen Geschlechter liefern 54 + 11 mogliche X (L), aus welchen sich
2 + 603 Paare (7z(L),Z(L)) konstruieren lassen. Keine Verklebung liefert ein
extremales Gitter.

Im Fall s = 4 gibt es nur ein Paar (7x(L), F'(L)):

det(mp(L)) det(F(L)) det(Xp(L)) | det(rz(L)) det(Xz(L)) det(Z(L#))
37! 3 3 3 3 37

Als Z[(5]5-Gitter ist Xz (L) isomorph zu

H(—1) L H(—1) L H(1) L (1) L (1) L (1) oder
H(-1) L (1)7,

die Mafle der Geschlechter sind 0.0018 bzw. 2.53 - 107". Insgesamt gibt es 54
mogliche X, (L), allerdings hat keins ein Obergitter von Determinante 37° und
Minimum > 2.

DieFille f =0, f =2und f =4

In diesen Fillen sind die Paare (7r(L), F'(L)) zwar eindeutig, die moglichen Paa-
re (mz(L), Z(L)) lassen sich aber nicht sinnvoll berechnen. Es werden also direkt
die Teilgitter N (L) konstruiert, welche dann zu einem moglichem extremalen
Gitter L geliftet werden konnen. Fiir die Fixgitter gilt

| f=2 f=4
WF(L> (1 3)A2 (1 3)A2 Il (1 3)A2
Xp(L) A, Ay L A,
F(L) () A, BG4, L G A,

Also ist fir f = 0, f = 2bzw. f = 4 N(L) ein Teilgitter von L vom Index 1,
3 bzw. 3* mit einem Automorphismus o vom Typ 3 — (0,12), da ein Element in
Aut(Xp(L)) existiert, welches als dritte Einheitswurzel auf Xg(L), aber trivial
auf Xp(L)/F(L), operiert. Sei 0 := (1 — o) und sei

N(L):= N(L)+ N(L)* = N(L) + N(L)* - 5,

dann gilt fiir das duale Gitter

N(L)# = N(L)* " N(L) -

S| =

Analog zum Beweis von Satz 6.34 folgt nun, dass N(L)ein ganzes Gitter ist, denn
es gilt N(L) C N(L)#, N(L) C N(L)- ; und N(L)# -6 C N(L)#. Zusitzlich ist
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N(L)# -6 € N(L) - 3 d4quivalent zu 3N(L)# C N(L), was erfiillt ist da N(L)
3-elementar ist. AuBerdem ist N (L) ein gerades Gitter. Es existiert also ein gera-
des, maximales Obergitter M von N (L) mit einem Automorphismus ¢. Dieses
ist unimodular, hier fiir gibt es 5 Moglichkeiten (mit jeweils einer Konjugierten-
klassen): das Leech-Gitter Ay, und 4 Niemeier-Gitter ¢, E3, DS und Al? (benannt
nach dem Wurzelsystem). Alle N (L) werden nun als o-invariante Obergitter von
M - (1 — o) mit Determinante 3'2, 34 bzw. 3! konstruiert.

« M
e N(L)

N(L) o e N(L)*
o N(L)*
« M-(1—-0)

Fiir die Gitter E§, E3 und A,y konnen die Teilgitter N (L) problemlos bestimmt
werden, fiir die Gitter D$ und A3}? ist es sinnvoll zuerst alle Teilgitter mit Deter-
minante 3*° und Minimum 6 zu bestimmen (hier gibt es jeweils 54 Stiick), und ab
dann die Rechnung zu parallelisieren. Die 108 Teilgitter haben im Schnitt rund
10000 Obergitter mit Determinante 3'° und einige wenige mit Determinante 3
(mit Minimum 6), extremale Obergitter existieren keine. In den Féllen f = 2 bzw.
f = 4 miissen die N(L) zusdtzlich einen Automorphismus vom Typ 3 — (2, 11)
bzw. 3 — (4, 10) haben, bzgl. dieser Automorphismen gilt zusétzlich

F(L) = F(N(L)) und Z(L) = Z(N(L)).

Da das Gitter F'(L) L Z(L) Index 3° in L hat, gilt fiir die Determinanten der
zyklotomischen Teilgitter

| f=2 f=4
det(r,(L)) | 3% 3°
det(Xz(L)) | 31 30
det(Z(L)) | 3¥ 34
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Dadurch kommen bereits die meisten Gitter nicht in Frage. Die verbliebenen Git-
ter werden in Isomorphieklassen eingeteilt und die Konjugiertenklassen der Au-
tomorphismen des entsprechenden Typs betrachtet. Die extremalen Gitter L wer-
den dann als Obergitter von N(L) in (3 F(L) L Z(L) - (1 — ()™ )/(F(L) L Z(L))
konstruiert. Insgesamt lassen so nur im Fall f = 0 extremale Gitter finden, diese
sind Teilgitter des Leech-Gitters und isomorph zum bekanntem Gitter Ly,.

Daraus folgt insgesamt der Beweis von Satz 6.45.

6.6 Extremale, 5-modulare Gitter der Dimension 20

In der Literatur ist bisher kein extremales, 5-modulares Gitter der Dimension
20 bekannt. Die Automorphismen dieser Gitter wurde in [Jiirl5, Abschnitt
4.2.7.] untersucht, und es wurde gezeigt dass ein solches Gitter keinen Au-
tomorphismus mit Primordnung > 7 haben kann. Zuséitzlich wurde durch
eine heuristische Suche ein Gitter mit Determinante 5 und Minimum 6
gefunden, dieses ist aber nur 5-elementar, und nicht 5-modular. Die Klassifika-
tion dieser Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 5 wurde in [NS]
begonnen (hier wurden 72 Gitter gefunden), diese soll nun fertig gestellt werden.

Die maximalen, geraden Obergitter sind 5-elementar mit Determinante 5%, das
entsprechende Geschlecht besteht aus 329 Gittern. Sei M ein solches Gitter, dann
kénnen die extremalen Gitter als Obergitter von () M/# konstruiert werden. Ins-
besondere muss das Minimum von M# also mindestens 6/5 sein, das erfiillen
124 Gitter in dem Geschlecht. Angenommen der Typ von (L, o) ist 5 — (16,1) — 1,
dann kann nach Folgerung 6.32 det(Z (L)) < 5% = 5% angenommen werden.
Die Hermitesche Dichte-Funktion des Gitters Z (L) héatte dann Wert

~ 1.79,

4 53

was gegen die Elkies-Cohn-Schranke von 1.45 verstofst. Insgesamt haben 87 der
Obergitter Automorphismen vom Typ ungleich 5 — (16, 1), die Anzahlen der
tibrigen Typen sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Typ Anzahl
5— (0,5) 0
5— (4,4) 4
5—(8,3) 39
5-(12,2) | 138

Dass die Gitter keine hermitesche Z[(;]-Struktur haben kénnen, wurde auch
in [Jurl5] bemerkt. Fiir diese 181 Moglichkeiten fiir (M, o) konnen nun alle o-
invarianten, extremalen Gitter L in

®) pr# <L< ((5)M#)# — A3
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berechnet werden. Nur fiir drei Moglichkeiten existieren extremale Gitter, der
Typ von (M, o) ist in allen Féllen 5 — (4, 4).

Satz 6.46. Es existieren 97 extremale, 5-modulare Gitter L der Dimension 20 mit einem
Automorphismus o der Ordnung 5. Der Typ von (L, o) ist in allen Fillen 5 — (4,4) — 4,
insbesondere ist also L als Zs|c]-Modul frei. Von diesen Gittern ist von vieren die Auto-
morphismengruppe isomorph zu Cy x Ss, alle anderen Gruppen sind auflosbar.
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