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Einleitung

Eine Kugelpackung im (R", (, )) ist eine Anordnung unendlich vieler (n—1)-dimensionaler
Sphéren, so dass sich diese Kugel hochstens beriihren, aber nicht schneiden. Jedes Gitter
L in (R",(,)) definiert eine Kugelpackung, die zu L assoziierte Kugelpackung: Die Mit-
telpunkte der Kugeln sind gerade die Gitterpunkte und der Radius betragt %\/min(L).
Die dichtesten Gitter sind gegeben durch die globalen Maxima der Hermiteschen Dich-

tefunktion
min(L)

M) = Geeinym

Diese sind bisher in den Dimensionen 1 bis 8 und 24 bekannt. Der 3-dimensionale Fall
wurde 1831 von C. Gauf betrachtet. A. Korkine und G. Zolotareff bestimmten 1877 die
dichtesten Gitter in den Dimensionen 4 und 5 ([KZ77]). H. Blichfeldt bestimmte 1935
in |Bli35] die dichtesten Gitter in den Dimensionen 6, 7 und 8. 2009 konnten H. Cohn
und A. Kumar zeigen, dass das Leech-Gitter Aoy das dichteste Gitter in Dimension 24
ist (|JCK09]).

Die lokalen Maxima der Hermiteschen Dichtefunktion heifsen extreme Gitter. Diese sind
ebenfalls in den Dimensionen 1 bis 8 bekannt, die Klassifizierung gelang aber erst we-
sentlich spater als die Bestimmung der dichtesten Gitter. Korkine und Zolotareff konnten
durch kombinatorische Beweise alle 4- und 5-dimensionalen extremen Gitter klassifizie-
ren (ebenfalls in [KZ77]). In ihrem Beweis benutzten sie, dass extreme Gitter eindeutig
durch die Koordinaten ihrer kiirzesten Vektoren bestimmt sind. G. Voronoi nannte diese
Eigenschaft 1908 ,perfekt” (sieche [Vor08|). Dies ist genau dann der Fall, wenn die Pro-
jektionen auf die kiirzesten Vektoren den Raum aller symmetrischen Endomorphismen
des R" erzeugen, d.h.

(z"z | z € Min(L)) = R

sym

Er bewies auferdem, dass perfekte Gitter dhnlich zu einem ganzen Gitter sind und in
jeder Dimension nur endlich viele Ahnlichkeitsklassen perfekter Gitter existieren. Zu-
sdtzlich gab er einen Algorithmus an, mit dem sich fiir eine gegebene Dimension alle
perfekten Ahnlichkeitsklassen berechnen lassen. Hierfiir werden diese mit der Struktur
eines endlichen, zusammenhéngenden Graphen versehen. Alle Ergebnisse in héheren Di-
mensionen wurden durch die Bestimmung dieses sogenannten Voronoi-Graphen erzielt.
E.S. Barnes schaffte dies 1957 fiir Dimension 6 (|Bar57a|). Hier existiert ein perfek-



tes Gitter, welches nicht extrem ist. Dieses war Voronoi ebenfalls bekannt, er konnte
die Klassifizierung bis zu seinem Tod 1908 allerdings nicht fertig stellen. D-O. Jaquet
bestimmte 1971 den Voronoi-Graphen in Dimension 7 ([JC93]). Eine Liste von 10916
perfekten Gittern in Dimension 8 wurde 1996 von M. Laihem, C. Baril, H. Napias und
C. Batut aufgestellt, 2005 konnte schliefslich von M. Dutour Sikiri¢, A. Schiirmann und
F. Vallentin bewiesen werden, dass diese Liste komplett ist (|[DSSV07]). Nach mehreren
Monaten Rechenzeit konnten sie mit Hilfe des Voronoi-Algorithmus mehr als 500000
perfekte Gitter in Dimension 9 finden, dann wurden die Berechnungen abgebrochen.
Voronoi bewies auferdem, dass ein Gitter genau dann extrem ist, wenn es perfekt und
eutaktisch ist. Insgesamt ergibt sich also fiir die Ahnlichkeitsklassen perfekter Gitter:

Dimension. |1 2 3 4 5 6 7 8 9 24
# Perfekt 11 1 2 3 7 33 10916 > 500000

# Extrem 1 1 1 2 3 6 30 2408

Dichtestes Gitter | Ay, Ay As Dy Ds FE¢ FE; Ej Aoy

Interessant ist natiirlich die Frage, welche dieser Gitter dichteste Kugelpackungen lie-
fern. T. Hales konnte dies 1998 im 3-dimensionalen Fall mittels eines Computerbeweises
zeigen und damit eine Vermutung von Kepler beweisen. Im Méarz 2016 veroffentlichte M.
Viazovska einen Beweis, der zeigt, dass das Wurzelgitter Ey die dichteste Kugelpackung
in Dimension 8 ist ([Vial6]). Wenig spater konnte sie in Zusammenarbeit mit anderen
und mit dhnlichen Methoden zeigen, dass das Leech-Gitter ebenfalls eine dichteste Ku-
gelpackung liefert ([CKMT16]).

Die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen perfekter Gitter scheint mit wachsender Dimension
stark anzusteigen. Tatséchlich bewies R. Bacher in [Bacl5|, dass schon die Anzahl der
perfekten Teilgitter in Z¢ mit Minimum 4 stérker wéchst als jedes Polynom in d. Hierfiir
gab er verschiedene Familien solcher Teilgitter an und bewies deren Perfektheit. Diese
werden in Kapitel 2 beschrieben. Zusatzlich wird in diesem Kapitel gezeigt, dass die
irreduziblen Wurzelgitter perfekt (sogar extrem) sind, insbesondere existiert also in jeder
Dimension ein perfektes Gitter mit Minimum 2. Fiir das Minimum 3 waren lange Zeit nur
endlich viele perfekte Gitter bekannt. R. Bacher gab in [Bac15| die mir einzige bekannte
unendliche Familie perfekter Gitter mit Minimum 3 an. Diese Gitter haben Dimension
2¢ — 1 fiir ¢ > 3. J. Martinet und B. Venkov gaben in [MV05] eine obere Abschétzung
von

s3(n) := max{ W , L ist ganzes Gitter der Dimension n und Minimum 3}

an:



n (1 23 4 5 6 7 8 9 10
ssn)< |1 2 4 6 10 16 28 30 34 63
n(n+1)/2|1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

Daraus folgt, dass es in den Dimensionen 2 bis 6 sowie 8 und 9 kein perfektes Gitter
mit Minimum 3 geben kann. Es ist noch eine offene Frage, in welchen Dimensionen ein
solches Gitter existiert und in welchen nicht.

Dies motivierte die Betrachtung der schwachen arithmetischen Laminierung nach Ples-
ken und Pohst, da diese aufsteigende Folgen von ganzen Gittern mit vorgegebenem
Minimum m € N liefert. Hierbei wird zu einem gegebenen n-dimensionalen Gitter A,
ein geeignetes y € R"™ \RA, mit (y,y) = m hinzugefiigt, so dass die Determinante
minimal ist. Fiir m = 3 terminieren all diese Folgen im 23-dimensionalen unimodularen
Gitter (o3, bzw. ab dann sind die Gitter orthogonale Summen von zuvor berechneten
Gittern. Conway und Sloane gaben in [CS99|, Kapitel 6, eine dhnliche Konstruktion an,
die sie Laminierung nannten. Hier ist Ay das triviale Gitter {0} und fiir n > 1 betrachte
alle Gitter mit Minimum 4, die mindestens ein A,,_; als Teilgitter haben. Jedes die-
ser Gitter mit minimaler Determinante ist dann ein laminiertes Gitter A,,. Diese Gitter
wurden bis Dimension 25 bestimmt und es stellt sich heraus, dass bis Dimension 24
alle Gitter ganz sind und von den kiirzesten Vektoren erzeugt werden. Zusétzlich erhélt
diese Art der Laminierung Perfektheit. Dies ist bei der Konstruktion nach Plesken und
Pohst leider nicht der Fall, von den 59 berechneten Gittern in Dimension < 23 sind 18
perfekt. Daher habe ich die ,perfekte Laminierung“ analog zur schwachen arithmetischen
Laminierung definiert. Auch hier wird ein y € R™™ \ R A,, mit (y,y) = m zu A, hinzu-
gefiigt, allerdings so, dass moglichst die Perfektheit erhalten bleibt. Mit den 18 perfekten
schwach laminierten Gittern als Startgitter der perfekten Laminierung konnten somit 83
neue perfekte, ganze Gitter mit Minimum 3 berechnet werden. Leider terminierte auch
hier jede Folge in Dimension 23.

Dimension ‘ 1 7 16 17 18 19 20 21 22 23
Anz. schwach lam.

und perfekt 1 1 1 2 4 3 2 2 1
Anz. perfekt lam. |0 0 0 1 2 8 20 26 20 6




In Kapitel 4 wird eine Familie von perfekten Gittern mit Minimum 4 untersucht. Sei
G ={q1,...,gn} eine endliche abelsche Gruppe, dann ist das Gitter Lg ein Teilgitter
von A,_1, welches gewisse Relationen der Gruppe G erfiillt:

Le:={(z1,...,2,) €Z" | Zm, =0 und ingi =0¢}.
i=1 i=1

Falls G aus den rationalen Punkte einer elliptische Kurve iiber einem endlichen Koérper
besteht, ist G isomorph zu C,, x C,, fiir geeignete m,n € Z. In diesem Fall bewies Sha in
[Shalb|, dass fiir Lg eine Basis von Minimalvektoren existiert. Die Gitter L, wurden
bereits 1957 von Barnes in [Bar57b| untersucht. Er bewies, dass diese fiir n > 7 per-
fekt sind. Martinet zeigte in [Mar03|, Abschnitt 5.3, dass L, ebenfalls eine Basis von
kiirzesten Vektoren besitzt und gab fiir n > 12 die Automorphismengruppe an, welche
isomorph zu Cy x (G x Aut(G)) ist. Es stellt sich heraus, dass sich diese Aussagen fiir
alle endlichen abelschen Gruppen verallgemeinern lassen. Fukshansky et. al. bewiesen in
[BEGM15a|, dass L¢ (auker im Fall G = () eine Basis aus kiirzesten Vektoren hat und
Bacher bewies in [Bacl5|, dass L fiir |G| > 9 perfekt ist. Die Automorphismengruppe
konnte allerdings bis zur Abgabe dieser Arbeit nur fiir |G| < 25 verifiziert werden.
Fukshansky et. al. bewiesen im Preprint [BFGM15b|, dass L genau dann stark eutak-
tisch ist, wenn G elementar abelsch oder |G| ungerade ist. Hierfiir werden kiirzere, al-
ternative Beweise vorgestellt, die die zugrunde liegende Gruppenstruktur ausnutzen.



1 Kugelpackungen

In diesem Kapitel werden Gitter definiert und grundlegende Eigenschaften von Kugel-
packungen beschrieben, welche zu Gittern assoziiert sind.

1.1 Definitionen

Definition 1.1 (i) Sei E = (V,(,)) ein euklidischer Vektorraum. L heifit Gitter in
E, falls eine Basis B = (by,...,b,) von V existiert mit L = (by, ..., b,)z.

(i1) L heifit ganz, falls (€,0') € Z ist fur alle £,¢' € L.

Definition 1.2 (i) Die Matriz G(B) = ((b;,b;))
bzgl. der Basis B.

(ii) det(L) = det(G(B)) = vol(R" /L)? heifst die Determinante des Gitters.

€ R™" heifit Gram-Matriz

1<i,j<n

Die Determinante eines Gitters ist unabhéngig von der gewéahlten Basis.

Definition 1.3 Das Minimum eines Gitters L ist
min(L) :=min{ (¢,¢) | £ € L\ {0} }.

Dann heifst
Min(L):={¢e L | (¢{,¢) =min(L) }

die Menge der kiirzesten Vektoren (oder Minimalvektoren) von L.

Bemerkung 1.4 FEin Gitter hat nur endlich viele kiirzeste Vektoren.



Bemerkung 1.5 Sei L ein Gitter in (V,(,)) mit Basis B = (by,...,b,). Dann ist
L#¥:={veV|(vl)eZ firalel € L}

ebenfalls ein Gitter, das zu L duale Gitter. Die Dualbasis B* = (b}, ... b)) von B ist

eine Gitterbasis von L*. Es gilt G(B)G(B*) = I,, und daher det(L)det(L#) = 1. L ist

genau dann ganz, wenn L C L# gilt. In diesem Fall ist L* /L eine endliche abelsche

Gruppe der Ordnung det(L). Sind (di,...,d,) die Invariantenteiler von G(B), so ist
L¥)L2Z)dyZx -+ X7 [d,Z. Im Fall L = L* heifit L unimodular.

Definition 1.6 Zwei Gitter L,L" in E heiffen isometrisch, wenn eine Isometrie ¢ €
O(FE) existiert mit o(L) = L'. Falls (L) = kL' gilt fiir ein ¢ € O(E) und ein k € Ry,
heifien die Gitter ahnlich.

Bemerkung 1.7 Die Automorphismengruppe eines Gitter L,
Aut(L) :={p € O(E) | ¢(L) = L},
ist der Schnitt von GL(L) und O(FE). GL(L) ist eine diskrete Untergruppe von GL(E)

und O(FE) ist kompakt, insbesondere ist die Automorphismengruppe also endlich.

Lemma 1.8 (Hadamard-Ungleichung, [Mar03] Theorem 2.1.1.) Sei L ein Git-
ter und seien vy, ..., v, linear unabhdingige Vektoren in L. Dann gilt

det(L) < (Ula Ul) : (U2>U2) T (Umvn)a

mit Gleichheit genau dann, wenn die v; paarweise orthogonal sind und L erzeugen.

Lemma 1.9 (Hermite-Ungleichung, [Mar03] Theorem 2.2.1.) Jedes Gitter L hat
eine Basis (by,...,b,), so dass

(b, by) - (bay bs) -+ (b, by) < ()" det(L)

qgilt.
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1.2 Das Kugelpackungsproblem

Eine Kugelpackung im (R", (, )) ist eine Anordnung unendlich vieler (n—1)-dimensionaler
Sphéren, so dass sich diese Kugel hochstens beriihren, aber nicht schneiden. Jedes Gitter
L in (R",(,)) definiert eine Kugelpackung, die zu L assoziierte Kugelpackung: Die Mit-
telpunkte der Kugeln sind genau die Gitterpunkte und der Radius betragt %\/min(L).
Zu einer solchen Kugelpackung untersucht man nun, wie dicht diese Kugeln den Raum
ausfiillen. In jedem Fundamentalbereich von L liegt genau eine Kugel, als Quotient ergibt

sich also .
vol(S*1) w2 (3)" min(L)"?

vol(R" /L) T(%+41) det(L)/2"

Nur der letzte Faktor ist von dem Gitter abhéngig.

Definition 1.10 Die Funktion

_ min(L)
V(L) = W

heifst Hermitesche Dichtefunktion.

Die lokalen Maxima dieser Funktion sind bisher in den Dimensionen 1 bis 8 und 24 be-
kannt. Der 3-dimensionale Fall wurde 1831 von C. Gauf betrachtet. A. Korkine und G.
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Zolotareff bestimmten 1877 die dichtesten Gitter in den Dimensionen 4 und 5 (|[KZ77]).
H. Blichfeldt bestimmte 1935 in |Bli35] die dichtesten Gitter in den Dimensionen 6, 7
und 8. 2009 konnten H. Cohn und A. Kumar zeigen, dass das Leech-Gitter Aoy das dich-
teste Gitter in Dimension 24 ist ([CK09]).

Definition 1.11 FEin Gitter L heifst extrem, falls es ein lokales Maximum der Dichte-
funktion ~y ist.

Sei E ein euklidischer Vektorraum und sei £ = L(FE) die Menge aller Gitter in E. Fiir
ein beliebiges A € L gilt £ = GL(EF)A. Die Menge £ kann also mit der Menge der
Restklassen GL(E)/ Stabgrg)(A) identifiziert werden. Nach Festlegung einer Basis von
A gilt GL(E) = GL,(R) und Stabgr,g)(A) = GL,(Z), also wird £ mit GL,(R)/ GL,(Z)
identifiziert und erhélt dadurch eine Topologie.

Die 4- und 5-dimensionalen extremen quadratische Formen (und somit die extremen
Gitter in diesen Dimensionen) wurden 1877 von A. Korkine und G. Zolotareff klassifiziert
(siche [KZ77]). In ihrem Beweis benutzten sie, dass extreme Gitter eindeutig durch die
Koordinaten ihrer kiirzesten Vektoren bestimmt sind: Sei L ein extremes Gitter mit
Basis B = (by,...,b,) und seien {z1,...,z,} die Koordinaten der kiirzesten Vektoren
beziiglich der Basis B. Dann gilt
{F eRY | r;Fz{" = min(L) fiir alle i} = {G(B)}.
Angenommen, es gibt 2 Losungen F' und F’. Betrachte die Spurbilinearform (A, B) —
Spur(AB) auf RE. Dann gilt fiir alle i:
Spur((F — F')(z{*z;)) = Spur(Fz{*z;) — Spur(F'z{"z;)
= Spur(z; Fx}") — Spur(z; F'z}")
= min(L) — min(L) = 0.

Also ist (F' — F’) orthogonal zu (z{*z; | i = 1,...,m) beziiglich der Spurbilinearform
und da diese nicht ausgeartet ist, ist die Losung genau dann eindeutig, wenn die x{*z;
den Raum aller symmetrischen Matrizen erzeugen. G. Voronoi nannte diese Eigenschaft
wperfekt* (siche [Vor08|, Seite 100).

Definition 1.12 FEin Gitter L in (R",(,)) heifst perfekt, falls die Projektionen auf die
kiirzesten Vektoren den Raum aller symmetrischen Endomorphismen des R"™ erzeugen,
d.h.

(z"z | € Min(L)) = R

sym
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Falls L kein Gitter in (R", (,)) ist, sondern in einem dazu isometrischen Raum liegt, kon-
nen entweder die Koordinatendarstellungen der kiirzesten Vektoren betrachtet werden
oder die Dimension von (z"z | x € Min(L)).

Bemerkung 1.13 Sei L ein Gitter in (R, (,)). Dann gilt:

(i) Falls L perfekt ist, hat L mindestens n(n + 1) kiirzeste Vektoren.

(i1) Ist L die orthogonale Summe von zwei echten Teilgittern, dann ist L nicht perfekt,
da die Projektionen auf die kiirzesten Vektoren nur Blockmatrizen erzeugen konnen.

Korollar 1.14 Sei L ein perfektes Gitter in (R",(,)). Dann erzeugen die kiirzesten
Vektoren von L den Raum R™.

BEWEIS Nach Voraussetzung erzeugen die Matrizen (xtrx)xeMin( 1) den Raum ngxn?, also
insbesondere alle symmetrischen Matrizen mit beliebiger erster Zeile. Fiir eine Linear-
kombination » \p, ) @z (272), ap € R fiir alle z € Min(L), ist die erste Zeile aber

gegeben durch > ;. gy (azz1)2. Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 1.15 Jedes perfekte Gitter ist dhnlich zu einem ganzen Gitter.

BEWEIS Sei L ein perfektes Gitter mit Basis B und seien {z1, ..., z,,} die Koordinaten
der kiirzesten Vektoren beziiglich der Basis B. Dann ist die Gram-Matrix G(B) von L
die eindeutige Losung der linearen Gleichungen

F e R™" so dass x; Faf" = min(L) fiir alle i = 1,...,m.

Sym

Die Koeffizienten liegen alle in Z, also gilt G(B) € Q™" und L ist &hnlich zu einem
ganzen Gitter. U

Satz 1.16 (Voronoi, [Vor08]) In jeder Dimension n existieren nur endlich viele Ahn-
lichkeitsklassen von perfekten Gittern.

BEWEIS Sei L ein perfektes Gitter der Dimension n und sei ohne Einschrénkung min(L) =
1. Da die kiirzesten Vektoren von L den Raum R L erzeugen, existieren insbesondere n li-
near unabhéngige Vektoren der Norm 1 in L. Aus der Hadamard-Ungleichung (1.8) folgt
det(L) < 1. Aus der Hermite-Ungleichung (1.9) folgt nun, dass eine Basis (by,...,by,)
von L existiert, so dass

(b1.b1) - (b, b2) -+~ (b b) < (3)"™

n—1)/2
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(%)n D2 fir alle i € {1,...,n}. Sei nun
{1 ,n} den Koefﬁmenten a;. Wenn dieser
,bn) hnear unabhéngig und es gilt

Da (b;,b;) > 1, gilt insbesondere (b;,b;) <
r=> ab; € Mm(L) Betrachte fiir alle i €
nicht Null ist, sind (by,...,b;_1,2,biy1, ..

det((bl, ce ,bi,1,$, bfL'Jrl, R 7bn>)
det(<b1, ey bi—la biybi—&-l? Ce 7bn>)

|ai|2 =

Aus der Hadamard-Ungleichung folgt nun
det((by,...,bi—1,7,041,. .., 0n)) < (b1,01) -+ (bi—1, bio1) (@, ) (big1, biy1) - -+ (bn, )

und aus der Hermite-Ungleichung folgt

4\ ~nn=1)/2
det(<b1, Ce 7bz'—17 bi, bz’+17 . ,bn>> = det(L) Z (bl, bl) cee (bn, bn) <—> 5

3
n(n—1)/2 n(n—1)/2
|ai|2 < M % < % )
(bi,b;) \ 3 3

Also gibt es fiir die Koordinatenvektoren der kiirzesten Vektoren des Gitters nur endlich
viele Moglichkeiten. Da ein perfektes Gitter aber durch diese Koordinaten eindeutig be-
stimmt ist, folgt die Behauptung. OJ

also insgesamt

Bis Dimension 5 wurden die perfekten Gitter 1877 von A. Korkine und G. Zolotareff
durch kombinatorische Beweise klassifiziert (siehe [KZ77]). Voronoi gab 1907 einen Algo-
rithmus an, mit dem sich fiir eine gegebene Dimension alle Ahnlichkeitsklassen perfekter
Gitter brechnen lassen. Hierfiir werden diese Klassen mit der Struktur eines endlichen,
zusammenhdngenden Graphen versehen. Alle Ergebnisse in hheren Dimensionen wur-
den durch die Bestimmung dieses sogenannten Voronoi-Graphen erzielt. E.S. Barnes
schaffte dies 1957 fiir Dimension 6 (siehe [Bar57a|). Hier existiert ein perfektes Gitter,
welches nicht extrem ist. Dies war Voronoi ebenfalls bekannt, er konnte die Klassifizie-
rung bis zu seinem Tod 1908 allerdings nicht fertig stellen. Jaquet bestimmte 1971 den
Voronoi-Graphen in Dimension 7 (siche [JC93|). Eine Liste von 10916 perfekten Gittern
in Dimension 8 wurde 1996 von M. Laihem, C. Baril, H. Napias und C. Batut aufgestellt,
2005 konnte schlieflich von M. Dutour Sikiri¢, A. Schiirmann und F. Vallentin bewiesen
werden, dass diese Liste komplett ist (siehe [DSSV07]). Nach mehreren Monaten Re-
chenzeit konnte sie mit Hilfe des Voronoi-Algorithmus mehr als 500000 perfekte Gitter
in Dimension 9 finden, dann wurden die Berechnungen abgebrochen.
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Definition 1.17 FEin Gitter L in (R",(,)) heif§it eutaktisch, wenn fir alle x € Min(L)
Koeffizienten \, > 0 existieren mit

I, = Z Ao (2 ).

x€Min(L)
Das Gitter heifit stark eutaktisch, falls die )\, alle gleich gewdhlt werden konnen.

Satz 1.18 (Voronoi, [Vor08]) FEin Gitter L ist genau dann extrem, wenn es perfekt
und eutaktisch ist.

Diese Aussage wird in [Mar03|, Theorem 3.4.6. bewiesen.

Mit Hife der Algorithmen in [Rie06| lassen sich perfekte Gitter auf Eutaxie testen.

Dimension |1 2 3 4 5 6 7 8 9 24
# Perfekt 1 1 1 2 3 7 33 10916 > 500000

# Extrem 1 1 1 2 3 6 30 2408

Dichtestes Gitter | Ay, Ay As Dy Ds FE¢ FE; Eg Aoy

Interessant ist natiirlich die Frage, welche dieser Gitter dichteste Kugelpackungen lie-
fern. T. Hales konnte dies 1988 im 3-dimensionalen Fall mittels eines Computerbeweises
zeigen und damit eine Vermutung von Kepler beweisen. Im Méarz 2016 veroffentlichte M.
Viazovska einen Beweis, der zeigt, dass das Wurzelgitter Eg die dichteste Kugelpackung
in Dimension 8 ist ([Vial6]). Wenig spater konnte sie in Zusammenarbeit mit anderen
und mit dhnlichen Methoden zeigen, dass das Leech-Gitter ebenfalls eine dichteste Ku-
gelpackung liefert ([CKM™16]).

Lemma 1.19 Sei L ein Gitter in (R",(,)) und seien Koeffizienten A\, € R fir x €
Min(L) gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) I, = > X(z™z).

x€Min(L)
(i) (y,2) = >, X(x,y)(z,2) fir alle y,z € R".
x€Min(L)
(1ii) (bi,b;) = > Au(x,b;)(z, b)) fir alle b;,b; einer Basis (by,...,b,) von R".
2€Min(L)

15



(w) (y,y) = > Aolz,y)? fiir alley € R".

z€Min(L)

BEWEIS Die Richtungen (i) = (i7) = (iii) = (iv) sind klar.
Fiir die Folgerung (iv) = (i) seien i,5 € {1,...,n} beliebig. Dann gilt

(In)i,j = (ei7ej)
= l[(ei +ej,e; + ej) - (eia ei) - (6]', ej)]

:{Z)\wel—%e] ZAOEBZ Z)\xejl

x€Min(L) x€Min(L) x€Min(L)

:%{ Z Ao((2,€;) + (x,€5)) Z Ao(, €)% — Z )\x(x,ej)z]
x€Min(L) z€Min(L) x€Min(L)

=1 Z 2\ (7, €;)(x, €5)
z€Min(L)

:Z)\

z€Min(L)

Daraus folgt die Behauptung. O

Die Definition von eutaktisch sowie die Aquivalenzen oben sind rein formal nur giil-
tig, falls das Gitter in R" liegt. Gitter, die dies nicht erfiillen (z.B. das n-dimensionale
Wurzelgitter A,,, welches in (1,...,1)* < R™"! liegt), miissten erst isometrisch in R”"
eingebettet werden. Die Gleichungen (i4), (74¢) und (iv) sind aber natiirlich invariant
unter einer Isometrie, hier kann also R" durch R L ersetzt werden und das Gitter kann
ohne Einbettung auf Eutaxie getestet werden. Als Folgerung daraus ergibt sich:

Folgerung 1.20 ([VenO1], Proposition 6.2.) Sei L ein n-dimensionales Gitter und
(b, ...,b,) eine Basis von R L. Dann ist L genau dann stark eutaktisch, wenn ein ¢ > 0
existiert, so dass

> (@, bi)(w,by) = c(bi, by) fiir alle i, j € {1,... ,n}
x€Min(L)
gilt. Falls diese Gleichung erfillt ist, gilt nach Anwendung des Laplace-Operators A, =

Sy 622 auf beide Seiten der Gleichung automatisch ¢ = w

Satz 1.21 ([Mar03], Proposition 3.5.3.) Sei L ein n-dimensionales Gitter mit ei-
nem (n — 1)-dimensionalem Teilgitter L', welches perfekt in R L' ist. Dann ist L genau
dann perfekt, wenn die kiirzesten Vektoren von L, welche nicht in R L' liegen, den Raum
R L erzeugen.
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BEWEIS Betrachte ohne Einschrankung (nach Anwendung einer geeigneten Isometrie)
den Fall RL = R" und R I/ = e <R"™ Da L’ perfekt in R L' ist, erzeugen die Matrizen

(2" ) pemin(z) den Raum
A0
(n—1)x(n—1)
{(JW O)|AERSym }

Seien {x1, ..., T, } die kiirzesten Vektoren von L, die nicht in R L’ liegen. Insbesondere ist
deren letzter Eintrag nicht 0. L ist nun genau dann perfekt, wenn sich mit (zz;)i=1.. m
symmetrische Matrizen mit beliebiger letzter Zeile erzeugen lassen. Die letzte Zeile ei-
ner Linearkombination Y " | a;(xf ;) ist aber gegeben durch Y™ (e, )x;. Also ist L
genau dann perfekt, wenn die (z;);=1,.,» den Raum R L erzeugen. O
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2 Familien perfekter Gitter

In diesem Kapitel werden verschiedene Familien perfekter Gitter mit Minimum 2, 3 und
4 vorgestellt.

2.1 Minimum 2

Satz 2.1 Jedes irreduzible Wurzelgitter, das heifst A, (n > 1), D,, (n > 4), Es, Er, Es,
ist perfekt.

BEwWEIS Die Félle Ay, D4, Eg, F7 und Ejy lassen sich explizit berechnen. Fiir die rest-
lichen Gitter folgt die Aussage mit Satz (1.21): die kiirzesten Vektoren von A,,, welche
nicht in R A,,_; liegen, sind

+(e; —epp1) ER™ i=1,... n.

Diese erzeugen den n-dimensionalen Raum R A,, = (1,...,1)* <R"™,
Die kiirzesten Vektoren von D,,, welche nicht in R D,, ; liegen, sind

+e;+e, eR" i=1,...,n—1

und diese erzeugen den Raum R D,, = R". Daraus folgt die Behauptung. O

Da die Automorphismengruppe irreduzibler Wurzelgitter reell irreduzibel ist, folgt aus
[Mar03|, Theorem 3.6.6., dass diese Gitter stark eutaktisch und damit extrem sind.

Eine weitere Klasse mit Minimum 2 ist das Coxeter-Gitter. Sei r ein Teiler n 4+ 1, dann
ist A7 definiert als das eindeutige Gitter, welches A,, enthilt und Index r in A¥ hat.
Dann ist A} perfekt (aufer in den Féllen r = 2 falls n = 2,3 oder r = n + 1 falls n > 3)
und hat Minimum 2 (auBer r = n+ 1, r = 2 oder r = 2 falls n = 5). Diese Aussagen
werden in [Mar03|, Theorem 5.2.1., bewiesen.
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2.2 Minimum 3

Aus dem obigen Abschnitt folgt, dass in jeder Dimension ein perfektes Wurzelgitter
existiert. Perfekte Gitter mit Minimum 4 existieren in fast jeder Dimension (siche z.B.
Satz (2.7) - genauer gesagt existiert eines in jeder Dimension > 5). Fiir das Minimum
3 waren lange Zeit nur endlich viele perfekte Gitter bekannt. R. Bacher gab in [Bacl5],
Kapitel 7, die mir einzige bekannte unendliche Familie perfekter Gitter mit Minimum 3
an. Diese Gitter haben Dimension 2¢ — 1 fiir ¢ > 3. J. Martinet und B. Venkov gaben in
[MVO05], Theorem 1.1, eine obere Abschétzung von

(L)

s3(n) := max{ “\4% , L ist ganzes Gitter der Dimension n und Minimum 3}

an:

n 1 23 4 5 6 7 8 9 10
ss(n)< |1 2 4 6 10 16 28 30 34 63
n(n+1)/2|1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

Daraus folgt, dass es in den Dimensionen 2 bis 6 sowie 8 und 9 kein perfektes Gitter
mit Minimum 3 geben kann. Es ist noch eine offene Frage, in welchen Dimensionen ein
solches Gitter existiert und in welchen nicht.

Definition 2.2 Betrachte den Vektorraum F5 der Dimension ¢ iber Fo und das Tupel
(v1,...,v9c_1) aller nicht-Null Vektoren. Das Gitter T'(F5) ist definiert als der Kern der
Abbildung

2¢—1

7> Fg, (:L’l, - ,$2c_1) = Z TiU4 (mOd 2)'
=1

Dieser Homomorphismus ist surjektiv, also hat das Gitter Index 2¢ in Z* ' und daher
Determinante 4¢. Die Minimalvektoren sind von der Form +e;+e;+e;, so dass v;+v; = vy

gilt. Die Anzahl dieser Gleichungen in F5\{0} ist %(202_ "), also hat das Gitter insgesamt
8 (2751

37 ) kiirzeste Vektoren.

Satz 2.3 Das Gitter T(IF5) ist perfekt fir ¢ > 3.
BEWEIS Seien 4, j,k € {1,...,2°— 1} so dass i # j und v; + v = v;. Dann gilt
eifej +ejer = zl(es +ej+en) (e +ej +en) + (e — e +en) (e — ej +ex)

—(e;+ej—ep) (ei+ej—er) — (e —ej —ep) (e — ej — ex)].
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Fiir die Diagonalmatrizen seien 4, j, k € {1,...,2° — 1} so dass (v;, vk, v;) linear unab-
hangig ist. Definiere

Vg = V; + V5, Vp =V + Vg, Ve = Vj + Vg, Vg = V; +V; + Ug.

Dann gilt
eife; =13 (eitej+ed) (e +ej+ed)+ (e —ej+ea) (e — e+ e)
e+ ey = e0)"(es + ey — ) + (6= €5 — ea) (e~ €5 —ca)
+(ei + ex +ep)"(e; + e +ep) + (e — ex + €)™ (6; — ex + €p)
+(e; +er —ep)"(e; +er —ep) + (e — ex — €)™ (e; — ex — €p)
+(e; +ec+eq)™ (e +ec+eq) + (e — e+ eq)™(e; — e + eq)
+(ei+ec—eq) (e +ec—eq) + (e —ec —eq)" (e, — e — €q) |
—[ (ej+en+e)(ej+ep+e)+ (e —ex+eo) (e — e +ec)
+(ej +er —e)"(e; +er —eo) + (ej —ex — ec)™ (e — ex — €.)
+(eq + €q+ ex)"(ea + €q + ) + (€a — eq + ex) " (ea — €4 + 1)
+(eq +eq—ex) (eq +eq — er) + (eq — eq — ex)™(eq — eq — €1)
+(ep +ea+e;)"(ep +eqa+ej) + (ep — eq+ €)™ (er — eq + €;)
+(ep 4+ eq — €j)"(ep + €q — €5) + (e — eq — €5)" (ep — €q — €;)
(e + €a + €p) " (ec + €q + ) + (ec — €q + €)™ (e — €a + €3)
+(ec+ €a — €)™ (ec + €a — €) + (ec — €q — €) " (ec — s — €) |
Daraus folgt die Behauptung. 0

2.3 Minimum 4

Die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen perfekter Gitter scheint mit wachsender Dimension
stark anzusteigen (siche Tabelle vor Lemma (1.19)). Tatsdchlich bewies R. Bacher in
[Bacl5], dass schon die Anzahl der perfekten Teilgitter in Z% mit Minimum 4 stéirker

wachst als jedes Polynom in d. Hierfiir gab er verschiedene Familien solcher Teilgitter
an und bewies deren Perfektheit.

Definition 2.4 Fird € N sei Ly das Teilgitter in Z42, welches orthogonal zu (1,1,...,1)
und (1,2,...,d+ 2) ist, d.h.

d+2 d+2
Ld = {(ZEl,CL’Q, . ,[Ed+2) € Zd+2 | le =0 und ZZJZZ = O}
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Definition 2.5 Oy sei das Teilgitter in Z4™, welches orthogonal zu (1,3,5,...,2d+1)
1st, d.h.

d+1

Ou = {(x1,22, ..., wa1) € Z | Y (20— 1)w; = 0},

Definition 2.6 Das Gitter My sei definiert als das Teilgitter in Z*, welches orthogonal
zu (0,1,2,...,d) ist und eine gerade Koordinaten-Summe hat, d.h.

d+1 d+1

My =A{(x1,...,2411) | Z(z —1)z; =0 und le =0 (mod 2)}.

Satz 2.7 ([Bac15], Theorem 2.1) Das Gitter Ly hat Determinante +5(d + 1)(d +
2)2(d+3) und Minimum 4. Die Anzahl der Paare kiirzester Vektoren ist 5;d(d+2)(2d—1)
falls d gerade ist und ;(d — 1)(d 4+ 1)(2d + 3) falls d ungerade ist. Fir d > 7 ist das
Gitter perfekt.

BEWEIS Seien v = (1,1,...,1) und v = (1,2,...,d + 2) € Z*™2. Da Z*" unimodular
ist, folgt mit [Mar03], Korollar 1.3.5, dass

det(Z? N R(u, v)*) = det(Z*2 N R{u, v))
gilt, also ist
det(Ly) = det({u,v))

_ det (u,u u,v
(v,u) (v,v)

d (d+3)(d+2)
= det 2 2
(d+3)(d+2)  (2d+5)(d+3)(d+2)
2 6

= L(d+1)(d+2)*(d + 3).

Das Gitter Ly hat keine Vektoren mit Quadratnorm 2, da diese von der Form =+e; + ¢;
wéaren und somit nicht orthogonal zu (1,2,...,d + 2) sind. Das Wurzelgitter Ay, ist
ein Obergitter von L, und dieses enthélt keine Vektoren mit Norm 3. Die Vektoren mit
Norm 4 in L4 sind von der Form

€ = €ita — Cita+B T Cit2a+p
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mit 1 € {1,...,d+ 1} und o, 8 € N so dass i + 2a+ < d + 2 gilt. Also ist die Anzahl
der Paare kiirzester Vektoren in L, gleich

d+1 |(d+1-1)/2]

YooY d+2-i-2a
=1 a=1

Diese Summe ist ein Polynom dritten Grades und die Koeffizienten hingen davon ab,
ob d gerade oder ungerade ist. Vergleicht man die Werte an den Stellen 2,4, 6,8 bzw.
1,3,5,7 mit den angegebenen Formeln folgt die Gleichheit.

Der Beweis der Perfektheit ist eine Induktion nach d, wobei man den Fall d = 7 ex-
plizit berechnen kann. Betrachte nun das Gitter Ly.;. Jeder Vektor ist orthogonal zu
(1,2,...,d+3)und (1,1,...,1), also insbesondere auch zu (1,2, ...,d+3)—(1,1,...,1) =
(0,1,...,d+ 2). Das Teilgitter von Ly, welches orthogonal zu (1,0, ...,0) ist, ist also
isomorph zu L. Es reicht also zu zeigen, dass die Minimalvektoren in L, 1, deren erster
Eintrag nicht Null ist, den Raum R Ly, = R%™! erzeugen. Seien dazu

V] = €1 — €3 — €4+ €4

Vi=e€] —ey — €41 +eo flire=2....d+ 1.
Der Orthogonalraum von v, ..., v4yq wird von
(1,1,...,1),(1,2,...,d+3) und u := (1,1,0,...,0)
erzeugt. Es gilt (vy,u) = 1, also folgt (vq,...,v441) = R Lgy1. O
Satz 2.8 ([Bac15], Theorem 3.1) Das Gitter Oy hat Determinante 5(d + 1)(2d +
1)(2d + 3) und Minimum 4. Die Anzahl der Paare kiirzester Vektoren ist
L(2d® = 3d® — 3d + ¢y),

wobes

0 fallsd=0 (mod 3)
ca=14 fallsd=1 (mod 3)
2 fallsd=2 (mod 3).
Das Gitter Oy ist perfekt fir d > 8.

Satz 2.9 ([Bacl5], Theorem 4.1) Das Gitter My hat Determinante 2d(d+1)(2d+1)
und Minimum 4. Die Anzahl der Paare kiirzester Vektoren ist

+(4d® — 3d* — 6d + cg),
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wobes

(36 fallsd=0 (mod 6)

41 fallsd=1 (mod 6)
)28 fallsd=2 (mod 6)
“= 45 fallsd =3 (mod 6)
32 fallsd=4 (mod 6)

(37 fallsd=5 (mod 6)

Zu diesen drei Familien von perfekten Gittern gab Bacher Verallgemeinerungen an, bei
denen der Vektor, zu dem die Gitter orthogonal sind, angepasst wird. Alleine mit der
Klasse L, konnte er damit beweisen:

Satz 2.10 ([Bacl5], Theorem 2.7) Die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen perfekter Git-
ter der Dimension d und Minimum 4 wdchst schneller als jedes Polynom in d.

E.S. Barnes gab in [Barb57b| bzw. |Barb9| zwei weitere Klassen perfekter Gitter mit
Minimum 4 an:

Satz 2.11 Se: firn > 3

n+1 n+1

Py ={(w1,...,2041) € yASEN ZSEZ =0 und szz =0 (modn+1)}.
=1 =1

Dann hat P, Minimum 4 und Determinante (n + 1)3. Es gilt

(n—2)n(n+1) falls n gerade
(n—1)2(n+1) falls n ungerade.

| Min(£,)| = {

NN

Firn > 6 ist P, extrem.

Eine Verallgemeinerung der Klasse P, wird in Kapitel 4 ndher untersucht.

Satz 2.12 Firn > 4 sei

Qn={(x1,...,2,) €Z" | sz =0 (mod 4) und Zmz =0 (modn)}.
i=1

=1
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Dann hat Q, Minimum 4 und Determinante 16n2. Es gilt

(mn—=1)(n—3)2n—1) fallsm#Z0 (mod 2)
(n—1)(n—-2)2n—-3) fallsm=0 (mod2) undm #0 (mod 4)

| Min(@n)| =
(n—3)(2n*—3m+4) fallsm=0 (mod4).

D= D= O

Fiirn > 8 ist Q,, perfekt.
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3 Laminierungen

3.1 Schwache arithmetische Laminierungen

Fiir festes m € N sei (Ay)nen, A1 C Ay C A3 C ... eine Folge von ganzen Gittern, so
dass fiir alle n € N gilt:

(i) min(A,) =m, dim(A,) = n.
(ii) A, wird von den kiirzesten Vektoren Min(A,,) erzeugt.

(iii) Eiir ein gegebenes A, _; hat A, minimale Determinante unter allen ganzen Gittern
A, die A,,_; enthalten und (i), (ii) erfiillen.

Conway und Sloane gaben in [CS99|, Kapitel 6, eine dhnliche Konstruktion an, die sie
Laminierung nannten. Hier ist Ay das triviale Gitter {0} und fiir n > 1 betrachte alle
Gitter mit Minimum 4, die mindestens ein A,,_; als Teilgitter haben. Jedes dieser Gitter
mit minimaler Determinante ist dann ein laminiertes Gitter A,,. Diese Gitter wurden
bis Dimension 25 bestimmt und es stellt sich heraus, dass bis Dimension 24 alle Gitter
ganz sind und von den kiirzesten Vektoren erzeugt werden. Verlangt man zusatzlich noch
diese beiden Eigenschaften, sprechen Plesken und Pohst in [PP85] von einer arithmeti-
schen Laminierung und nennen die Konstruktion von Conway und Sloane geometrische
Laminierung. Gitter mit den Eigenschaften (i)-(iii) nennen sie (schwache) arithmetische
Laminierung.

Gegeben sei nun ein festes A, welches die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) hat. Damit
sollen nun alle moglichen A, 4, (bis auf Isomorphie) konstruiert werden.

Definition 3.1 (i) Fir v € R"*! bezeichne mit x, die orthogonale Projektion von

auf RA,,.
(ii) Fiir X € A¥ /A, sei min(X) = min{(v,v) | v € X}.
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Lemma 3.2 (i) Seix € A,y1. Dann gilt x, € A¥.
(it) Sei x € Min(A,,+1). Dann gilt (z,, z,) = min(z, + A,,).
BEWEIS Es gilt z = z,, + , fiir ein 2, € RA,, und z, € (RA,)*. Dann gilt
(2p, Ay) = (xp + 20, \y) = (2, A,) CZ.

Angenommen, ist gibt ein y € A, so dass z, +y kiirzer ist als x,. Dann wére aber z +y
ein kiirzerer Vektor als x in A, ;. [

Aus diesem Lemma folgt, dass es nur endlich viele Kandidaten fiir A, gibt: Fiir jeden
kiirzesten Vektor in einer Restklasse gibt es (bis auf Vorzeichen) genau einen Vektor in
R™ 1\ R A, der auf auf diesen projeziert. Diesen kann man also zu A,, hinzufiigen, oder
nicht. Die Anzahl der Erweiterungen ist damit durch 29¢*(A=) beschrinkt. Fiir konkrete
Berechnungen ist dies aber natiirlich zu aufwendig. Im Folgenden wird gezeigt, dass es
geniigt, nur eine Restklasse zu betrachten.

Definition 3.3 Sei A,, ein ganzes Gitter welches (i) und (ii) erfillt. Fir jede Restklasse
X =z+ A, € A¥/A\, mit (x,2) = min(X) und (z,2) <m
sei ¥ € R\ RA,,, so dass 7, = x und (%,%) = m. Dann definiere

A(X) =N, DZx.

Sowohl 7 als auch z sind (in der Regel) nicht eindeutig. A, (X) ist aber unabhéngig davon.

Bemerkung 3.4 Es gilt det(A, (X)) = det(A,,)(m — min(X)).
BEWEIS Sei & = &) + &,. Damit gilt

det(A,(X)) = vol(R™™ /A, (X))?
= vol(R"™ /A,)* (0, 7,)

(M) (7, T) = (2p, 7p))
et(A,)(m — min(X)).
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Lemma 3.5 Jede mdgliche Erweiterung A, 1 liegt in der Menge
{A(X) | X € A#/A,, min(X) < m}.

Sei m = max{min(X) | X € A¥/A,, min(X) < m}. Dann kann jedes Gitter in
{A(X) | X € A#/A,, min(X) =m}

als A,11 gewdhlt werden.

BEWEIS Zu zeigen ist, dass A, = A, @ Zy gilt mit y € R"™\RA,, und (y,y) > m.
Dies ist dquivalent zu R A, N A, ;1 = A,. Der Schnitt aber ist in A¥ enthalten und A,
gerade so gewdhlt wurde, dass die Determinante minimal ist und min(A,, 1) = m gilt,
folgt die Gleichheit.

Der Vektor y kann offenbar so gewéhlt werden, dass (y,,y,) = min(y, + A,,) gilt. Da
A+ 1 Bedingung (iii) erfiillt, folgt

det(Ani1) = det(An)((y,y) = (Up, Yp)) < det(An (X)) = det(Ay)(m —m)
fiir alle X € A#/A,, mit min(X) = m. Also ist

det(Ap __
(ya y) = d';(t(/\:)l) + (ypa yp) <m-—m+ (ypa yp) <m.

Insgesamt gilt also (y,y) = m und (y,,y,) = m. 0

Die Erweiterungen A, ; kénnen also wie folgt berechnet werden: Fiir jede Restklasse
X € A#/A,, mit min(X) = m wird ein kiirzester Vektor € X und ein & € R"™ \RA,,
mit T, = = bestimmt. Dieses  wird dann zu A,, hinzugefiigt. Falls A,,;; unimodular ist,
kann der Laminierungsprozess abgebrochen werden:

Satz 3.6 Sei (A,)nen eine Folge von schwach laminierten Gittern mit Minimum m.
Falls A,, unimodular ist fir ein n € N, gilt Ay, = A, L Ty (k € N) fiir eine Folge
(T'k)ken von schwach laminierten Gittern mit Minimum m.

BEWEIS Da A, unimodular ist, besteht A# /A, nur aus der Restklasse A, mit kiir-
zestem Vertreter 0. Der Vektor # € R"™ \ R A,,, welcher zu A,, hinzugefiigt wird, ist
also orthogonal zu A, und es gilt A,;; = A, L (#) und A7, = A¥ L (\/—lmi), also
A#, /A1 = A¥ /A, Daraus folgt die Behauptung. O

Es ist natiirlich sinnvoll, ein Vertretersystem der Isomorphieklassen der A, ,; zu bestim-
men. Einige Erweiterungen lassen sich schon mit Hilfe der Restklassen ausschliefsen:
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Bemerkung 3.7 Seien X, X' € A¥ /A, 2wei Restklassen, die in einer Bahn unter der
Automorphismengruppe Aut(A,,) liegen. Dann sind A, (X) und A, (X") isomorph zuein-
ander.

BEWEIS Seien X = x + A, und X' = 2/ + A,,, so dass ein o € Aut(A,,) existiert mit
a(z) = 2’. Dann gilt a(A, (X)) = a(A,) ®Za(z) = A, @ Z 2 = A, (X'). O

Méchte man die Erweiterungen mit einem CAS (z.B. Magma) berechnen, macht es na-

tiirlich mehr Sinn, Gram-Matrix zu benutzen, anstatt Basisvektoren im R". Die Gram-
Matrix von A,;; ldsst sich ohne ein Urbild # der Projektion berechnen:

Bemerkung 3.8 Sei G eine Gram-Matrix von A, beziiglich der Basis B. Sei x ein kiir-
zester Vektor in X € A¥ /A, mit (x,x) < m, dargestellt als Koordinatenvektor beziiglich
der Basis B. Fir v = xG st dann

G Utr

v|m

eine Gram-Matriz von A, (X).

3.2 Ergebnisse fiir m =3

Plesken und Pohst berechneten in [PP85|, Abschnitt 4, alle méglichen Folgen fiir m = 3.
Hierbei reichte es aus die Gitter bis Dimension 23 zu bestimmen:

Satz 3.9 Fir jede Folge (Ay,)nen von schwach laminierten Gittern mit Minimum 3 gilt
Nog = (a3, ein unimodulares Gitter der Dimension 23.

Das Gitter Agg = (o3 steht in engem Zusammenhang zum Leech-Gitter Aoy und lésst
sich aus diesem berechnen: Fiir einen Minimalvektor x, in Agy sei

Ayy ={y € Naa | (y,25) =0 (mod 2)}
und 7 die orthogonale Projektion von R** = R Ay, auf (2,)*. Dann gilt Agg = 7(AS,).

Martinet bewies in [Mar03], Proposition 3.7.2. (nach Anwendung von Satz (1.21)), dass
die geometrische Laminierung nach Conway und Sloane Perfektheit erhélt. Da hier Ay =
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27 gilt, sind also alle so laminierten Gitter perfekt. Es stellt sich die Frage, ob dies fiir
die schwache arithmetische Laminierung ebenfalls gilt. Hier ist A; = \/ig Z perfekt, aber

Ay = ((1,1,-1),(1,1,1))z ist es nicht mehr.

Von dem 59 berechneten Gittern in Dimension < 23 sind insgesamt 18 perfekt. Allerdings
konnten ja weitere Gitter in der Menge

(A(X) | X € A*/A,, min(X) < 3}

perfekt sein. Hierfiir habe ich die perfekte Laminierung analog zur schwachen arithme-
tischen Laminierung definiert:

Definition 3.10 Fir festes m € N und I C N sei (Ap)ner eine (endliche) Folge von
ganzen Gittern, so dass fir allen € I gilt:

(i) A1 = A, @ Zy fiir ein y € R\ RA,, mit (y,y) = m.
(i1) A, ist perfekt.

Bei der schwachen arithmetischen Laminierung ist es moglich, die Erweiterungen mit
minimaler Determinante nur anhand der Restklassen auszuwihlen. Bei der perfekten
Laminierung ist dies ebenfalls mdglich:

Satz 3.11 Sei A,, perfekt und seien {x1,...,x} die kiirzesten Vektoren in einer Rest-
klasse X € A# /\,. Dann ist A,,(X) genau dann perfekt, wenn R A,, von

{(z2 — 1), (w3 —21),..., (zp — 21)}
erzeugt wird.

BEWEIS Sei v; := (7; | a) € R™™ mit a € Ry, so dass (v;,v;) = m gilt. Dann sind
all diese v; Minimalvektoren in A,,(X), da ohne Einschrankung v; ein Minimalvektor ist
und die Differenz v; — v; in A,, liegt. Dann ist A,,(X) genau dann perfekt, wenn

n+1=dim( (vy,...,vx) )
=dim( ( (z1 | a),(xa —x1 ] 0),(xz3—21]0),...,(xx —21]0)))
=dim( ( xo — 21,23 — 21,...,xy — 21 ) )+ 1

gilt. Daraus folgt die Behauptung. O
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In den nachfolgenden Tabellen sind alle berechneten perfekten Gitter aufgefiihrt. A, be-
zeichnet die perfekten Gitter der schwachen arithmetischen Laminierung. Diese wurde
als Startgitter fiir die perfekte Laminierung benutzt und zusétzlich gefundene, perfekte
Gitter werden mit 3, bezeichnet. Die Determinante wird als Faktorisierung in Ele-
mentarteiler der Gram-Matrix angegeben. Teilgitter, welche eingeklammert sind, sind
nicht perfekt.

Wie auch bei der schwachen arithmetischen Laminierung terminieren alle Folgen in Di-
mension 23, obwohl die zusétzlichen Gitter nicht unimodular sind.

Zusammengefasst ergibt sich fiir die Anzahl der gefundenen Gitter:

Dimension ‘ 1 7 16 17 18 19 20 21 22 23
Anz. schwach lam.

und perfekt 1 1 1 2 4 3 2 2 1
Anz. perfekt lam. [0 0 0 1 2 8 20 26 20 6
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Bezeichnung Det |Min| |Aut| Teilgitter
A 3 2 2 _
A7 64 = 26 56 210.3%. (Ag)
Agy 128=2*-8 380 21%.32. (Af5)
Ag, 64 =2%-4 576 219.32. Ags (A%)
¥4, 112=23-14 444 210.32. A
A 48 =236 704 215.33. Ay, X4
R 80=122-20 556 2'-3 (Af;) (AS) (M) =4,
¥he 96 =22.24 516 2.3 e
Ay 64 = 2% - 4 680  216.32 ASg) (Afs) (Af)
AS, 64=2%.42 712 221.3? Agq
Ad, 64=22-42 664 22.3? (Afs)
PIA 64=2%-16 656 2'2.3 Abg
28 40 800  210.3. (ASg)
2% 48 736 2.3 (ASs)
A 80=2%-10 600 2°-3-5 (Asg)
AN 48 =412 740 2'%2.3 Ay
>1y 52=2-26 716 2832 DI
%A 68 =234 636  2%-3 PN
hy 80 =4-20 596 2103 Yoy by
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Bezeichnung Det |[Min| |Aut| Teilgitter

AS, 16 = 42 1280 29.32.5 A% b, we, B
Ago 32=2%.8 972  218.32 AI{Q ASg

2% 20=2-10 1152 2%.32.5 ASy

250 24 1060 2'1.32.5 Y59 Xig Lo
>1 44 840 2°-3-5 AN

¥, 29 960 28-3-5 2y

2’50 21 1120 2°-3%2.5-7 25

Z%O 45=3-15 800 2.3 ng

¥ 32 924 210.3 ng

2’50 36 =3-12 880 211.3 Efg

2120 48 =23 .6 780 210.3%2.5 25

X% 48 = 2212 772 219.3 E;Q DI

2% 40 836 210.3 Y1 2?9

2% 28 980 29.3-7 2}1’9

¥ 44 =2 - 22 810 28.32 ¥4, 2?9

PR 44 804  28.3 ¥4

250 56 724 29 Z’fg

230 48 764 210 2}1‘9

250 64 = 43 688  212.3 E}fg
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Bezeichnung Det |Min| |Aut| Teilgitter
AS, 8 1792 2%.37.5.7 A%y 2% 35 55 1%
ESO Zgo E}210 Zgﬂ EgO 250
AL, 12=2-6 1492 2%.33.5 Ay ASy T80 S50 T,
220 2’50 250 X
> 16 = 42 1360 2%.3.5 Agy Ay Bf, 29,
8, 16 = 42 1288 213.3.7 ASy Xm0 X9, 230 35,
%S, 12 1472 215.32.5 DIND MNP I D 3 M VN 3
X30 30
¥4, 14 1360 2°-3%.5.7 sby 85 Xy
%6, 16 1288 212.3.7 %b, %3, K9, Nb X
>4 36 930 2°-3-5 %5, Bl
%4, 20=2-10 1160 21°.32.5 250 B4 250
b 20 1180 21.32.5 YIS MDD NN YA 3
¥, 18=3-6 1232 2°.32.5.7 ¥, Bh S
> 9 = 32 1680 21.36.5.7 x4 %I xh
sk 17 1232 29.3%.5 »d
>h, 11 1540  2°-32.5-7-11 %, ©J, ¥4, Oh g, ¥4
nm 27 1032 28.3-5 %), 29, 2,
n 23 1162 28.32.5.7 >
%9, 15 1330 29-32.5.7 oo T Shy Ty
b 19 1180 2°-3-5 »9, Showio nd
x4 33 912 210.3 I
X5 27 = 33 1008 2.3 S Tho
5, 27 1020 2°-3 Sho S50 B2
e 28=2-14 988 210.3 DI(ID NS HND I
nY 32=4-8 944 2.3 DI HND 3
%3, 15 1316 2°-3%.5.7 ¥n 0% T3,
¥y 23 1092 28.3.7 DIND N NP D VI
¥z 36 906 28-3 Sh, 240 25
» 31 940  28.3 240 %5,
%2, 39 860 27 N1, 55,
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Bezeichnung Det |Min| |Aut| Teilgitter

AS, 3 2816 27.35.5.7-11 A, X5, 25, 3wk
ElQl 231 E12)1 E121}1 Z;l

AL, 4 2464 2'9.32.5.7-11 A9, Ab, 3 > we s
Egl Egl 2l21 Egni 2727'1
Egl 21271 Egl Egl 2‘51

¥4, 8 1876  219.3%.5.7 A%, ¥4

¥, 8 1736 2'2.32.5.7 ) AD N ADHADH AP AD VN

%S, 7 1856 2M.32.5.7 Y, vk owmoyr ndovs,
X5

>4, 13 1444  29.32.5.7 x4, nf wmovn

%6, 5 2200 2M.3%2.5%.7.11 x4 xg xhowl vh vy
S5 -

>7, 6 2004 20.36.5.7 N ADYND WD NP Y. M ¥t
29 X%

>4, 16 = 4 1344 2'2.3.7 i

5, 13 1416 2'1.3.7 DY ND NS APV

Sho 16 = 42 1312 21.32.5 > sk S 5

>, 9 1694 2°.32.5.7-11 MDY D VD ¥ (D yik
X5 Y5 Xy

>k, 11 1484 210.32.5 A

>h, 12 1584 29.3%.5.7-11 ¥ oy

s 16 1284 2°-3.5 DY DD I

¥ 19 1164 210.3 ¥ronl N vy

%S, 16 1260 2°-3.7 YL, Y8 %Y ¥

>P, 16=12%-4 1248 2.3 I

>4, 12 1456 2°-32.5.7 DN HAD VA

5, 25 1050 2.3 N ADY NP

%35, 20 1124 2932 %Y

>t 27=3-9 1004 2.3 Y2,

Ags 1 4600  219.36.53.7.11.23 A% AL,

N 4 =22 2552 2%0.3%2.5.7.11 Ab, ¥, b,

N 4 =22 2296 27.3%2.5.7 xb, ¥9, Xb, 01, 33,

IR 4 2304 2'7.3%.5.7 S, Bk, 3L, 2n, S5

>4, 4 2400 2'1.3%2.5%.7.11 ¥4, ¥, %9, $h, 2h, 35,
Dy 15y L35 Th

XS, 9 1600 2'%.3.7 ¥ ¥, XS, ¥, B,

>l 16 1248 29 .32 ¥hy D5
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4 Das Gitter Lg

4.1 Definition und Beispiele

Definition 4.1 Sei G = {g1,..., 9.} eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung > 2.
Dann definieren die Relationen in G ein Gitter durch

Lo :={(x1,...,2,) € Z" | sz =0 und ingi = 0¢}.
i=1 i=1

Falls G aus den rationalen Punkte einer elliptische Kurve iiber einem endlichen Koérper
besteht, ist G isomorph zu C,, x C, fiir geeignete m,n € 7Z. In diesem Fall bewies
Sha in [Shalb|, dass fiir L eine Basis von Minimalvektoren existiert. Die Gitter L¢,
wurden bereits 1957 von Barnes in [Bar57b| untersucht. Er bewies, dass diese fiir n > 7
perfekt sind. Martinet zeigte in [Mar03|, Abschnitt 5.3, dass L¢, ebenfalls eine Basis von
kiirzesten Vektoren besitzt und gab fiir n > 12 die Automorphismengruppe an. In diesem
Kapitel wird gezeigt, dass sich diese Aussagen auf die Gitterklasse L verallgemeinern
lassen.

Sei im Folgenden G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n := |G| > 2.

Lemma 4.2 Fiir jedes G ist Lg ein (n— 1)-dimensionales Gitter mit Determinante n®.
Im Falln > 4 hat Lo Minimum 4.

BEWEIS L¢ ist ein Teilgitter von

Any ={(z1,... ) €Z" | Yz =0}
=1

Der Homomorphismus

2 An—l — G7 ($17...,In) = szgz
i=1
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hat Kern L und ist surjektiv, denn fiir g; := Og und O # ¢; € G beliebig liegt (—e; +¢;)
in A,,_; und wird auf g; abgebildet. Also gilt A,,_1/Lg = G und daher
det(LG) det(LG)

n = [ATL—]. . LG] = \/det(An—l) - \/ﬁ

und es folgt det(Lg) = n?.

Da A, _; Dimension n—1 hat und der Index von L¢ in A,,_; endlich ist, gilt dies auch fiir
Lg. Lg hat mindestens Minimum 4, da in A,_; keine Vektoren der Norm 3 existieren
und im Fall Minimum 2 Elemente p # ¢ € G existieren wiirden mit p — ¢ = 0. Die
Vektoren mit Norm 4 in L¢ sind von der Form (e; +e; — e —¢;) so dass ¢;+¢; = gx + a1
mit g;, 95, g, 1 € G paarweise verschieden. Falls G mindestens Ordnung 4 hat, existiert
so eine Gleichung immer. O

Es ist Lz oz = {(—2x,2x) | « € Z}. Die kiirzesten Vektoren sind (2, —2) und (-2, 2),
das Gitter hat also Minimum 8.

Das Gitter Ly /37 besteht aus allen Vektoren (—z —y,x,y), x,y € Z, so dass x 42y = 0
(mod 3) gilt. Die kiirzesten Vektoren sind (—2,1,1),(1,—2,1),(1,1, —2) sowie ihre ne-
gativen. Also hat Ly /37 Minimum 6.

Satz 4.3 Im Full G 22 Cy existiert eine Basis von Lg, welche aus kiirzesten Vektoren
besteht.

Diese Aussage wird in [BFGM15a|, Theorem 1.2. bewiesen. Fiir den Fall, dass G zyklisch
ist, befindet sich ein kiirzerer Beweis in [Mar03], Proposition 5.3.5.

Die kiirzesten Vektoren von Ly 47 sind (1,1,-1,-1),(-1,1,1,-1),(-1,-1,1,1) und
(1,—1,—1,1). Hiervon sind jeweils 3 linear abhéngig. Die ersten beiden Vektoren kon-
nen mit (1, —2,1,0) zu einer Basis ergénzt werden.

Satz 4.4 Sein > 4 und sei k die Ordnung der Untergruppe {g € G | g+ g = 0}. Dann
ist die Anzahl der Minimalvektoren in Lg gleich

E.(n—n)(n—n—Q)+<n_n>‘n(n—2) n

— (2 _
- 1 1 —4(71 dn+ Kk + 2).

BEWEIS Gezahlt werden miissen die Gleichungen p+q = r+s mit p, ¢, r, s € G paarweise
verschieden. Betrachte dazu den Homomorphismus

7T:G—=>G,g—g+g.
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Fiir festes z € G werden nun die Anzahl der Gleichungen p 4+ g = r + s = z gezahlt.
Falls z € Bild(7) ist, existieren £ Elemente p € G mit p + p = z. Also existieren n —
mogliche p mit ¢ := 2z — p # p und die Anzahl der Paare p,q mit p + ¢ = 2z und

p # q ist gleich “Z*. Die Anzahl der Paare {r,s}, die VOIl( {p,)((]} Ver)schieden sind und
n—k)(n—k—2

1 Gleichungen der

r + s = z erfiillen ist dann "’TH Insgesamt gibt es also
Formp+qg=r+s=z.
Falls z ¢ Bild(7) ist, existieren keine p € G mit p + p = z. Analog zu oben existieren
dann # Gleichungen der Form p+q¢=17r+s = z.
Der Kern von 7 hat Ordnung «, das Bild hat entsprechend Ordnung Z. Daraus folgt die

Behauptung. O

Eine notwendige Bedingung fiir Perfektheit ist, dass Ls mindestens (n — 1)n kiirzeste
Vektoren hat. Nach Satz (4.4) haben die Gitter L¢,, Loyxcy, Loy bzw. Le, allerdings
4,6, 10 bzw. 24 kiirzeste Vektoren, diese konnen also nicht perfekt sein.

Le, und L, sind isomorph zu den perfekten Gittern PP bzw. P2 ([Mar96], Seite 381f).
Le,, Lo, und Lo, o, x o, sind dhnlich zu den Wurzelgittern Ay, Ay bzw. Dy, also ebenfalls
perfekt.

Das Gitter L¢, ¢, ist nicht perfekt.

Satz 4.5 (|[Bacl5]|, Theorem 5.3.) Sein = |G| > 9. Dann ist L perfekt.

BEWEIS Die Aussage wird zuerst fiir zyklische Gruppen gezeigt. Fiir n > 9 enthélt L¢,
das perfekte Gitter

Ln_o={((1,1,...,1,1),(1,2,...,n —1,n))* < Z".
(siche Satz (2.7)) Mit Satz (1.21) bleibt zu zeigen, dass die Minimalvektoren von L¢,,

welche nicht orthogonal zu (1,2,...,n — 1,n) sind, den Raum ((1,1,...,1,1))* < R"
erzeugen. Betrachte dazu die n — 1 Minimalvektoren

U = €1+t e — €4 — Epi,
Uy = €2+ €3 — €5~ €p,
v, = e1t+e_1—e—en, t=3,...,n— 1.
Die Vektoren vs, ..., v, 1 sind linear unabhéngig und ihr Orthogonalraum wird von

wr = (1,0,...,0,1%
wy = (1,2,...,n—2,n—1,0),
wy = (1,1,...,1,1)
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aufgespannt. Es gilt

(w1, v2) = —1, (w2, v9) = 0 und (wq,v1) = —n,
also wird der Orthogonalraum von ((1,1,...,1,1)) von den n — 1 linear unabhéngigen
Vektoren vy, ..., v,_1 erzeugt.

Fiir den allgemeinen Fall ist zu zeigen, dass die Matrizen (xtrx)xeMin( Le) €inen @—dim.
Teilraum in RE;™ erzeugen. Hierfiir werden Teilmatrizen betrachtet und die Aussage auf
die Perfektheit geeigneter Teilgitter von L zurilick gefithrt. Zunéchst wird eine Hilfs-
aussage gezeigt: Jedes 0 # g € G ist in einer Untergruppe H < G enthalten, so dass Ly
perfekt ist.

Falls eine Primzahl p > 7 existiert, die |G| teilt, gilt die Aussage bereits, da entweder
lg| > 7 ist (und die Gitter L¢,, Lo, sind perfekt) oder es ex. eine zyklische Gruppe
in G welche Ordnung > 7 hat und zu |g| teilerfremd ist. Seien also 2,3,5 die einzigen
Primteiler von G.

Falls 5 und entweder 2 oder 3 die Ordnung von G teilen, ist jedes Element von G in einer
zyklischen Gruppe mit Ordnung > 10 enthalten. Falls 5 der einzige Primteiler von |G|
ist, ist jedes Element entweder in einer zyklischen Gruppe mit Ordnung > 25 enthalten
oder in einer C5 x C5 und L¢, x ¢, ist perfekt.

Es bleibt also noch der Fall, dass 2,3 die einzigen Primteiler von G sind. Relevant sind
hier die Fille, dass jede zyklische Gruppe, in der ein festes g € G enthalten ist, Ordnung
2,3,4 oder 6 hat. Falls g nur in zyklischen Gruppen der Ordnung 2 oder 4 enthalten
ist, ist 2 der einzige Primteiler von |G| und die Aussage folgt aus der Perfektheit von
Leyxoyxcoxcys Loyxoyxe, und Loy <. Falls g nur in zyklischen Gruppen der Ordnung 3
enthalten ist, folgt die Aussage aus der Perfektheit von L, «c,. Falls g in einer zyklischen
Gruppe der Ordnung 6 enthalten ist, folgt die Aussage aus der Perfektheit von Leogxco,
und L06><C3.

Die Behauptung ist nun, dass jede Matrix im Erzeugnis von (xtrx)xeMm(LG) beliebige
Nebendiagonalelemente hat. Sei dafiir (i,j) der Index eines solchen Elements. Da die
Operation von G auf sich selber Automorphismen von Lg induziert, kann ohne Ein-
schrankung ¢g; = 0 angenommen werden. Nun ist aber g; in einer Untergruppe H < ¢
enthalten, so dass Ly perfekt ist. Daraus folgt die Behauptung. U
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4.2 Die Automorphismengruppe

In [Mar03|, Abschnitt 5.3, wird bewiesen, dass die Automorphismengruppe von L¢, fiir
n > 12 isomorph zu Cy X (G x Aut(G)) ist. In diesem Abschnitt wird versucht, diese
Aussage fiir alle endlichen abelschen Gruppen der Ordnung > 12 zu zeigen.

Bemerkung 4.6 Fiir zwei isomorphe Gruppen G und H sind die Gitter Lg und Ly
1sometrisch und aus den Minimalvektoren von Lg, welche zu Gleichungen der Form
0+ g; = gx + g1 korrespondieren, ldsst sich eine Prdsentation der Gruppe G rekonstru-
eren.

Bemerkung 4.7 Aut(L¢g) enthdlt das Holomorph G x Aut(G).

BEWEIS G x Aut(G) operiert auf G durch Permutation und induziert auf diese Weise
Automorphismen von R L. Diese permutieren L und erhalten die Skalarprodukte, also
kann G x Aut(G) als Untergruppe von Aut(L¢) aufgefasst werden.

Bemerkung 4.8 Sei Aut(Lg) < Aut(RLg) < GL,(R) und H = S, _; die Menge
der Permutationsmatrizen in GL,(Z) welche den ersten Fintrag fixieren. Dann gilt
Aut(Lg) N H = Aut(G).

BEWEIS Sei ohne Einschriankung g; = 0. Jeder Automorphismus von G induziert durch
Operation auf {gs, ..., g,} ein Element von H. Dies ist gleichzeitig ein Automorphismus
von L¢. Also ex. ein Monomorphismus Aut(G) — Aut(Lg)NH. Seinun 7 € Aut(Lg)NH.
Dann gilt

T(ZL‘l, Ce ,ZEn) = ($1, zg(g), c. ,$U(n))
fir ein 0 € S,_1 und jedes (z1,...,x,) € Lg. Zu zeigen ist, dass die Bijektion
G Ggrd 9 T
7 i Jo(i), &> 2
ein Homomorphismus ist. Seien dazu ¢,,g, € G und fir g. := g, + g, betrachte den

Vektor v € Min(Lg) der zu der Gleichung 0 + g. = ¢, + ¢» korrespondiert. Da 7(v)
ebenfalls in Min(L¢) liegt, folgt dass 0 + go(c) = Go(a) + Jo(») 8ilt, also insgesamt

©(ga + ) = ©(9e) = Go(e) = Go(a) T Job) = L(Go(a)) + L(Go(v))-
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Korollar 4.9 Der Stabilisator von L¢ in Aut(A,—1) ist isomorph zu Cy X (G X Aut(G))
falls n > 3 ust.

BEWEIS Es gilt Aut(A,,_1) = Cy x S, wobei S,, auf den Einheitsvektoren ey, ..., e,
operiert. Sei ¢ € Stabaug(a,_,)(Le) und ohne Einschrédnkung sei ¢ € S,. Insbesondere
gilt dann ¢ € Aut(Lg). Es existiert ein ¢’ € G < Aut(Lg), so dass (¢’ o p)(e1) = e;.
Die Komposition ist also ein Automorphismus von L¢, welcher die Vektoren e, ..., e,
permutiert. Mit Bemerkung (4.8) folgt die Behauptung. 0

Um die volle Automorphismengruppe von Lg zu bestimmen, muss iiberpriift werden,
ob Automorphismen existieren, die A,_; nicht stabilisieren. Bis Ordnung 11 existieren
diese zum Teil:

= [Aut(Lo)| | prmmeal—
Cs 23.3
Cy 24 1
Cg X OQ 24.3 1
Cs 2¢.3.5 6
Cs 23.3 1
C 2°.3.7 8
Cs 28 4
CQ X 04 210.3 24
Cyx CyxCy | 21.32.5.7 240
Cy 23 . 34 6
Cg X Cg 28 . 35 72
Cho 2°.3.5 6
Ch 24.3.5.11 12

Fiir 12 < |G| < 25 ist Aut(L¢g) isomorph zu Cy X (G x Aut(G)). Das legt die Vermutung
nahe, dass diese Aussage fiir alle G mit |G| > 12 gilt. Dafiir reicht es zu zeigen, dass

min(L%) = min(A? ) = 2=1 und Min(LY) = Min(A¥ )

gilt. Tatsichlich stimmt diese Aussage fiir 15 < |G| < 25 (im Fall G = Cyy hat L
genau 2 Vektoren mit Lénge £). Fiir zyklische Gruppen folgt die Aussage aus [Mar03],
Theorem 5.3.7.
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4.3 Starke Eutaxie

Fukshansky et. al. zeigten im Preprint [BFGM15b]|, dass das Gitter L genau dann stark
eutaktisch ist, wenn n ungerade ist oder G' = C% fiir ein k € N gilt. In diesem Abschnitt
wird ein alternativer Beweis dieser Aussage vorgestellt, der ohne Einbettung funktioniert
und die zugrunde liegende Gruppenstruktur ausnutzt.

Satz 4.10 Sein gerade und G nicht elementar-abelsch. Dann ist Lg nicht stark eutak-
tisch.

BEWEIS Nach Voraussetzung gilt 1 < x < n. Sei y € Min(L¢) beliebig. Mit Satz (1.20)
geniigt es zu zeigen, dass

dn(n®+ Kk —4n + 2
> (wy) # )

; n—1
z€Min(Lg)

gilt. Die Skalarprodukte (z,y)? liegen in Z, insbesondere gilt dies also auch fiir die
Summe. Es gilt

(MP+r—4n+2)=n-1n—-3)+(k—1)
also

4n(n? —14 2 -1
n(n® +k —4n + ):4n(n—3)+4nH

n—1 n—1

Da n — 1 ungerade ist, haben 4n und n — 1 keine gemeinsamen Primteiler, die Summe
liegt also in Z genau dann wenn x — 1 von n — 1 geteilt wird. Dies ist aber nur der Fall
wenn k£ = 1 oder k = n gilt. O

Satz 4.11 Sei G elementar abelsch. Dann ist Lo stark eutaktisch.

BEWEIS Da G elementar abelsch ist, gilt G = ]F’; und Aut(G) = GLy(F,). Das Holo-
morph von G ist isomorph zu einer Untergruppe H von Aut(Lg) und operiert 2-fach
transitiv auf G. Sei

X = Z a;¢;, ¢; irreduzibel
der zugehorige Permutationscharakter. Dann ist

2=|(GXG) /| =010 =(6x) =) al.

Also gilt x = 1y + ¢, und da (¢, ¢) = 1 ist die Darstellung absolut irreduzibel mit
zugehorigem Modul R L und Komplement ((1,...,1)). Die Behauptung folgt nun aus
[Mar03|, Theorem 3.6.6. O
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Satz 4.12 Sein ungerade. Dann ist Lg stark eutaktisch.

Fir z € G sei t, € {1,...,n} das eindeutige Element mit 2¢;, = z und

R.:={(a,b)e{1,....n}* | g+ go = z,a # b}
S.={(a,b) € {1,...n}* | g + 9o = 2} = R U{(t:, 1)}

Es gilt S, = {(a,p(a)) | a € {1,...,n}} fir eine Bijektion ¢, deren einziger Fixpunkt ¢,
ist.

Sei (f1 :=e1—ea, ..., fu1 := e1—e,) eine Basisvon R A,,_; = R Lg und sei A € R (1)
die Matrix deren i-te Spalte der (transponierte) Vektor f; ist, d.h.

r 1 ... 1 1

-1 0 0 0

0 -1 0 0
A=

0 0 -1 0

0 0 0 -1

Bemerkung 4.13 Fir alle j,k € {1,...,n — 1} gelten die folgenden Identititen:
(1) ; Agj =0

(ZZ) Z AajAak - Z Aa]Aak (fj, fk;) fU?” alle z € G.

(a,b)€S,
(ZZ’L) Z Z Aa]Abk— Z AajAbk— (ZAa,j)(ZAb,k) =0
2€G (a,b)ES, a,b=1 a=1 b=1

) % Audu= B A

(a,b)€S; (c,d)ES: (a,b)€S.

> Aqk) =0 fiir alle z € G.

¢,d)ES;

(v) 22 > AvjAnrk=n) A Ak =n(fi, [5)-

2€G (a,b)€S, zeG

Bei (iv) gilt die Aussage auch fiir die Summanden Ay ;A.k, Ap, Agr und Ag;Agp.
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Sei Min(L¢g) = {u1, ...

>

=1

fir alle 4,5 € {1,...

Sei

n(n—1)(n—3)

1 da n ungerade ist. Zu zeigen ist, dass

, U} Mit m =

(i £3) i, fi) = 4= (. i) = nln = 3)(J5, )

,n— 1} gilt. Fiir u = (e, + e, — e. — eq) € Min(Lg) gilt

(u, f) = (Aaj + Apj — Acj — Aaj).

fir(a,byc,d) == (An; + Ab; — Acj — Aay)(Aak + Av e — Ack — Ad),

dann gilt

m
Z uz».fj uz>fk

=1

Z% Z % Z fj}k(a?bvcvd)

z2€G  (a,b)ER; (e,d)e
R:\{(a,b),(b,a)}

13 Y (X fislabed) = firlabab) - filabba) )

Satz 4.14 Es gilt

2€G (a,b)ER.  (c,d)ER. 0 =0

> > Y fulabed) = (@’ —120)(f, fo).

2€G (a,b)ER: (c,d)ER.

BEWEIS

SN Y fislabed

2€G (a,b)ER; (c,d)ER,

:Z Z < Z fj,k(a7b>c7d)_fj,k(aabatmtz))

2€G (a,b)eR, (c,d)ES.

_Z< Z [ Z fir(a,b,c,d) — fj7k(a,b,tz,tz>:|

2€G (a,b)€S. (c,d)ES:

Z f]k tz>tzac d)+fjk(tzatZ7tz>t ))

(c,d)eS:

_Z Z Z f]kade Z Z f]kabt'z’t Z Z f]k:tz;tzac d)

2€G (a,b)€S; (¢,d)ES:

2€G (a,b)ES, 2€G (c,d)ES, —fin(edtsats)
—JJ, yUybzybz

=33 Y falabed) =230 3 fialab it t)

2€G (a,b)€S: (c,d)€S:

2€G (a,b)eS,
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Um die Behauptung zu zeigen, werden nun beide Summanden einzeln betrachtet. Hierfiir
wird f;; ausmultipliziert und Bemerkung (4.13) auf jeden Summanden angewendet.

DYDY D firlabed)

2€G (a,b)€S: (c,d)ES:

- Z Z Z (AaJAa kT Aa]Ab E— Aa,jAcJﬂ B Aa,jAd,k; + AbvjA“vk + Ab’jAb’k

2€G (a,b)€S; (c,d)ES:
— Ay jAck — ApjAar — AcjAar — AcjAvi + AcjAck + AcjAak

— AgjAar — AajApr + AajAck + Ad,jAd,k)
Z Z (Aa,jAa,k + AgjApi + ApjAai + Ab,jAb,k>

2€G (a,b)eS,

+ Z Z n(ACJAc,k + AcjAar + AajAck + Ad,jAd,k>

2€G (c,d)ES,

- Z Z Z (Aa,jAc,k + AajAdgr + ApjAck + ApjAar + AcjAak + AcjAvk
2€G (a,b)€eS; (¢,d)ES,

+ AgjAar + Ad,jAb,k>
— Z 2n(f;, frx) + Z 2n(fj, fx)
2eG z€G
= 4n2(fj7 fk)

i) > Y fisladt. t)

2€G (a,b)eS,

=3 3 (A + Ay = 240 (A + Aug = 241,4))

2€G (a,b)€S-

=3 Y (A + AjAug = 240 A1k + A A + AusAyk — 24541
2€G (a,b)eS,

= 20 Agk = 240 Ay + 440 A )

= n(fj, fr) + 0S5, fr) +4n(f;, fr)
= 6n(fj, fk)

O

Insgesamt folgt also i (wi, f3)(us, fio) = $(4n* — 12n)(f;, fr) = n(n — 3)(f;, fr) und das

=1
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Gitter Lg ist im Fall n ungerade stark eutaktisch.

Barnes bewies in [Bar57b|, dass die Gitter L¢, fiir n > 7 eutaktisch, also insgesamt
extrem, sind. Leider lasst sich sein Beweis nicht auf alle Ls verallgemeinern, da er im
Fall n ungerade den (eindeutigen) Eutaxie-Koeffizienten angab und den Beweis fiir n
gerade nur als ,relativ aufwendig”“ beschreibt. Allerdings kann man mit Hilfe des 1rs-
Programmes [Avi] und den Algorithmen, die in [Rie06] angegeben sind, zeigen, dass alle
L¢ fir 2 < n < 16 eutaktisch sind (siche Anhang fiir die Implementierung).
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5 Anhang

In diesem Kapitel werden die Implentierungen der Algorithmen der schwachen arith-
metischen Laminierung sowie der perfekten Laminierung in Magma (siehe [BCP97])
angegeben. Zusétzlich wird die Eingabe fiir das lrs-Programm (siehe [Avi]) beschrie-
ben, falls man mit Hilfe der Algorithmen in |[Rie06] ein perfektes Gitter auf Eutaxie
testen moche.

OperationOnResClas := function( L, ResClas )
AutL := AutomorphismGroup(L);
Gen := [ ChangeRing(g,Rationals()) : g in Generators(AutL) ];
Grp := PermutationGroup< #ResClas | [ Sym(#ResClas)![ Position(
ResClas, {@ rc * Gen[j] : rc in ResClas[i] @} ) : i in
[1..#ResClas] ] : j in [1..#Gen] ]>;
Orb := Orbits(Grp);
Tr := {@ 0[1] : 0 in Orb @};
return {@ ResClas[i][1] : i in Tr @};
end function;

WeaklyArithLam := function( L )
n := Dimension(L);
G := Matrix( Integers(),n,n, [<i,j,Round( GramMatrix(L) [i][j] )>:
i,j in [1..n]] );
Grat := G * IdentityMatrix( Rationals(), n );
Bd := Grat~(-1);
G2,A,C := SmithForm(G);
B2 := Transpose(C) * IdentityMatrix( Rationals(), n );
Bd2 := Transpose(A~(-1)) * Bd;
L2 := Lattice( B2, Grat );

ResClas := {@ @};
C := CartesianProduct( [ [1..G2[1]J[i] ] : i in [1..n] ] );
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for ¢ in C do

v := VectorSpace( Rationals(), n )!0;

for i in [1..#c] do

v := v + c[i] * Bd2[i];

end for;

CV := ClosestVectors( L2, v);

ResClas := ResClas join {@ {@ v - CV[i] : i in [1..#CV] @} @};
end for;

ResClas := OperationOnResClas( L, ResClas );
Laminations := {@ @};

for rc in ResClas do
GLaminated := InsertBlock( Matrix( Rationals(), n+1, n+1, [] ),
Grat, 1, 1 );
for i in [1..n] do
GLaminated[n+1] [i]
GLaminated[i] [n+1]

(rc * Grat) [i];
(rc * Grat) [i];

end for;
GLaminated[n+1] [n+1] := Minimum(L);
Laminations := Laminations join {@ LatticeWithGram(
GLaminated ) @F;
end for;
NonIsoIndex := {@ i : i in [1..#Laminations] @};
for i in [1..#NonIsoIndex] do
Iso := {@ @};

for j in [i+1..#NonIsoIndex] do
if IsIsomorphic( Laminations[NonIsoIndex[i]],
Laminations[NonIsoIndex[j]] ) then
Iso := Iso join {@ NonIsoIndex[j] @};

end if;
end for;
NonIsoIndex := NonIsoIndex diff Iso;
end for;
Laminations := Laminations[[ i : i in NonIsoIndex ]];
d := Minimum( {@ Determinant( Lat ) : Lat in Laminations @} );

LamMinDet := {@ @};
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for Lat in Laminations do
if Determinant(Lat) eq d then
LamMinDet := LamMinDet join {@ Lat @};
end if;
end for;

return LamMinDet;

end function;

PerfectLam := function( L )

n := Dimension(L);

G := Matrix( Integers(),n,n, [<i,j,Round( GramMatrix(L)[i][j]l )>:
i,j in [1..n]] );

Grat := G * IdentityMatrix( Rationals(), n );

Bd := Grat~(-1);

G2,A,C := SmithForm(G);

B2 := Transpose(C) * IdentityMatrix( Rationals(), n );

Bd2 := Transpose(A~(-1)) * Bd;

L2 := Lattice( B2, Grat );

ResClas := {@ @};
C := CartesianProduct( [ [1..G2[1i]J[i] ] : i in [1..n] ] );
for ¢ in C do
v := VectorSpace( Rationals(), n )!0;
for i in [1..#c] do
v := v + c[i] * Bd2[i];
end for;
CV := ClosestVectors( L2, v);
CVinResClas := {@ v - CV[i] : i in [1..#CV] @};
if Rank( Matrix( Rationals(), #CVinRes-1, n, [<i,j,CVinRes[1][j]
-CVinRes[i+1] [j]> : i in [1..#CVinRes-1], j in [1..n] ] ) )
ge n then
ResClas := ResClas join {@ CVinResClas @};
end if;
end for;

ResClas := OperationOnResClas( L, ResClas );

Laminations := {@ @};
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for rc in ResClas do

GLaminated := InsertBlock( Matrix( Rationals(), n+1, n+1,

Grat, 1, 1 );

for i in [1..n] do
GLaminated[n+1] [i]
GLaminated[i] [n+1]

(rc * Grat) [i];
(rc * Grat) [i];

end for;
GLaminated[n+1] [n+1] := Minimum(L);
if IsPositiveDefinite( GLaminated ) then
Laminations := Laminations join {@ LatticeWithGram(
GLaminated ) @F};
end if;
end for;
NonIsoIndex := {@ i : i in [1..#Laminations] @J};
for i in [1..#NonIsoIndex] do
Iso := {0 @F};

for j in [i+1..#NonIsoIndex] do
if IsIsomorphic( Laminations[NonIsoIndex[i]],
Laminations[NonIsoIndex[j]] ) then
Iso := Iso join {@ NonIsoIndex[j] @};

end if;
end for;
NonIsoIndex := NonIsoIndex diff Iso;
end for;
Laminations := Laminations[[ i : i in NonIsoIndex ]];

return Laminations;

end function;
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Sei L ein n-dimensionales perfektes Gitter. Dann existieren \,,x € Min(L), so dass

I, = Z Ao (2 ).

x€Min(L)

Man mochte nun testen, ob L eutaktisch ist, d.h. ob die Koeffizienten so gewéhlt werden
kénnen dass alle A\, > 0 sind. Sei dafiir B eine Basis von L mit Gram-Matrix G(B) und
seien {z1,...,xs} die Koordinatenvektoren der kiirzesten Vektoren von L beziiglich der
Basis B (hier reicht es nur einen Vertreter der Paare zu wéhlen). Fir i € {1,..., s} sei
p; € R der Vektor, der die Zeilen von z;G(B)z" enthélt und sei a € R der Vektor,
der die Zeilen von G(B)~! enthilt.

Falls die Losung der folgenden linearen Optimierung strikt positiv ist, ist in jeder mog-
lichen Wahl der A, ein Koeffizient negativ.

,,name‘’
H-representation
begin

s+1 n?+1 rational
0 —m;

0 —p2

0 —ps

100 —a

end

lponly
maximize 0 a

Falls die Losung der folgenden linearen Optimierung strikt negativ ist, ist in jeder mog-
lichen Wahl der \, ein Koeffizient Null.

,,name‘*
H-representation
begin

s+3 n?+1 rational
0 —m

0 —p2

O_ps
0 a
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0 —a

100 sz

end

lponly

maximize 0 — ) p;

Sind die obigen Losungen Null, dann ist das Gitter eutaktisch und die folgende lineare
Optimierung gibt die Eutaxie-Koeffizienten A, an.

,,name‘*
H-representation
begin

2n? +s s+ 2 rational

—a™ Op2yq Pt ... p¥f
a™ Op2ny —pY% ... —p¥f
0 —110...0

0O —101...0

0 -100 ... 1
———

end ’

lponly

maximize 01 00 ... 00
—_—
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