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§1 Einleitung

Bei der Untersuchung von Differential- und Differenzengleichungen spielt die Modul-
theorie eine wichtige Rolle. Eine grofle Klasse solcher Gleichungen konnen wir in der
Form kerz(R-) schreiben, wobei R € 29*P eine Matrix ist, deren Eintrige aus einem
Ring 2 stammen, und & den Funktionen- oder Losungsraum der gegebenen Differen-
tialgleichung darstellt. Bernard Malgrange hat einen wichtigen Grundstein zur Unter-
suchung der Losungen gelegt, indem er die Isomorphie

kerz(R-) =homg (M, F)

bewiesen hat, mit M = coker(-R) = 21*P/2'9R. Deshalb werden wir in der vorliegen-
den Arbeit unser Augenmerk auf den Modul M richten.

Die Filtrierungen von Moduln, wie sie in [MRO1] beschrieben werden, soll dabei ei-
ne erste Ausgangslage sein. Hierzu wird eine absteigende Kette von Untergruppen
{(M;,+)} von M konstruiert, welche gewisse Voraussetzungen erfiillen sollen. Die Rein-
heitsfiltrierung, welche in der Arbeit [Quall] von Alban Quadrat eingefiihrt wird, hat
dabei besonders schone Eigenschaften und hilft dabei, die Struktur der gesuchten Lo-
sungsmenge besser analysieren zu konnen. Zunéichst sind die M; sogar Untermoduln
des gegebenen Moduls M und da sie absteigend geordnet sind, konnen wir die Faktor-
moduln M;/M;; bilden, die die Eigenschaft besitzen, dass sie i-rein sind. Der Begriff
der Reinheit eines Moduls M beruht auf der sogenannten Gradzahl j5 (M), welche als
kleinstes i definiert ist, fiir das der Exaktheitsdefekt ext’(M,2) ungleich 0 ist. Ist M
nun jg(M)-rein, so gilt fiir alle Untermoduln 0 # N < M ebenfalls jo(N) = jg(M). Die
Reinheit eines Moduls ist somit eine Abschwéachung des Begriffs der Einfachheit, bei
dem es keine echte Untermoduln geben kann, aufler dem Nullmodul. Die letzte Eigen-
schaft ist algorithmisch allerdings schwer nachweisbar, wobei Reinheit einen besseren
Zugang liefern kann.

Wir wollen einen groben Uberblick iiber die einzelnen Kapitel dieser Arbeit geben. Der
nach der Einleitung folgende Abschnitt beschéftigt sich grofltenteils damit, eine ma-
thematische Grundlage zu schaffen und die Objekte zu definieren, welche wir in den
folgenden Kapiteln benotigen werden. Standardbegriffe aus der Modultheorie werden
erlautert, bereits wohlbekannte Satze und Aussagen getroffen und einige Werkzeuge
bereitgestellt, welche wir in spateren Abschnitten verwenden werden.

Kapitel 3 beschiftigt sich daraufhin mit verschiedenen Dimensionsbegriffen. Wir be-
trachten zunachst projektive Auflosungen von Moduln und definieren die projektive Di-
mension eines Moduls (kurz: 1pd(M) bzw. rpd(M)), als die kleinste Liange solcher Auflo-
sungen. Darauf basierend werden wir dann auch die globale projektive Dimension eines
Ringes einfithren, bezeichnet als gld(2). Weiter geben wir ein Verfahren an, mit dem
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man diese Dimension und eine zugehorige projektive Auflosung berechnen kann. Ei-
ne solche Auflosung wird dann Ausgangslage zur Berechnung der Reinheitsfiltrierung
sein. Weiter fithren wir die Gelfand-Kirillov Dimension eines Moduls ein, welche wir
mit GKdim(M) abkiirzen. Diese 16st in gewisser Weise die bekannte Krull-Dimension
ab, welche im Falle eines nicht-kommutativen Ringes sehr schwer zu handhaben ist.
Um sicher zu stellen, dass die Reinheitsfiltrierung auch tatséchlich mit den hier darge-
stellten Methoden berechenbar ist, brauchen wir einige wichtige Voraussetzungen an
den Ring 9. Besitzt dieser die sogenannte Auslander-Eigenschaft, d.h. jo(N) = i, fur
alle Untermoduln N < ext?@(M ,2) und alle 2—Moduln M, so nennen wir einen Ring
Auslander-regulir. In solchen Arten von Ringen sind die hier vorgestellten Verfahren
zur Bestimmung von Reinheitsfiltrierungen durchfiihrbar. Die kommutativen Polynom-
ringe Kl[x1,...,x,] sowie die n-te Weyl Algebra A, (K) fiir einen Korper K, erfiillen die
gewiinschte Bedingung, so dass wir in diesen Féllen keine Probleme bekommen wer-
den. Gilt fiir beliebige 2-Moduln M die zusitzliche Bedingung jo (M) + GKdim(M) =
GKdim(2) so nennen wir den Ring einen Cohen-Macaulay Ring. Damit lassen sich
fiir reine Moduln und deren Untermoduln sogar weitere Aussagen iiber deren GK-
Dimensionen treffen.

In Kapitel 5 gehen wir dann letztendlich auf die Reinheitsfiltrierung ein. Wir geben
eine genaue Definition von Reinheit, charakterisieren diese Eigenschaft auf verschie-
dene Weisen und beschreiben die Idee, welche hinter dem Verfahren zur Berechnung
der Reinheitsfiltrierung steckt. Am Ende dieses Abschnittes geben wir dazu einen ex-
pliziten Algorithmus an.

Die vorgestellten Algorithmen wurden fiir das Computeralgebrasystem SINGULAR im-
plementiert und sind in der Bibliothek PURITYFILTRATION.LIB enthalten. In Kapitel 5
werden Hinweise zu Bedienung und Funktionsweise der einzelnen Prozeduren gege-
ben. Explizite Beispielrechnungen folgen im abschlieBenden Kapitel dieser Arbeit.
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er Viktor Levandovskyy hat mir die Moglichkeit gegeben, dieses interessante Thema
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§2 Die mathematische Ausgangslage

— Basisbegriffe aus der Modul-Theorie —

Zu Beginn wollen wir einen mathematischen Rahmen schaffen, in welchem wir uns mit
Reinheitsfiltrierungen beschéftigen konnen. Wenn nicht anders angegeben, bezeichne
2 stets einen beliebigen Noetherschen Ring mit 1. Weiter sei % ein Links-2-Modul und
R € 99%P  Unser Hauptuntersuchungsobjekt wird im Folgenden die abelsche Gruppe

kergz(R-)={1e P | RA =0}

sein. Wir definieren den (Links-)Modul

M :=cokery(-R) := 2P/ IR

und weiter

homg(M,%)={¢p: M — F | ¢ ist D-Modul-Homomorphismus},
die Menge aller Z-linearen Abbildungen von M nach &. Wir erhalten dann folgenden

Zusammenhang zwischen den oben definierten Objekten:

(2.1) Satz (Malgrange-Isomorphismus)
Mit den obigen Bezeichnungen gilt die Beziehung

kerz(R-) Zhomg(M,%). o

Beweis
[Mal64] O

Es folgen einige Basisdefinitionen aus der Modul-Theorie:

(2.2) Definition
Es sei 2 ein Ring und M ein Links-2-Modul.

1. M heil3t endlich erzeugt, falls esein n e Nund m; e M fir i =1,...,n gibt, so dass
M =g{my,...,my).

2. M heifit endlich prasentiert, falls M = 2*P/21*9R fiir eine Matrix R € 29*P gilt.

3. M heilit frei, falls M eine Basis besitzt, d.h. M besitzt ein Z-linear unabhéingiges
Erzeugendensystem. Ist dieses endlich, so gibt es r € Ny mit M = 2",
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4. M heil}t projektiv, falls es einen Links-Z2-Modul N und einen freien Modul F' gibt,
sodass MeN =F.

5. Es sei m € M. Gibt es einen Nicht-Null-Teiler d € 9, so dass dm = 0, so nennen
wir m Torsionselement und definieren die Menge

t(M):={m e M | m ist Torsionselement }

aller Torsionselemente von M. Ist ¢(M) =0, so heiflt M torsionsfrei und im Falle
t(M) = M sagen wir M ist torsion.

6. Ist M torsion, so macht es Sinn die Menge ann(M) ={r € 2 | rm = 0 fir alle m € M}
zu betrachten, genannt Annihilator von M. o

(2.3) Bemerkung
Aus den obigen Definitionen folgt:

M frei = M projektiv. = M torsionsfrei .

Die erste Folgerung ist direkt aus der Definition klar (setze F = M und N = 0). Sei
nun M projektiv und x € M < F,r € 2 Nicht-Null-Teiler mit rx = 0. Sei I eine Index-
menge und m; € M, so dass {m; | i € I} Basis von F ist. Wir erhalten eine Darstellung
X=Y;egrim;, mit r; € 92, so dass nur endlich viele dieser r; ungleich 0 sind. Dann ist
O=rx=rY ;cgrim; =2y ;cgrrim; und wegen der Unabhéngigkeit der m; folgt rr; = 0. Da
r ein Nicht-Null-Teiler ist muss r; = 0 fiir alle i € I gelten und somit x = 0.

Aullerdem ist jeder endlich prisentierte Modul auch endlich erzeugt, denn die Stan-
dardbasis {e; | i = 1,...,q} von 2P wird durch Restklassenbildung zu einem Erzeu-
gendensystem {[e;]]i=1,...,q} in 2*P/21*IR. o

(2.4) Bemerkung

Ist M ein 2-Modul, so gibt es stets einen freien Modul F und ein 7 : FF — M, welches
surjektiv ist: Es sei {m; | i € I} ein Erzeugendensystem von M fiir eine Indexmenge 1.
Definiere F' = {f : I — 2 | es gibt nur endlich viele i € I mit (i) # 0}. Wir zeigen, dass
1 firx=1i

0 firx#i.

Nehmen wir an, es sei 0 =) ;¢ a;f; fir eine endliche Linearkombination von Elementen
aus B. Dann gilt fiir ein beliebiges j € I:

dieses F frei ist mit Basis B = {f; | i € I}, wobei f;(x) := {

0=> aifi(D=a;fi(ND+ > aifi(D=aj,

iel ieI\{j}
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d.h. alle a; sind Null, was die lineare Unabhéngigkeit von B zeigt. AuBlerdem ist B
Erzeugendensystem von F': Zu beliebigem f € F' gibt es fiir alle j € I ein aj € 2 mit
f(j) =a; und nur endlich viele dieser a; sind ungleich 0. Seien j1,...,j, die Indizes mit
fUd)=aj; #0. Dannist f =37  a; f;(x) € (B), d.h. B Erzeugendensystem und damit

insgesamt Basis von F. Setzen wirnun n: F — M, f; — m;, so erfiillt = die gewiinschten
Bedingungen. o

(2.5) Lemma
Es seien A,B und P 2-Moduln. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. P ist projektiv.

2. Zu allen Homomorphismen f : P — B und g: A — B mit g surjektiv existiert ein
f:P—A,sodass gof =f gilt. o

Beweis

=:Sei f:P — B und g:A — B surjektiv gegeben und F',Q so, dass F' = P & @ gilt, wobei
F frei ist. Weiter sei ( die Einbettung von P in F. Zum =x+y € F,x € P,y € @ definiere
f’ :F — B, m — f(x). Wir konstruieren nun ein f' :F — A mit gOf’ = f’ und setzen
f=fow.Danngilt gof =gof oi=f o1=f wie gewiinscht.

Sei {m;,i € I} fiir eine Indexmenge I eine Basis von F. Da g surjektiv gibt es a; € A mit
f,(mi) = g(a;) und wir definieren f/(mi) =a;. Damit gilt (gOf/)(mi) =gla;)= f,(mi) fur
allei e, also gOf/ =f', da {m;} Basis von F.
<: Nach Bemerkung (2.4) gibt es einen freien Modul F und r : F — P surjektiv. Betrach-
te das Diagramm

P

f/ ’ \Lidp
F-Zep——0

Nach Voraussetzung gibt es f : P — F mit nof = idp. Dieses f muss insbesondere
injektiv sein, wodurch wir im(f) = P erhalten. Wir zeigen nun F = im(f)®ker(r), woraus
die Behauptung folgt. Schreibe x € F als x = f(n(x))+x — f (;(x)). Dann ist f(7(x)) € im(f)
und 7(x — f(7m(x))) = n(x) — 7(f (m(x))) = w(x) — w(x) = 0, also x — [ (n(x)) € ker(;w). Aullerdem
ist die Summe direkt, denn zu y € im(f) Nnker(x) gibt es x € P mit f(x) = y und es gilt
x=1idp(x) =n(f(x)) =n(y) =0, somit auch y = f(x) =0. a
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— Die Weyl-Algebra —

In dieser Arbeit wollen wir uns nicht ausschliefllich mit Ringen, sondern auch mit K-
Algebren beschiftigen, bzw. spezieller mit der sogenannten Weyl-Algebra. Dazu nutzen
wir die folgende Definition:

(2.6) Definition
Es sei K ein Korper und A ein K-Vektorraum mit einer zuséatzlichen Verkniipfung
-:AxA — A, welche die Bedingungen

1. (x+y)z=x-2+y-2
2. x-(y+2)=x-y+x-2
3. (ax)-(by)=(ab)(x-y)

fir alle x,y,z € A und a,b € K erfiillt. Dann bezeichnen wir A als Algebra iiber K bzw.
als K-Algebra. Gilt zuséatzlich

(x- y)-z=x-(y-2z) mit x,y,z € A beliebig,

S0 nennen wir A assoziativ. o

(2.7) Beispiel
Wir wollen die sogenannte Weyl-Algebra einfithren: Fir eine beliebige endliche Menge
A ={x1,x9,...,x,} sei

<A> = {r1r2---rl | ri EA,Z € No}.

Die Elemente aus A nennen wir Unbestimmte und die aus (A) Monome in den Unbe-
stimmten aus A. Weiter sei fiir einen Korper K die Menge
m
K(A):={) aim; | m; € (A),m eNy,a; € K}
i=1
der Ring aller endlichen Linearkombinationen von Monomen in (A) mit Koeffizienten
in K, wobei die Multiplikation durch

ami-bmgo=abmimg, fura,b e K,m1,mq9 € (A)

definiert sei. Damit wird K(A) zuséatzlich zu einer assoziativen K-Algebra. Diese wird
auch als freie Algebra in |A| = n Unbestimmten bezeichnet.
Wir wollen uns nun mit einem speziellen Beispiel fiir A beschéaftigen. Betrachte die
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Variablenmenge M,, = {x1,...,%n,¥1,...,Yn}. Dann ist die n-te Weyl Algebra iiber einem
Korper K definiert als
A,(K):=K{M,)/I,

mit dem Ideal (genannt Relationen von A, (K))
I:=g{xixj—xxi, yiy;—Yiyi, ¥Yixj—x;¥i —0ij | 1<i<j<n),
wobei §; ; das Kronecker-Delta bezeichnet. o

(2.8) Bemerkung

Wir wollen den Grund untersuchen, warum die Weyl-Algebra so wichtig bei der Be-
trachtung von Differentialgleichungen ist. Es sei K € {R,C} und f € Abb(R",K) eine
beliebige differenzierbare Funktion in den (stetigen) n Variablen x1,...,x,. Ferner be-
zeichne x; den Operator, der f mit der Variablen x; multipliziert, d.h. %; - f = x; f. Weiter
sei 0, der Differentialoperator der i-ten Variable, also 6, - f = g—é. Dann gilt nach der
Produktregel von Ableitungen:

6xj'-’Aci'f:6xj'xif:6i,jf+xi6xjf:(6i,j+5ei'6xi)'f’

d.h. die beiden Operatoren erfiillen (nach Umbenennung der Variablen) genau die Re-
lationen, welche in der Definition der Weyl-Algebra gefordert sind. o

(2.9) Beispiel
Wir kénnen aber auch f € Abb(Z™,K) als Abbildung von diskreten Variablen n1,...,n,,
betrachten. Dann definieren wir fiir i = 1,...,n die Shiftoperatoren o, durch

Uni'f(nl,--~,nm):f(nly---,ni—l,ni+1yni+1,~--,nm)-
Damit gilt die Beziehung
Uni'ﬂj'fzo'ni'njf:(nj+5i,j)o'nif:(ﬁj'0'ni+6i,j0ni)'f‘

Wir definieren dann die m-te Shift-Algebra S,,(K) iiber einem Korper K wie folgt: Setze
M, ={ni,...,nm,0n,,...,0,, } und S, (K) := K{M,,)/I, mit

I:K(ninj—njni,anianj—Unjani,aninj—njani =06 jop, |1<i<j<n), o

wobei I den oben gefundenen Relationen entspricht.
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— Homologische Algebra —

In diesem Teil wollen wir einige Grundbegriffe aus der homologischen Algebra zusam-
menfassen. Diese ist das Hauptwerkzeug, welches wir in spiteren Kapiteln benotigen,
um die Reinheitsfiltrierung eines Moduls zu berechnen.

(2.10) Definition
1. Eine Folge von (Links- bzw. Rechts-)2-Moduln M; und zugehoérigen (Links- bzw.
Rechts-)2-Modul-Homomorphismen ¢; : M; — M;_; fir i € Ny stellen wir in der

Form

Piv2 Pi+1 bi-1

oi
Mi—>Mi_1—>...

M1

dar und nennen dieses Gebilde eine Sequenz von 2-Moduln.

2. Eine Sequenz heifit Komplex, falls fiir alle i € Ny die Beziehung im(¢;1) < ker(¢;)
erfillt ist.

3. Der Exaktheitsdefekt an der Stelle i wird durch

H; =ker(¢;)im(¢;+1)

definiert.

4. Ein Komplex ist exakt an der Stelle i € Ny, falls im(¢;+1) = ker(¢;) ist (was gleich-
bedeutend zu H; = 0 ist). Gilt dies fiir alle i, so nennen wir die Sequenz exakt.

5. Eine exakte Sequenz der Form

o—NLmE&p_o

mit M,N und P Links-2-Moduln, f und g Z-linear, wird kurze exakte Sequenz
genannt. o

(2.11) Beispiel
Ist M ein 92-Modul, so ist fiir jeden Untermodul N von M durch

0-NSMIM/N—-O

eine kurze exakte Sequenz gegeben. Hierbei bezeichnet : die Einbettung von N in M
und 7 : M — M/N die kanonische Surjektion. o

(2.12) Definition
Es sei M ein Links-2-Modul, N ein Rechts-2-Modul.

10
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1. Eine exakte Sequenz der Form

B2 gixpy B glxpe T
wird freie Linksauflssung von M genannt. Hierbei soll 7 € homg(21*P0, M) sein

und R; 9-Matrizen, mit

-Ri:E’ZlXpi — glxpia
A — AR;.

Gibt es eine endliche freie Linksauflosung

Rn

0—gbten Bn 2 gl B glp Ipr

von M, so bezeichnet n die Lange der freien Linksauflosung von M.

2. Eine exakte Sequenz der Form

0N Egpro St gp Sz

wird freie Rechtsauflosung von M genannt. Hierbei soll x € homg(2P°,N) sein
und S; 2-Matrizen, mit

Si' gPi . gPi-1
A - Sil
Gibt es eine endliche freie Rechtsauflosung
Sn:

0— N Egpo St gpt Sz P

von M, so bezeichnet n die Lénge der freien Rechtsauflosung von M.
3. Eine exakte Sequenz der Form
L2 p Dp Ty,
wobei P; projektiv, d; € homg(P;,P;_1) fur i € N und 7n € homg(Py, M), wird pro-

jektive Auflosung von M genannt. Gibt es ein n € N, so dass P,, =0 fiir alle m > n,
dann heif3t das kleinste solcher n Linge der projektiven Auflosung von M. o

11
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(2.13) Bemerkung

Es sei 2 Noethersch und M ein endlich erzeugter Links-2-Modul. Dann lasst sich stets
eine freie Auflosung von M konstruieren: Nach Bemerkung (2.4) existiert ein freier und
endlich erzeugter Modul F und 7 : Fg — M surjektiv. Dann ist

0 — ker(mg) — Fo—> M — 0

exakt. Es gibt nun wiederum einen endlich erzeugten, freien Modul F; und eine surjek-
tive Abbildung 77 : F1 — ker(ngp), so dass

F1 25 ker(mg) — 0

exakt ist. Zusammenfiigen dieser beiden Sequenzen, liefert die exakte Sequenz

F,—Fy—M-—0.

Diese Prozedur wird jetzt mit ker(;r;) fortgesetzt und wir erhalten sukzessive eine freie
Auflésung von M. Diese wird im Allgemeinen allerdings nicht endlich sein. o

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung von exakten Sequenzen ist der soge-
nannte kontravariante Hom-Funktor.

(2.14) Definition
Es sei N ein Links-2-Modul. Dann ist der Funktor F := homg(-, N) wie folgt definiert:

1) Ist M ein weiterer Links-2-Modul, so ist

FM :=homg(M,N)={p: M — N | ¢ ist Z-Modul-Homomorphismus}.

2) Ist f: M1 — M ein Links-2-Modul-Homomorphismus, so ist
Ff=f":FMy — FM;
¢ — Pof. o

(2.15) Bemerkung
Sind f:A — B, g:B — C Modul-Homomorphismen, so gilt fiir alle ¢ € F'C:

(o) (P)=po(gof)=(pog)of =g"(P)of =(fog™)N¢),

d.h.(gof)* =f*og*. o

12
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(2.16) Beispiel
Es sei R € 99°P, & ein Links-2-Modul und F = homg(-, %). Weiter sei

f:o1 — gbp

x — xR.
Wir wenden F' auf f an und erhalten

f* :homg(21P,F) — homgy(2'*9,F)
¢ — ¢of.

Nun betrachte das folgende Diagramm:

homgy(21*9, F) S homgy (2P, F)

g

F1 FP

Die Abbildungen v und v seien hier durch

v :homg (21, F) — F1 W : FP — homg(DVP, F)
¢ — (pler),....pleg)” v by 1 X XV
definiert und e; € 2'*? bezeichne den i-ten Einheitsvektor fiir i = 1,...,q. Es ist leicht
zu sehen, dass diese Abbildungen tatséchlich (wie im Diagramm angegeben) Isomor-

phismen zwischen 2-Moduln darstellen. Wir wollen die Abbildung B berechnen, welche
durch

B.g? — Z1
z — (pof oy)z)

beschrieben werden kann. Es gilt fur alle z € &P o

B(z) (o f*o)z) =yl of) = (po(fe1)),...,p-(fle))T

(@=(e1R),...,¢.(eqR)" =(e1Rz,...,eqR2)" =Rz,

d.h. die Abbildung B ist durch R- gegeben.

(2.17) Satz
Es sei

0—M; LMy 5 Ms—0

13
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Reinheitsfiltrierung

eine kurze exakte Sequenz von 2-Moduln und
P 2P PP 2 M — 0

92 o 9 90
= Q2 —Q1— Qo — M3—0

projektive Auflésungen von M7 und M3. Dann gibt es Abbildungen, so dass

Q2 Q1 Qo M3 0
0 0 0 0
kommutativ und exakt in Reihen und Spalten ist. o
Beweis
Wir starten mit
0 0 (1)
P, Po M, 0
I lo f
y ¢
PyxQo——->Ms——0
w7
| To - g
V' g0
Qo M3 0
0 0
wobei
10:Po— Py x Qo 7o :Pox Qo — Qo
x— (x,0) (x,y)—y.

Offensichtlich ist hier iy injektiv, 7y surjektiv und im(iy) = Pg x 0 = ker(m).
Da @y projektiv und g surjektiv, existiert nach Lemma (2.5) ein u: Q, — M2 mit

14



Reinheitsfiltrierung § 2 Die mathematische Ausgangslage

gou=qo. Wir definieren

€0:PoxQo — Mo
(x,y) — (fopo)x)+puy).

Dann ist

€0(x,0) = (f o po)(x) + p(0) = (f o po)(x) und
go((fopo)x)+ u(y))
= (gofopo)x)+(gou(y))=0+qo(y)=(goomo)x,y),

(€0 010)(x)

(goeg)x,y)

d.h. das Diagramm (1) kommutiert.
Sei m € My und y € Qo, so dass g(m) = qo(y). Dann gilt

glm — u(y)) = g(m)—(gou)(y) = qo(y)—qo(y) =0,

d.h. m — u(y) € ker(g) = im(f). Wihle ein m’ € M1 mit f(m') = m — u(y) und x € Py mit
polx) =m'. Wir erhalten

e0(x,y) =(fopo)x)+u(y) = fFm)+ u(y) =m —pu(y) + u(y) =m

und somit €y surjektiv.
Weiter ist mit 7o = tglker(p,) Und 7o = molker(e,) die Sequenz

0 — ker(pg) LR ker(eg) o, ker(gg) — 0

exakt: Da 1y injektiv, gilt dies auch fir die Einschrankung, und weiter ist

ker(ig) = {(x,y)€PoxQo|y=0,(x,y)€ker(ey)} ={(x,0) e Py x Qo | (f o po)(x)=0}
= {(x,00€ Py xQq | po(x) =0} =ker(pg) x 0 =im(ip),

da f injektiv. Sei nun y € ker(qg), d.h. go(y) = (g o u)(y) = 0. Damit erhalten wir nun
w(y) € ker(g) =im(f) und wahlen m € M mit f(m) = —u(y) und x € Py mit po(x) = m. Es
folgt

€o(x,y) = (f o po)(x) + u(y) = f(m) + p(y) = —p(y) + u(y) = 0,

also (x,y) € ker(eg) und mo(x,y) = y.

15
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Im i-ten Schritt betrachten wir nun

|

P; —>ker(p;-1) —=0

I
It li-1

und erhalten mit obiger Konstruktion (;,7; und ¢; mit
€i0li =1j-1°p; =1j-1°Pj, NW;-10€;=7T;-10€;=Q;OT;

und im(e;) = ker(e;_1), woraus insgesamt die Behauptung folgt. a

(2.18) Bemerkung
Die im Beweis konstruierten exakten Sequenzen

0—P; - PieQ; = Qi —0
liefern nach Anwenden von F' = homg(:, N) wieder eine Sequenz
t{ 7'[;’<
0—FP; <—F(Pi€BQi)<—FQi —0.
Diese ist erneut exakt: Ist 0 = 77 (®), so folgt (P om;)(x,y) = ©(y) = 0 fiir alle y € @,
also ® = 0, was die Injektivitat von 7} zeigt. Weiter ist i on = (r; 04;)* = 0, und damit

im(r;) S ker(:;). Sei nun @ € ker(:}), d.h. (®o;)(x) = D(x,0) = 0 fiir alle x € P;. Zu y € @;
setze W(y) = ®(0,y). Dann ¥ € FQ; und es gilt

7 (W), y) = (Yom;)x,y) = P(y) = D(0,y) = D(0,y) + D(x,0) = D(x, y),

also insgesamt im(n;) = ker(:;). Zu guter Letzt zeigen wir die Surjektivitat von (. Ist
® e FP;, so setze ¥(x,y) = ®(x), womit sich Lf(‘I’)(x) =(Woy)(x) =¥Y(x,0) =D(x) ergibt. ¢

16
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— Extensionsmoduln —

Wiederum seien M und & endlich erzeugte Links-Z-Moduln. Da wir immer eine freie
Auflosung von M finden konnen, existiert auch eine projektive

...ﬁ,p2ﬁ,p1ﬁ,p0lM_,0,

d.h. P; projektiv fiir alle i € N. Auf den Komplex

Lp,p fp g 2)

wenden wir den Hom-Funktor F' = homg(-,%) an und erhalten die Sequenz

* *

--éhom@(Pg,gf‘)éhomg(Pl,fi)<f—1hom@(Po,37)<—0. (3)

Wegen im(f;.1) € ker(f;) gilt f, o f] 15) (fiofi+1)*=0* =0 fiir : = 1,2,... und mit

i+1
0 = im(0) < ker(f{’) beschreibt (3) einen Komplex. Wir definieren nun die Extensions-
gruppen

ext) (M, F) = kerz(f])

und firi=1
exty,(M,F) :=kerz(f, )imz(f]).

Unter der Annahme, dass die P; alle frei und endlich erzeugt sind, sprich P; = @*Pi
mit p; €N, erhalt (2) die Form

. Bs glxp2 KR glxp1 By glxpo _, .
Mit Beispiel (2.16) folgt dann
0 (2.1)
ext,,(M,F)=kerz(R1-) = homg(M,F)

und firi=1
ext'f@(M,g) Zkerg(R;11)img(R;-).

Auf analoge Weise konnen wir die Extensionsgruppen zu einem endlich erzeugten Rechts-
2-Modul N und beliebigem Rechts-2-Modul ¢ definieren. Ausgehend von

0N Egro St gp S22 Svgp.

17
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erhalten wir nach obiger Prozedur

ext) (N,9)
ext’,(N,%)

kery(-S1)
kerg(-S;11)img(-S;).

(2.19) Bemerkung
Ist M endlich erzeugter Links-2-Modul und & = 9, so werden die exti@(M , D) zu Rechts-
2-Moduln: Sind [x],[y] € extéZ(M,@),r €9, so gilt

Riji(x+y)r=R; 12xr+R; 1yr=0r+0r=0

und damit [(x + y)r] = (lx] + [yD)r € ext} (M, D).

Analog erhilt man bei Betrachtung eines Rechts-Moduls N, dass extf@(N ,D) zu Links-
2-Moduln werden. o
(2.20) Lemma

Es seien M und N Links-2-Moduln. Die Rechts-Z2-Moduln exti@(M ,IN) hangen nur von
M und N ab, nicht aber von der Auflésung von M. o

Beweis
Wir betrachten zwei mogliche Auflosungen des Moduls M:

I)2 P2 Pl P1 PO Po M 0
| | |
I f2 I f1 I fo lidM
Y Y Y

Py P2 Py p1 Po bo M 0

Wir wollen f; konstruieren, damit dieses Diagramm kommutiert. Betrachte zunéchst

Py
fo .~ J{po
l//
P()WMHO.

Wegen der Projektivitit von Py gibt es ein fy : Py — Pg mit pgo fo = po = idy © po,
welches also die gewiinschte Eigenschaft erfillt.

Fir i = 1 sei f; konstruiert, mit p; o f; = fi—1op;. Dann p;ofiop;r1=fi-1°0piopi+1=0,
da im(p;+1) S ker(p;), und somit im(f; o p;+1) S ker(p;) =im(p;+1). Aus

7
fiv1 ~
e

e

P;
ifiopﬂl
_

P; T>1im(ﬁi+1) —0

1+

18
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und der Projektivitéat von P; folgt damit die Existenz eines f; .1 mit p;y10fi+1=fiopi+1.
Wir definieren nun die Abbildungen

®D; :ker(p;,)im(p;) — ker(p; )im(p]), [Y]1—[Pof;],

und zeigen zunéchst, dass diese wohldefiniert sind: Ist [W]=[0], so gibt es ein 6 € FP;_1
mit 57(6) =¥ und wir folgern

Wofi=0op;ofi=08ofi_10op;=p;(§of;_1)€im(p;).

Fir ¥ € ker(p}, ) gilt weiterhin p? (Vo f;) = Wofiop;s1 = ¥Yop;i10f; =0, womit
die Wohldefiniertheit gezeigt ist. Weiter zeigen wir die Unabhéngigkeit von ®; von der
Wahl der f;. Es seien f;,g; : P; — P;, so dass obiges Diagramm kommutiert. Dann gilt
insbesondere pgo fo = poogo, d.h. im(fp — go) S ker(pg) =im(p1). Wie oben gibt es dann
ein ¢ : Py — P mit fo— go = p1 0 ¢o. Weiter gilt

p1o(fi—g1—¢oop1)=pi1ofi—pi1ogi—pPi1odoopi1=foopi—8oop1—(fo—go)op1=0,

also im(f1 — g1 —¢poop1) < ker(p;). Wieder analog zu obiger Konstruktion gibt es damit
¢1:P1— Pymit f1—g1—poop1 = paod;. Fiir i > 1 sei ¢; konstruiert, dass die Gleichung
fi—8i—¢i-10p;i =pi+1°¢; gilt. Da im(f; — g; — ¢pi-10°p;i) < ker(p;) = im(p;+1) erhalten
Wir ¢;41:Piy1 — Piyo mit fi11 - giv1—Piopiv1 = Pir2 o Pir1. Fiir alle i = 0 gilt also der
Zusammenhang

fi—8i=¢i—10pi+Pi+1°0;.

Damit erhalten wir letztendlich
Vo(fi—gi)=Wop;r10¢p;+¥Yop;_10p;=0+p;(Vod;_1)€im(p;)

fir alle ¥ € ker(p;, ), was uns die Unabhéngigkeit von ®; beziiglich der Wahl der f;
liefert.
Zu guter Letzt betrachte nun das Diagramm

19



Reinheitsfiltrierung § 2 Die mathematische Ausgangslage

Die gestrichelten Pfeile konnen hierbei nun auf verschiedene Weise belegt werden: Ei-
nerseits ist f; o f; moglich, andererseits auch einfach die Identitat idp; auf P;. Da ®;
unabhéingig von dieser Wahl ist, folgt fiir alle W € ker(p, ,):

idexti@(M,N)([h]) =[hoidp,]=[hof;ofi]=D([hofi]) = (®; o D,)[R]).

Analog zeigt man ®; o ®; = idextig ar.n[PD), dh. @; ist invertierbar und damit

ker(p}, )im(p;) = ker(p;, )im(p;),

was zu zeigen war. O
(2.21) Satz
Es seien M1,M9,M3 und N 2-Moduln und

0—-M;—My—M3—0

eine exakte Sequenz. Dann gibt es eine exakte Sequenz der Form

-+ — ext!(Ms3,N) — ext!(Mg,N) — ext'(M1,N) — ext' "1 (M3,N) — - -,

wobei ext!(M;,N):=0 fiir i <0 und j € {1,2,3}. o
Beweis
Wir gliedern den Beweis in mehrere Schritte:

1. Bestimmen des Ausgangsdiagramms:
Wegen der Exaktheit von

0—-M;—My—M3—0

erhalten wir ein kommutatives Diagramm wie in Satz (2.17). Loschen der M; und
Anwenden von F' = homg(-,N) liefert das Diagramm

0 0 0

FPL‘+1 Pi FPl b;

* e * *
biv1 - i i1

h’f+ s h;‘
e F(Pit1 % Qi11) 32— F(P; x Q) <~ F(P;_1 x Qj_1) ~— "+
s

* v * *
Tivy T i1
» * *
q;

9
FQ,1 : FQ;

FQiy<~—~
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Hierbei sind die Zeilen Komplexe und wegen Bemerkung (2.18) sind die Spalten
sogar exakt. Des Weiteren erhalten wir mit Bemerkung (2.15) die Beziehungen

hjomiy=mioq] und ifoh;=pjoi,.

2. Definition von Abbildungen zwischen ext(-, N):
Fiir i = 0 definieren wir nun die folgenden Abbildungen:

n} tker(q; )im(q;) — ker(h; )Am(h]), [¢p]— [x] ()],
I; :ker(h;, )Aim(h;) — ker(p], )Aim(p;), [p]— [ (P)].

Weiter sei

5; :ker(p!,)im(p}) — ker(q.,,)im(q},,), [¥1— &(1¥]) = [P]

(korrespondierend zum gestrichelten Pfeil in obigem Diagramm) wie folgt kon-
struiert: Zu [W] € ker(p}, )/im(p}) wahle ein ¢ € [¥]. Dann gibt es ¢' € F(P; x @;)
mit i (¢') = ¢, da 1} surjektiv. Es ist A, (¢') € F(P;11 x Q;+1) und weiter

(711°h74)@) = (P71 04NN = Py (@) =0,

d.h. a7, (¢") eker(i], ;) =im(n?, ). Zusatzlich ist 7}, | injektiv, und damit existiert

genau ein ® € FQ;,1 mit 77 () = hi+1(¢). Wir setzen dann §;([\W]) = [D].

3. Wohldefiniertheit der Abbildungen:
Wir beginnen mit ﬁ;‘. Sei e ker(q;f‘+1). Dann ist (h;‘+1 on;‘)((,b) = (n;‘+1 o q;‘+1)((p) =0
und somit 7 ([¢]) € ker(h ,)im(h?).
Weiter sei [¢]=[0], d.h. ¢7(¢') = ¢ fiir ein ¢’ € FQ;_1. Wir wenden n auf dieses ¢
an und erhalten 7 (¢p) = (7} 0o g} )(¢") = (h] on}_NP") €im(h}), d.h. 7] ([¢p]) =[0].
Der Beweis fiir 17 14uft ganz analog.

Betrachte nun ;. Mit den Bezeichnungen aus der Definition gilt
(171500 ) @) = (A7 5077, )P) = (hj 50 h:+1)((p,) =0

und damit (wegen 7, injektiv) ® € ker(q;,,), d.h. [®] € ker(q], ,)/im(q, ).

Bei der Bildung von [®] haben wir zwei willkiirliche Wahlen getroffen, ndmlich
¢ €[¥]und ¢’ € F(P; x @;) mit ¢} (¢") = ¢. Wir zeigen nun die Unabhéngigkeit von
[@] bzgl. dieser Wahlen.

Sei dazu zunéchst ¢ € [¥] fest und [¢'],[¢'] mit ¢} (¢) = 1*(¢') = ¢. Damit gilt nun
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¢’ - ¢' eker(t}) = im(r}) und wir wihlen f € FQ; mit 7} (f) = ¢' — §'. Weiter erhal-
ten wir

hin (@' = @)= (i om))F) = (7,107, (). (4)

Wie in der Definition von §; beschrieben, finden wir eindeutige ®,® € FQ, 1, die
nf, (@) =hl (@) bzw. wr (D) = R}, ,(¢") erfiillen. Mit Gleichung (4) ergibt sich
wr (@-D)=h}, (¢ —¢") = (], 0q}, )(f) und somit (wieder wegen 7}, injektiv)
O-d=q7 (f),dh [®-DI=[q} ,(NI=I0]

Weiter zeigen wir die Unabhéngigkeit von der Wahl von ¢ € [W]. Sei also ¢ so, dass
¢=¢+pi(f) firein f € FP;_; ist. Da 1} | surjektiv, gibt es g € F(P;_1 x Q;_1) mit
f=u ,(g). Esfolgt =d+(p}oir )g)=d+(}oh})g). Wahle nun © € F(P; x Q;)
mit 17 (0) = ¢ und definiere O := ©+ A7 (g). Damit 1*(0) =1*(®) + (] oh;)(g) = ¢ und
wir erhalten weiter A7 ,(@)=h7 (©)+(h] oh})g)=h], ,(B). Da wie oben gezeigt
die Bildung von [®] unabhéingig von der Wahl von O ist, folgt nun insgesamt die
Wohldefiniertheit von §;.

4. Linearitat der Abbildungen:
Die Abbildungen 7] und i} erben die Linearitét von den Funktionen 7 bzw. ¢ .
Zu zeigen ist also, dass §; linear ist. Seien dazu [W],[W'] € ker(p?,,)/im(p}) und
¢ € [V],¢' € [P']. Dann ist ¢ + ¢’ € [Y]+[V'] und wir wihlen 0,0’ € F(P; x ;)
mit 17 (@) = ¢,.7(0") = ¢'. Damit ergibt sich 1](@ +0') =17(0) +1(0) = ¢ + ¢’ und
wir nehmen ®,®’' € FQ;,1 mit n} (®) = h’, (0),7] (D)=~ (O). Wir erhalten
6;([PYD)+6;([¥']) = [®] +[P'] und wegen

h: (©+0)=h} (©)+h} (O)=1' (D) +7}, (D) =1} (D+D)

i+1 i i+1 i+1 i+1

sowie der Injektivitat von 77 ; auch §;([¥V +V']) = [®]+[D'] = [® + D'].
Ist d € 9, so folgt die Behauptung d6;([W]) = 6;(d[W]) dhnlich wie bei der Addition,
indem wir zu ¢ € [V] auch d¢ € [d V] wahlen.

5. Exaktheit:
Es bleibt nun zu zeigen, dass die Sequenz

6i—1 i m i i i di i+1 i
- — ext'(M3,N) — ext'(Mg,N) — ext'(M1,N) — ext' "(M3,N) — ---
tatséchlich exakt ist. Da dieser Beweis in einer recht technischen Diagrammjagd

ausufert, welche dhnlich zur Wohldefinierheit von §; verlauft, verweisen wir fiir
Details auf [Rot09] Satz (6.10). a
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§ 3 Dimensionen von Ringen und Moduln

— Projektive Dimension —

(3.1) Definition
Es sei 2 ein Ring und M Links-2-Modul, N Rechts-Z2-Modul.

1. Die projektive Dimension von M ist die minimale Lénge einer projektiven Links-
auflosung von M. Wir bezeichnen diese mit Ipd(M). Falls all solche Auflésungen
unendliche Lange besitzen, setzen wir lpd(M) = co. Analog ist die projektive Di-
mension von N die minimale Linge einer projektiven Rechtsauflésung von N,
bezeichnet als rpd(V).

2. Fiir den Ring 9 definieren wir

1pd(2) := sup{lpd(M) | M Links-2-Modul}

die projektive Linksdimension von 2. Analog ist

rpd(2) := sup{rpd(N) | N Rechts-ZModul}

die projektive Rechtsdimension von 2.

3. Falls rpd(2) = 1pd(2) gilt, so nennen wir diese Zahl globale Dimension von 2,
bezeichnet als gld(2). o

Aus den Definitionen folgt sofort fiir alle Links- (bzw. Rechts-)Moduln M:
Ipd(M) <1pd(2), bzw. rpd(M) < rpd(2). (5)

Bei Betrachtung der Sequenz

0—-Py—M—0 (6)
mit Py projektiv erkennt man: Ist (6) exakt, so ist M = Py, also M projektiv. Falls M nun
projektiv, so setze Py = M und obige Sequenz ist exakt. Wir halten also fest:

M projektiv < lpd(M) = 0.

Wir geben erste Eigenschaften der projektiven Dimension fiir einen Noetherschen Ring
an:

(3.2) Satz
1. Ist 2 Noethersch, so gilt 1pd(2) = rpd(2) ([Rot09], Prop (8.28)).
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2. lpd(M) =sup{i e Ny | extf@(M,@) # 0} ([Bjo93], A. IV, Remark 1.4). o

Es ergeben sich einige unmittelbare Folgerungen:

(3.3) Folgerung
Ist 0 # 2 ein Noetherscher Ring und M ein Links-2-Modul, so gilt

1pd(2) < n = ext!(M,2) =0

fiir alle i > n und Links-2-Moduln M. Analog fiir Rechts-2-Moduln N und rpd(N). ¢

Beweis
Ist M ein Links-2-Modul, so folgt nach Voraussetzung und wegen (3.2.2):

n =1pd(2) = Ipd(M) = sup{i € Nlext,(M,2) # 0}.

Damit ist ext!(M,92) = 0 fiir i > n. O

(3.4) Folgerung
Es sei
0O—-M-M-M'—-0

eine exakte Sequenz von 2-Moduln und M projektiv. Dann gilt fiir alle 2—Moduln N
die Isomorphie
ext H(M",N) = ext’,(M',N)

fir allei>1. o

Beweis
Da M projektiv, ist 0 =1pd(M). Ist i = 1 so ist wegen (3.3) extf@(M ,IN)=0. Anwenden von
(2.21) liefert

0— ext, (M, 2) — extl,(M',2) — 0

exakt und somit extgr M 9)= extf@(M ' D) wie gewiinscht. O

(3.5) Definition

Es sei R € 2P*9 eine Matrix. Ist S € 2'*P mit SR =0, so wird S als Linkssyzygie von R
bezeichnet. Gilt sogar im(-S) = ker(-R), so heiit das Erzeugnis der Zeilen von S Links-
syzygienmodul von R und wir schreiben S = LSyz(R). Analog sagen wir zum Erzeugnis
der Spalten einer Matrix S mit im(S-) = ker(R-) Rechtssyzygienmodul und schreiben
S =RSyz(R). o
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(3.6) Bemerkung
Sei R € 27*P eine Matrix, zu der es eine weitere Matrix X € 27”7 gibt mit RX =1,. Ist
S = LSyz(R), so gilt

S=S8I,=SRX=0X=0.

kurz: R rechtsinvertierbar = -R injektiv < alle Linkssyzygien sind 0. o

Wir wollen uns nun der Bestimmung der globalen Dimension eines Moduls widmen.
Falls diese endlich ist, konnen wir dazu das folgende Lemma nutzen:

(3.7) Lemma
Es sei M ein Links-2-Modul und

Rm

0—glpm L B2 gl 1 glao 2 pr

eine endliche freie Auflésung von M. Dann gilt:
1) Ist m = 3 und existiert eine Rechtsinverse S,, € Pm-1*Pm yon R,,, dann ist
’Tm—l Rm—S ..

0— glxpm-1 g1 Pm-2+Pm) M G1xPm-3 _ . ﬂ, gl*po X 1 - 0 (7

ebenfalls eine endliche freie Auflésung, wobei

T1= (Rm_l Sm) und T,,_5 = (R’”‘z).

0

2) Ist m = 2 und existiert eine Rechtsinverse Sg € 2P1*P2 yon Rg, dann ist
0 — @lxp1 T_l,glx(p0+p2)'7_°,M_,0 (8)

ebenfalls eine endliche freie Auflosung, wobei

T1=(R1 Sz) und T0=(g). <

Beweis
(vgl. [QRO7], Prop.20))
Fur m = 3 gibt es drei Gleichungen zu beweisen:

a) 0=1m(0) =ker(-T,,-1)

b) im(-Ty,—1) = ker(-T),_2)
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¢) im(-Tp,2) = ker(-R,,_3)

a) Es sei y e ker(-T),-1), also 0 = yT),_1 = y(Rm_l Sm) = (yRm_l ySm). Insbesonde-
re ist damit y € ker(-‘R,,—1) = im(-R,,). Somit existiert ein x € 21*P» mit y = xR,, und
damit 0 = ¥S,, = xR,,S,, = x, woraus wir wiederum y = 0 folgern konnen. Die andere
Inklusion ist klar.

b) Zu y € im(-T,,_1) gibt es ein x € @1*Pm-1 mit y = xT,,_;. Dann gilt

R,,_
VYTm-2=xTp 1Thn-2=x (Rm—l Sm) ( 0 2) =x(Rpy-1Rm-2+0)=0,

da im(-R,,_1) =ker(-R,,_2), womit im(-T,_1) € ker(-T',,_9) gezeigt ist.
Fiir die andere Inklusion seien a € 21*Pm-2 p e @1*Pm_ g0 dass [a b| e ker(-Tp,_9), d.h.
0= (a b) Ty = aRpm_o. Daim(-R,,_1) = ker(-R,,_s) gibt es x € D1*Pm-1 mit a = xR p_1.
Definiere y = x — xS, Rm + bRy, € 21*Pm-1_ Dann gilt:

yTm1 = (x—28,Rp+bRy) (Rm_1 Sm)
((x — %S, Ry +bRy)Rm-1 (x—2S, R+ me)Sm)

(me_1 — xS, RRyy1+bRmRp 1 %S, —xS, RS, + meSm)

(me_l xSm—xSm+b):(a b),

wobei die Gleichungen R,,S,, = I, und R,,R,,_1 = 0 verwendet wurden. Also haben
wir auch (a b) eim(-Th,_1).

¢) Zu y € ker(-R,,_3) gibt es ein x € 21*Pm-2 mit
R,,_
y=xR;,_9= (x O) ( m 2) eim(-Tp,—2),
0
was ker(-R,,_3) €im(-T,,_o) zeigt. Weiterhin ist

Tm—2Rm—3 = 0

Rm—2Rm—3) -0

insgesamt also ker(-R,,_3) =im(-T,_2) . Der Beweis zu m = 2 verlauft sehr d4hnlich. O

Lemma (3.7) ist nur ein Spezialfall des folgenden Satzes:
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(3.8) Satz
Es sei M ein Links-2-Modul, welcher eine endliche projektive Auflosung der Léange

n =1 besitzt: ; .
0—p,np i d2p Y p T L.

Dann gilt Ipd(M) = n genau dann, wenn d,, keine Rechtsinverse besitzt. o
Beweis

siehe [Lam99] Prop (5.11). a
Es bleibt noch den Fall der globalen Dimension 0 eines Moduls zu untersuchen:

(3.9) Lemma

Es sei M = coker(-R) mit R € 29*P. Ist R rechtsinvertierbar, so ist lpd(M) =0, d.h. M
projektiv. Ist -R injektiv, so gilt auch die Riickrichtung. o
Beweis

Ist R rechtsinvertierbar, so gilt im(R-) = 29 und mit Bemerkung (3.6) auch -R injektiv.
Dann ist die Sequenz

exakt und damit eine freie Auflésung von M. Damit gilt ext?@(M ,2)=0, falls i >1 und
auch ext;Z(M,@) =ker(0)im(R-) =2/2? = 0, woraus lpd(M) = 0 folgt.
Ist -R injektiv, so ist (9) wieder exakt. Nach Voraussetzung gilt

0 = ext (M, 2) = ker(0)im(R-) = 2?/im(R-),

d.h. im(R-) = 29 und somit R rechtsinvertierbar. O

(3.10) Bemerkung

Die unnotig starke Voraussetzung -R injektiv fiir die Riickrichtung in obigem Lemma
kann durch M besitzt eine endliche freie Auflosung ersetzt werden (siehe [QR07] Pro-
position 14 und Lemma 16). o

Mithilfe der Aussagen (3.7) bis (3.10) kénnen wir einen Algorithmus zur Bestimmung
einer kiirzesten freien Auflosung und der globalen Dimension eines endlich prasentier-
ten Moduls geben, sofern diese endlich ist:

3.1.1 Algorithmus: projektive Dimension

Input: Ein Links-2-Modul M mit existierender endlicher freien Auflosung, endlich pra-

sentiert durch R € @P1*Po,

Output: Eine endliche Auflosung kiirzester Lange von M, sowie lpd(M).
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Start: 21P1 L glpo I b1 .
if R rechtsinvertierbar then
return 0— 2P0 5 M — 0, Ipd(M) = 0
else if LSyz(R1) = 0 then
return 0— 21 BLglwe I pr o pd(M) =1
else
i—1
Ry — LSyz(R1)
repeat
i—i+1
if R; rechtsinvertierbar then
if i=2 then
return (8), lpd(M)=1
else
return (7), lpd(M)=i-1
end if
else
R;.1 — LSyzR;)
end if
until R;,1 =0
return 0— @i Zi . B2 gl B gl Ipr o 1pd(M) =
end if

(3.11) Bemerkung

Die Berechnung von Syzygien, sowie das Priifen von Invertierbarkeit und Bestimmen
einer Inversen ist bereits fiir eine grofle Klasse von Ringen in SINGULAR implemen-
tiert. Die notigen Verfahren basieren auf einer Grobnerbasis-Theorie, wie sie in [Lev05]
1.1 ndher beschrieben wird. Dort werden auch sogenannte G-Algebren eingefiihrt. Dies
sind Ringe der Form K(x1,...,x,) fiir einen Korper K in denen bestimmte Relationen
aus einer Menge I gelten miissen (vgl. die Bildung der Weylalgebra in Beispiel (2.7)).
Weiterhin brauchen wir eine Wohlordnung <, um Elemente aus der entstandenen Alge-
bra zu vergleichen, welche noch weitere Bedingungen erfiillen soll (eine genaue Defini-
tion von G-Algebren findet sich ebenfalls in [Lev05] Def. (1.3.2). Dort wird auch gezeigt,
dass diese Links- und Rechts-Noethersch sind). Die in SINGULAR implementierten
Routinen SYZ, LEFTINVERSE und (fiir spatere Zwecke gebraucht) LIFT funktionieren fir
alle G-Algebren. Unter diese Klasse von Ringen fallen auch die in dieser Arbeit haupt-
sédchlich betrachteten, wie kommutative Polynomringe und Weyl-Algebren. In [Lev05]
(1.3.9) wird noch eine Vielzahl anderer Ringe genannt, die die oben genannten Voraus-
setzungen erfiillen und in denen die hier vorgestellten Algorithmen Ergebnisse liefern
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sollten. o

(3.12) Beispiele
1. Es sei 2 = A,(K) mit den Variablen x,y,d,,d, und M = 2V3/213R mit

0 d, dy
R=|-d;+d, —dy —dy
-dy+d, —-dy—d, -2d,
Die Zeile Ry = (1 -1 1) erzeugt den Linkssyzygien Modul von R, woraus wir

folgern, dass R nicht rechtsinvertierbar ist. Damit gilt 1pd(M) > 0. Nun ist aber
T
R rechtsinvertierbar (z.B. durch (1 0 0) ) und wir bilden

0 d, dy 1
R=|-d.+d, —dy -d, O
-dy+d, —-dy—-d, -2d, 0
Nach (3.7.2) ist dann ]
0_ g3 B glxa _ ar

eine projektive Auflésung von M und somit lpd(M) = 1.
(Bem.: M = 2V3/9V3R = 91*4/913R )

2. Betrachte nun die transponierte Matrix aus obigem Beispiel, d.h. M = 21*3/91*3T
mit T = RT. Diesmal ist eine Linkssyzygie durch Ts = (—dx dy —dy) gegeben,
welche nicht rechtsinvertierbar ist. Nach (3.18) ist A,,(K) ein Bereich, und so ist
es leicht zu sehen, dass T'5 keine weitere Syzygie auller 0 besitzt. Somit haben wir
die projektive Auflésung

09 g3 R 18 _ g

und lpd(M) = 2.

3. Es gibt durchaus Beispiele, in denen die projektive Dimension eines Moduls (und
damit wegen (5) auch die eines Ringes) unendlich sein kann:
Nehmen wir zum Beispiel den Ring 2 = 72/47, R =2 und M = 2/im(-R). Dann gilt
LSyz(R) = 2 und damit ist

292929 2% 9m(R)—0
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eine Auflésung, welche nie endet, d.h. lpd(M) = gld(2) = co.

Nun kénnte man vielleicht auf den Gedanken kommen, dass man unter der Vor-
aussetzung, dass 2 ein Bereich ist, auf die Endlichkeit der projektiven Dimensi-
on schlieflen kann. Leider ist auch dies nicht der Fall: Betrachte dazu das Ideal
I = (x® - y?) € R[x, y] und 2 = Rlx,y)/I. Nach einer kleinen Rechnung kann man
sehen, dass x® — y2 ein Primelement in R[x, y] ist, und somit ist 2 ein Bereich.

Weiter sei R = [(_—yz

N ;)] € 222 sowie M = 21*2/2V2R . Dann gilt:

—x2 -2y 2y—x2y —x3+y

_ _ 2 .3
RZ:[( Y i)][( Y x)]:[(y ¥ yx”g)]:m

und damit LSyz(R) 2 ([(—y x)], [(—x2 y)]>-
Sei [(a b) 1€ LSyz(R). Dann muss

[0] = [(a b)]R = [(—ay—bx2 ax+by)]

gelten, was zu den Gleichungen

—ay-bx? = c(x®-y? (10)
ax+by = dix®-9y?) (11)

dquivalent ist, wobei c,d € K[x, y] geeignete Polynome darstellen. Multiplizieren
von Gleichung (10) mit x und (11) mit y und anschlieBendes Addieren liefert

—b(x® - yz) =(cx+ aly)(x3 - y2)

und da K|[x,y] Bereich, schliefllich

b=-cx—dy.

Analog bringt die Multiplikation mit y von (10) und mit x? von (11)

a(x® = y2) = (cy + dx®)(x® - y?)

und wieder unter Benutzung, dass K[x, y] ein Bereich ist

a=cy+dx’.

Insgesamt erhalten wir also

o B)1=clly —xp+di(x? -y)1
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was uns LSyz(R) = ([(—y oc)],[(—ac2 y)]> zeigt.
Damit ist R # 0 zu sich selbst Linkssyzygie und

‘R ‘R ‘R ‘R b4
“._>@1><2_>@1><2_>.“_)@1X2_)M_)O

ist eine freie Auflosung unendlicher Lénge. Da R wegen Bemerkung (3.6.2) keine
Rechtsinverse besitzt, folgt damit auch hier lpd(M) = oco. o

Wie in obigem Beispiel gesehen, gibt es Ringe, in denen die globale projektive Dimensi-
on unendlich ist. In den in dieser Arbeit hauptséchlich betrachteten Ringen bekommen
wir damit allerdings keine Probleme:

(3.13) Beispiele
Es sei K ein Korper der Charakteristik 0O:

1. Fur 2 =Klxq,...,x,] gilt gld(2) = n ([Rot09], Th. 8.37).

2. Esist gld(A,(K))=n ([Bha73], Cor 2.6). o

— Allgemeines iiber Filtrierungen —

Bevor es um den Spezialfall der Reinheitsfiltrierung eines Moduls geht, wollen wir zu-
nichst allgemeine Definitionen von Filtrierungen eines Moduls geben:

(3.14) Definition
[MRO1] Es sei 2 ein Ring. Weiter seien (T;,+),i =0,1,2,... Untergruppen von &, welche
folgende Bedingungen erfiillen:

i) T;T; < T;,; fir alle Paare (i, j),
ii) T; < T; fur alle i < j,
i) UT; =92.

Dann wird {T'; | i € N} Filtrierung von 2 genannt. Falls eine solche existiert, nennt man
2 einen gefilterten Ring. o

(3.15) Beispiel
Es sei 2 =Klx1,...,x,] fir einen Korper K und p € 2. Stelle p in der Form

p=) ayx’ (12)

n
veNy
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dar, wobei nur endlich viele a, € K ungleich 0 sind und x" := H?le;’i. Wir definieren
den Totalgrad von p durch

tgrad(p) = max{|v|=vi+---+v, | 0 #a, kommt als Koeffizient in (12) vor }.

Dann ist durch
T,={pe |tgrad(p)<i}l,ieN

eine Filtrierung von 2 gegeben. Diese wird Gradfiltrierung von K[x1,...,x,] genannt. ¢
(3.16) Definition

Es sei 2 ein Ring. Falls es eine Familie T; € 9,1 € N gibt, so dass T'; Untergruppen von
(2,+) sind und zusitzlich die Bedingungen

1. T,T;cT;y; fir alle i, j € Ny

2. D2=@nen, Tn
erfiillt sind, so heiit &2 ein graduierter Ring und {7T',} Graduierung von 2.
Ein Element ¢ € T, wird homogen vom Grad n genannt. o
(3.17) Bemerkung
Ist 2 ein graduierter Ring mit Graduierung {T;}, so setze M; = To®--- & T;. Dann ist
{M;} eine Filtrierung und damit & ein gefilterter Ring.
Sei andersherum 2 ein gefilterter Ring mit Filtrierung {T';}. Wir setzen My = Ty und
M; =T;/T;_; fur i = 1. Dann nennen wir den Ring M := &,cn,M; den zu & assozierten,
graduierten Ring, kurz M = gr(2).
Damit M tatsichlich zum Ring wird, definieren wir eine Multiplikation auf M: Es sei
s € 2. Dann gibt es ein i € N mit s € T; \ T;_1 (wir sagen s ist vom Grad i). Sei nun
[sl=s+T;_1€M; die Restklasse von s in M; und ¢t € 2 vom Grad j. Wir definieren

[sllt]=st+T;rj1€M;,;.

Dies ist wohldefiniert, denn sei s =s'+b,t =¢'+cmit b€ T;_; und c€ T';_1, so ist

st=s't' +s'c+bt' +bc=s't' +d

mitd =s'c+bt' +bceTiyj_1, dh. [slt]=[s"l[t'1€e M, ;. o

(3.18) Beispiel
1. Im Setting von Beispiel (3.15) setzen wir My =Ty und M; = T';/T;.1 fiir i € N. Dann
sind M; die Untergruppen von 2, welche alle Monome vom Totalgrad i und deren
K-Linearkombinationen beinhalten. Damit ist

gr(@)=MoeoMoMo®---=9D.
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2. Es ist ein wohlbekanntes Ergebnis (siehe z.B. [Bj679], Prop (1.2)), dass sich jedes
p aus der n-ten Weyl-Algebra A, (K) eindeutig als endliche Summe

p= Z avxkyl (13)
(k,1)=veN2"

mit @, € K schreiben ldsst (mit anderen Worten: Die Menge {x*y' | (k,1) € I\Ig”}
bildet eine K-Basis von A,,(K)). Auch hier definieren wir einen Grad fiir Elemente
aus A, (K), analog zu dem aus Beispiel (3.15):

grad(p) =max{|v|=|l|+|k| =11+ -+l +k1+ kg |
0 # a, kommt als Koeffizient in (13) vor }.

Eine leichte Rechnung zeigt (unter Benutzung der Relationen aus I), dass die
Formel

grad(pq) = grad(p) + grad(q)

fir alle p,q € A, (K) gilt (hieraus kann insbesondere auch gefolgert werden, dass
A, (K) ein Bereich ist).

Wir wollen nun einen graduierten Ring von A,(K) bestimmen. Ahnlich wie im
letzten Beispiel, setzen wir

T;={peA,(K)|grad(p)<i},i e N.

Dann ist {T;} eine Filtrierung von A,(K), welche als Bernstein Filtrierung be-
zeichnet wird.
Bemerkung (3.17) folgend, seien

M; =T;/T;_1 und damit gr(A,(K)) = @Mi,
1eN
mit der oben beschriebenen Multiplikation. Damit ist gr(A , (K)) ein kommutativer
Polynomring: Fiir 1 < j <n sind x;,y; € T1 \ Ty, d.h. [x;][y;] € M3 und weiter
[xJ][yJ] =X;y; +T1 = yjx;+ 1+T1 = yjx;+ T, = [yJ][xJ] <

Aber nicht nur Ringe 2 konnen eine Filtrierung besitzen, sondern auch 2-Moduln M:

(3.19) Definition
Es sei 2 ein Ring mit Filtrierung {T; | i € Ng} und M ein Links-2-Modul. Fiir i € Ny
seien (M;,+) Untergruppen von M, welche die Eigenschaften

1. T;M; < M,,; fur alle Paare (i, ),
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2. MigMj firi<j,
3. UleNOMl :M

erfiillen. Dann heiBit {M; | i € N} Filtrierung von M und M selbst wird als gefilterter
Modul bezeichnet. o

Ziel dieser Arbeit wird es sein, eine spezielle Filtrierung eines gegebenen Moduls M zu
geben, die sogenannte Reinheitsfiltrierung. Genaueres folgt in Kapitel 5.

— Gelfand-Kirillov Dimension —

Wir wollen nun einen weiteren Dimensionsbegriff fiir speziell gefilterte Ringe und Mo-
duln einfithren, welche als Gelfand-Kirillov Dimension (kurz GKdim) bezeichnet wird.
Ausgangslage hierfiir sind speziell gewéhlte Filtrierungen:

(3.20) Definition
Es sei K ein Korper und 2 eine K-Algebra mit Filtrierung {7T;} und M ein Links-2-
Modul mit Filtrierung {M;}.

1. {T;} wird als Standardfiltrierung bezeichnet, falls To = K und 77 = T}, fir alle
n €N gilt. Weiter ist {M;} eine Standardfiltrierung, falls M,, = T, M erfiillt ist, fir
alle n e N.

2. Wir nennen die Filtrierung {T';} (bzw. {M;}) endlichdimensional, falls die K-Dim-
ensionen der T fiir alle i € N endlich ist (bzw. die K-Dimensionen der M;). o

(3.21) Bemerkung
Die Menge T7 soll hier als additiv abgeschlossene Menge gebildet werden, d.h wenn
x,y €T}, dann auch x +y e T7. o

(3.22) Beispiel
Wir betrachten wieder die Filtrierung aus Beispiel (3.18.2) fiir A,,(K). Diese ist endlich-
dimensional (sieche Lemma (3.24)). Wir zeigen, dass sie sogar eine Standardfiltrierung
ist: Es gilt

To={peA,(K)|grad(p)<0} =K.

Weiter ist Ti = T;: Dass jedes Produkt von i Elementen vom Grad < 1 ein Element
mit Grad < i ergibt ist klar aufgrund der Gradformel, also T% < T;. Wihle nun ein
beliebiges p = Z(k,l)zve,\%navxkyl €T;, d.h. a, =0 fiir alle v mit |v| > i. Da x;,y; € T fiir
allel<j<nist

avxkyl :avixlxlxl}ixnxnxn)g/lylyllg’nynyrbe Ti

k1 mal k, mal /1 mal [, mal
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furallev=(%,l)€ N(z)” mit |v| < i. Weiter soll Ti additiv abgeschlossen sein und da alle in
der Summe von p vorkommenden Terme in 7] vorkommen, ist auch die Summe selbst
und damit p € T7.

Analog ist die Filtrierung aus (3.15) eine endlichdimensionale Standardfiltrierung fiir
Klx1,...,x,1 o

Es sei nun f :Ng — R>! eine Funktion. Zu jeder solcher Abbildung definiere die Zahl

y(f) :=limsup(log(f(i))/1og(i)) € R U {oo}.
1—00
(3.23) Definition
Seien & eine K-Algebra und M ein Links-2-Modul mit zugehorigen endlichdimen-
sionalen Standardfiltrierungen {T';} fiir 2 bzw. {M;} fur M. Dann gibt es Funktionen
f:No — R*! und g:N— R=! mit f(n) = dimg(T,) und g(n) = dimg(M,). Wir definieren
die Gelfand-Kirillov Dimension

GKdim(2) := y(f) bzw. GKdim(M) :=y(g)

von 2 bzw. M. o

(3.24) Lemma

Es sei K ein Korper, n € Ny und s € N. Weiter sei T, der K-Vektorraum, welcher die
Menge M1 = {x¥ | |v| < n,v € N°} aller Monome vom Grad < n in s Unbestimmten als
Basis besitzt und V,, der K-Vektorraum, dessen Basis durch My = {x" | |v| = n,v € N}
gegeben ist. Dann gilt:

1. dim(T,) = (")

2. dim(V,) = ("1 o

Beweis
Betrachten wir zunéchst die Aussage fiir V,, und beweisen diese per Induktion tuber s.
Wir wollen zeigen, dass

dim(Vy,) IMa| =l{x" | [vI]=n,veN}

$ +s-1
|{(vl,...,vs)|Zw=n,vieNo}|‘¥(n i )
i=1 s—1

gilt. Fiir s = 1 gibt es nur die Moéglichkeit v1 = n zu wihlen, d.h. |[Ms| = 1. Einsetzen von
s =1 in der rechten Seite liefert ebenfalls 1 = ({).
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Sei nun s = 1 beliebig, wir zeigen die Aussage fiir s + 1. Es gilt:
s+1
\Ms| = H{(vi,...,vs11) | Y vi=n,v;eNg,i=1,...,s+1}]
i=1

. s
= |U{(V17"-7VS+1) | Zvi =n—Vst1,Vi €NO’l = 1,-~-,37Vs+1 :.]}l

j<n =1
n S

= Zl{(v1,...,vs)|ZVi:n_j,ViENO,i:1,...,3}'
j=0 i-1

v i n—j+s-1| [n+s

B = s—1 | s )

wobei die letzte Gleichung durch eine weitere leichte Induktionsrechnung iiber n ge-
zeigt werden kann.
Die erste Aussage folgt nun leicht aus der Tatsache, dass T\, = @}_,V; gilt, denn damit

n+s
s .

Man kann hier ebenfalls per Induktion iiber n argumentieren, um die letzte Gleichheit

dim(T,) = Y dim(Vy) = (L I 1) =

i=0 i—o\ s—1

zu beweisen. O

(3.25) Lemma
Es sei s e N und f(n) = ("}°) fiir n € N. Dann gilt y(f) =s.

Beweis

Esist f(n) = ("}°) = (';?;Ls!)! = (n+5)(”+ss_!1)"'("+1) = ’;—f +Zj.;éajnj fiir gewisse a; € R. Fiir n

hinreichend grof3 verhalt sich f(n) also wie ’;—,S Wir erhalten damit

s s-1

Y(f) = limsup(og(f(n))/log(n)) =1lim sup(log(n—Y + Z ajnj)/log(n))
n—0o0 n—oo S j=0
S
= lim sup(log(%)/ log(n)) = limsup((log(n)s —log(s!))/log(n))
= limsup(s —log(s!)/log(n)) =s. a
n—oo
(3.26) Satz
Fiir einen Korper K gilt:
1. GKdim(K[x1,...,x,]) =n.
2. GKdim(A ,(K)) =2n. o
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Beweis

Nach (3.22) sind die {7T';} aus Beispiel (3.15) bzw. (3.18) endlichdimensionale Standard-
filtrierungen mit

(**™),  falls 2 =Klx1,...,%,]

n

dim(T;) =1 .
{(‘;in), falls 2 = A, (K)

nach Lemma (3.24). Mit Lemma (3.25) folgen dann die Behauptungen. d
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§4 Cohen-Macaulay und Auslander-regulare Ringe

Wir wollen nun spezielle Arten von Ringen betrachten, in denen wir ein Verfahren ge-
ben konnen, um die Reinheitsfiltrierung zu berechnen. Dazu fordern wir gewisse Ei-
genschaften die unsere Ringe erfiillen sollen. Zunéchst ein weiterer wichtiger Begriff
bei der Untersuchung von Moduln:

(4.1) Definition
Fiir einen endlich erzeugten Links-2-Modul M mit lpd(M) = n fiir ein n € Ny definieren

wir
_ infli € N | ext! (M,2)#0}, falls M #0
Jo(M) = 0
00, falls M =0
die Gradzahl von M (analog, falls M Rechts-2-Modul). o

Die Wohldefinierheit der Gradzahl folgt aus (3.2.2), denn es ist ext"(M,2) # 0, falls
Ipd(M) = n. Ist 2 sogar kommutativ, so kann die Gradzahl auch ohne die Forderung,
dass M endliche projektive Dimension hat, definiert werden. Dies folgt aus [Eis95],
(Prop. 18.4):

(4.2) Satz

Es sei 2 ein kommutativer Ring und M, N endlich erzeugte 2-Moduln. Im Fall, dass
ann(N) + ann(M) = 9 gilt, so ist extfg(M ,IN) = 0 fiir alle i € Ng. Ansonsten gibt es ein
i € N mit ext;, (M,N) # 0. o

Wir betrachten in dieser Arbeit stets N =2 und damit ann(N) = 0. Also kann der erste
Fall obigen Satzes nur dann eintreffen, wenn ann(M) = 9 ist, in anderen Worten M =0
gilt. Also gibt es fiir endlich erzeugtes M # 0 stets ein i € Ng mit ext?@(M ,N)#0, falls 2
kommutativ ist.

(4.3) Bemerkung
Ist die projektive Dimension eines Rings endlich, so folgt aus (3.2.2):

0<jop(M)=<lpdM) < gld(2).

(4.4) Lemma
Sind M, M1, My Links-2-Moduln und

0—-M;—M-—-My—0

eine kurze exakte Sequenz, so gilt

Jo(M) =inf{jo(M1), jo(M2)}. o
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Beweis
Mit Lemma (2.21) erhalten wir eine exakte Sequenz

= ext/?M(My, D) — ext/2M(M, D) — ext’? M (M, D) — ---

Wire nun jo(M) <inf{jy(M1),jo(Ms)}, so folgt, dass

0 — ext/2?M™ (M, 9) — 0

exakt ist und damit ext/2?™)(M,2) = 0, ein Widerspruch zur Definition der Gradzahl
eines Moduls. U

(4.5) Definition

Es sei 2 ein Noetherscher Ring, dessen globale projektive Dimension endlich ist. Wir
nennen 2 einen Auslander-reguldren Ring, falls fiir alle endlich erzeugten 2-Moduln
M und alle Untermoduln N von ext?@(M ,9) die Ungleichung j(N) =i erfullt ist. o

Der nachfolgende Satz wird Grundlage sein, um einige wichtige Eigenschaften in Aus-
lander-regulédren Ringen festzuhalten. Ein Beweis zu diesem lasst sich in [Bj679], Seite
73 finden oder aber auch in etwas allgemeinerer Fassung in [Lev81].

(4.6) Satz

Es sei 2 ein Auslander-regulédrer Ring mit gld(2) = n und M ein endlich erzeugter 2-
Modul. Dann gibt es eine Kette von Untermoduln B_; von M (wobei B_; = 0 fir j > n)
mit M =By>B_1>2B_3>...2B_,, 20 und 2-Moduln @;, so dass

0—B_;/B_j_1— exté(exté(M,@)) —-Q;—0

exakt ist fiir alle 0 < j <n. o

Aus diesem Satz lassen sich nun einige Eigenschaften fiir Auslander-regulédre Ringe
zeigen:

(4.7) Lemma
Es sei 2 Auslander-regulir und M ein endlich erzeugter 2-Modul. Mit den Bezeichnun-
gen aus Satz (4.6) gilt:

1. ju(B_;) =1 fiir alle i € Ny.
2. jolext/?M(M,9),2) = jop(M).
3. ext! l(ext!(M,2),2) =0 fiir alle i > 1.

4. jy(ext!(ext’/2M™(M,2),2)) =1 +2 fiir alle I > ju(M). o

39



Reinheitsfiltrierung §4 Cohen-Macaulay und Auslander-regulédre Ringe

Beweis
Nach Satz (4.6) ist

0—B_;/B_; 1 = exté(ext&(M,@),@) -Q;—0

exakt und damit
B_;,/B_;_1=im() < ext&(ext&(M,@), D).

Mit der Auslander-Eigenschaft folgern wir jo(B_;/B_;_1) = i.
Ist i > n so ist die erste Aussage klar. Wir fithren den Beweis fiir 0 <i < n per riicklau-
figer Induktion. Sei also zunéchst i = n. Die Sequenz

0—-B_,.1—B_,—-B_,/B_,.1—0

ist exakt, wobei B_,,_1 = 0 und damit nach (4.4)

j@(B—n)

v

inf{j@(B—n—l),jQ(B—n/B—n—l)}
infloo, jo(B_n/B_n-1)} = ja(B_n/B_,_1) = n.

Fiir 0 <7 < n betrachte nun

0—-B_;,—B_(-1y—B-i/B_j-1y—0
und damit nach Induktionsvoraussetzung
. . o . v, ... .
J2(B—i-1) Zinf{j5(B_;),jo(B-j/B_;-1)} = inf{i,i -1} =i - 1.

Um den zweiten Teil zu zeigen, benutzen wir wieder die Auslander-Eigenschaft: Da
exté@(M)(M ,2) Untermodul von sich selbst, gilt jg(ext/2?M(M, D)) = jo(M). Weiter ver-
schwindet extf@(M ,9D) fur alle i < jo(M) und damit extf@(ext‘@(M ,9)) = 0. Mit der Se-
quenz aus (4.6) folgern wir B_;/B_;_1=0,d.h. B_; =B_;_1, falls i < jg(M).

Wire nun jg(extg(M)(M , D)) > jo(M), dann exté@(M)(extjé@(M)(M ,2),2) =0 und somit
auch B_j@(M) = B—j@(M)—l- Also ist B—j@(M)—l = B_j_@(M) =...= B_l = Bo = M und wir er-
halten mit dem ersten Teil jo(M) = jo(B_j, a)-1) = jo(M) + 1, ein Widerspruch.

Die dritte Aussage folgt sofort aus der Tatsache, dass ext’(M,2) Untermodul von sich
selbst ist und damit jg(ext!(M,2)) = i wegen der Auslander-Eigenschaft. Fiir den Be-
weis des letzten Teils verweisen wir auf [Bj693], A:2.4, da dieser einiges an Vorarbeit
(u.a. im Bereich der Spektralsequenzen) benotigt. a

In Auslander-reguldren Ringen erhalten wir nun eine stirkere Aussage von Lemma
(4.4):
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(4.8) Satz
Es sei 2 ein Auslander-regulédrer Ring und M, M, My Links-2-Moduln. Ist weiter

0—-M;—M-—-My—0

eine kurze exakte Sequenz, so gilt
Jo(M) =inf{jo(M1), jo(M2)}. o

Beweis
Wegen Lemma (4.4) bleibt jo(M) < inf{j4(M1), jo(M2)} zu zeigen. Ist jo(M1) = jo(Mo),
dann erhalten wir die exakte Sequenz

0 — ext/2 MM, ) — ext/? ™ (M, 2) — - -

und somit extg(MZ)(M,Q) #0, da sonst extg(MZ)(Mz,@) =0.
Es sei nun inf{j4(M1), jo(M2)} = jo(M1) und wir nehmen an, dass jo(M) > jo(M.) gilt.
Dann ist

0 — ext!? M (M1,2) - ext]? YV (Mo, 2) — extl? MV M, 2) — -

exakt und wir folgern extég(Ml)(M 1,2)=1m() < extg(MlHl(M 2,92). Durch die Auslander-
Eigenschaft gilt dann j@(ex‘d@@ MO (m 1,9)) = jo(M71) + 1, was einen Widerspruch zum
zweiten Teil von Lemma (4.7) darstellt. O

(4.9) Folgerung
Es sei 2 ein Auslander-regulédrer Ring und M, N Links-2-Moduln.

1. Gibt es ein surjektives 7: M — N, dann gilt jo(M) < j5(N).
2. Ist N ein Untermodul von M so gilt jo(M) < jo(N). o

Beweis
Um 1. zu zeigen betrachte die Sequenz

0 —ker(m)— M = N — 0.

Da 7 nach Voraussetzung surjektiv ist, ist diese exakt und mit Satz (4.8) folgt

Jo(M) = inf{jg(ker(n)), ja(N)} < jo(N).

Fur den zweiten Teil der Aussage, betrachte die kurze exakte Sequenz

0—-N—M-—M/N—-0

und schlief3e analog. a
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Es folgt nun eine weitere interessante Eigenschaft, welche Ringe besitzen kénnen: ¢

(4.10) Definition
Ist 2 ein Noetherscher Ring, welcher die Gleichung

Jo(M) = GKdim(2) — GKdim(M)

fiir alle Links-Z2-Moduln M erfiillt, so nennen wir diesen Cohen-Macaulay Ring. o

Der Nutzen eines Cohen-Macaulay Ringes beziiglich der Reinheitsfiltrierung wird im
folgenden Kapitel ndher erlautert.

(4.11) Bemerkung

Das Konzept eines Cohen-Macaulay Ringes im kommutativen Fall basiert auf den Be-
griffen der Tiefe und Krull-Dimension eines Moduls. Ist 2 ein lokaler Ring und M ein
endlich erzeugter 2-Modul, so nennt man diesen Cohen-Macaulay, falls die Gleichung
depth(M) = dim(M) erfiillt ist, wobei depth(-) die Tiefe und dim(-) die Krull-Dimension
von M bezeichnet. 2 selbst wird als Cohen-Macaulay Ring bezeichnet, falls er aufge-
fasst als Modul iber sich selbst Cohen-Macaulay ist (vgl. Definition 7.7.1 in [GP08]).
Mit 7.7.10 aus [GPO08] gilt fur alle Ideale I C 2 aus einem lokalen Cohen-Macaulay
Ring die Formel

dim(2) = dim(7) + depth(1).

Nach Definition ist dim(M) := dim(ann(M)) und mit I = ann(M) ergibt sich aus obigem
Zusammenhang
dim(2) = dim(ann(M)) + depth(ann(M)).

Im nicht-kommutative Fall wird die Krull-Dimension dim(:) durch die Gelfand-Kirillov
Dimension ersetzt, da diese algorithmisch besser zu berechnen ist. Identifizieren wir
nun die Tiefe von ann(M) als die Gradzahl j4(M), so erhalten wir die Formel aus De-
finition 4.10. Fir genaue Definitionen und Aussagen tiber die hier genannten Begriffe,
verweisen wir an dieser Stelle auf Kapitel 7 in [GP08] oder Kapitel 18 in [Eis95]. o

(4.12) Beispiel
Wegen den Ergebnissen aus Beispiel (3.18) konnen wir mit ([GZ93], Cor. 3.10) die fol-
gende Aussage treffen:

Ist K ein Korper der Charakteristik 0, so sind die Ringe K|[x1,...,x,] und A,(K) Aus-
lander-reguliar und Cohen-Macaulay. o
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§ 5 Reinheitsfiltrierung

— Reine Moduln und Reinheitsfiltrierung —

Gegeben sei ein endlich erzeugter Links-Modul M iiber einem Auslander-regulédren und
gefilterten Ring 2 mit gld(2) = n < co. Wir wollen uns nun eine spezielle Art von Fil-
trierungen von M ansehen, welche auf dem folgenden Begriff beruht:

(5.1) Definition ([Quall])
Ein endlich erzeugter Modul M wird j3(M)-rein genannt, wenn fiir alle Untermoduln
0# N < M die Gradzahlen von M und N iibereinstimmen. o

Aus der Definition ist sofort klar: Untermoduln eines reinen Moduls sind wieder rein.
Betrachten wir die folgenden Mengen: Fiir i =0,...,n seien

tiM):={meM | jop(Pm)=i}und ¢;(M):=0 falls i > n. (14)
Dies ist klarerweise eine absteigende Kette von Mengen:

toM)=Mot;(M)2to(M)2...2t,(M)2t,+1(M)=0. (15)
Wir setzen nun

My = t,s1(M)=0, M;=to(M)=M fir j =n und
M; th-ilM)={meM | jop(Dm)=n—i}firi=1,...,n—1.

(5.2) Lemma
Die oben konstruierten Mengen M; sind 2-Moduln und bilden eine Filtrierung von M .o

Beweis

Klar ist, dass UjenM; = M und M; € M fiir i < j gilt, da die M; eine in i aufsteigende
Kette von Teilmengen von M bilden, deren grofites Element M selbst ist. Wir zeigen,
dass die M; Untermoduln von M sind, woraus die Bedingung T;M; € M, ; fir alle
Filtrierungen {T';} von 9 folgt.

Sei also d € 2 und m € M;. Da 9m und 2dm Links-2-Moduln sind und 2dm < 9m
gilt, folgt mit Folgerung (4.9.2)

n—i<jop(@m)< jo(Ddm)

und somit dm € M;.
Es bleibt noch zu zeigen, dass die M; additiv sind. Dazu seien mi,mq € M;. Es gilt
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D(m1+mg) S Dmq+PDmg und wiederum mit Folgerung (4.9.2) erhalten wir die Bezie-
hung j5(2(m1+m9)) = jo(Dm1+Dms). Betrachte die beiden Sequenzen

0— DminDme s DmixDms 25 Dmi+Dme—0

0—Dmi % DmixDms 2> Dms—0,

mit den Abbildungen
f1:x— (x,x) g1:(x,y)—x—y
f2:1x—(x,0) g2:(x,y)—y.

Es ist leicht zu sehen, dass die obigen Sequenzen exakt sind. Wenden wir Lemma (4.8)
auf beide Sequenzen an, so erhalten wir

n—i < inflig@m1),jox(@ma)} L jo(@Dm1 x Dms)

-~
o

= inf{jup(Dmi1nDmy), jo(Dmi+Dmy)}
< Jo(@mi1+Dms) < jo(D(m1+myo)),

wie gewiinscht. a

Da die M; sich von den ¢;(M) lediglich durch Umnummerierung unterscheiden, werden
wir unser Augenmerk auf die ¢;(M) werfen, deren Eigenschaften sich dann leicht auf
die M; ubertragen lassen.

(5.3) Lemma
Es sei 92 ein Auslander-regulidrer Ring und M ein Links-2-Modul. Dann gelten die fol-
genden Aussagen:

1. M isti-rein < ¢t;(M)=M und ¢;,1(M)=0.

2. jo(t;(M)) =1, falls M endlich erzeugt.

3. exti@(exti@(M ,D),9) ist entweder 0 oder i-rein.

4. M ist jo(M)-rein genau dann, wenn ext?@(ext?@(M,@),@) =0 fir alle i # jo(M).

Beweis
1. Es sei M ein i-reiner Modul. Klar ist, dass ¢;(M) € M gilt, wir zeigen noch die
andere Inklusion. Ist 0 #m e M, soist 0 # 2m < M und damit jo(2m) = jo(M) =1
nach Definition eines reinen Moduls. Hieraus folgt m € ¢;(M) und m ¢ t;1(M).
Nun gelte ¢;(M) = M und ¢;.1(M) = 0 und es sei N ein Untermodul von M. Ist
0#neN, soist Zn < N und damit nach Folgerung (4.9.2) jo(N) < jo(2n). Nach
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Voraussetzung ist n € ¢;(M), aber n ¢ t; ,1(M), woraus wir j3(2n) =i folgern. Ins-
gesamt ist (wegen N € M)

Jo(M) = jo(N) < jo(Dn)=i= ju(M)

und damit j5 (M) = jo(N) wie gewuinscht.

2. Ist M endlich erzeugt, so auch ¢;(M), da 2 Noethersch. Seien m1,...,m, Erzeuger
von t;(M). Wir fuhren eine Induktion tber n: Ist M zyklisch mit Erzeuger m1,
so gilt jy(t;(M)) = jo(@m1) = i. Sei also n =1 und ¢;(M) = (m1,...,mu+1). Mit
M'=(m1,...,mp,) ist dhnlich zu Lemma (5.2)

0_’M,_’M,X@mn+]_—’@mn+1_’0

eine exakte Sequenz, woraus wir

v
Jo(M' xDmp.1) =inf{jo(Dm 1), jo (M)} = i

schlieBen kénnen. Da n: M'x9m .1 — M'+Pm, 1, (x,y) — x + y surjektiv, folgt
mit (4.9.1)
JoM' +Dmpi1) = jo(M' x Dmpq) =i

wie gewiinscht.

3. Es sei 0 # ext! (ext! (M,2),2):= N und P :=ext! (M,2). Da N #0, folgt jo(P) <
und wegen der Auslander-Eigenschaft j5(P) =i, d.h j3(P) =i. Damit gilt

Jalexth,(N,2)) = jolextl (ext!?"(P,2),2) 2 1 +2, fir alle | >i = jo(P)  (16)

wegen Lemma (4.7.4). Sei nun N’ € N ein Untermodul. Wegen der Auslander-
Eigenschaft folgt jo(IN') = i, wir zeigen noch j4(N') < i und nehmen dazu an, dass
l:=jp(N')>i gilt. Es ist

0—-N —N->N/N -0

exakt und wir wenden Satz (2.21) an, um die exakte Sequenz

extl, (N, 2) L ext) (N',2) £ ext {(NIN', )

zu erhalten. Daraus ergibt sich die weitere exakte Sequenz

0 — im(f) — ext),(N',2) £ im(g) — 0
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und wegen (4.7.2) schlieflen wir [ = j@(extg(N’,@)) = inf{j(im(f)), jo(im(g))}. Es
konnen somit zwei Fille auftreten: Einerseits kann wegen der Auslander-Eigen-
schaft

I = jo(im(g)) = jolextL "(N/N',2) = 1 +1

gelten, was offensichtlich einen Widerspruch darstellt. Falls aber [ = jo(im(f)), so
betrachte die exakte Sequenz

0 — ker(f) — extl, (N, 2) L im(f) — 0,

mit welcher j@(ext?@(N , D)) < jo(im(f)) folgt und damit insgesamt

l = jop(im(f)) Zj@(exté(N,@)) =2[+2

aus Gleichung (16), ebenfalls ein Widerspruch.

4. Der Beweis ist dhnlich zum letzen Teil und benutzt die Moduln @; aus Lemma
4.6. Genaueres findet sich in [Bj693], Prop. (2.6). a

Fur den folgenden Satz benétigen wir ein Standardwerkzeug der homologischen Alge-
bra, das sogenannte Schlangen-Lemma (siehe u.a. [Rot09] Cor.(6.12)):

(5.4) Lemma ([Rot09], 6.12)
Es seien A,B,C,A,B und C Moduln iiber einem Ring 2 und

0—=aA-1-p-%.¢C 0
RO
0 A—=B——C 0
f g
ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Dann gibt es eine exakte Sequenz der
Form
0 — ker(a) — ker(b) — ker(c) — coker(a) — coker(b) — coker(c) — 0.

Die Abbildung ker(b) — ker(c) ist hierbei durch glxer») gegeben. o

(5.5) Satz ([Quall])
Es sei 2 ein Auslander-regularer Ring, M ein endlich erzeugter Links-Z2-Modul und
t;(M) definiert wie in (15). Dann sind die Moduln ¢;(M)/t; .1(M) entweder 0 oder i-rein.c
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Beweis
Es sei P =t;(M)/t;11(M) # 0. Wir zeigen ¢;(P) = P und ¢;.1(P) = 0, woraus mit Lemma
(5.3.1) die Behauptung folgt. Ist p € P, so gilt Zp < P und damit j4(2p) = j»(P). Weiter
ist

00—t iM)—t;,(M)—P—0

exakt und mit Lemma (5.3.2)

i < jo(ti(M)) =inf{jo(P), jo(t, (M)} < jo(P) < jo(Dp),
also p € t;(P). Wir haben damit P € ¢;(P)< P, d.h. P =¢;(P).
Es seien nun

a:t{(M)—P, B:P— Plt;11(P)

kanonische Surjektionen. Dann ist

0 0
tiv1(M) ker(foa)
1 l9
idti(M)
0 0 tiM) ———t;(M)——0
ly O a O Poa

0—t;11(P) P—Lo PP ——0

0 0

exakt und kommutativ, wobei y die Nullabbildung und ¢;,:2 Einbettungen sind. Mit den
Beziehungen

ker(a) =im(i1) = ¢;+1(M), ker(y)=0,
coker(y) =t;+1(P)im(y) = t;+1(P) und coker(a) = P/im(a) =0

erhalten wir mithilfe des Schlangen-Lemmas (angewandt auf die horizontalen Sequen-
zen) eine weitere exakte Sequenz

0— t;1(M) = ker(Boa) 2 ;41 (P) — 0, an
mit 7 = id; 1) lker(a) = 1d¢,, (). Mit den Lemmata (4.8) und (5.3.2) ergibt sich

Joker(foa)) =inf{jy(t;+1(M)),jo(tir1 (PN} zi+1,

47



Reinheitsfiltrierung §5 Reinheitsfiltrierung

d.h. fiir alle m € ker(fBo a) gilt jo(@2m) = jy(ker(foa)) =i+ 1 und somit m € ¢;,1(M). Da
a(m) =0 fur alle m € t;1(M), folgt insgesamt ker(foa) = t;1(M). Aus der Exaktheit
von (17) erhalten wir schlief3lich

tiv1(P) im(7) = ker(f o a)/ker(ir) = ker(f o a)/im(r)

ker(foa)/tii1(M) =ker(foa) ker(foa)=0. a

— Berechnung der Reinheitsfiltrierung —

Wir wollen nun ein Verfahren konstruieren, um die Reinheitsfiltrierung eines Moduls
zu berechnen. Zunichst stellen wir unseren betrachteten mathematischen Rahmen auf:
Es sei 2 ein Auslander-regulidrer Ring mit gld(2) = n und M ein Links-2-Modul, end-
lich prisentiert von einer Matrix R € 29*P. Nach Lemma (4.7.3) gilt

ext’ Next!(M,2)) =0 (18)

fiir alle i = 1. Weiter wissen wir aus (2.13), dass immer eine freie Auflésung von M exis-
tiert. Da die Gradzahl von M nur von ext'(M,2) abhéngt, diese aber unabhéngig von
der Auflosung eines Moduls sind (Lemma 2.20), reicht es stets freie Auflosungen von M
in Betracht zu ziehen.

Wir folgen dem in [Quall] beschriebenen Verfahren und starten mit einer freien Auflo-
sung von M

'Rn+1 Rn

O____)@lxpn fn, .”_)@b(pz _'Eg)@lxpl ;EL@IXPO LM-’O,

loschen M und wenden homg(-,2) an, um den Komplex

Rn' Rn+1'
— R ——

0 — gPo i@ﬁl ﬁ@pz R_3, QPn 0 (19)

zu erhalten. Wir definieren die Objekte R0 =0, poo = po, No,0 = 27" und fiir
l1<k<n+1:

Rpir =Rk, Prk =Dk, Pk-1k = Pk-1, SOWie N}, , = coker(Ry, p-) = DP* 14 /Ry, , DP*-1k. (20)

Nun betrachten wir den Beginn einer freien Auflésung von Ny ;.:

Ry Ry oy

Ry Ry 1 Ry - T
gP-1k 2%, gpPok QPr-2k 0 pPr-1k B0 DRk —k’Nk,k -0 (21)

Unsere ext-Moduln lassen sich damit durch

ext,(M,2) =im(R; ;41-)Am(R; ;) (22)
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beschreiben. Weiter definieren wir die Moduln Nj_; ; := coker(Ry_j "), mit 1<k <n+1
und 1 <j<k. Esgilt

Np_j_1 =coker(Ry_j_14") = QP kim(Ry_j_1 1) = DP*7 Yk /ker(Ry—j ) S im(Rp_j 1°)

und damit ergibt sich die kurze exakte Sequenz

0— Nk—j—l,k — QPr-jk _’Nk—j,k — 0.

mit 2 =1,...,.n+1 und j=0,...,k—1. Diese werden wir spiter weiter untersuchen,
zunéchst wollen wir uns aber mit

0 — exto(M,2) — Noo = No,1 — 0 (23)
beschéftigen. Wegen N 1 = 2P%/im(Ry 1-) und

ext%(M,@) =ker(Ri-) =ker(R11-) =im(R 1) € QP! = @P00

ist diese Sequenz exakt. Da Ng o = 2P°° frei und somit projektiv ist, gilt rpd(Ng o) =0
und somit ist exté(No,o,Q) = 0 nach Satz (3.2.2). Wenden wir Satz (2.21) auf (23) an,
erhalten wir die exakte Sequenz

0 — ext? (No1,2) L 217700 £. ext? (ext® (M, 2)) 2 extl (No.1,2) — 0 (24)

wobei wir extf)@(@po’o,@) = homg (2P0, 9) = §1*Poo yerwendet haben (siehe Satz (2.1)).
Die Abbildung f wird hierbei gebildet wie im Beweis von (2.21) und ergibt sich damit
zu f = idexto@ (No.,,2)- Definiere nun

f: 2P0 fim(f) — extg (extd (M, 2)), [x]— g(x).

Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv, da

[x] = [0] & x € exty (No 1,2) = im(f) = ker(g) < g(x) = 0.
AuBerdem ist im(f) = im(g) = ker(h) und wir erhalten letztendlich die exakte Sequenz
0 — DV*P0/ext? (N 1,2) L ext? (ext? (M, %)) 2 extl (No1,2) — 0.

Seinuni=1und

fi:Ni; =275 im(R; ;) — Nj i1 =P im(R; j+1°)
x+im(R; ;) — x +im(R; ;11°)
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(die f; sind wohldefiniert, da im(R; ;-) € ker(R;;+1,,+1-) = im(R; ;+1-)). Dann ergibt sich
mit der Charakterisierung (22) die exakte Sequenz

0— exti(M,QZ) — Nj,; ﬁ> N;i:1—0.

Wende nun Satz (2.21) an um die exakte Sequenz

- — ext H(N; 141,9) — extly {(N; ;,2) — extl H(extl, (M, 2))
— extL (N; i+1,2) — extl,(N; ;,2) — extl (ext’, (M, 2)) — - -

zu erhalten und schliefle mit (18) auf
0 — extl,(N; ;41,2) — extl,(N; ;,2) > extl, (extl, (M, 2)), (25)

exakt fuiri=1,...,n.
Wir definieren nun die endlich erzeugten Moduln

T; :=ext,,(N;;,92), i=1,...,n.

Dann ist Ty = 21*P%0 (siehe (24)) und fiir i = 1 lesen wir an der Auflésung der N, ; die

Beziehung
T; =ker(-R ;)im(-R1 ;)

ab.

(5.6) Lemma
1. Furi=1,...,n gibt es Homomorphismen y;,1; und y; ;, so dass

Yi+1,i

0— Tivy 20 7y o extl (exti (M, 2),2) — coker(y; ;) — 0
exakt und coker(y; ;) isomorph zu einem Untermodul von ex’(:éz+ 2(N. i+1,i+1,9) ist.
2. Es gibt einen Homomorphismus yg o, so dass
id
0 — extQ (No.1,2) <> 21700 L2 ext? (extd (M, 2)) — ext2 (N11,2) — 0

exakt ist. <

Beweis
Ist 1 <i <n so nutze die Sequenz

0— Nk—j—l,k i @pk—f’k i Nk—j,k — 0.

50



Reinheitsfiltrierung §5 Reinheitsfiltrierung

Mit Lemma (3.4) folgt dann
ext M (Ny—j 1, D) = extl (Np—j-14,D) bzw. exts > (Nj—j 1, 2) = ext H(Ny_j-1£,2)  (26)
furallek=1,...,n+1und j=0,...,k. Setzenun 2 =i+ 1und j =0 um

exts {(Nis1,i41,9) = extl,(N; i+1,2)

zu erhalten. Analog ist extéZJFZ(NHl,Hl,@) = extgl(Ni,Hl,@).
Diese Isomorphien und die Definitionen der T'; eingesetzt in (25) liefert die gewiinschte
exakte Sequenz

0— Tiyg 225 Ty I extl (extl (M, 92),2) — coker(y; ;) — 0

mit
coker(y; ;) = extl (ext) (M, 2),2)/im(y; ;) = extl (ext’, (M, D), 2)/ ker(r;)
= im(7;) € extly (Vi 41,2) = extly 2(Nis1,iv1),

Der zweite Teil folgt aus (24) und der ersten Isomorphie aus (26) mit i =1, £ = 1 und
Jj=0. d

Sei nun y1:T1 — T die Identitiat und fiir 1 <i < n die Abbildungen y;,1;: Ti+1 — T}
gegeben wie in Lemma (5.6). Wir definieren Moduln M; durch

Mo=M, M;=(y100y21°-°Y;,i-1)(T;) und M, 1 =0. (27
Dann ist M; =T, da die y;.1,; injektiv sind und wegen y; ;_1(T;) € T;_1 gilt
M=My2M2My>2---2M,2M,.1=0.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass diese M; genau der Filtrierung aus (15) entspre-
chen. Dazu zunachst folgende Vorbereitung:

(6.7) Lemma
Es sei M ein endlich priasentierter Links-Modul iiber einem Auslander-reguliaren Ring
2 und M; wie oben definiert. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Firi=0,...,n existieren exakte Sequenzen

0— M1 =5 M; =5 extl (ext, (M, 2),2) == coker(e;) — 0,

mit coker(e;) isomorph zu einem Untermodul von extgr 2(N i+1,i+1,9), sowie
coker(e,—1) = 0 und coker(e,) = 0.
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2. M, = extl) (ext(M,2),2) und M,_1/M, = exts H(ext’ (M, 2),9).

3. M=M;,u.

4. Esist M; =0 oder jo(M;)=>i.

5. M;/M; .1 verschwindet oder ist i-rein, ; =0,...,n. o

Beweis
1. Um den ersten Teil zu zeigen, bemerke

M = 2"P%0im(-Ry 1) 2 ker(-Rg 1)Aim(-R1 1) = T,

denn damit
M/T; = (2P0 im(-Ry 1))/(ker(-Ro 1)im(-R1 1)) = 21 *P°0/ker(-Rg 1).

Nach Definition ist Ny 1 = coker(Rg1-), also gilt ext%(No,l,@) = ker(-Rg,1). Dies
eingesetzt in Sequenz (24) liefert

0 — M/T; L ext? (ext® (M, 2),2) £ ext (N1.1,2) — 0

fiir gewisse Abbildungen f und g. Mit

€0 : M — ext) (extd (M, 2),2), m— f(lm])

folgt dann die Exaktheit der Sequenz
0—T1 < M2 ext? (ext (M, 2),2) & ext? (N11),2) — 0

(es ist imG) = Ty = {m e M | [ml = 0} "2 {m € M | f(Im)) = 0)} = ker(eo) und
im(eg) = im(f) = ker(g)). Dies zeigt 1. fiir i =0. Zu i = 1 definieren wir den Isomor-
phismus

a;:T; — M;, t—(y100y21°-0Yii-1)t)

und weiter die Abbildungen

e M; — extl (extl (M, 9),2), m— vy,;oa; (m),

sowie tj+1: M;1 — M, die Einbettung von M;,1 in M;. Die y;; stammen hierbei
aus der exakten Sequenz

0— Tiyy 225 Ty I extl (extl (M, 92),9) — coker(y; ;) — 0
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von Lemma (5.6). Wir beweisen nun, dass die Sequenz

0— M1 5 M; 5 ext? (extl, (M, 2),2) - coker(e;) — 0

exakt ist, was die Behauptung darstellt. Die Injektivitédt von ;1 ist klar und es
gilt im(1; 1) = M; 1. Wir zeigen nun ker(e;) = M;,1. Aus der Definition von ¢; folgt
(yiioa; )m) =0, falls m € ker(e;), d.h. a; (m) e ker(y; ;) = im(y;,1,). Es gibt also
t€ Ty mit ai_l(m) =7v;+1,i(¢) und damit m = (a; 0y;41,)(¢) = @;+1(¢) € M.

Ist nun m € M, .1, so gilt

ei(m) = (yiioa;)m)=(yi0a; oajr1oa;})(m)
= (yi;o° ai_l o;0Yi+1,i© a;}l)(m) =(YiioYi+1,i° a;ll)(m) =0
und damit M;,1 < ker(e;).
Weiter gilt ai_l(M ;) =T; und somit
im(e;) = ;(M;) = (y; ;o a; )M;) = y; ((T;) = im(y; ;).
Also ist auch coker(e;) = coker(y; ;) und damit die letzte Sequenz exakt, sowie
coker(e;) isomorph zu einem Untermodul von extigjz(N i+1,i+1,2) nach Lemma (5.6).

Wegen gld(2) = n gilt dann extigjz(NHl,Hl,@) =0 firi=n-1, d.h. coker(c,,_1)=0
und coker(e,) = 0.

2. Aus M1 =0,coker(e,) = 0 und dem ersten Teil fiir i = n folgt

0—0— M, — extl (ext(M,2),2) — 0 — 0

exakt, also M, = ext%(ext%(M ,D),9). Weiter ist coker(c,,_1) = 0 und damit aus der
exakten Sequenz von Teil 1

extly (extl (M, 2),92) = im(e,-1) = M,_1/ker(e,—1) = Mp_1/im(t,) = My_1/M,,.

3. Fiir j(M) = 0 ist die Aussage klar. Ist jo(M) = 1, dann ext?@(M,@) = 0 fur alle
i=0,...,jo(M)—-1. Mit 1. folgt 0 — M;.1 — M; — 0 exakt, woraus wir auf die
Gleichungen M = Mo=M1=...=M;,m)-1 =M, schlielen.

4. Klar ist, dass jo(My) = jog(M) =0 gilt. Furi=1,...,nist M; =T, = exti(Ni,,;,@),
woraus wir jo(M;) =i wegen der Auslander-Eigenschaft schlie3en.

5. Es ist M;/M;,1 = M;/im(i;11) = M;/ker(e;) = im(e;) < ext (ext’ (M,2),2) und da-
mit M;/M;,1 = 0 oder i-rein als Untermodul von 0 bzw. eines i-reinen Moduls
(siehe Lemma (5.3.3)). a
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(5.8) Satz

Es sei 2 ein Auslander-regulédrer Ring, M ein endlich prasentierter 2-Modul. Dann sind
die in (27) konstruierten M; identisch mit den ¢;(M) aus (14). o
Beweis

Ist 0 # m € M;, so gilt 2m < M; und wir erhalten mit 4. aus dem letzten Lemma
Jjo(@Pm) = jo(M;) =i, dh. met;(M).

Die andere Inklusion zeigen wir per Induktion iiber i. Fiir i = 0 ist My = to(M) = M Klar,
wir betrachten nun i = 0. Es ist

tict (M M1 S (MY M1 S MilMir.

Nach 5. in Lemma (5.7) ist die rechte Seite 0 oder i-rein, also damit auch die linke Seite
als Untermodul. Gilt ¢;.1(M)/M;.1 = 0, so folgt t;1(M) = M;,1. Nehmen wir also an,
dass t;+1(M)/M;,1 rein mit Gradzahl i ist. Die Sequenz

0-M;y1—tiyi(M)—ti 1 (M)M;1—0
ist exakt, und damit nach (4.8) und (5.3.2)

i+1<jg(t (M) =inf{jo(M;1),joti1(M)M;1)} < jot (MM, 1) =1,
ein Widerspruch. a

Um nun die Reinheitsfiltrierung {M;} berechnen zu konnen, benétigen wir die Abbil-
dungen v; ;+1. Dazu zeigen wir zunéchst folgende Aussage:

(5.9) Lemma
Es sei ein Komplex wie in (19) gegeben, sowie eine Auflésung der N} ; aus (21). Dann
gibtes firi=2,...,nund j=1,...,i Matrizen F;_;; passender Grofle, so dass die Glei-
chungen

FijiRiji-1=Ri_jiFi_j1,

gelten. o

Beweis

Fiir ein festes i € {2,...,n} fihren wir eine Induktion iiber j = 1. Wir stellen fest, dass
R;;R;1i-1=R;R;,_1 =0 gilt, d.h. im(R; ;) c ker(R;_1,-1) = im(R;_1 ;). Jede Spalte r
von R;; lasst sich also als r = R;_1;f fir ein f € 2Pi-2i schreiben. Wir fiigen diese
f’s in der richtigen Reihenfolge zusammen in eine Matrix F;_o; und erhalten somit
Ri1i-1=R;-1iFi9; Mit F;_; ;:=1),; folgt nun die Behauptung fir j = 1.
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Seinunl<j<i-lundF;_;; F; ;j_1;gegeben, sodass die Gleichung in der Behauptung
erfiillt ist. Dann gilt

Ri jiFi_j1iRi—j1;-1=FijiRi_ji-1Ri-j-1,-1=0,

und somit im(F;_;_1;R;_;_1,-1-) Sker(R;_; ;") =im(R;_;_1 ;). Wie im Induktionsanfang
folgt die Existenz einer Matrix F;_;_o; mit

Fij1iRij1i-1=Ri_j-1;Fi j2;
was die Behauptung fiir j + 1 ist. a

Wir nutzen nun diese Matrizen F;_;; und setzen zusitzlich Fo; = I},,. Dann ist fiir
alle i = 0 durch

R R R R
QP-1i+1 ;@po i+1 ;@m il . *”;1@1!% i+ Lh;@p1+1 i+l HNH—I i+1—0
TFO,L‘H' TF& i+l Tlpi i+1°
Ro:- Rq;:- R; .
@p—l,i 0. @po,i Li @pl |, i>@ ii i Ni,i 0

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen gegeben. Entferne N;; und N; 141,
wende homg(-,2) an und erhalte schliefllich die Komplexe

RO ‘Rq Rz i+1 Rl+1 i+1
glxp 1 L+1<;91XP0 L+1<;@1Xp1 itl<— . %@]-XPL Hl%@lxpwl itl<=<—()
\L'FOH—I i‘Fliﬂ l'lpuﬂ
R ‘R;;

‘Ro,i i
glxp- 1z<791Xp01<7@1xp1,<7 <~ glxpi;

Fiir 0 <i < n definiere nun die Abbildungen

YViis1:exto M(Nii141,2) — extl (N; 1,2), [x]— [xFo,+1].

Diese sind wohldefiniert: Einerseits gibt es fiir x € im(-R1;41) ein y € @1xPLi+1 g0 dass
x=yR1;+1 und damit ist

xFo i1 =yR1i+1Fo0,i+1=yF1i1R1,; €im(-Rq;.1).

AuBlerdem ist mit x € ker(-R¢ ;+1) die Gleichung xF¢ ;+1Ro; = xRo;+1F-1,i+1 = 0 erfiillt
und damit y; ;+1([x]) € exti@(Ni,i,@). Es lasst sich nun zeigen ([Quall], Seite24 f.), dass
die hier definierten Abbildungen genau mit den y; ;41 aus der Konstruktion der Sequenz
aus Lemma (5.6) iibereinstimmen.

(5.10) Bemerkung
Um den Algorithmus anzugeben, verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:
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1. Ist N ein Untermodul eines Moduls M, so ist M/N ein wohldefinierter Modul. Fiir
diesen schreiben wir dann M/N = modulo(M,N).

2. Ist N das Erzeugnis der Spalten einer Matrix R und M 2 N Erzeugnis der Spal-
ten einer Matrix S, so gibt es eine weitere Matrix X mit R = SX (vgl. Beweis von
Lemma (5.9). Die Bestimmung der Matrix X wird liften genannt und wir schrei-
ben X = RIift(S,R).

Die beiden Befehle LIFT und MODULO sind in SINGULAR implementiert und funk-
tionieren fir alle G-Algebren (vgl. Bemerkung (3.11)) und somit auch die folgenden
Algorithmen. Fiir weitere Details verweisen wir erneut auf [Lev05]. o

Wir konnen damit nun einen Algorithmus zur Bestimmung der Reinheitsfiltrierung
eines endlich prasentierten Moduls angeben:
5.2.1 Algorithmus: Reinheitsfiltrierung, Erzeuger

Input: Ein Links-Modul M endlich prisentiert durch eine Matrix R; € 2P1*P0 {iber ei-
nem Auslander-regularen Ring 9.

Output: Erzeugermatrizen der Reinheitsfiltrierung M; von M, d.h. fir m € M; gilt die
Ungleichung jo(2m) =i und M;/M;, ist i-rein.

1: Start: Bestimme mit Algorithmus (3.1.1):

0 Brrt, glxpn Bn, | glxpe B2 glxpr B glxpe 7 ar | 0,

wobei lpd(M) = n.

2: fori=1,...,n+1do

8. Nit1,i+1 — coker(R;)
4: Ri,i —R;

5: forj=i-1,...,0do
6: Rj; —RSyz(Rj1,)
7.  end for

8: end for

9: fori=2,...,ndo

10 Fi1; < 1Ip,

11: forj=1,...,i—1do
12: Fi j1;=RIft(R;_;;,F; ;iR ji-1)
13: end for

14: end for
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15: Mog—M

16: fori=1,...,n+1do

17 T; —LSyz(Ro ;)

18: M; — modulo(TiFo,l...Fo,i,Rl,i)

19: end for

20: return {M; |:=0,...,n+1}

(5.11) Bemerkung

Wir konnen Algorithmus (5.2.1) etwas vereinfachen, falls die Gradzahl von M bekannt
ist und j5(M) = 1 gilt. Dann ist extgz(M,@) =ker(R1-) =0 und fir je{1,...,jo(M) -1}
gilt 0 = exté(M,@) =ker(R;;1-)im(R;-), d.h. ker(R;,1-) =im(R-). Damit ist

()_,@poﬂ,gplﬂg@mﬁ,...ﬂgmE,Ni,i_,O

exakt furi=1,...,j9(M). Die Schritte 2 bis 7 in obigem Algorithmus kénnen dann durch
die Folgenden ersetzt werden, so dass weniger Syzygien-Berechnungen durchgefiihrt
werden miissen:
fori=1,...,j9(M) do
for j=1i,...,0do

Rj,i <—Rj
end for
end for
fori=joM)+1,...,n+1do
R,; —R;
for j=i—-1,...,0do
Rj,i :RSyZ(RJ'+1’i-) <&
end for
end for

In obigen Algorithmen werden die M;’s berechnet und die Erzeuger des Moduls als
Matrix ausgegeben. In vielen Fillen ist es aber hilfreich, dass wir eine endliche Pra-
sentierung dieser Moduln angeben konnen, d.h. eine Matrix S; € 257 fiir gewisse
ri,si €N, so dass M; = @1*"i/91%5iS; gilt. Dazu betrachte die folgende Konstruktion:
Es sei 1<i <n und R,l,i eine Matrix mit ker(-Ry;) = im(-R’l, ;). Wir erhalten dann
im(-R1;) < ker(-Ro;) = im(-R'l,i). Somit gibt es eine 2—Matrix R’l”i mit Ry; = R’l”iR'l,i
(siehe Beweis zu Lemma (5.9)).

Weiter gilt fiir 2 < i < n die Beziehung Rll,iFO,iRO,i—l = R,l,iRO,iF—l,i = 0 und damit
im(-R’lyiFo,i) cker(-Rp;-1) =im(-R1,;-1), woraus die Existenz von Fi,i folgt, so dass die
Gleichung Rll,iFO,i = Fi’iRl,i—l erfiillt ist.

Zu guter Letzt sei Rl2,i eine Matrix mit im(-Ré,i) = ker(-R’l,i).
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(5.12) Satz

Es sei M = coker(-R) ein endlich prasentierter Modul iiber einem Auslander-reguldren
Ring und alle Bezeichnungen von Matrizen wie in obigen Konstruktionen. Weiter sei
{M;|1=0,...,Ipd(M)+ 1} die Reinheitsfiltrierung von M. Dann gilt:

/

RII )
1. Fir 1<i<n sind die M; endlich priasentiert durch die Matrix K; = ( RLL )
2,

2. Esist R '1 , eine endliche Prisentierung von Mo/M;. Ist 1 <i <Ipd(M) -1, so sind
F 1,i+1
die i-reinen Moduln M;/M; 1 durch die Matrix S; =| R ’1’ ;| préasentiert. o

!
Rz,i

Da der Beweis in einer recht aufwendigen Konstruktion von Sequenzen und Diagram-
men ausartet, verweisen wir fiir diesen auf [Quall]: Die eigentliche Aussage stammt
hier aus Theorem 12, die erforderlichen Konstruktionen kénnen auf den Seiten 31 - 34
nachgelesen werden.

Wir verandern Algorithmus (5.2.1) um endliche Priasentierungen der Reinheitsfiltrie-
rung berechnen zu kénnen:

5.2.2 Algorithmus: Reinheitsfiltrierung, endliche Prasentierungen

Input: Ein Links-Modul M endlich prasentiert durch eine Matrix R € 2P1*P0 {iber ei-
nem Auslander-reguliren Ring 9.

Output: Endliche Priasentierungen der Reinheitsfiltrierung M; von M und der i-reinen
Moduln Mi/Mi+1.

1: Start: Fiihre die Schritte 1-14 von Algorithmus (5.2.1) aus, um die Matrizen R; ;
und F; ; zu berechnen.

2: fori=1,...,ndo
3: Rll,i — LSyz(Ro’i)
4: R’lli hLlift(R'li,Rl,i)
5: R’2,i — LSyz(R’l,i)
6: end for
7. fori=2,...,n do
8: Fi,i — Llift(R’Li_l,R'LiFo,i)
9: end for
10: Ko —R;
11: Sy ‘—Rll 1
12: fori=1,...,n—1do
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R”-
13 Kj—| 1

!
R2,i
'
Fiia
"
14: S; < Rl,i
/
RZ,i
15: end for
RH
1,
16: K, — (R' n
2,n
17: S, =K,

18: return (K,S)

(5.13) Beispiel

Wir wollen ein Beispiel zur Berechnung der Reinheitsfiltrierung geben. Sei 2 = A9(K)
mit den Variablen x,y,d, und d,, M = coker(-R1) mit Ry = RT wie in Beispiel (3.12.2).
Dort haben wir bereits eine freie Auflosung von M berechnet und setzen nun nach (20)
R11=Ri, Ro2=Ryund R33=0. Wir berechnen

1 1 -d,
Ro1=RSyz(R11)=|-1|, Ri12=RSyz(Rg2)=(1 0 [,
1 0 dy

Ro,g = RSyZ(RLz) = 8) und R2,3 = RSyZ(R3,3) =1.

Wir setzen F'1 o = I3 und liften

dy -d, —d.—d,

Fo2 =RIift(R12, F12-R11) = ( i _1 " g

Um nun endliche Prasentierungen fiir die Reinheitsfiltrierung zu erhalten, berechnen
wir weitere Syzygien und Lifts:

/ 110 ) . / 0 -dy+d,
dy -2d,
12=LSyz(Ro2) = (0 1), "o =LIift(R} 5,R12)=Ri2=[1 0 |[,
R}, =LSyu(R; p=(0 0}, R}, =Lsyu(R;»)=(0 0).

Zu guter Letzt bestimme

F} , = LEft(R} 1, R} 5 Fo.9) = (dly —d,i; dy) |
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Aus diesen Ergebnissen bauen wir uns Repriasentationsmatrizen K; bzw. S; der Rein-
heitsfiltrierung der Moduln M; = 2'9/21*PiK; bzw. M;/M;,1 = @Y% /91*Pi§;:

0 dy-d, d,—d, L1 o
Ko=Ri=|d, -d. -d.-d,]|, SO:R’LI:(O L1l
de —dx  —2d,
d, —d.-d,
0 -dy+d, 1 -2
KI:(R’{J ): dy, —d.-d, SIZ(FLZ): 0 —d.+d,
R}, de -2d, Ki| |d, -d.-d,
0 0 de —2d,
0 0
1 —-d, 1 —-d,
R 1 0 1 0
K = 1’2 = S :K =
2 (R’z,z) 0 d. |’ 275250 4, ¢
0 0 0 0
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§6 Implementierung

In diesem Teil der Arbeit, wollen wir die wichtigsten implementierten Prozeduren vor-
stellen und deren Funktionsweisen erlautern. Die Prozeduren sind fir das Computeral-
gebrasystem SINGULAR geschrieben und in der Library purityfiltration.lib enthalten.
Fiir genauere Informationen iiber SINGULAR und dessen Funktion, verweisen wir auf
die Entwicklungshomepage .

(6.1) Bemerkung

- Soweit nicht weiter angegeben sei &2 eine G-Algebra, R € 29*P eine Matrix und der
Links-Modul M definiert durch M = coker(-R) = 21*P/91*4R . Bei simtlichen Prozedu-
ren brauchen wir die Voraussetzungen, dass die projektive Dimension von M kleiner
oo ist.

- Da in SINGULAR eine Konvention herrscht, dass ein Modul stets durch das Erzeug-
nis der Spalten einer gegebenen Matrix beschrieben wird, miissen wir, um das Zeilen-
erzeugnis zu erhalten, an gewissen Stellen die Matrix transponieren, was iiber den
Befehl TRANSPOSE geschieht. o

PROJECTIVEDIMENSION
Der Aufruf PROJECTIVEDIMENSION(TRANSPOSE(R),0) liefert eine Liste mit
zweil Eintrigen: Der erste besteht aus einer projektiven Linksauflésung von
M und der zweite gibt die projektive Linksdimension von M an. Mit PROJEC-
TIVEDIMENSION(R,1) wird eine Rechtsauflosung des Moduls M’ = 29/R9%P
berechnet, sowie dessen projektive Rechtsdimension.

PURITYFILTRATION
Unter der Voraussetzung, dass 2 Auslander-regulir ist, liefert der Befehl
PURITYFILTRATION(TRANSPOSE(R)) zwei Listen: Die erste Liste gibt die
Reinheitsfiltrierung des Moduls M an, wobei der i-te Eintrag dieser Liste
den Modul M;_1 der Filtrierung reprasentiert. Der i-te Eintrag der zwei-
ten Liste enthilt die Matrix S;, so dass der (i — 1)-reine Faktormodul als
M;_1/M; = coker(-S;) darstellbar ist.

GRADENUMBER
Die Funktion GRADENUMBER(TRANSPOSE(R)) berechnet die Gradzahl von
M direkt iuber die Definition, das heif3t alle Rechts-Moduln exti@(M ,9) fur

Ihttp://www.singular.uni-kl.de
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1 =0,1,..., bis diese ungleich 0 sind und gibt das kleinste solcher i aus. Ist
der gegebene Modul 0, wird stellvertretend fiir co eine —1 ausgegeben.

SHOWGRADES
Ist T eine Liste von Reprasentierungsmatrizen, so ruft SHOWGRADES(T) fiir
jedes Element dieser Liste die Prozedur GRADENUMBER auf und gibt die Er-
gebnisse in einer weiteren Liste aus.

ALLEXTOFLEFT
Zur Bestimmung aller extf@(M ,9) fur i =0,...,lpd(M) kann der Befehl AL-
LEXTOFLEFT(TRANSPOSE(R)) verwendet werden. Ausgegeben wird eine Lis-
te, in dem der i-te Eintrag den (i — 1)-ten (Rechts-)ext-Modul repréasentiert.

ALLEXTOFRIGHT
Betrachten wir statt M den Modul M’ = 29/R2P, so benutzen wir die Funk-
tion ALLEXTOFRIGHT(R). Auch hier gibt der i-te Eintrag der zuriickgege-
benen Liste eine Reprisentierung des (Links-)Moduls extgl(M ' D) zuriick,
wobei i =1,...,rpd(M) + 1.

DOUBLEEXT
Bei Aufruf von DOUBLEEXT(TRANSPOSE(R),7), mit 0 < i <lpd(M), wird eine
Darstellung des Doppel-ext-Moduls extf@(extf@(M ,9)) berechnet und ausge-
geben.

ALLDOUBLEEXT
Fiir den Links-Modul M gibt ALLDOUBLEEXT(TRANSPOSE(R)) eine doppelt
indizierte Liste T' aus. Mit T'[i][;] erhalten wir dann eine Représentierung
des (Links-)Moduls ext/(ext’ (M, 2)), mit 0 <1,/ < lpd(M) + 1.

IS_PURE
Es sei 2 Auslander-regulir. Durch IS_ PURE(TRANSPOSE(R)) wird iiberpriift,
ob der Modul M rein ist. Dies wird anhand des Satzes (5.3.4) gemacht, d.h.
es wird uberpriift ob alle ext?@(ext?@(M ,D9),2) =0 sind fir i # jo(M). Ist M
rein, so gibt die Funktion 1 zuriick, ansonsten 0 (Bemerkung: der 0-Modul
wird hier als reiner Modul behandelt).

PURELIST
Ist T eine Liste von Darstellungsmatrizen von Moduln, so iiberpriift PURE-
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LIST(T) die Reinheit jedes dieser Moduln und gibt die Ergebnisse in einer
weiteren Liste zuriick. Auch hier brauchen wir die Auslander-Eigenschaft
von 9.

Einige Beispiele fiir die hier vorgestellten Prozeduren sind direkt in der Bibliothek PU-

RITYFILTRATION.LIB enthalten und kénnen mit EXAMPLE “PROZEDURNAME” aufgeru-
fen werden.
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§7 Beispielrechnungen

— Kommutative Beispiele —

Wir wollen uns zunéichst ein einfaches kommutatives Beispiel in 3 Variablen anschau-

x 0
en, das heil3t wir betrachten 2 = K[x,y,z]. Sei M ein durch die Matrix R=| 0 «x
y -z

prasentierter Modul. Wir berechnen eine projektive Auflésung von M:
PROJECTIVEDIMENSION(TRANSPOSE(R),0);
02 2g"? L2 M0, mitRy=(-y 2 1

Es gilt also 1pd(M) = 2. Wir erwarten also eine Reinheitsfiltrierung der Form
[Mo,M1,M5] und berechnen endliche Reprasentierungsmatrizen von dieser:

LIST T=PURITYFILTRATION(TRANSPOSE(R2)); T[1];

x 0 x 0 1 00
[0 x|,]0 x [,]0 1 Of}]
y —z| \y —zJ |0 0 1

Wir erkennen also, dass M = My = M1 und My = 0. Dies erkennen wir auch an den
Faktormoduln M;/M; .1

T[2];
10 x 0 1 00
[01,0 x [,]0 1 0],
-z 0 01
sowie deren Gradzahlen:
SHOWGRADES(T[2]); [-1,1,-1];

Aus den Ergebnisse konnen wir schlielen, dass schon M selbst 1-rein war und iiberprii-
fen dieses Ergebnis:

IS_PURE(TRANSPOSE(R)); 1
GRADENUMBER(TRANSPOSE(R)); 1

Ein etwas interessanteres Beispiel liefert das folgende Ideal I: Wir betrachten

I= (x3+x2y+x22—x2—xz—yz—z2+z,x2yz+x2y—yz2—yz,xzyz—x2y—y2z+y2)
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bzw. R € 23*! mit den Erzeugern von I als Zeilen. Dann ist M := 2/I = 2/2"3R. Be-
stimme die projektive Dimension von M:

PROJECTIVEDIMENSION(TRANSPOSE(R),0);
‘R ‘R R .
0—9 2913 2,913 2% g M — 0, wobei

0 y—1 —-z-1
R3:(x+z y—1 —z—l)undRzz yz+y —-x-—2z -z-1
yi-y 0 —x—y—-z+1

Somit ist die projektive (Links-)Dimension von M gleich 3. Wieder berechnen wir die
Reinheitsfiltrierung von M

LIST T=PURITYFILTRATION(TRANSPOSE(R),0); T[1];

W+aly+x2z—x2—xz—yz—2°+2 W+aly+xlz—x?—xz—yz—2°+z2
[ x2yz+xly—yz2—yz , x2yz+x2y—yz2 —yz ,
x2y? —x’y—y2z+yz x2y? -’y —y2z+yz
x+y+z—-1 z+1
yz+y 0 y—-1 11
y2 -y x-1

und die zugehorigen Faktormoduln

T[2];

z+1
[1,(x2—z ),( Y ), y—1

+z-1
Xtz x—1

—

Wir priifen ob diese rein sind
PURELIST(T[2]); [1,1,1,1]
und bestimmen die Gradzahlen
SHOWGRADES(T[2]); [-1,1,2,3],

welche wir aufgrund der Theorie auch erwartet haben.

Ohne auf weitere Deatils einzugehen, ziehen wir noch folgende Beobachtung in Be-
tracht: Zu einem gegebenen Ideal I konnen wir die sogenannte dquidimensionale Zer-
legung ausrechnen (genauere Definitionen hierzu finden sich in [GP08], Kapitel 4):

EQUIDIM(I); [(z+1,y—1,x—1),(y,x+z—1),(x%—2)]
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Vergleicht man diese Zerlegung mit obigem Darstellung der reinen Faktormoduln von
M, so sieht man, dass die Ergebnisse tibereinstimmen. Es scheint also einen Zusam-
menhang zwischen der Reinheitsfiltrierung von 2/I und der dquidimensionalen Zerle-
gung von I zu geben. In [Bj693] wird dies genauer untersucht.

— Legendre-Polynome —

Die Legendre-Gleichungen werden von Polynomen P, (x) erfiillt, fiir die die Kombinati-
on aus Differenzen- und Differentialgleichungen gelten:

(1- 2P, (x)— 2P, (x) + n(n + 1)Py(x) = 0
(n+2)P,.0—2n+3)xP, 1(x)+(n+1)P,(x)=0, n =0.

Wir betrachten nun einen Ring &, der von einer stetigen Variablen x und zugehoérigem
Differentialoperator D,, sowie einer diskreten Variablen n und einem Shiftoperator S,
erzeugt wird. Sei also M ={x,D,,n,Sn}, K =R und die Algebra & := K{M)/I, mit

I=gDyx=xD,+1,S,n=nS,+8S,,xS,=S,x,xn=nx,Dy,n=nD,,D,S,, =S,D,)

(bemerke: 2 ist das Tensorprodukt der ersten Weyl-Algebra mit der ersten Shift-Algebra,
vgl. (2.7) und (2.9)). Die linken Seiten der Legendre-Gleichungen, lassen sich dann als
Ideal J in & schreiben, ndmlich als

J =(1-x%)D?—2xD, +n(n+1),(n+2)S% —(2n +3)xS, +(n +1)),

und wir betrachten M = 2/JG = 2V*5/2V*5R, wobei R die Erzeuger von JG als Zeilen
beinhaltet und JG eine Grobner Basis von J darstellt.

PRINT(R);
nxD,—-nS,D,+n?+xD,—S,D,+2n+1
2nxS, —nS2 +3x8,-2S2-n-1
x®D%2-n%+2xD,-D%-n
nS,lex -2n%S, —xS,D, + 2S%Dx -6nS,-nD,-5S,,-D,
2x2S,D, — nS,% +xS, - 2S,21 -28,D,+n+1
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Wir berechnen die Reinheitsfiltrierung von M:

LIST T=PURITYFILTRATION(TRANSPOSE(R));
D,
T[1]; [R,R,R,| S, |]
n+1l
2D, +nx—nS, +x—S, -D, D
nxD,-nS,D,+n?+xD,—S,D.+2n+1 Sx
2nxS, —nS2 +3xS,-282-n-1 ’
nS2D,-2n2S, -xS,D, +282D,-6nS, —nD, 58, - D,

Ti2]; [1,1,

Wir erkennen, dass lpd(M) =3 und M = My =M1 =My C M3 C 0 gilt. Letzteres erken-
nen wir auch an den Gradzahlen der Faktormoduln:

SHOWGRADES(T[2]); [-1,-1,2,3].

SchlieBllich uiberpriifen wir auch hier die Reinheit der Elemente aus T'[2],

PURELIST(T[2]); [1,1,1,1]
und erkennen, dass alles in Ordnung zu sein scheint.

— Hypergeometrische Funktionen —

Die hypergeometrischen Funktionen ,F, fiir p,q € N bilden eine Art Verallgemeinerung
der geometrischen Reihe. In [PWZ96] werden diese in Kapitel 3 eingefiihrt und genauer
betrachtet. Uns soll es hier eher um bereits bekannte Gleichungen gehen, die sich aus
der Definition der Funktionen ergeben, welche von allen hypergeometrischen Funktio-
nen 9F' erfiillt sein miissen.

Wir betrachten dazu wieder eine Kombination von Shift- und Weyl-Algebra, diesmal
mit den Variablen aus der Menge A = {a,S,,b,Sp,¢,S¢,z,D,}, wobei a,b und ¢ diskret
mit zugehorigen Shiftoperatoren S,, Sy, S. und z stetig mit Differentialoperator D, sein
sollen. Setze also

I={S;j-jSi—-6,;Sili,jela,b,cu{D,z—2zD,-1}ulij—jili,jela,b,c,z}}
ufij—Jjili,j€{Sa,Sp,Se,D,}U{S;z—2S; |i€{a,b,c}}
u{iD,—D,i |i€{a,b,c}})

67



Reinheitsfiltrierung § 7 Beispielrechnungen

und betrachte 2 = K(A)/I. Die Funktionen der Form 9F; werden alle durch die Opera-
toren annihiliert, welche durch das Ideal

J =/ z(l—z)Dg +(c—(a+b+1)2)D,—ab, —c(1-2)D,+(c—a)c—5b)S.+cla+b—-rc),
(c—a—1)+(2(a+1)—c+(b—a—l)z)Sa+(a+1)(z—l)Sg, (c—a)S.+aS,S.—c,
(c—a-b-1)Sp+a(1-2)S,;Sp—(c=-b-1), (b—a)+aS,—bSy,
cla+(b-c)z)—ac(1-2)S,+(c—a)c—-b)zS;, cD,—abS,SpS,;,
c(1-2)Sg—c+(c—=0)z8,8;, (a+(b—1c)2)S;S:+(c—a)S.—c(1-2)S,,
(c+l)c(z—1)+(c+1)(c—(2(c+1)—a—b—1)z)SC+(c+1—a)(c+1—b)zS§,
—2(1-2)D,Sy+(c—a—-1)+(a+1—-c+b2)S,,
—z(1-2)D,Sp+(c—-b-1)+(b+1-c+az)Sp )

gegeben sind. Wieder schreiben wir die Erzeuger von J zeilenweise in eine Matrix R,
fithren auf diese die Reinheitsfiltrierung aus und erhalten

PURITYFILTRATION(TRANSPOSE(R));
OUT OF MEMORY...

Der Grund daran, dass der Rechner hier nicht mit der Rechnung hinterherkommt, liegt
an der Bestimmung der projektiven Dimension des Moduls M = coker(-R) und den da-
mit verbundenen Syzygienberechnungen. Hier ist also noch etwas zu tun, dass heifit an
dieser Stelle sollte man die Implementierung noch etwas verbessern.

Wir konnen aber eine (vielleicht etwas naive) Vereinfachung vornehmen, in dem wir
eine Grobner Basis von ¢/ jeweils mit dem Ring schneiden, der jeweils ein Paar der Va-
riablen aus der Menge {(a,S,), (b,Sp), (¢,S¢)} nicht enthélt (d.h. wir vernachléssigen
alle Gleichungen, die Variablen des jeweiligen Paares enthalten). Zum Beispiel ergibt
sich fiir das Paar (a,S,):

INoa = (028 —bzD, - b2 +bSp —2zD, - b, SpS.zD, +SpcS. —Spe,
bS?—SpzD,—~bSy+S; —Sp, bSpS,—bS.+cS.—c,
cS.zD, + czsc +8S.2D, - c?+ ¢S.—c, bS;zD,+bceS.+8S.zD,—bc+cS.—c,
bSyc—czD, —bc, bSyzD, —2°D%~bSyD, —bzD, +zD?~bSy +bD, +b+D,,
SczzDz +2¢S.zD, —SCzDg + C2SC -cS.D,—-czD,+8S.zD, - 2+ cD,-S.D,).
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Dies sieht nun schon tibersichtlicher aus und in der Tat liefert nach Bildung von R, der
Befehl

LIST T=PURITYFILTRATION(TRANSPOSE(R,)); TI[2];

c

(1.1 bSy—zD,-b 10 S ]

>\ SezD,+c¢S.—c |’V 0 1) b+1
2D,-D,-1

eine nicht triviale Filtrierung von M mit M = My =M1 = My C M3 = M4 C 0. Die Grad-
zahlen der Faktormoduln

SHOWGRADES(T[2]); [-1,-1,2,—1,4]

sind auch hier nicht tiberraschend. Selbige Prozedur angewendet auf Jy,; liefert ahn-
liche Ergebnisse. Elimineren wir aber das Paar (¢,S.) und bilden R, so erhalten wir

LIST T=PURITYFILTRATION(TRANSPOSE(R.)); TI2];

Sy
b+1
1,1,| 09672070 4 S, 1.
aS,—-2D,—a
a+1
2D,-D,-1

Einerseits erkennen wir an der Grofle der ausgegebenen Liste, dass die projektive Di-
mension im Falle von R, auf 5 gestiegen ist (im Vergleich zu lpd(coker(-R;)) = 4 fiir
i =a,b). Dies erkennen wir auch an den Gradzahlen

SHOWGRADES(T[2]); [-1,-1,2,-1,-1,5]

welche bis zu 5 gehen. Infolgedessen hat sich auch unsere Reinheitsfiltrierung von M
verdndert:
M=My=M;=MyC Ms=M4s=M5C0.

Inwiefern dieses Ergebnis jetzt allerdings Aussagen uiber den Ausgangsmodul 2/J zu-
lasst, bleibt noch zu diskutieren.
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