Eva Zerz SS 2006

Algebraische Geometrie — Ubung 1
Abgabe bis: entféllt, Besprechung am: Dienstag, 11.4.

1. Seien K ein Korper, m,n positive ganze Zahlen, f1,..., f, € K[z1,...,2,] und

f:K"—= K™, aw f(a) = (fi(a),..., fm(a)).
Ist f Zariski-stetig?

Beschreiben Sie alle Zariski-offenen Teilmengen von K (was passiert, wenn K
endlich ist?).

Sei K unendlich. Zeigen Sie: Fiir jedes 0 # f € K[xy,...,z,] ist K™\ V(f)
unendlich, insbesondere ist V(f) # K™. Schlieflen Sie daraus: Je zwei nichtleere
Zariski-offene Mengen haben nichtleeren Schnitt. (Also ist die Zariski-Topologie
nicht Hausdorffsch.) Andererseits hat die Zariski-Topologie folgende schwéchere
Trennbarkeitseigenschaft: Zu a # b € K™ gibt es eine offene Menge U mit a € U,
aber b ¢ U.

2. Stellen Sie V(f) C R? graphisch dar (mit Hilfe eines Programmpakets Ihrer
Wabhl):

(a) f=z*— 5002+ 22%y? + 49 — 1492 + ¢*

(b) f= (2% +y?)® - 2%’

(c) f=x>+2%—y?

(d) f=2*1+2z)—y*(1-2).

(e) Geben Sie, wenn moglich, eine Parametrisierung an, d.h., eine (stetige/diffe-

renzierbare/glatte) Abbildung von einem Intervall in R nach R?, deren Bild
gleich V(f) ist!

3. Die folgenden algebraischen Kurven sind durch Parameterdarstellungen gegeben.
Dabei ist ¢ € R der Parameter (aufier bei (b), womant € (—%,%) und ¢ € (5, %)
betrachten kann), und a,b > 0 seien jeweils feste reelle Zahlen. Finden Sie eine

implizite Darstellung:

= D y(r) = 2E0

2 3
— 5yt = £

!durch “Probieren” oder Recherche zu den Begriffen Konchoide, Pascalsche Schnecke, Strophoide,
Zissoide; systematisch: spater
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Algebraische Geometrie — Ubung 2
Abgabe bis: Donnerstag, 13.4. (12 Uhr), Besprechung am: Dienstag, 18.4.

Sei K ein Korper, n eine positive ganze Zahl,
JV):={f € K[zy,...,z,] | fla) =0Va eV}
fir V C K™, und
V(F):={a€e K" | f(a) =0Vf € F}
fir F C K[z1,...,z,)].

4. Zeigen Sie:

(a) J(0) = (1) und, falls |K| = oo, J(K™) = (0)
(b) Rad(J(V)) =T (V)
(c) TViuVe) =J (V1) NT(Va).

)

(d) V und J sind inklusionsumkehrend und fiir alle V, F gilt V' C VJ(V),
FCJV(F).

(e) VoJoV=Vund JoVoJ=J.
5. Seien V, W algebraische Mengen, und I, J Ideale in K{zy,...,z,]. Zeigen Sie:

) VCW e JV)2IW)und VW & J(V)2 T(W)
(b) V() UV(J)=V(I-J)=V(INJ)
(©) V) NV(J) =V +J)= V(I UJ).

6. Seien I, J Ideale in K|xy,...,z,| und
(I:J):={h€Klzx1,...,x,] | hg € I Vg € J}.
Zeigen Sie:

(a) IS (I:J)cITVI)\V()).
(b) Sind V, W algebraische Mengen, so gilt (7(V) : J(W)) = T (V \ W).
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Algebraische Geometrie — Ubung 3

Abgabe bis: Montag, 24.4. (12 Uhr), Besprechung am: Dienstag, 25.4.

7. Fiir V. C K™ bezeichne V = VJ (V) den Zariski-Abschluss von V. Seien I,.J
Ideale in K[z1,...,Z,)].

(a)

Schlielen Sie aus Aufgabe 6a:
V)2V :J)2VI)\V(J) 2VI)\ V().

Sei insbesondere J = (zy — ay,...,%, — a,) fir ein a € V := Y(I). Dann
gibt es zwei Moglichkeiten: entweder V' \ {a} = V oder V' \ {a} =V \ {a}.
Geben Sie eine geometrische Interpretation der beiden Fille an.

Ist K algebraisch abgeschlossen und I radikal, so gilt
V(I :J)=V(I)\V(J).

Uberlegen Sie sich das auf zwei Arten: erstens durch direkten Nachweis
der angesichts von 7a noch fehlenden Inklusion und zweitens, indem Sie
V =VY(I), W =V(J) in die Gleichung aus Aufgabe 6b einsetzen und dann

zeigen, dass
(I :Rad(J)) C (I:J)C (Rad(l):J) = (Rad(I) : Rad(J)). (1)

Folgern Sie: Ist K algebraisch abgeschlossen (aber I nicht notwendigerweise
radikal), so gilt
V(I:J*®)=V({)\V(J),

wobei
(I:J°)={h€K[zy,...,z,] | A EN:hge IVge J'} =T : ]
leN
die sogenannte Saturierung von I beziiglich J ist.

Berechnen Sie die Saturierung, alle in (1) auftauchenden Ideale und deren
Radikale fiir
I=(ay’,y’2"), J=(y") C K[z,y,2].

Hinweise: In 7c geniigt es, Rad( : J*) = (Rad(I) : J) zu zeigen. Da K|z, ..., 2Z,)
Noethersch ist, ist J endlich erzeugt und

IC{I:J)c({I:J*)C... (2)

wird stationiir, d.h., es existiert k mit (I : J*) = (I : J*). Die erste Gleichheit in (2)
liefert schon Stationaritét. Ist I N (g) = (h1g,...,hmg), soist I : (g) = (h1,..., hmn).
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Algebraic Geometry — Tutorial 4
To be handed in till: Friday, April 28 (noon), To be discussed on: Tuesday, May 2

8. Let I # 0 be an ideal in K[zq,...,z,]. Prove that the following are equivalent:

(a) For each 1 < i < n, there exists
07591 eIﬂK[l’l,...,$i_1,xi+1,...,.’Bn].

(b) I is not contained in any proper principal ideal of K[x1,.. ., z,].
(¢) Any finite set of non-zero generators of I consists of coprime polynomials.

(d) There exists a finite generating set of I that consists of non-zero coprime
polynomials.

An algebraic set defined by a single, non-constant polynomial is called a hyper-
surface. If K is algebraically closed, then the four conditions from above are also
equivalent to

(e) V(I) does not contain an algebraic hypersurface.

Useful background material (“divisibility theory reloaded”): Klzy,...,z,] is a
unique factorization domain, i.e., any f € Kl[zq,...,2,] \ K can be written as
a product of prime polynomials. Thus, we have a well-defined concept of grea-
test common divisor (ged). Two non-zero polynomials f, g are called coprime if
ged(f, g) = 1, which is equivalent to (f)N(g) = (fg). A stronger coprimeness no-
tion is obtained by requiring that (f, g)= K[z, ..., z,]|. This is sometimes called
zero coprimeness (guess why!). For n = 1 (principal ideal domain), coprimeness
and zero coprimeness are equivalent.

The ring R := K(z1,...,%;i_1,Tit1,---,Zs)[2;] is a localization of the polynomial
ring, and therefore, coprime polynomials are still coprime when considered as
elements of the principal ideal domain R.

9. Lagrange interpolation over the field with two elements: Let K = Z/2Z. Show
that for any function f : K™ — K, there exists a polynomial p € K[zy,..., ;]
with p(a) = f(a) for all a € K™.

Hint: It suffices to consider p =) . (0,13» P»z”. This yields a system of 2™ linear
equations for 2" unknowns ...
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Algebraische Geometrie — Ubung 5

Abgabe bis: Montag, 8.5. (12 Uhr), Besprechung am: Mittwoch, 10.5.

(a)

Sei < eine zuléssige Ordnung auf N*. Zeigen Sie, dass jede absteigende Kette
g1 > pg > pg > ... in N™ stationdr werden muss (d.h., < ist Artinsch).
Folgern Sie, dass jede nichtleere Teilmenge von N ein kleinstes Element
enthélt (d.h., < ist eine Wohlordnung).

Fir jedes p € N* sei f, € K|zy,...,z,] so, dass deg(f,) = p, wobei der
Grad beziiglich einer zuldssigen Ordnung definiert sei. Weisen Sie nach, dass
{f. | n € N*} eine K-Basis von K[z, ...,z,] ist.

Sei f € Qz,z7'], also f = >, , cia’, wobei die Koeffizienten ¢; € Q fast
alle Null sind. Der Grad von f sei beziiglich der natiirlichen Ordnung von Z
definiert. Zeigen Sie: Fiir f,, := 2™+ 2 ™, m € Z, gilt zwar deg(f,) = m,
aber {f,. | m € Z} ist keine Q-Basis von Q[z,z7'].

Sei N eine Teilmenge von N* mit der Eigenschaft
veN, peN" = wv+pueN.
Weisen Sie nach, dass die Menge M := min., IV aller komponentenweise

minimalen Elemente von N endlich ist, und dass N = M + N" gilt.

Sei 0 ¢ F eine endliche nichtleere Teilmenge von K|z, ...,Z,] und sei eine
zulédssige Ordnung auf N" gegeben. Beweisen Sie die Aquivalenz folgender
Aussagen:

i. F ist Grobner-Basis von (F').

ii. Fiir alle g € ming,, deg((F)) existiert f € F' mit deg(f) = p.
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Algebraische Geometrie — Ubung 6
Abgabe bis: Montag, 15.5. (12 Uhr), Besprechung am: Mittwoch, 17.5.

12. Mit F, F',G . .. seien stets endliche, nichtleere Teilmengen von K{z1, ..., z,]\ {0}
bezeichnet.

(a) Seil # Oeinldealin K|zy,...,z,]|. Zeigen Sie: Ist F' C I und deg(F)+N" =
deg(I), so folgt I = (F), und F ist dann eine Grobner-Basis von I.

(b) Fiir jedes F existiert ein vereinfachtes F' mit (F) = (F").
Uberlegen Sie sich das auf zwei Arten: Geben Sie erstens ein konstruktives
Verfahren zur Vereinfachung an (dessen Terminieren wie iiblich mit einem
Noetherschen Argument begriindet wird). Benutzen Sie zweitens, dass I :=
(F') eine Grobner-Basis besitzt, und beweisen Sie folgende Aussage: Ist G
eine GB von I = (G), und ist g € G so, dass deg(g) € deg(G \ {g}) + N,
dann ist G \ {g} immer noch eine GB von 1.

(c) Zeigen Sie, dass F' genau dann vereinfachte Grobner-Basis von (F') ist, wenn
i. Vu € M := min.,, deg((F)) 3'f € F: deg(f) = u, und
ii. deg(F) C M.
(Das heifit: deg: FF — M, f — deg(f) ist wohldefiniert und bijektiv.)

(d) Sei F' eine Grobner-Basis von (F'). Alle Elemente von F seien normiert. Es
gilt per Definition:

F vereinfacht < Vf € F:deg(f) ¢ deg(F \ {f}) +N".

Zeigen Sie:

F reduziert <« VfeF:fe @ Kx*,
ngdeg(F\{f})+N"

d.h., nicht nur der Grad von f, sondern jedes k mit ¢, # 0in f =) c.x"®
erfilllt k ¢ deg(F \ {f}) + N".

13. Berechnen Sie die reduzierte Grébner-Basis von I = (z® + zy, 2%y — y*) C Q|z, 9]
beziiglich der lexikographischen Ordnung. Uberpriifen Sie Thr Resultat mit Hilfe
der MAPLE-Befehle!
> with(Groebner);
> F:={x"3+x*y,x"2*%y-y~3};
> gbasis(F,plex(x,y));

(oder so dhnlich, je nachdem, welche Version Sie benutzen).
Berechnen Sie V' = V(I) und dimg Q[z,y]/I. Wie wiirden Sie die “Vielfachheit”
der Elemente von V' definieren?

!Natiirlich kénnen Sie auch gerne ein anderes Computeralgebrasystem verwenden, z.B. GAP.
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Algebraische Geometrie — Ubung 7

Abgabe bis: Montag, 22.5. (12 Uhr), Besprechung am: Dienstag, 23.5.

14. Sei K algebraisch abgeschlossen.

(a)

Sei I ein Ideal in K[zy,...,z,J und 1 < j < n. Mit 7 : K — K"7*1
(a1,...,a,) = (aj,...,a,) sei die Projektion auf die letzten n — j +1 Kom-
ponenten bezeichnet. Zeigen Sie, dass (wir missbrauchen die Notation leicht,
indem wir ) sowohl bzgl. K™ als auch bzgl. K"=9*! benutzen)

7(V(I)) CVINK[zj,...,z,))

und dass (wenn man J (V) fir V. C K™ 7*! als Teilmenge von K|z;, ..., Z,]
auffasst)
J(x(V(1))) € TV().
Folgern Sie, dass
7(V(I)) =V NKlzj,...,z.]),
wobei V der Zariski-Abschluss von V in K™+ ist.

Seien fi,..., fn € K[t1,...,tm|. Betrachten Sie I = (x1— f1,...,2,— fn) C
K[t1,...,tm,Z1,-..,Ty|. SchlieBen Sie aus dem vorigen Aufgabenteil, dass

V(INK|zy,...z,]) =im(f),
wobei V der Zariski-Abschluss von V in K™ ist, und f : K™ — K" die
durch f(t) = (f1(t),..., fa(t)) definierte Abbildung ist.

Seien f; =t —a, fo = t(a —t?) € K]|t,a]. Berechnen Sie im(f) und erkliren
Sie den Zusammenhang mit Aufgabe 3c.

Obwohl sich die oben entwickelte Theorie nicht direkt auf die anderen alge-
braischen Kurven aus Aufgabe 3 anwenden lisst, existieren dafiir &hnliche
Methoden: Man betrachtet z.B. I = (z — (c+a)c,y — (c+a)s,c® + 52 —1)
in R[e, s,a,z,y|. Berechnen Sie (mit MAPLE 0.4.) eine Grobner-Basis von
INR|a, z,y] und iiberzeugen Sie sich davon, dass sich das erwartete Resultat
ergibt. Probieren Sie analoge Methoden fiir die verbleibenden algebraischen
Kurven aus Aufgabe 3 aus.

15. Seien I = (f1,..., fx) und J = (g1,...,q) Ideale in K[z] = K[z, ...,z,]. Sei

L:= <tf17atfka(1 _t)gla’(l _t)gl> - K[l’,t]

Zeigen Sie, dass INJ = LN K[z]|. Beschreiben Sie ein Verfahren zur Berechnung
eines Frzeugendensystems von I N J aus den gegebenen Erzeugendensystemen
von [ und J.
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Algebraische Geometrie — Ubung 8
Abgabe bis: Montag, 29.5. (12 Uhr), Besprechung am: Dienstag, 30.5.

16. Sei R ein kommutativer Ring (nicht Null, mit Eins). Zeigen Sie:

(a) Sind I4,...,I; paarweise null-koprime Ideale in R, d.h., gilt I; + I; = R fiir
alle ¢ # j (man nennt solche I; auch komazimal), so folgt

Li-...-Ih,=0LN...NI.
(b) Wenn m # n maximale Ideale in R sind, so gilt m¢ 4+ n? = R fiir alle d € N.

17. Sei K algebraisch abgeschlossen und I ein null-dimensionales Ideal in Kz| =
K|z1,...,z,). Dann ist V(I) endlich, und laut Beweis von Satz 1.15 gilt |V(I)| =
dimg K[z]/Rad(I). Wir wissen aus Lemma 1.14, dass auch dimg K[z]/I < oo,
aber im Allgemeinen gilt nur dimg K[z]/Rad(I) < dimg K[z]/I. In Analogie
zum Fall n = 1 liegt es nahe, dimyx K[z]/I als Anzahl der Nullstellen von I mit
Vielfachheit gezdhlt zu interpretieren. Bleibt die Frage, wie sich diese Gesamt-
vielfachheit auf die einzelnen Nullstellen verteilt. Beweisen Sie dazu folgenden
Satz: Es gilt

Klz]/T= €D (Klz]/I)m,,
acV(I)
wobei m, das zu a € K™ gehorende maximale Ideal ist, und (Klz|/I)m, =
K|[z|m,/In, die Lokalisierung von K[z]/I an m, ist. Man definiert dann die
Vielfachheit von a durch

p(a) := dimg (K[z]/T)m,.

Zum Beweis sei V(I) = {ai,...,ax} und my,..., m; seien die entsprechenden
maximalen Ideale. Man betrachtet

¢ : Klz] = K[z, /Tn, X ... X K[&]w /T, 7= ([5],---, [5])-

Es ist klar, dass I C ker(y). Man muss also (i) die umgekehrte Inklusion und (ii)
die Surjektivitat von ¢ beweisen, dann liefert der Homomorphiesatz den Rest.
Folgende Hilfsresultate (und obige Aufgabe) sollten dabei niitzlich sein:

(a) Es gibt ein d € N mit (i, m¢ C 1.

(b) Laut Lagrange-Interpolation existieren ¢; € K[z]| mit ¢;(a;) = 1 und g;(a;) =
0 fiir 4 # j. Sei ¢; := 1 — (1 —&%)? wobei d wie in (a) sei. Modulo I gilt
Zle e; =1, e;e; =0 fiir 7 # j, und ef = e;. Auflerdem ist e; — 1 € I, und
€; € Imj fiir ¢ # 7.

(c) Ist g ¢ m;, so gibt es h € K|z| mit hg = e; modulo I. (Hinweis: Mit
g:=1-— Tg) betrachte man 1+ g+ ...+ g% "))

a;
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18.

19.

20.

Algebraische Geometrie — Ubung 9
Abgabe bis: Montag, 12.6. (12 Uhr), Besprechung am: Dienstag, 13.6.

Sei f: V — W ein Morphismus algebraischer Mengen und ¢ := K|[f] der davon
induzierte K-Algebra-Homomorphismus. Zeigen Sie, dass

F Ww(F) = W(e(F))
fiir F C K[W].

Seien fi,..., fn € K[z1,...,2,]. Dannist f : K™ — K", a — (fi(a), ..., fu(a))
ein Morphismus algebraischer Mengen.

(a) Zeigen Sie: f ist genau dann ein Isomorphismus algebraischer Mengen, wenn
es g1,---,9n € K[y1,-..,yn| gibt mit

(1 = f1,- U0 — fa) = (T2 — g1, -, Tn — Gn)-
(b) Wie kann man diese Bedingung mit Hilfe von GB iiberpriifen?
Gegeben sei das radikale Ideal
I=(zz -y’ z—yz) CClz,y,2|

Berechnen Sie die irreduziblen Komponenten von V' = V(I). Ist V zusammen-
héngend?

Hinweis: Seien p,q ¢ I so, dass pg € I. Laut KA gilt dann (da I radikal ist)
I=LNImit] :==(I:p)und I, :=1+ (p).
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Algebraische Geometrie — Ubung 10
Abgabe bis: Montag, 19.6. (12 Uhr), Besprechung am: Dienstag, 20.6.

21. Sei R ein Ring und () # P eine abgeschlossene Menge in Spec(R), also P =
V(I) = {p € Spec(R) | I C p} fiir ein Ideal I in R. Zeigen Sie, dass P genau
dann irreduzibel ist, wenn J(P) = (,cpp prim ist.

22. (a) Sei (M, A) eine algebraische Varietdt und U C M eine offene Menge. Sei [
eine beliebige Menge und seien U; C M, i € I, spezielle offene Mengen mit

U:UUi.

el

Zeigen Sie: dk € N, iy,...,5, € I: U = U_I;:l Ui,

(b) Sei (M, A) eine irreduzible algebraische Varietit, M # (0, und h € K(M) =
Quot(A). Zeigen Sie, dass

D(h) = D) | 0+# g € A, gh € A}

und schlieflen Sie aus (a): Ik €N, fi,...,fk € A, g1,...,9x € A\ {0} mit

—h _ — I — I 1
h=o =...=+:%sodass D(h) = U;, D(gj).
(c) Sei (M, A) eine irreduzible algebraische Varietit, M # (), und 0 # g € A.
Zeigen Sie:

A, = {h e K(M) | M, C D(h)}.

23. Sei (M, A) eine algebraische Varietdt, U C M offen, z € U, und h: U — K eine
Abbildung. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) 3f,9€ A: z € D(2) CU und h(y) = LY fiir alle y € D(});
(b) 3f,g € A: 3V, offene Umgebung von z in U N D(é), mit h(y) = % fiir
alley e V.

Zeigen Sie auflerdem: Wenn (a) fiir alle z € U erfiillt ist, dann folgt: 3k € N,
fiooo fergrse o ge € A U= Ui, D(2) und h(y) = ;’—Eg; fiir alle y € D(L).

1
9
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Algebraische Geometrie — Ubung 11

Abgabe bis: Montag, 26.6. (12 Uhr), Besprechung am: Dienstag, 27.6.

(a)
(b)

Sei (M, A) eine irreduzible algebraische Varietét, M # (), und h € K(M).
Zeigen Sie: Ist A faktoriell, so ist D(h) eine spezielle offene Menge.

Sei jetzt A = Clz,vy,2]/(x? — yz). Laut Vorlesung gibt es h € Quot(A4),
fiir das D(h) keine spezielle offene Menge ist. Also kann A nicht faktoriell
sein. Weisen Sie das auf folgendem alternativen Weg nach: Betrachten Sie
f:C =V =V(@?—yz) CC3 (s,t) — (st,s?,t?). Zeigen Sie, dass f
dominant ist. Daher ist ¢ := C[f] ein Monomorphismus. Bestimmen Sie
damit die Einheiten von A und zeigen Sie, dass es irreduzible, aber nicht
prime Elemente gibt.

Sei (M, A) eine algebraische Varietdt. Wir betrachten Paare (h,U), wobei
U C M offen und dicht ist, und h € O(U). Zeigen Sie, dass

(hl, Ul) ~ (hQ,UQ) < JW Q UlﬂUQ,W offen und dicht in M: h1|W = h2|W
eine Aquivalenzrelation ist. Die Menge der Aquivalenzklassen [(h, U)] wird

mit R(M) bezeichnet.

Zeigen Sie, dass

(hla Ul) ~ (hg, U2) <~ h1|U1ﬂU2 = h2|U1ﬂU2'

Die interessante Richtung dieser Aquivalenz heifit Identititssatz.

Hinweis: U := Uy N Uz, h:= hy — hy € O(U). N(h) :={z € U | h(z) =0}
ist abgeschlossen in U (zu jedem z € U\ N (h) gibt es eine offene Umgebung
von z in U \ V(h)) und enthilt eine in M dichte Teilmenge. Betrachten Sie

die Abschliisse in U: VU =UNV firVCU.

26. Sei (M, A) eine irreduzible algebraische Varietit, M # (). Zeigen Sie, dass die

Abbildung K(M) — R(M), die einem Reprisentanten 5 (f € A,0 #g € A)
die Aquivalenzklasse [(g,D( ))] zuordnet, wobei £ als Abbildung D(}) — K

1 1
9 9 9

interpretiert wird, wohldefiniert und bijektiv ist.
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Algebraische Geometrie — Ubung 12
Abgabe bis: Montag, 3.7. (12 Uhr), Besprechung am: Dienstag, 4.7.

27. Seien V. C K™ und W C K™ nichtleere irreduzible algebraische Mengen. Wir
identifizieren K (V') = ( ), K(W) = R(W). Seien hy,...,h, € K(V) so, dass

h:D(h) =W, v+ h(v):=(hi(v),...,hn(v))

wohldefiniert ist, d.h., im(h) C W. Dabei ist D(h) := (.-, D(h;) offen und dicht
in V. Wir nennen h dann eine rationale Abbildung von V' nach W.

Die natiirlich wirkende Definition
K(h): K(W)— K(V), g+ goh
hat i.A. keinen Sinn, denn es kann passieren, dass im(h) N D(g) = 0.

(a) Geben Sie ein einfaches Beispiel an, in dem dieses Phanomen auftritt.

(b) Zeigen Sie: Ist h dominant (im(h) = W), so ist K (h) wie oben wohldefiniert.
Umgekehrt liefert jeder K-Algebren-Homomorphismus ¢ : K(W) — K (V)
eine dominante rationale Abbildung A von V' nach W mit K (h) = ¢.

(c) Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

i. Es gibt h: D(h) — W wie oben und analog k : D(k) — V so, dass hok
und k o h jeweils auf offenen dichten Teilmengen definiert sind und mit
der Identitdt {ibereinstimmen.

i K(W) = K(V).

Man sagt dann: V ist birational dquivalent zu W. Falls W = K™, nennt
man V eine rationale Varietit bzw. (falls m = 1) eine rationale Kurve.

(d) Zeigen Sie, dass V = V(2% + y? — 1) C C? eine rationale Kurve ist.
Hinweis: Stereographische Projektion.
Bemerkung: V(z" + y™ — 1) C C? fiir n > 3 ist keine rationale Kurve.

28. Sei L ein Erweiterungskorper von K und E eine endliche Teilmenge von L. Zeigen
Sie: E ist genau dann Transzendenzbasis von L iiber K, wenn L iiber K(E)
algebraisch ist, aber {iber keinem K(E \ {e}), e € E.
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29. Beweisen Sie Satz 4.6 und Folgerung 4.7 der Vorlesung.

30. Sei V=V(@?+22+22—1) C C? und V; = VNV (z12273). Wie sehen diese
Objekte im Reellen aus? Bestimmen Sie einen endlichen Morphismus f : V — C?
mit (V1) = C x {0}.

Bemerkung: Das Ideal
(x4 23+ 75 — 1, 712023)

ist als Schnitt dreier Primideale schreibbar (welche sind das?) und daher radikal.



