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Einleitung

In dieser Arbeit wird die explizite Berechnung der irreduziblen gewthnlichen Charaktere
fiir zwei Serien von endlichen Gruppen vom Lie-Typ besprochen. Das Hauptergebnis
besteht aus den generischen Charaktertafeln der konformen symplektischen Gruppen

CSpg(q) mit ¢ = p", p ungerade Primzahl, n € N,
und der symplektischen Gruppen
Sps(g) mit ¢ =2", neN.

Das Wort generisch bedeutet in diesem Zusammenhang, dafl fiir jede der beiden Serien
von Gruppen die Konjugiertenklassen, Charaktere und Charakterwerte in geschlossener
Form mit der Primzahlpotenz ¢ als Parameter angegeben werden. Zusétzlich werden
noch Représentanten fiir die Konjugiertenklassen der Gruppen Spg(¢) mit ungeradem g
angegeben.

Die Charaktertafel fiir Spg(g) mit geradem ¢ wurde bereits von Looker in [27] be-
stimmt. Die hier vorgestellte Berechnung ist aber voéllig unabhéngig von der zitierten
Arbeit durchgefiihrt worden.

Die oben genannten Gruppen werden hier als rationale Punkte von zusammenhéngen-
den reduktiven algebraischen Gruppen mit zusammenhéngendem Zentrum betrachtet. Er-
hebliche Fortschritte auf dem Gebiet der Darstellungstheorie solcher Gruppen vom Lie-Typ
wurden durch die Theorie von Deligne und Lusztig erzielt, beginnend mit der Arbeit [10].
Insbesondere gilt die gewohnliche Charaktertheorie dieser Gruppen ,,im Prinzip“ als gel6st
— zumindest, wenn die zugehorige algebraische Gruppe ein zusammenhéngendes Zentrum
hat. In dieser Situation liegt die Frage nahe, inwiefern die theoretischen Fortschritte auch
die explizite Berechnung von Charaktertafeln erleichtern. In der vorliegenden Arbeit wird
an einem konkreten Beispiel gezeigt, wie sich mit Hilfe der Deligne-Lusztig-Charaktere sy-
stematisch grofle Teile der gesuchten Charaktertafeln konstruieren lassen. Als Stichworte
seien an dieser Stelle nur Lusztigs Jordan-Zerlegung fiir Charaktere und die Parametrisie-
rung unipotenter Charaktere genannt. Die dann noch fehlenden Teile der Tafeln werden
mit Hilfe von expliziter Harish-Chandra-Induktion und einigen elementaren Eigenschaften
von Charakteren gefunden.

Nach einigen einfiithrenden Definitionen und Bemerkungen in Abschnitt 1 wird in Ab-
schnitt 2 ein Uberblick iiber die verwendete Theorie und die einzelnen Schritte zur Berech-
nung der Tafeln gegeben. Details zu den Berechnungen sind in den Abschnitten 3 bis 8
enthalten, und in Abschnitt 9 sind noch verschiedene Anmerkungen gesammelt.

Die Idee, als Beispiel fiir diese Arbeit 6-dimensionale symplektische Gruppen zu be-
trachten, wurde durch die Dissertation von Frank Hifner [22] angeregt, in der die Rea-
lisierbarkeit der einfachen Gruppen PSpg(p) mit gewissen Einschriankungen an p als Ga-
loisgruppen iiber Q(t) vermutet wurde. Der Teil des Beweises, der in [22] nicht erbracht
werden konnte, wird im Abschnitt 10 dieser Arbeit nachgeholt. Er besteht aus der Be-
stimmung einer gewissen Strukturkonstanten, die aus Charakterwerten dieser Gruppen
berechnet wird.



Zwei weitere Anwendungen der Tafeln sind zun#chst noch geplant: Einmal der Test von
Vermutungen aus der modularen Charaktertheorie der endlichen Gruppen vom Lie-Typ,
die noch langst nicht so weit entwickelt ist wie ihre gewthnliche Charaktertheorie. Zum an-
deren die Verwendung einiger der hier berechneten Charakterwerte (von nicht-uniformen
Funktionen) fiir die Bestimmung von Werten der unipotenten Charaktere der exzeptionel-
len Gruppen vom Typ Fj (die Standard-Leviuntergruppen vom Typ C3 besitzen, zu dem
auch die hier betrachteten Gruppen gehoren).

Leser, die nun zuerst in den letzten Seiten der Arbeit nach dem , Ergebnis“ suchen,
miissen leider enttduscht werden, denn das explizite Ausdrucken der Tafeln sprengte den
Umfang dieser Arbeit. In den Tabellen im Anhang sind jedoch die Werte der unipotenten
Charaktere enthalten und auch sonst genug Informationen, um (mit etwas Aufwand) jeden
Charakterwert konkret zu konstruieren.

An dieser Stelle soll auf das Computer-Algebra-System CHEVIE hingewiesen wer-
den, das nun fiir alle Interessenten frei erhiltlich ist (fiir einen Uberblick siehe [21]). Ein
Teil dieses Systems befafit sich mit der Erstellung einer Bibliothek von generischen Cha-
raktertafeln und der Entwicklung von Programmen, die das Rechnen mit solchen Tafeln
unterstiitzen. Vom Autor der vorliegenden Arbeit wurden ein Teil dieser Programme
geschrieben und natiirlich die hier berechneten Charaktertafeln in Form von Computer-
dateien zur Verfiigung gestellt.

Durch die Moglichkeit, das Ergebnis dieser Arbeit und auch alle anderen bekannten ge-
nerischen Charaktertafeln mit Hilfe von Computerprogrammen komfortabel fiir praktische
Rechnungen verwenden zu kénnen, werden sich bestimmt in Zukunft weitere Anwendungen
solcher expliziter Charaktertafeln ergeben.

Auch fiir das Ausrechnen der in dieser Arbeit bestimmten Tafeln ist die Verwendung
von Computern zweckméfig. Hierbei ist neben der Zeitersparnis der wesentliche Aspekt
die Sicherheit der Ergebnisse, wo immer sich die notwendigen Rechnungen automatisieren
lassen. (Im Prinzip sollten alle Rechnungen noch mit etwas Geduld per Hand machbar
sein, aber vermutlich wiren auch bei gewissenhafter Arbeit Rechen- und Schreibfehler
kaum zu vermeiden.)

Einen guten Uberblick iiber die in dieser Arbeit verwendete Theorie bieten die Biicher
von Digne und Michel [13] sowie von Carter [6]. Beide Biicher enthalten zu Beginn eine
Zusammenfassung der benotigten Ergebnisse aus der Theorie der linearen algebraischen
Gruppen, deren Beweise etwa im Buch von Springer [38] zu finden sind. Dies macht
es moglich, fiir einen groffen Teil der in dieser Arbeit benutzten Aussagen einheitliche
Referenzen anzugeben.

Die Darstellung der Rechenergebnisse der einzelnen Abschnitte erfordert zumeist lange
Tabellen, die hiufig iiber mehrere Seiten gehen. Zur besseren Ubersichtlichkeit sind alle
Tabellen, die linger als wenige Zeilen sind, im Anhang gesammelt. Hierzu sollte noch
gesagt werden, dafl viele Tabelleneintrige mit Hilfe von Computerprogrammen erstellt
wurden, in der Hoffnung, die Anzahl der Druckfehler dadurch zu minimieren.

Die Computerrechnungen und das Setzen dieses Textes mit INTpX wurden auf verschie-
denen Workstations der Firma SUN am Interdisziplindren Zentrum fiir Wissenschaftliches
Rechnen (IWR) der Universitidt Heidelberg und der Firma NeXT am Mathematischen



Institut der Universitit Heidelberg, sowie einem privaten IBM-kompatiblen PC durch-
gefiihrt.

Den Schlufl dieser Einleitung mdochte ich benutzen, mich bei denjenigen zu bedanken,
die wesentlich zum Entstehen dieser Arbeit beigetragen haben. Hier sind zuerst Prof. Dr.
B. H. Matzat und Priv. Doz. Dr. G. Hif§ zu nennen, denen ich die Anregung zur Beschéfti-
gung mit dem hier behandelten Thema verdanke. Wertvolle Hilfe bei der Einarbeitung in
das Thema und bei Fragen zu Einzelheiten der Arbeit bekam ich von Dr. G. Hif}, Dr. G.
Malle und Dr. M. Geck. Schliellich sei auch der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir
die finanzielle Unterstiitzung im Rahmen des DFG-Projektes Charaktere endlicher Grup-
pen gedankt.

Heidelberg, Oktober 1993 Frank Liibeck



1 Definitionen und Vorbemerkungen

In diesem Abschnitt werden wir zundchst die uns interessierenden Gruppen als Matrix-
gruppen definieren und sehen, wie wir diese als endliche Gruppen vom Lie-Typ betrachten
konnen. Dann werden noch einige grundlegende Informationen zusammengestellt, die in
den folgenden Abschnitten gebraucht werden.

Sei p eine Primzahl und ¢ eine Potenz von p. Weiter sei Fy der Kérper mit ¢ Elementen
und K sein algebraischer Abschlufl. Fiir eine natiirliche Zahl [ € N bezeichne I die | x I-

Matrix
1

()

(auBlerhalb der Nebendiagonalen seien alle Eintrige Null).

iiber I, und J die 21 x 2I-Matrix

Mit F' bezeichnen wir den Automorphismus der allgemeinen linearen Gruppe GL9; (K),
der die Matrixeintrédge mit ¢ potenziert. Fiir eine Menge M invertierbarer Matrizen be-
zeichnen wir mit M* die F-invarianten Elemente von M, also die Teilmenge der Matrizen
von M, deren Koeffizienten bereits in F, liegen.

Wir definieren nun Untergruppen der GLo;(K) als Isometriegruppe beziehungsweise
als konforme Isometriegruppe der durch J auf K? und Iﬁ‘gl gegebenen Bilinearform (A?! sei
die Transponierte einer Matrix A):

Spy(K) = {A€GLy(K)| A'JA=J}
CSpy(K) = {4 € GLy(K)|es gibt A € K* mit A*"JA = \J}
Spay(q) = SPQZ(K)FF
CSpy(q) = CSpy(K)

Dabei heifit Spy;(K) symplektische Gruppe (der Dimension 21) iiber K und CSpy;(K) kon-
forme symplektische Gruppe iiber K. Entsprechend heifit Spo;(¢q) symplektische Gruppe
iiber F, und CSpy(q) konforme symplektische Gruppe iiber Fj,.

SchlieBlich fithren wir noch die zugehorigen projektiven Gruppen ein. Diese entstehen
durch Restklassenbildung modulo den in der Gruppe enthaltenen skalaren Matrizen. Wir
benutzen hierfiir die Bezeichnungen PSp;(K), PCSp,;(K), PSpy;(¢) und PCSpy(q). (Die
Gruppen PSpy(g) sind einfach, auBer fiir I = 1 und ¢ = 2,3 sowie [ = 2 und g = 2; siehe
Huppert [24, 11.9].)

Fiir eine Matrix A € CSpy;(K) mit A'”JA = X\J nennen wir A(A4) := X den Multiplikator

von A. Die Abbildung A : CSpy(K) — K* ist ein Homomorphismus und fiir A €
CSpy;(¢) ist der Multiplikator A(A) € Fy.

Wir fassen die Gruppen Spy;(K), CSpy(K), PSpy(K) und PCSpy(K) als lineare
algebraische Gruppen iiber K auf (die ersten beiden Gruppen sind laut Definition Null-
stellenmengen gewisser algebraischer Gleichungen in den Koeflizienten der Matrizen, also



Zariski-abgeschlossene Teilmengen von GLy;(K); fiir die projektiven Gruppen siehe etwa
Springer [38, 5.2.5]). Die Abbildung F' induziert Frobeniusmorphismen auf diesen Gruppen
(siehe Digne-Michel [13, Ch.3, insbesondere 3.9]), so daf wir die oben definierten endlichen
Gruppen als endliche Gruppen vom Lie-Typ ansehen kénnen.

Untergruppen einer algebraischen Gruppe mit Frobeniusmorphismus F, die F-
invariant sind, nennen wir auch rationale Untergruppen.

In den folgenden zwei Bemerkungen fassen wir einige Aussagen iiber die Gruppen
Spy;(K) und CSp,;(K) zusammen. Insbesondere fithren wir Bezeichnungen fiir gewisse
wichtige Untergruppen ein.

Bemerkung 1.1 Sei G = Spy(K), dann gilt:

(a) G ist eine halbeinfache zusammenhingende lineare algebraische Gruppe. Insbeson-
dere ist G = G', wobei wir mit G’ die Kommutatoruntergruppe von G bezeichnen.

(b) Das Zentrum von G ist Z(G) = {£Id}. FEs ist also trivial und damit zusam-
menhdngend, falls die Charakteristik von K gleich zwei ist, und sonst nicht zu-
sammenhdngend.

(¢) Die Untergruppe B der oberen Dreiecksmatrizen von G ist eine rationale Borelun-
tergruppe.

(d)  Die Untergruppe T der Diagonalmatrizen von G ist ein mazximal zerfallender Torus
von G (das heifit, T ist ein rationaler mazimaler Torus, der in einer rationalen
Boreluntergruppe enthalten ist). Die Elemente von T haben die Form

A1

1 R )\iEKX,lgiSZ.
)\l

At
Diese Elemente schreiben wir im folgenden als h(A1, ..., \;).

(e) Die Untergruppe U von B der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen (Diagonal-
eintrdge sind 1) ist das unipotente Radikal von B und B laf$t sich als semidirektes
Produkt B =U x T schreiben. Die Dimension von U (als algebraische Gruppe) ist
12. In U liegen die folgenden Wurzeluntergruppen U;j, 1 <i,5 <1 (Es seil die
l x I-Finheitsmatriz und E;; die | x l-Elementarmatriz, die an der (i,j)-ten Stelle
den FEintrag 1 und an allen anderen Stellen den Eintrag O hat.):

I+ akE;; 0 ) o

.i(a) = ’ K 1< <1

u; j(a) ( 0 [—aBpji1iin >| a € } firl<i<j<

U, = uij(a) = ( é Q(Ei’l_j“;rEj’l_i“) >\ ae K} firl<j<i<l
u; j(a) = < é GE'L',II*H»l >|a€K} firl<i=j<I




)

Diese Untergruppen sind isomorph zur additiven Gruppe von K (vermdge a +—
ui j(a)) und unter Konjugation mit Elementen aus T invariant. Durch die Glei-
chung

h(/\l, RN >\l) um(a) h()\l, e, )\1)71 = ui7j(a,~7j(h()\1, - ,)\l)) . a)

werden die zu den U; j gehorenden Wurzelabbildungen oy j : T — K>, 1 <4,5 <1,
definiert:

XAt fir 1<i<j <l

Ozi,j(h()\l, ey )\l)) = )\z>\] fﬂT 1< ] <1< l

A fir 1<i=j<I
Die o; 5, 1 < 1,5 <1, bilden die zu B gehorenden positiven Wurzeln des Wurzelsy-
stems von G beziiglich T. Diese enthalten | einfache Wurzeln (solche, die sich nicht
als Produkt der ibrigen schreiben lassen), namlich o i1, 1 < i <1 —1, und oy,.

Die Ordnung von G ist

l
, .
G| =¢" ] - D).
i=1

Beweis: Die Aussagen (a) bis (e) werden im Beispiel-Kapitel des Buches von Digne und
Michel [13, Ch.15] gezeigt.

Die Ordnung von G 1Bt sich mit Hilfe der Bruhat-Zerlegung bestimmen, siche etwa
Carter [6, 2.9]. Sie ergibt sich auch aus kombinatorischen Betrachtungen wie in Huppert
[24, 11.9.13]. a

Bemerkung 1.2 Sei G = CSpy;(K), dann gilt:

(a)
(b)

(c)
(d)

G ist eine zusammenhdngende reduktive lineare algebraische Gruppe.

Die Kommutatoruntergruppe von G ist G' = Spy;(K).

Das Zentrum von G ist Z(G) = {pld| p € K*}, es ist also zusammenhdngend.
Der Durchschnitt dieser Untergruppen ist Z(G) N G’ = {£Id} und es gilt G =
Z(G)G'.

Ist die Charakteristik von K gleich zwei, so ist dies sogar ein direktes Produkt G =
Z(G) x G.

Die Untergruppe B der oberen Dreiecksmatrizen von G ist eine rationale Borelun-
tergruppe.

Die Untergruppe T der Diagonalmatrizen von G ist ein mazimal zerfallender Torus.
Die Elemente von T haben die Form

A1

MAEKX, 1<i<l.
AL ’ < ’

PP



Diese schreiben wir im folgenden als h(A1, ..., N, N). Fir die Multiplikatorabbildung
gilt dann X(h(A1, ..., A\, A)) = A

(e) Die Wurzeluntergruppen von G liegen schon in G’ und sind bereits in Bemerkung 1.1
beschrieben. Die Wurzelabbildungen oy j : T — K> sehen nun so aus:

XA fir 1<i<j<lI
@i (A1, A A) =< AT fir 1< <<
AL fir 1<i=j<I

Die | einfachen Wurzeln sind wieder o ;v1, 1 <1 <1 —1, und ay;.

(f) Die Ordnung von G ist
IG"| = (¢ = 1)|Spx(9)|-

Beweis: (b) Das Zentrum von G besteht nur aus skalaren Matrizen (nach dem Lemma
von Schur). Andererseits liegen offenbar alle skalaren Matrizen in CSpy;(K).

Die Inklusion Spy,(K) C G’ gilt, da schon Spy(K) = Spy(K) ist (Bemerkung 1.1(a)).
Die Multiplikatorabbildung A : G — K* ist ein Homomorphismus, deshalb ist der Mul-
tiplikator jedes Kommutators A(ABA~!B~1) = 1. Also ist auch G’ C Spy;(K).

Genau dann ist uld € Spy;(K), wenn A(uld) = p? = 1 ist; das ergibt Z(G)NG' = {£Id}.
Die Aussage G = Z(G)G’ sehen wir so: Ist A € G, A(A) = A € K* und g € K mit
p? = X, so haben wir A = pld - (u=1A) mit pld € Z(G) und A(p~tA) = =2\ = 1, also
ptA e G

Ist die Charakteristik von K gleich zwei, so ist Z(G) N G’ trivial und die obige Zerlegung
zeigt G = Z(G) x G'.

(a) Aus (b) wissen wir, dafl Z(G) zusammenhéngend ist und nach Bemerkung 1.1 ist
auch G’ zusammenhiingend. Da G das Produkt dieser Untergruppen ist, ist auch G zu-
sammenhéngend (siehe etwa Springer [38, 6.1(i)]).

Die Reduktivitidt von G ist genauso wie im Fall Spy;(K) zu sehen.

(c) bis (e) sind auch wie im Fall der vorhergehenden Bemerkung zu sehen.

(f) Wir betrachten die Multiplikatorabbildung A : GI* — Fz. Der Kern dieser Abbil-
dung ist genau Spy;(¢q) und auflerdem ist A surjektiv, denn

()

Dies ergibt |G| = (¢ — 1)|Spy(q)]- .

Der Unterschied zwischen den Gruppen Spy;(K) und CSpy(K), auf den es uns an-
kommt, ist das zusammenhingende Zentrum der konformen symplektischen Gruppen.
Diese Voraussetzung erleichtert die Parametrisierung und Berechnung der irreduziblen
Charaktere der endlichen Gruppen betréchtlich.

Der Fall der Charakteristik zwei mufl in weiten Teilen als Ausnahmefall behandelt
werden. Das ist schon aus der Definition der Matrix J fiir die symplektische Form zu
vermuten. In diesem Fall sind die Gruppen Spy;(q), PSpy(¢) und PCSpy;(q) isomorph
und CSpy;(q) = Spy(q) X Z(CSpy(q)). Wir kennen also die Charaktertafeln all dieser



Gruppen, wenn wir die von Spy(¢) kennen. Da hier das Zentrum von Spy;(K) schon
zusammenhéngend ist, werden wir fiir gerades ¢ die konformen symplektischen Gruppen
gar nicht betrachten.

Eine reduktive algebraische Gruppe G ist bis auf Isomorphie durch ihr Wurzeldatum
bestimmt. Ist F ein Frobeniusmorphismus von G, so ist G bis auf Isomorphie durch das
Wurzeldatum von G beziiglich eines maximal zerfallenden Torus und die Operation von
F' darauf bestimmt. Die Struktur des Wurzeldatums von G ist viel iibersichtlicher, als
die der Gruppe selbst, und wir werden sehen, dafl wir einen groflen Teil der Informatio-
nen zur Berechnung unserer Charaktertafeln durch Kalkulationen mit Wurzeldatum und
Weylgruppe von G gewinnen kénnen. Nur an wenigen Stellen werden wir im Rest der
Arbeit die urspriinglichen Definitionen benutzen und direkt mit Matrizen rechnen.

In diesem Abschnitt wollen wir noch fiir die Gruppen Spy;(K) und CSpy;(K) die Wur-
zeldaten, die Operation des Frobeniusmorphismus darauf, sowie ihre Weylgruppen und
deren Konjugiertenklassen beschreiben. Bevor wir die Aussagen in der Bemerkung 1.3
zusammenfassen, sollen die gerade benutzten Begriffe kurz erldutert und dabei einige
Bezeichnungen eingefithrt werden. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung sei auf die Ab-
schnitte 1.9, 1.18 und 1.19 in Carters Buch [6] verwiesen.

Seien G = Spy;(K) oder G = CSpy(K), F der Frobeniusmorphismus auf G sowie T,
B, U, ;, a;j und h(Aq,...) wie in Bemerkung 1.1 beziehungsweise 1.2 erklért.

Sei X die Gruppe der Homomorphismen algebraischer Gruppen von T nach K*.
Dann heifit X Charaktergruppe von T und besteht genau aus den Abbildungen der
Form h(Ai,...,N) — A" - A" beziehungsweise h(Ai,..., A5, A) — A" AT
mit m; € Z fir 1 < i < [+ 1. Somit ist X isomorph zu 7! beziehungsweise V/ans
Wir legen Z-Basen fiir X fest: Im Fall G = Spy(K) nehmen wir {é;,...,¢} mit
éi:h(A1,..., ) — A, 1 <i <[, und im Fall G = CSpy;(K) wihlen wir {é1,...,¢é;, €41}
mit é; : (A, ..., A A) = A fir 1 <i<lund €41 :h(A, ..., A\, A) — A

In gleicher Weise fiihren wir die Kocharaktergruppe Y als Gruppe der Homomorphismen
algebraischer Gruppen von K* nach T ein. Diese besteht aus den Abbildungen der Form
p— h(p™, ..., p™) beziehungsweise p — h(p"™, ..., p" p"™+1) m; € Z, 1 < i <1+ 1.
Auch Y ist isomorph zu Z! beziehungsweise Z*! und wir kénnen wieder Z-Basen festlegen:
Im Fall G = Spy(K) sei dies {e1,...,e} mit e; : pr—= h(A1,..., N\), Ay = pund \j =1 fiir
j#14,1 <4<l Undim Fall G = CSpy(K) nechmen wir {e1,..., e, e/41} mit e; : p —
(A, .. AN, Mi=p, Ay =1firj#iund A=1,1<i<l,undeyq:p— h(1,...,1,p).

Wir schreiben die Gruppenoperationen in X und Y additiv.

Die Komposition eines v € Y und eines x € X ergibt einen Homomorphismus alge-
braischer Gruppen von K* nach K*. Dieser hat die Form y o~ : p + p" fiir ein n € Z.
Die Zuordnung (x,7) — (x,7) := n liefert eine exakte Paarung zwischen (den Z-Moduln)
X und Y. Die von uns gewéhlten Basen von X und Y sind dual beziiglich dieser Paarung.

Weiter wollen wir mit N(T) den Normalisator von T in G bezeichnen und mit W die
Restklassengruppe N(T)/T. Die Gruppe W ist endlich und heiit Weylgruppe von G.

Die Wurzelabbildungen «; j, 1 < 4,j < [, kénnen wir als Elemente von X (und von
X ®zR) auffassen. Sie bilden die positiven Wurzeln ®* eines Wurzelsystems ® C X @z R.
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Die iibrigen Wurzeln von @ sind die negativen der angegebenen; sie gehtren zu den Wur-
zelabbildungen der Wurzeluntergruppen in der Boreluntergruppe B~ der unteren Drei-
ecksmatrizen von G. Fiir 1 < 4,5 <[ bezeichnen wir die Wurzeluntergruppe in B~ zur
Wurzel —a;; mit U, ; und ihre Elemente mit u; ;(a), a € K.

Dann induzieren die Zuordnungen

((1) T)HUi,j(a), (i ?)Hum(a)

einen Homomorphismus algebraischer Gruppen ¢;; von SL(K) auf die Untergruppe

(U;;,U;;) von G. Die Abbildung oy, : K* — T, p = ¢;; << g pol >> liegt in

Yund ist die zu «; ; gehdrende Kowurzel.
Die Kowurzeln bilden ein Wurzelsystem & C Y ®7 R.
Das Quadrupel (X, ®,Y,®V) heiit Wurzeldatum von G.

Die Weylgruppe W von G ist isomorph zu den Coxetergruppen, die durch die Re-
flektionen an den Wurzeln eines Fundamentalsystems von & C X beziehungsweise von
®Y C Y erzeugt werden. (Zu einer Wurzel a mit Kowurzel oV ist die Reflektion
auf X durch x — x — {x,a")a und auf Y durch v — v — {a,7)a" definiert.) Wir
beschreiben noch kurz diesen Isomorphismus: N(T) operiert auf T vermoge Konjuga-
tion, und da T abelsch ist, hdngt die Operation von n € N(T) nur von der Restklasse
w:=nT € W = N(T)/T ab. (Wir verwenden fiir diese Operation von W auf T dann
auch die Schreibweise t¥ := t" = n~!tn und ¥t := "t = ntn~'.) In kanonischer Weise sind
hierdurch auch Operationen von W auf X und Y erklért, fir w € W, xy € X, vy €Y,
t € T und p € K* schreiben wir:

x“(t) :==x(t") und ~“(p) :=y(p)"

(die Schreibweise fiir die Operation auf X ist invers zu der bei Carter [6, Seite 18]; dies wird
in Abschnitt 3 begriindet). Dabei gilt fiir alle w € W, daf w(®) = ® und w(®Y) = &V
ist. Die Abbildung, die w die Operation von w auf X zuordnet, liefert den Isomorphismus
von N(T)/T auf die Coxetergruppe zu ® und entsprechend fiir Y. Sei a; j; € T und s; ;

die Reflektion an «;; oder an a;fj, dann ist ein Vertreter n; ; € N(T) eines Urbildes von

s;; unter diesen Isomorphismen durch n; ; = ¢; ; (( 01 (1] )) gegeben.

Da unser maximaler Torus T rational ist, operiert auch der Frobeniusmorphismus F
auf T. Hierdurch werden Operationen von F' auf X und Y bestimmt, die wir ebenfalls mit
F' bezeichnen. Diese haben in beiden Féllen die Form F' = ¢ - Fg, wobei F'y die Wurzeln
beziehungsweise Kowurzeln permutiert und eine endliche Ordnung hat.

Wir wollen noch eine Sprechweise festlegen: Der Dynkin-Typ einer zusammenhéngen-
den reduktiven algebraischen Gruppe mit Frobeniusmorphismus sei das zugeordnete
Dynkin-Diagramm zusammen mit der induzierten Operation des Frobeniusmorphismus
darauf. Dies ist in Carter [6, 1.11 und 1.18] erklirt. Wir verwenden die Standard-
Bezeichnungen fiir die Dynkin-Typen, wie sie in [6, 1.19] aufgefiithrt sind, mit einem
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Zusatz: Besitzt ein Wurzelsystem Wurzeln von zwei verschiedenen Léngen, so verwen-
den wir fiir ein Teilwurzelsystem vom Typ A die Bezeichnung A, falls es aus kurzen
Wurzeln besteht, und die Bezeichnung A,,, falls es aus langen Wurzeln besteht.

Jetzt formulieren wir unsere Bemerkung.

Bemerkung 1.3
(a) Sei zundchst G = Spy(K). Das Wurzelsystem ® C X von G besteht aus den 21

(b)

(c)

Elementen £(&; + é;), £2¢; fir 1 <1i,j <1, j #i. Der Index des davon erzeugten
Z-Gitters ist (X : Z®) = 2. Die Teilmenge {c; := é; — éi11,00 :=2¢| 1 <i <[—1}
ist ewn Fundamentalsystem von ®.
Die Kowurzeln a;/,j werden, als Elemente von Y betrachtet, durch
e;—e; fir 1<i<j<lI
;= ej+ej fir 1<j<i<l
€; fir 1<i=75<I

beschrieben. Das Kowurzelsystem ®" besteht also aus den Elementen +(e;+e;), +e;
fir1 <i,5 <1, j#i. Fiir das davon aufgespannte Z-Gitter gilt Z®V =Y. FEin
Fundamentalsystem von ®V ist {a) :=e; —e;p1,0) =¢| 1 <i <1 —1}.

Der Frobeniusmorphismus F operiert auf X und Y durch Multiplikation mit q (Fo
ist also trivial).

Hieraus ergibt sich, daf§ G die einfache, einfach zusammenhdngende Gruppe vom
Dynkin-Typ Cy ist. Die endliche Gruppe GT ist die Gruppe (Cy)se(q) (fiir die Be-
zeichnungsweise siehe [6, 1.19]).

Sei nun G = CSpy(K). Der Dynkin-Typ von G ist gleich dem von G’ = Spy(K),
also Cj. Jetzt spannt jedoch das Wurzelsystem ® einen l-dimensionalen Teilraum im
(I 4 1)-dimensionalen euklidischen Raum X ®z R auf, es besteht aus den Elementen
+(é—€5), £(éi+€j—€1q1) und (26, —é141) firl <i,j <1, j #i. Ein Fundamental-
system wird von den Wurzeln o; := (é; — éi41), 1 <i <1 —1, und ag := (2é; — é141)
gebildet. Das System der Kowurzeln kénnen wir mit Hilfe der e; genauso wie in (a)
hinschreiben.

Die Weylgruppe W vom Typ C; ist isomorph zu einem Kranzprodukt der symme-
trischen Gruppe S; auf l Elementen und einer zyklischen Gruppe der Ordnung zwei,
sie besitzt also 2'1! Elemente.

Als Cozxetergruppe wird W von | Involutionen s1,...,s; erzeugt. Wir wollen alle
oben erwdihnten Interpretationen von W genau beschreiben, indem wir jeweils die
Elemente s; angeben. Die Identifikation der s; in den verschiedenen Fdllen liefert
dann die Isomorphismen, die oben erldutert wurden.

W als Teilmenge von Aut(X): Seien a;, 1 < i <1, die Wurzeln des in (a) bezie-
hungsweise (b) gefundenen Fundamentalsystems von ®. Dann sei s; die Reflektion
an o;.

W als Teilmenge von Aut(Y): Die Kowurzeln o zu den a;, 1 < i <1, bilden das
in (a) beziehungsweise (b) gefundene Fundamentalsystem von ®V. Hier sei s; die
Reflektion an o)

i
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(d)
(¢)

W als Restklassengruppe N(T)/T: Wir definieren Elemente n; € N(T) durch die
Matrizen

1
0 1 «— i-te Zeile
10
n; 1= 1
0 1 — (21 —i)-te Zeile
1 0
1
firl <i<l—1 und
1
0 1 «— l-te Zeile

In diesem Fall sei s; die Restklasse n;T.

In Tabelle 1 werden die s; in allen sechs Fdllen noch konkreter beschrieben. Als
Automorphismen von X und Y schreiben wir sie mit Hilfe der gewdhlten Z-Basen,
und als Elemente von N(T)/T beschreiben wir ihre Wirkung bei Konjugation von
Toruselementen h(A1, ..., ;) beziehungsweise h(A1, ..., A\, A).

Der Frobeniusmorphismus F operiert trivial auf der Weylgruppe.

Wir wollen noch die Konjugiertenklassen von W' parametrisieren. Dazu benutzen wir
die Beschreibung von W als Cozetergruppe von ® C X im Fall G = Spy(K). Sei
w € W, dann gibt es eine Permutation m von {1,...,l} und Zahlen ¢; € {+1,—1},
1 <i <l sodaff firl <i<I gt wlé)= €ir(s)- Wir ordnen w eine Doppel-
partition (a, 8) mit |a| + || = | zu. Die Eintrige von « und 3 bestehen aus den
Zykellingen von w. Ist i1 — 49 — ... — i, — 11 ein ZLykel von 7, so bilden wir das
Produkt € :=¢g;, - --€;,. Ist e =1, so tragen wir die Zykellinge r in o ein, sonst in 3.
Zwei Elemente von W liegen genau dann in der gleichen Konjugiertenklasse, wenn
ihnen die gleiche Doppelpartition zugeordnet wird. Alle Doppelpartitionen (o, 3) mit
la| + |8] =1 kommen vor.

Beweis: (a) Die Wurzeln sind bereits in Bemerkung 1.1(e) angegeben und hier nur mit
Hilfe der é; hingeschrieben. Der Index (X : Z®) liBt sich durch Ubergang zur Z-Basis
{éi — éit1,61] 1 <i<1—1} von X ablesen.

Die Kowurzeln erhalten wir anhand der oben beschriebenen Abbildungen ¢; ;:

me((5,0)) = (2 DG DG DG )
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Die Gleichung Z®V = Y ist klar, weil die Basisvektoren ¢;, 1 < i < [, von Y zum
Kowurzelsystem gehoren.

Die Operation des Frobeniusmorphismus F' auf X und Y ergibt sich daraus, daf§ F' einfach
die Eintrage der Matrizen aus T mit ¢ potenziert.

Aus der expliziten Angabe der Fundamentalsysteme von ® und ®V kénnen wir die Eintréige
der Cartan-Matrix ((c,;))1<ij<i von G berechnen und erhalten daraus das folgende

Dynkin-Diagramm von G:
O——Ormre O—— QK0

(631 Qg Q2 -1

Dieses Dynkin-Diagramm wird mit C; bezeichnet. Die Gruppe G = Spy;(K) ist einfach,
weil sie nach 1.1(a) halbeinfach ist und ein zusammenhingendes Dynkin-Diagramm be-
sitzt. Sie wird wegen der Gleichheit Y = Z®" einfach zusammenhingend genannt (siehe
Carter [6, 1.11]).

(b) Die Uberlegungen gehen genauso wie in (a), nur daf jetzt Bemerkung 1.2(e) benutzt
wird.

(c) Die Isomorphismen zwischen den verschiedenen Interpretationen der Weylgruppe W
haben wir bereits weiter oben erklart. Die Struktur und Ordnung von W ergibt sich sofort
aus der konkreten Beschreibung von W' als Teilmenge von Aut(X) im Fall G = Spy;(K).

(d) Das folgt aus (c), denn mit den angegebenen Matrizen nq,...,n; sehen wir, dafl es
Représentanten fiir die Elemente der Weylgruppe in N(T) mit Koeffizienten in F,, gibt.
(e) Hier konnen wir auf den Artikel [4] von Carter verweisen. O

Am Schlufl dieses Abschnittes wollen wir noch einige Notationen festlegen. Wir be-
trachten die Gruppen K* und Q,//Z, wobei Qs die additive Gruppe der rationalen Zah-
len, die sich mit nicht durch p teilbarem Nenner schreiben lassen, bezeichne. Diese beiden
Gruppen sind isomorph und wir wollen uns einen Isomorphismus ¢ : Q,/Z 5 KX fur
den Rest dieser Arbeit fest gewihlt denken (vergleiche Carter [6, 3.1.3]). Die Elemente von
Q' /7Z sollen mittels Représentanten %, 7,5 € Z, s # 0, p{ s, in Qs geschrieben werden.

T

Auflerdem definieren wir noch die Einbettung @2 : Qy/Z — C*, L +— e (das Bild
von 9 besteht genau aus den Einheitswurzeln mit zu p teilerfremder Ordnung) und treffen
die folgende Vereinbarung.

2mir
s

Vereinbarung 1.4

(a) Seien ¢1 : Qy/Z = K* und ¢y : Qy/Z — C* die oben erklidrten Abbildungen.
In der folgenden Tabelle werden fiir gewisse Elemente in Q,y/Z Namen ihrer Bilder
unter 1 und @9 festgelegt. Diese Namen sollen im Rest der Arbeit benutzt werden,
um Elemente aus K* und Charakterwerte explizit hinzuschreiben.

nEQu/Z | pi1(n) € KX | o) € C
71 Cn Gn
i En &n

@gy | T

TG Pn Prn
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(b)  Wir werden ¢; als abkiirzende Schreibweise fiir das i-te Kreisteilungspolynom in der
Variablen ¢ verwenden (wie in Carter [6, 13.9]). Bei uns kommen vor:

1 = q—1
¢ = q+1
o3 = ¢*+q+1
b = ¢*+1
b6 = ¢*—q+1
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2 Uberblick iiber die Berechnung der Charaktertafeln

Wir zitieren zuerst zwei wichtige Sétze aus der Theorie von Deligne und Lusztig, an denen
wir unser Vorgehen zur Berechnung der Charaktertafeln orientieren wollen. Danach geben
wir einen Uberblick iiber die Teilaufgaben, die in den folgenden Abschnitten ausfithrlich
erklart und gelost werden.

2.1 Charakterformel fiir Deligne-Lusztig-Charaktere und Lusztig-Serien

Sei G eine zusammenhédngende reduktive algebraische Gruppe, F' ein Frobeniusmorphis-
mus von G und L eine rationale Leviuntergruppe von G. Dazu gibt es den Lusztig-
Funktor RE, der einer (komplexwertigen) Klassenfunktion von L eine Klassenfunktion
von G¥ zuordnet (genauer werden verallgemeinerte Charaktere auf verallgemeinerte Cha-
raktere aber nicht immer Charaktere auf Charaktere abgebildet). Eine Definition von
RS ist im Kapitel 11 des Buches von Digne und Michel [13] zu finden. Der Spe-
zialfall R% , in dem L = T ein maximaler Torus ist, wird im Buch von Carter [6,
Chapter 7] erkldart. Wir betrachten zundchst nur diesen Fall L = T und bezeich-
nen mit T die Gruppe der irreduziblen Charaktere von T!. Die verallgemeinerten
Charaktere {R$6|T rationaler maximaler Torus von G, §# € T} heiBen die Deligne-
Lusztig-Charaktere von GT'. Der Deligne-Lusztig-Charakter R%H héngt nur von der
GP-Konjugiertenklasse des Paares (T,6) ab und auf den unipotenten Klassen von G
sogar nur von der G-Konjugiertenklasse von T. Die auf die unipotenten Klassen einge-
schrankten Deligne-Lusztig-Charaktere heilen Greenfunktionen, und wir schreiben dafiir

QF.

Satz 2.1 (Charakterformel fiir R%Q) Sei g € GI' und g = su = us mit s halbeinfach
und u unipotent die Jordan-Zerlegung von g. Sei C = Cq(s) der Zentralisator von s in
G und C° die Zusammenhangskomponente der Eins in C. Dann gilt:

(a)

(RGO)(9) = —=— 3 0 s0)QCh, 1 (u)

CO)F
©@f &=,

z sz e TF

(b)  Sei jetzt zusdtzlich der Zentralisator von s zusammenhingend, also C = C°, und
seien T1,..., Ty C C Reprisentanten der C¥-Konjugiertenklassen rationaler ma-
zimaler Tori von C, die in der G -Konjugiertenklasse des Torus T von G liegen.
Ist x € GY mit s’ .= s* € TF, so hingt die C -Konjugiertenklasse von *T nur von
s (und nicht vom speziellen ) ab. Seien also Sp1,..., Sy, € TF fir1 <r <k die
verschiedenen Elemente der Form s* € TF mit x € GF', fir die der Torus *T in
der CF-Klasse von T, liegt. Dann ist

k Iy
uﬁwm—Z(ZFwQQ%m.

r=1 \t=1
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Beweis: (a) Dies ist Theorem 7.2.8 aus Carter [6]. Die Formel ist der Spezialfall ei-
ner entsprechenden Charakterformel fiir den Lusztig-Funktor RY; sieche Digne-Michel [13,
12.2].

(b) Seien x,y € GT', dann gilt: s* = s¥ < c:=yz~ ! € CF. Ist also s* = ¥, y = cx und
*T C C, soist auch YT = ¢(*T) C C und YT liegt in der gleichen C¥-Konjugiertenklasse
wie *T. Die Formel in (b) ist somit nur eine Umformulierung der Formel aus (a) im Spe-
zialfall C = C°. O

Jeder irreduzible Charakter von G kommt als Konstituent eines Deligne-Lusztig-
Charakters vor. Um zu beschreiben, welche R% 0 gemeinsame Konstituenten besitzen,
ist es niitzlich, die duale Gruppe G* von G zu betrachten. Ist (X,®,Y,®V) das Wur-
zeldatum von G, so ist G* die zusammenhingende reduktive algebraische Gruppe, die
bis auf Isomorphie durch das Wurzeldatum (Y, ®V, X, ®) bestimmt ist (die Rollen von X
und Y, sowie von Wurzeln und Kowurzeln werden vertauscht). Die Operation des Fro-
beniusmorphismus F' auf X und Y gehort dann zu einem Frobeniusmorphismus £ von
G* und dadurch ist G*!" bis auf Isomorphie bestimmt. Es ist nun méglich, die Paare
(T,0) von G mit Paaren (T*,s) von rationalen maximalen Tori T* von G* und halb-
einfachen Elementen s € T*" zu identifizieren. Dabei sind (Ty,6;) und (T, fs) genau
dann Gf-konjugiert, wenn die zugehérigen Paare (TF,s;) und (T3, so) unter G*¥ kon-
jugiert sind. Die Deligne-Lusztig-Charaktere R%Gl und R%Hg haben hochstens dann
gemeinsame Konstituenten, wenn die Paare (T1,6;) und (Ts,62) geometrisch konjugiert
sind und dies ist genau dann der Fall, wenn s; und ss geometrisch, also in der algebra-
ischen Gruppe G*, konjugiert sind. Die Menge der irreduziblen Konstituenten der R% 0,
die auf diese Weise zur geometrischen Konjugiertenklasse eines halbeinfachen Elementes
s € G*I" gehoren, heifit die zu s assoziierte Lusztig-Serie; wir schreiben dafiir £(GY, (s)).
Betrachten wir speziell s = 1 € G*I" | so gehéren dazu die Deligne-Lusztig-Charaktere der
Form R$1. Thre irreduziblen Konstituenten, die Charaktere der Lusztig-Serie (G, (1)),
heilen unipotente Charaktere.

Wir wollen nun noch voraussetzen, dafl die Gruppe G ein zusammenhdngendes Zen-
trum hat. Dann sind die Zentralisatoren halbeinfacher Elemente in der dualen Gruppe
G* stets zusammenhingend, und halbeinfache Elemente von G*/ sind genau dann geo-
metrisch konjugiert, wenn sie G*F -konjugiert sind. Die hier aufgeziihlten Begriffe und
Aussagen sind im Kapitel 13 des Buches von Digne und Michel [13] erklirt. Aus diesem
Kapitel zitieren wir nun einen weiteren grundlegenden Satz.

Satz 2.2 (Jordan-Zerlegung der Charaktere endlicher Gruppen vom Lie-Typ)
Die Charaktere einer Lusztig-Serie E(GY,(s)) stehen in Bijektion zu £(Cg+(s)F", (1)),
also zu den unipotenten Charakteren des Zentralisators von s in der dualen Gruppe
G*F" . Diese Bijektion lifit sich so wdihlen, daf bei Z-linearer Fortsetzung R.(I;JH n

ECgx(5)° -€GR$§* ()1 tibergeht (wie oben sollen wieder die Paare (T,0) und (T*,s) zu-
sammengehdren). Fir den Vorfaktor gilt dabei ecg, (50 - €a € {+1, —1}.

Beweis: Siehe Digne-Michel [13, Theorem 13.23]. O
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Diese beiden Satze ermoglichen fiir sich natiirlich noch nicht die konkrete Berechnung
von Charaktertafeln. Zu Satz 2.1 mufl noch gesagt werden, daf} sich die dort vorkommen-
den Greenfunktionen auch praktisch berechnen lassen. Und Satz 2.2 ist sehr niitzlich, weil
Lusztig in mehreren Arbeiten fiir alle zusammenhéngenden reduktiven Gruppen G Para-
metrisierungen der unipotenten Charaktere von G sowie ihre jeweiligen Vielfachheiten
in den Deligne-Lusztig-Charakteren Rr_clfl bestimmt hat.

Wenn wir alle diese Informationen ausnutzen, bleibt aber noch eine Schwierigkeit {ibrig.
Die Deligne-Lusztig-Charaktere spannen namlich im allgemeinen nur einen echten Teil-
raum des Raumes der Klassenfunktionen von G auf, die Funktionen in diesem Teilraum
heiflen uniforme Funktionen. Das bedeutet, dal es Lusztig-Serien geben kann, in denen
es mehr irreduzible Charaktere als zugehorige Deligne-Lusztig-Charaktere gibt. In die-
sen Fillen werden also zusétzliche nicht-uniforme Klassenfunktionen einschliefflich ihrer
Zerlegung in irreduzible Konstituenten benottigt. In neueren Arbeiten von Lusztig iiber
Charaktergarben wurde gezeigt, wie sich im Prinzip bis auf die Bestimmung gewisser
Einheitswurzeln auch solche nicht-uniformen Klassenfunktionen konstruieren lassen. Wir
werden in den von uns betrachteten Féllen diese Ergebnisse aber nicht verwenden (siehe
unten).

2.2 Charaktertafeln fiir CSpy(q), ¢ ungerade, und Spy(q), ¢ gerade

Sei nun G = CSpg(K) bei ungerader oder G = Spg(K) bei gerader Charakteristik von
K. Nach Bemerkung 1.3(a) und (b) ist die Kommutatorgruppe G’ von G einfach zu-
sammenh#ngend und daraus folgt nach einem Satz von Steinberg, dafl die Zentralisatoren
halbeinfacher Elemente von G zusammenhéngend sind. Wir kénnen also fiir die Berech-
nung der Deligne-Lusztig-Charaktere die Formel aus Satz 2.1(b) verwenden. Auflerdem ist
nach Bemerkung 1.1(b) beziehungsweise 1.2(b) das Zentrum von G zusammenhéngend,
so daf} auch die Zentralisatoren halbeinfacher Elemente in der dualen Gruppe G* zusam-
menhéngend sind.

Jetzt werden die einzelnen Schritte, die zur vollstdndigen Berechnung der Charak-
tertafel von GY fiir beide Fille von G fithren, kurz erliutert. Jeder Schritt wird in
einem der folgenden Abschnitte genauer erklirt und dessen Ergebnisse angegeben (auch
Literaturverweise sind im jeweiligen Abschnitt zu finden).

Unter Berechnung wollen wir folgendes verstehen: Die Konjugiertenklassen sollen mit
Hilfe von Reprisentanten beschrieben werden, und die Parametrisierung der Klassen und
Charaktere sowie die Angabe der Charakterwerte soll so genau sein, dafl das konkrete
Rechnen mit den Charakteren auf einem Computer moglich ist.

e Maximale Tori und ihre komplexen Charaktere:
Alle maximalen Tori von G lassen sich in der algebraischen Gruppe G auf den Torus
T der Diagonalelemente von G konjugieren. Dies liefert eine Bijektion zwischen den
G’ -Konjugiertenklassen rationaler maximaler Tori und den Konjugiertenklassen der
Weylgruppe von G. Wir beschreiben fiir Reprisentanten T der GF-Klassen rationa-
ler maximaler Tori von G die endlichen Gruppen T mittels Untergruppen von T.
In ganz analoger Weise lassen sich fiir Reprisentanten T* der G*I-Klassen ratio-
naler maximaler Tori von G* die T*/" als Untergruppen von X ®z, Qp/Z angeben.
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Schliefilich berechnen wir fiir diese Représentanten noch explizit die Zuordnung von
Paaren (T*, s) zu Paaren (T, #). Wir bendétigen fiir diesen Teil nur die Operationen
der Weylgruppe von G auf X und T aus Bemerkung 1.3(c).

Parametrisierung der Konjugiertenklassen:

Jedes g € G besitzt eine eindeutige Jordan-Zerlegung ¢ = su = us mit s halb-
einfach und u unipotent. Wir bestimmen zuerst Reprisentanten fiir die halbein-
fachen Klassen sowie deren Zentralisatoren und dann die unipotenten Klassen in
diesen Zentralisatoren. So bekommen wir Repridsentanten fiir alle Konjugierten-
klassen von G¥'zusammen mit ihrer Jordan-Zerlegung, was fiir die Anwendung der
Formel in 2.1(b) wichtig ist. Die Bestimmung der Konjugiertenklassen fithren wir
zusétzlich zu den oben genannten Gruppen fiir die Gruppen Spg(g) mit ungeradem
q durch. Dies erfordert kaum Mehraufwand, und wir erhalten auch die Fusion der
Klassen von Spg(g) in CSpg(q).

1. Halbeinfache Konjugiertenklassen, ihre Zentralisatoren und Représentanten in
den maximalen Tori:
Wir fassen die halbeinfachen Klassen von GY zu halbeinfachen Klassentypen
zusammen, wobei zwei halbeinfache Elemente im gleichen Klassentyp liegen,
wenn sie GF'-konjugierte Zentralisatoren in G besitzen. Durch Konjugation (in
G) der halbeinfachen Elemente von G in den Torus T werden wir sehen, daf
sich diese Klassentypen mit Hilfe des Wurzelsystems und der Weylgruppe von
G parametrisieren lassen. Insbesondere ist dies unabhéngig vom speziellen F'
(beziehungsweise ¢). Fiir die Anwendung der Formel aus 2.1(b) miissen wir
noch fiir jede halbeinfache Klasse alle Vertreter in unseren Représentanten der
G%-Klassen maximaler Tori sowie in ihrem Zentralisator C die CF'-Klassen ra-
tionaler maximaler Tori kennen. Auch diese Informationen lassen sich mit Hilfe
der Weylgruppe beschreiben und zwar fiir alle Klassen in einem Typ einheitlich.
Wir benétigen bis hierher wieder nur die Beschreibung des Wurzeldatums aus
Bemerkung 1.3. Fiir die Berechnung des genauen Isomorphietyps der Zentrali-
satoren werden wir jedoch auf G als Matrixgruppe zuriickgreifen.

2. Unipotente Klassen von G" und ihre Zentralisatorordnung:
Die unipotenten Klassen von G¥ bestimmen wir mit einem véllig elementaren
Verfahren, dem die eindeutige Bruhat-Zerlegung der Elemente aus G zugrun-
deliegt. Wir rechnen zunéichst mit den Kommutatorrelationen der Wurzelun-
tergruppen, die sich sofort aus 1.1(e) ergeben, und dann auch wieder mit den
Gruppenelementen als Matrizen.

3. Unipotente Klassen in Zentralisatoren C! von halbeinfachen Elementen mit
cf £ Gr:
Die Zentralisatoren C halbeinfacher Elemente aus G\ Z(G!) lassen sich mit
Hilfe einfacher Gruppen vom Lie-Typ beschreiben, deren halbeinfacher Rang
kleiner als der von G ist. Fiir diese sind die Charaktertafeln und damit die Kon-
jugiertenklassen bekannt. Wir kénnen also die unipotenten Klassen in diesen
CF', deren genauen Isomorphietyp wir schon bestimmt haben, im wesentlichen
aus der Literatur zusammensuchen.

Die Anzahl der unipotenten Klassen im Zentralisator eines halbeinfachen Elementes
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von G hingt immer nur von dessen halbeinfachem Klassentyp (und nicht vom
speziellen ¢) ab. Diese Tatsache und das Zusammenfassen der halbeinfachen Klassen
zu Klassentypen ermdaglichen es, die Konjugiertenklassen der Gruppen G generisch,
also mit ¢ als Parameter, zu beschreiben.

Greenfunktionen:

Die meisten Greenfunktionen, die wir bendtigen, lassen sich aus einigen allgemeinen
Eigenschaften von Greenfunktionen ohne Rechenaufwand gewinnen. Es bleiben nur
die Greenfunktionen fiir Gruppen vom Typ Cs und Cj3. Diese sind aus der Literatur
zu entnehmen, wobei sich jedoch einige technische Fragen stellen, die wir genauer
erortern wollen. Es wird auch gezeigt, wie wir die fehlenden Greenfunktionen selbst
neu berechnen konnen.

Parametrisierung der Lusztig-Serien, Berechnung der zugehérigen Paare (T, 6) und
der Deligne-Lusztig-Charaktere:

Diese Aufgabe ist damit gleichbedeutend, die halbeinfachen Klassen in der dualen
Gruppe G*" und Reprisentanten der zugehérigen G*F -Klassen von Paaren (T*, s)
zu finden. Aus dem Abschnitt iiber die maximalen Tori kennen wir schon die Zu-
ordnung der Paare (T*,s) zu den Paaren (T,). Wir kénnen hier véllig analog
zur Bestimmung der halbeinfachen Klassen in G vorgehen, nur da wir jetzt X
statt Y und die Kowurzeln statt der Wurzeln benutzen. Insbesondere fassen wir
auch die halbeinfachen Klassen von G*" zu Klassentypen zusammen und bekom-
men so Typen von Lusztig-Serien. Diese Typen von Lusztig-Serien werden dann
wieder unabhéngig vom speziellen ¢ mit Hilfe der Kowurzeln und der Weylgruppe
von G parametrisiert. Von den Zentralisatoren C* halbeinfacher Elemente von G*
brauchen wir nur den Dynkin-Typ zu kennen, und dieser ergibt sich sofort aus der
Parametrisierung der halbeinfachen Klassentypen. Wir miissen also nicht den ge-
nauen Isomophietyp von C*¥' ", insbesondere nicht den von G*I" herausfinden. Alle
Informationen, die wir iiber die duale Gruppe bendtigen, bekommen wir aus der
Beschreibung des Wurzelsystems von G und der Operation des Frobeniusmorphis-
mus gemif Bemerkung 1.3. Die Anzahl der Deligne-Lusztig-Charaktere zu einer
Lusztig-Serie ist gleich der Anzahl der F*-Konjugiertenklassen der Weylgruppe des
zugehorigen Zentralisators C*, also unabhingig von gq.

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich alle Deligne-Lusztig-Charaktere, sortiert
nach Lusztig-Serien, unter Ausnutzung der Formel aus 2.1(b) hinschreiben.

Zerlegung der Deligne-Lusztig-Charaktere in irreduzible Konstituenten:

Nach Satz 2.2 miissen wir hierzu in allen Zentralisatoren C*F" halbeinfacher Ele-
mente in G*" die Parametrisierung der unipotenten Charaktere und ihre Viel-
fachheiten in den R%:l kennen; diese Informationen entnehmen wir der Literatur
(es kommt hier nur auf den Dynkin-Typ von C* an). Wir bekommen jeweils fiir
alle Lusztig-Serien vom gleichen Typ eine einheitliche Beschreibung, wie sich die
zugehorigen Deligne-Lusztig-Charaktere in irreduzible Charaktere zerlegen. Fiir die
meisten unserer Typen von Lusztig-Serien ist die Anzahl der irreduziblen Charaktere
gleich der Anzahl der Deligne-Lusztig-Charaktere. In diesen Fillen geben wir sofort
die irreduziblen Charaktere als Linearkombinationen der Deligne-Lusztig-Charaktere
an, wozu im wesentlichen die Charaktertafel der Weylgruppe des zugehorigen Zen-
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tralisators C* berechnet werden muf. In zwei Typen von Lusztig-Serien fehlen uns
jeweils eine und in einem Typ (zu dem die unipotenten Charaktere von GF gehoren)
je zwei nicht-uniforme Funktionen zur vollstdndigen Berechnung der irreduziblen
Charaktere. In diesen Fillen definieren wir einfach formal gewisse zusétzliche Klas-
senfunktionen, die senkrecht auf allen uniformen Funktionen stehen, und geben dann
die irreduziblen Charaktere als Linearkombinationen der Deligne-Lusztig-Charaktere
und dieser Senkrechtfunktionen an.

Die Zerlegung der Deligne-Lusztig-Charaktere zu einer Lusztig-Serie hdngt nur vom
Dynkin-Typ des zugehorigen Zentralisators in der dualen Gruppe ab, insbesondere
ist sie unabhéngig von q. Durch das Zusammenfassen der Lusztig-Serien zu Typen
ist es uns moglich, auch die Charaktere der Gruppen G generisch zu beschreiben.

Charakterwerte der Senkrechtfunktionen:

Der vorige Schritt liefert die vollstéindige Charaktertafel von G, wenn wir noch die
Werte der formal eingefithrten Senkrechtfunktionen kennen. Wir deuten kurz an,
wie wir diese in unserem Fall erhalten. Mit Hilfe bekannter Charaktertafeln berech-
nen wir in zwei Leviuntergruppen LY von G Senkrechtfunktionen zu den uniformen
Funktionen von LY. Wird auf diese der Lusztig-Funktor RE angewendet, so ergeben
sich Senkrechtfunktionen fiir G, Fiir eine der beiden Leviuntergruppen ist RS die
Harish-Chandra-Induktion, die sich auch mit Hilfe , klassischer* Induktion beschrei-
ben l&8t. Dies ermoglicht uns die explizite Konstruktion von einigen der Senkrecht-
funktionen, und fiir diese ergibt sich aus der Theorie der Hecke-Algebren auch ihre
Zerlegung in irreduzible Konstituenten. Die Berechnung der Werte dieser Senkrecht-
funktionen wird noch dadurch erleichtert, daf§ sie nur auf ,,wenigen“ Klassen Werte
ungleich Null haben kénnen. Fiir den Fall der anderen Leviuntergruppe lassen sich
wenigstens noch einige Werte der Lusztig-induzierten Senkrechtfunktionen explizit
ermitteln. Die restlichen Werte und die Zerlegung dieser Funktionen in irreduzi-
ble Charaktere bekommen wir schlieflich mit Hilfe einiger Ad-hoc-Argumente. Hier
wird vor allem die Charakterformel fiir den Lusztig-Funktor RE niitzlich sein, die
zwar nicht die gesuchten Werte selbst, aber wichtige Informationen dariiber liefert.
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3 Maximale Tori von G und ihre komplexen Charaktere

In diesem Abschnitt sei G = Spg(K) oder G = CSpg(K) bei beliebiger Charakteristik von
K. Wir wollen die maximalen Tori von G!" und ihre komplexen Charaktere bestimmen.
Letztere sollen mit Hilfe der maximalen Tori in der dualen Gruppe G*! beschrieben
werden.

Maximale Tori von G sind die Fixgruppen T¥ rationaler maximaler Tori T von G.
Der Isomorphietyp von TF hiingt nur von der GF-Konjugiertenklasse von T ab. Um einen
Uberblick iiber die GF-Klassen rationaler maximaler Tori zu bekommen, verwenden wir
den maximal zerfallenden Torus T der Diagonalelemente von G als Referenztorus.

Jeder rationale maximale Torus T liBt sich in der algebraischen Gruppe in den Torus
T konjugieren; sei etwa g € G mit TY = T. Dann ist n := ¢ 'F(g) € N(T), und die
Operation des Frobeniusmorphismus auf T entspricht auf T der Operation (Fn ™Y : T —
T, t — "F(t) (denn es gilt F(£)9 = "F(t9)). Da T abelsch ist, ist diese Operation schon
durch die Restklasse w := nT € W = N(T)/T in der Weylgruppe beziiglich T festgelegt.
Wir schreiben auch (Fw™!) : T — T, t — “F(t), und nennen dies den mit w getwisteten

Frobeniusmorphismus von T. Wir sagen, dafl T aus T durch Twisten mit w entsteht.

Zwei rationale maximale Tori Ty, Ty mit ’i‘fl =T, w; =g, '"F(g)T € W, i =12,
sind genau dann G¥-konjugiert, wenn w; und ws in der gleichen F-Konjugiertenklasse
liegen, das heifit, wenn es ein v € W mit w; = vwy F(v™1) gibt (siehe etwa Digne-Michel
[13, 3.23]). Da nach Bemerkung 1.3(d) in unserem Fall F' trivial auf der Weylgruppe
operiert, sind die F-Konjugiertenklassen gleich den Konjugiertenklassen von W.

Wir kénnen also die G-Konjugiertenklassen rationaler maximaler Tori von G be-
schreiben, indem wir aus jeder Konjugiertenklasse von W ein Element w auswéhlen und
-1
die Fixgruppe T ) berechnen.

In Bemerkung 1.3(e) ist angegeben, in welcher Weise die Konjugiertenklassen von W
durch Doppelpartitionen («, 5) mit |a| 4 |3| = 3 parametrisiert werden. Mit Hilfe von
Tabelle 1 148t sich leicht zu jeder Doppelpartition ein Reprisentant in der zugehorigen
Klasse und seine Operation auf T finden. Als Ergebnis erhalten wir:

Satz 3.1 Sei G = CSpy(K) oder G = Spg(K). Die Weylgruppe W von G hat 48
Elemente in 10 Konjugiertenklassen. In Tabelle 2 ist zu jeder Konjugiertenklasse die
Doppelpartition, ein Vertreter w; als Produkt in den erzeugenden Elementen si, s2,s3 von
W, die Ordnung des Zentralisators Cw (w;) sowie die Ordnung des Torus T := T(Fw; ")
im Fall G = Spg(q) angegeben. Fiir die Ordnung von T im Fall G = CSpg(K) ist jeweils
ein Faktor ¢1 = q — 1 hinzuzufiigen. Die Tabelle 3 enthdlt eindeutige Parametrisierungen
der Elemente in den Gruppen TEw ) fiir beide Fille von G. (Es werden die in 1.1(d),
1.2(d) und 1.4 eingefiihrten Schreibweisen fiir Torus- und Kérperelemente benutzt.)

Wir nennen ab jetzt einen rationalen maximalen Torus T wom Typ T;, wenn die
GF-Konjugiertenklasse von T durch die Klasse von w; aus Tabelle 2 parametrisiert wird.

Nun kommen wir zur Bestimmung der Gruppen Tf der irreduziblen komplexen Cha-
raktere von Tf . Es ist natiirlich nicht schwierig, die Charaktere der abelschen Gruppen
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Tf irgendwie zu parametrisieren; aber im vorigen Abschnitt wurde erldutert, dafl es fiir
uns zweckmiflig ist, diese Charaktere als Elemente von Tori in der dualen Gruppe G*
aufzufassen. Wir beschreiben zuerst einen Referenztorus T* in der dualen Gruppe, be-
rechnen wie oben Repréisentanten fiir die Klassen rationaler maximaler Tori in G* und
geben schliefflich explizit die Zuordnung ihrer Elemente zu Charakteren der TZF an. (Das
Konzept der dualen Gruppe ist etwa bei Digne-Michel [13, Chapter 13] und Carter [6, 3.1,
3.2 und Chapter 4] erklirt.)

Sei (X,®,Y,®") das Wurzeldatum von G. Dann ist die duale Gruppe G* die bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmte zusammenhéngende reduktive Gruppe mit Wurzeldatum
(Y,®", X, ®). Die Operation des Frobeniusmorphismus F' auf X und Y (Multiplikation
mit ¢) gehort auch zu einem Frobeniusmorphismus F* von G*. Dies legt die Gruppe G
bis auf Isomorphie fest.

Ein maximaler Torus T* von G* ist isomorph zu X ®z K* und damit vermoge ¢1 aus
Vereinbarung 1.4 zu X ®z Q,/Z (siehe Digne-Michel [13, 0.20], analog hitten wir oben
statt T auch Y ®z K* nehmen koénnen). Beziiglich der Z-Basis é1,...,é4 von X im Fall
G = CSpg(K) haben die Elemente aus X ®z Q,//Z die Form

4
s(p1, p2, p3, pa) = Zéi ®@pi mit p; € Qp/Z, 1 <i< 4.

i=1

(Im Fall G = Spg(K) ist hier und im folgenden jeweils die vierte Komponente wegzulas-
sen.) Die Operation des Frobeniusmorphismus F* auf T* wird durch seine Operation auf
X induziert:

4

4
F* (s, pay i3, p14)) = > q6i @ i = Y 6 ® quui = s(qpun, qpuz, a3, qpta)
=1 =1

Ebenso ist die Operation der Weylgruppe W auf dem Torus T* durch die Operation auf
X induziert. Dies ermoglicht die Berechnung der Fixgruppen T} := (X ®7Q,, /Z)Fw),
die isomorph zu TF sind (siche Carter [6, 3.2.4 und 3.3.4]). An den Stellen, an denen
wir zur Berechnung der TZF die Elemente w; ! benutzt haben, miissen wir also jetzt die
inversen Elemente w; nehmen (Um dies schon in der Schreibweise deutlich zu machen,
haben wir in Abschnitt 1 (siehe Seite 11) die Operation von W auf X invers zur Notation
von Carter [6, 1.9] definiert.) Wir geben nun den Isomorphismus T} 2 T explizit an.

Zunéchst gilt X ®z7 Qp/Z = Hom(Y,Qy/Z), vermdge x @ p — (v — (x,7)u) oder,
mit Hilfe unserer Z-Basen von X und Y geschrieben:

4 4 4
Z €i @ pi — (Z a;e; — Zaz‘ui)
i1 i1 i1

(Carter [6, 3.1.1]). Fiir ein s € X ®7 Qp/Z sei 6 : Y — Qp/Z der zugeordnete Homo-
morphismus. Genau dann ist s € T, wenn die Untergruppe (F w,; '~ 1)Y im Kern von
0 liegt. Dies folgt aus der Identitiit ((Fw; — 1)x,7) = (x, (Fw; ' — 1)7) (siehe Carter [6,
3.2.1 und 3.3.4]) und daraus, daf§ die Paarung (-,-) nicht ausgeartet ist. Einen solchen
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Homomorphismus 6 kénnen wir auch als Homomorphismus 6 : T — Qp/Z auffassen,
weil es eine exakte Sequenz

Fw 1— .
Wi Dy mopp

(2

0—Y

gibt; es sei 0 die eindeutig bestimmte Abbildung mit 6 o w; = 6. SchlieBlich haben wir
die Tsomorphie TF 2 Hom(TF ,Qp/Z), die durch die Einbettung @2 : Q,/Z — C* aus
Vereinbarung 1.4 vermittelt wird. Es bleibt jetzt nur noch die Abbildung 7; : ¥ — TZF
in der exakten Sequenz zu erkldren: Sei n € N mit w]' = 1, CNn e Kwiein 1.4und v €Y.
Dann ist ¢t := ((,) € T und 7; durch

mi(y) =t (Fwi_l)(t) . (sz-_l)2(t) . (Fwi—l)nﬂ(t)

definiert (vergleiche Digne-Michel [13, 13.7(ii)]).

Die Anwendung dieser Uberlegungen liefert den folgenden Satz.

Satz 3.2 Sei G = CSpg(K) oder G = Spg(K). Fir 1 <i <10 seien w; € W die Ver-
treter der Konjugiertenklassen aus Tabelle 2. In Tabelle 4 sind fiir beide Fdlle von G die
Elemente der Fizgruppen T;F = (X ®7 Qu/Z)F") parametrisiert und Tabelle 5 ist die
Interpretation dieser Elemente als Charaktere von T zu entnehmen. Die Charakterwerte
in Tabelle 5 sind als Elemente in Q, /Z geschrieben; die komplexen Charaktere entstehen
durch Verknipfung mit der Finbettung o aus Vereinbarung 1.4.

Das Vorgehen in diesem Abschnitt wird in einem Rechenbeispiel illustriert.

Beispielrechnung: Wir zeigen die Berechnung von T5F und TBF . Sei also die Doppelpar-
tition (2, 1) vorgegeben, die eine Konjugiertenklasse der Weylgruppe W parametrisiert.

Reprisentant in W: Nach Bemerkung 1.3(e) liegt das Element von W, das auf der
Basis {é1,é2,¢é3} von X im Fall G = Spg(K) die Abbildung

€1+ €g, €3 > €1, €3 —€3

bewirkt, in dieser Klasse. Aus Tabelle 1 ist zu sehen, daf} dieses Element sich als ws := s153
schreiben 148t.

Zentralisatorordnung von ws: Diese 148t sich hier einfach durch Abzéhlen der Klasse
von ws ermitteln. (Im néchsten Abschnitt wird ein Computerprogramm fiir umfangrei-
chere Rechnungen in der Weylgruppe benutzt, damit ergeben sich die Zentralisatorord-
nungen erneut; auflerdem &8t sich damit sehen, dafl die w; in Tabelle 2 sogar als reduzierte
Wérter in s1, s2, s3 geschrieben sind.)

Berechnung von TUs ) fir G = CSpg(K): Die Operation von ws auf T ist ebenfalls
aus Tabelle 1 abzulesen, dies ergibt:

TEw) = {te Tt =h(M, Ao, As, A) = F(h(A1, Ao, Ag, \))%51}
= {teT|t=h(A, A2 As, A) = h(AL, AD, AL, X9)ss51}
= {t €T/t ="h( Ao, 25, 2) = (M, X ATAS7 A )
= {h(A1, A2, A3,0) € TI AL =271 =1 X\ =20 N2 = )}
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In Vereinbarung 1.4 haben wir gewisse Korperelemente definiert; so ist Ql € K ein Element
der Ordnung ¢ — 1, ¢ € K von der Ordnung ¢®> — 1 und &; € K von der Ordnung q+ 1.
Zwischen ihnen gilt noch die Beziehung (q“ = (;. Die Elemente aus T§ = TFws") gind

also genau die Elemente der Form h((J', (9" €12¢02, ().

Berechnung von T (s ) fir G = Sps(K): Dieser Torus besteht aus der Teilmenge der
eben berechneten Elemente mit A =1 (j3 = 0).

Berechnung von TgF = (X®y Qp/ 7)(Fws): Das geht genauso wie die Berechnung von
TFws 1), nur daf jetzt die Operation von W auf X aus Tabelle 1 benutzt wird.

Interpretation von Elementen aus T3/ als Charaktere aus Hom(TZ,Q,/Z) im Fall
G = CSpy(K): Sei s 1= s5(l1,12,03) = s <q2h_1, qg’_ll,qi—?l, q212_1 + q%) ein Element aus
T;F ", Zu diesem Element gehort der folgende Homomorphismus 6:Y — Qp / Z:

ia'e- — aily + qazhy + a4l asly agls
i€ 2—1 o1 g1

Sei nun ¢ := t5(j1, j2, j3) = h( (o qjl 532 (I3 {3) € T, Wir berechnen ein Urbild v € Y
von ¢ unter der oben beschrlebenen Abblldung m5: Dazu machen wir den Ansatz 7y :=
Z?:l ajej. Das Element ws € W hat die Ordnung 2. Mit dem Hilfselement ¢’ := v({2) =

a1 Fags a3 a4\
h(C5", ¢5%, (5%, (5*) ist also

ms(y) =t WR(H) = h(GgrTI, G g lam e garhes,

Aus der Gleichung m5(y) = t ist zu sehen, dafl v = jie1 — jaes + gjseq eines der gesuchten
Urbilder ist. Fiir den zu s gehorenden Charakter 6 := 05(1,12,13) € Hom(TE,Q,/Z) gilt
damit 6(t) = 6(v), also:
0: ts(j1, 2, j3) — Jili+qjsle | —jale  Jsls
¢ U501, 72,73 2—1 g+1 q—1
(im letzten Term wurde benutzt, da8 in Q,/Z die Gleichheit gjsls/(¢ — 1) = jal3/(q — 1)
gilt). Setzen wir iiberall j5 = I3 = 0, so ergibt sich die entsprechende Rechnung im Fall

G = Sps(K).

Anmerkung

Wir wollen noch die genauen Isomorphietypen der zu den von uns betrachteten dualen
Gruppen angeben. Diese werden wir im folgenden jedoch nicht benétigen. Die duale
Gruppe zur konformen symplektischen Gruppe CSpg(K) ist die spezielle Clifford-Gruppe
eines 7-dimensionalen orthogonalen Raumes iiber K. Die duale Gruppe der symplektischen
Gruppe Spg(K) ist die spezielle orthogonale Gruppe SO7(K) (siehe Fong und Srinivasan
[18, 3.]).

Ist die Charakteristik von K gleich zwei, so ist die Gruppe SO~ (K) gleich der orthogonalen
Gruppe O7(K) und fiir die endlichen Gruppen gilt:

G" = Spg(q) = O7(q) = G*
(siche hierzu Wall [41, 3.7]).
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4 Berechnung der Konjugiertenklassen

In diesem Abschnitt sei G = CSpg(K) bei ungerader Charakteristik von K oder G =
Spg(K) bei beliebiger Charakteristik von K. Wir wollen die Konjugiertenklassen von GF
in diesen Fillen bestimmen.

Jedes Element g € G besitzt eine eindeutige Jordan-Zerlegung ¢ = su = us mit
s € GT halbeinfach und v € G unipotent. Ist also s € G halbeinfach, so finden wir
alle Konjugiertenklassen von G, die einen Reprisentanten mit halbeinfachem Anteil s
haben, indem wir die unipotenten Klassen im Zentralisator Cqr(s) berechnen.

Wir bestimmen zunéchst die halbeinfachen Klassen von G, die zugehérigen Zentrali-
satoren sowie die Informationen {iber die halbeinfachen Klassen, die wir fiir die Anwendung
der Charakterformel in 2.1(b) bendtigen. Dann berechnen wir Vertreter der unipotenten
Klassen von G¥ und schlieflich alle iibrigen gemischten Klassen.

4.1 Halbeinfache Konjugiertenklassen

Die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen von G wiichst mit ¢, hiingt also vom
speziellen F' ab. Um diese Klassen fiir alle ¢ in einheitlicher Weise beschreiben zu kénnen,
miissen wir sie geeignet zusammenfassen. Hier stellt sich die folgende Definition als sehr
zweckméfig heraus.

Definition 4.1 Wir sagen, daB zwei halbeinfache Elemente s;, so € G im gleichen halb-
einfachen Klassentyp liegen, wenn sie G'-konjugierte Zentralisatoren Cg(s1) und Cg(s2)
in G besitzen.

Es ist klar, daB ein halbeinfacher Klassentyp von G¥ eine Vereinigung von Konju-
giertenklassen ist. Die halbeinfachen Klassentypen lassen sich systematisch mit Hilfe
des Wurzelsystems und der Weylgruppe von G und damit unabhéngig vom speziellen
q parametrisieren. Um dies zu beschreiben, machen wir noch einige Vorbemerkungen.

In den von uns betrachteten Gruppen G ist die Kommutatorgruppe G’ einfach zusam-
menhéngend (Bemerkung 1.3(a) und (b)) und somit sind nach einem Satz von Steinberg
die Zentralisatoren halbeinfacher Elemente zusammenhéngend (siehe Carter [6, 3.5.6]).

Fiir jedes halbeinfache Element s € G hat die G-Konjugiertenklasse s& ein Element

im maximal zerfallenden Torus T der Diagonalelemente von G. Die Weylgruppe W von
G operiert auf T und der Durchschnitt s& N T besteht genau aus einer W-Bahn von
Elementen aus T. Die Konjugiertenklasse s& enthilt genau dann Elemente aus G, wenn
die W-Bahn s N T invariant unter F ist. In diesem Fall ist der Durchschnitt s& N G
genau eine Konjugiertenklasse von G¥ (sieche Carter [6, 3.7.1 bis 3.7.3] und vergleiche
Digne-Michel [13, 3.25]). Also ist die G'-Konjugiertenklasse eines halbeinfachen Elemen-
tes s € G eindeutig durch einen Repriisentanten der G-Konjugiertenklasse s
T festgelegt (auch wenn dieser im allgemeinen nicht in G liegt).

im Torus

Sei @ das Wurzelsystem von G. Eine Teilmenge ¥ C & heifit abgeschlossenes Teil-
wurzelsystem, falls ZW N & = U ist. Wir definieren eine Menge M als Menge von Paaren
(IT, w), wobei II Fundamentalsystem eines abgeschlossenen Teilsystems von ® und w € W
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mit w(II) = II ist. Auf dieser Menge fithren wir noch eine Aquivalenzrelation ~ ein;
es soll genau dann (IT;,wy) ~ (Hg,wg) sein, wenn es ein v € W mit U(Hl) = Il und

vwiv~! = wy gibt. Die Menge dieser Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit M.

Nun beschreiben wir, wie einem halbeinfachen Element s € G eine Klasse aus M
zugeordnet werden soll. Das Element s liegt in einem rationalen maximalen Torus T
von G (Digne-Michel [13, 3.16]). Dazu gibt es ein ¢ € G mit T9 = T. Fiir dieses ist
n = g 'F(9) € N(T), und wir schreiben w := nT € W = N(T)/T. Das Element
t == s9 € T hat den Zentralisator Cg(t) = (T,U,| o € ®,a(t) = 1). Die Menge

= {a € ®| at) = 1} ist ein abgeschlossenes Teilsystem von ®, und Cg(t) ist eine
zusammenhéingende reduktive Gruppe mit Wurzelsystem ¥ (siehe etwa Digne-Michel [13,
2.3]; wir benutzen hier, dafi Cg(t) zusammenhéngend ist).

Der Operation von F' auf Cg(s) entspricht die Operation des getwisteten Frobenius-
morphismus (Frn~!) auf Cg(t), denn fiir z € G ist F(z)9 = F(29)F™ )9 = nF(29). Fiir
den Zentralisator von s in G gilt also:

(Ca(s)7)? = {z€Cals”)| F(°x) = %)
= {zeCalt)] " FOF(@) =2} = Ca ()

Der Zentralisator Cg(t) ist F-invariant, denn T und jedes U, sind F-invariant. Somit
ist n € Ng(Cg(t)) und w(¥) = ¥. Sei II ein Fundamentalsystem von ¥ und Wy die
Weylgruppe von Cg(t). Dann ist w(II) wieder ein Fundamentalsystem von ¥, und dazu
gibt es genau ein v € Wy mit vw(II) = II (siehe Carter [3, 2.2.4]). Wir ordnen s die Klasse
des Paares (IT,vw) in M zu. Hierfiir gilt:

Lemma 4.2

(a) Die oben beschriebene Zuordnung ist wohldefiniert und induziert eine injektive Ab-
bildung von der Menge der halbeinfachen Klassentypen von GY in die Menge M.

(b)  Seilly unser Fundamentalsystem des Wurzelsystems ® von G, und sei o die hochste
positive Wurzel von ® beziiglich Ily. Dann besitzt jede Klasse aus M, die Bild unter
der Abbildung aus (a) ist, einen Reprasentanten (II,w) mit 1T G Tlo U {—ao}.

Beweis: (a) Dies ist im Artikel [5] von Carter gezeigt, siehe Corollary 3 und den ersten
Teil des Beweises von Proposition 6. Die Definition unseres M entspricht der dortigen
Definition von H'(o, Ny (W1)/W1), weil bei uns der Frobeniusmorphismus F trivial auf
N(T)/T operiert.

(b) Diese Aussage ist eine Richtung der Proposition 2.3.4 im Buch [12] von Deriziotis.
(Die andere Richtung dieser Proposition besagt, daf§ es zu jeder Teilmenge II ; MyU{—ap}
ein Paar (II,w) gibt, dessen Klasse in M im Bild der Abbildung aus (a) liegt, falls die
Charakteristik von K und ¢ grof genug sind.) O

Um eine Liste von Repriisentanten (IT,w) von Klassen in M zu bekommen, die als
Parameter eines halbeinfachen Klassentyps von G in Frage kommen, miissen wir also
folgendes tun: Wir bilden die Menge aller echten Teilmengen von IIp U {—ap} und
berechnen die W-Bahnen darauf. Aus jeder Bahn nehmen wir einen Reprisentanten
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(wenn moglich einen, der —ag nicht enthilt) und erhalten so die Fundamentalsysteme
II, die wir zu betrachten haben. Dann bilden wir zu jedem dieser II die Untergruppe
Nyw (II) == {v € W] ov(Il) = II} < W, bestimmen ihre Konjugiertenklassen und wéhlen
aus jeder einen Reprisentanten w aus. So erhalten wir eine Menge nicht dquivalenter
Paare (II,w), die Parameter fiir alle halbeinfachen Klassentypen von G liefert.

Wir beschreiben nun, wie wir zu einem festen Paar (II,w) € M feststellen, ob es zur
Klasse von (IT,w) in M wirklich einen halbeinfachen Klassentyp gibt, und gegebenenfalls
alle Informationen, die wir iiber die Klassen in diesem Klassentyp benttigen, berechnen
konnen. Sei also (II, w) gegeben, ¥ C ® das zugehorige abgeschlossene Teilsystem, Cy :=
(T, Uy| a € ¥), Wy < W die Weylgruppe von Cy, n € N(T) mit nT = w und g € G mit
g 'F(g) = n (so ein g existiert nach dem Satz von Lang-Steinberg). Ferner seien ¢t € T
mit Cg(t) = Cy und s := 9t € G¥ (falls es solche Elemente gibt).

(1) Représentanten fiir die halbeinfachen Klassen:
Fiir t € T gilt genau dann Cg(t) = Cy und s = 9t € G, wenn es die folgenden
Gleichungen und Ungleichungen erfiillt:

1. YF(t) =t
2. oft) =1fir allea €Il
3. at) #1 fir alle a € T\ ¥

(Erfiillt kein ¢ € T diese Bedingungen, so parametrisiert die Klasse von (II,w)
keinen halbeinfachen Klassentyp von G .) Es kann nun noch sein, dafl mehrere
der t € T die 1. bis 3. erfiillen, zur gleichen G¥-Konjugiertenklasse gehéren. Die
Anzahl dieser Elemente bezeichnen wir mit ny,,). Sie ist durch die Ordnung
INa(Ca(s))/Cq(s)F| gegeben (denn die Zentrumselemente von Cg(s) liegen in
jedem maximalen Torus von Cg(s); siehe Digne-Michel [13, 0.35]) und somit nicht
vom Vertreter (IT,w) der betrachteten Klasse aus M abhiingig. Wir benutzen zur
Berechnung von nry,, die folgende Aussage.

Behauptung:

N(Tw) = ’Nw(H) N Cw(’w)’
Beweis: Seit € T ein Element, das die Bedingungen 1. bis 3. erfiillt. Wir haben
oben schon bemerkt, dafl die in G zu t konjugierten Elemente aus T von der Form
Yt mit v € W sind. Es ist klar, daf§ "¢ genau dann die Bedingungen 2. und 3. erfiillt
(also Cg(Yt) = Cqg(t) ist), wenn v € Nyw(Wy) ist. Die Bedingung 1. 148t sich fiir V¢
so formulieren:

wF(vt) = Ve wF(v)w’l(wFOf)) = Ve vile(v)wflt — ¢
Weiter gilt fiir v € W: i
“t=t<= 1 Wy

(siehe Digne-Michel [13, 2.3]; hier benutzen wir, da Cg(t) zusammenhéngend ist).
Die verschiedenen Elemente der Form “t, die 1. bis 3. erfiillen, werden also durch
die Nebenklassen vWy mit v € Nw(Wy) und v~ lwF (v)w™! € Wy parametrisiert.
Jetzt verwenden wir noch den Isomorphismus

Nw(II) & Nw(We) /W, v — oWy

28



(der sich sofort aus Carter [3, 2.2.4] ergibt), insbesondere Nw (II) "Wy = {1}. Dann
werden die gesuchten Elemente durch die v € Ny (II) mit v~ !wF(v)w™ € Wy be-
schrieben. Da auch w € Nw(II) ist und aulerdem bei uns F' trivial auf W operiert,
vereinfacht sich die letzte Bedingung zu v lwow™! € Nw(Il) N Wy = {1}, also
v~ twv = w. Damit ist die Behauptung gezeigt. O
Wir beschreiben die halbeinfachen Klassen des zu (II,w) gehérenden Klassentyps,
indem wir die ¢ € T parametrisieren, die 1. bis 3. erfiillen und durch n(y ,,) angeben,
wieviele dieser ¢ jeweils in einer Klasse liegen.

Klassen rationaler maximaler Tori in Cy:

Der Frobeniusmorphismus F' operiert auf dem Zentralisator C := Cg(s) wie der
getwistete Frobeniusmorphismus (Fn~!) auf Cy. Die Cf-Konjugiertenklassen ra-
tionaler maximaler Tori von C entsprechen also den (Fn~!)-Konjugiertenklassen
(Fn~!)-rationaler maximaler Tori von Cy. Letztere werden durch die (Fn~!)-Kon-
jugiertenklassen der Weylgruppe Wy parametrisiert. Dabei operiert (Fn~!) auf Wy
vermoge Konjugation mit w—!, weshalb wir diese Operation auch als (Fw™!) schrei-
ben: Zwei Elemente v1,v2 € Wy sind genau dann (Fw~!)-konjugiert, wenn es ein
v € Wy mit vy = v~ o (wow™1) gibt.

Wir berechnen fiir jede (Fw™!)-Konjugiertenklasse von Wy einen Vertreter @, so
daf} die zugehorige Klasse rationaler maximaler Tori durch T(Fw= e reprasentiert
wird. Diese Klasse liegt also in der G'-Klasse rationaler maximaler Tori von G, die
durch die Konjugiertenklasse von ww in der Weylgruppe W von G parametrisiert
wird; sei w; der Vertreter dieser Klasse, den wir in Tabelle 2 festgelegt haben. Wir
bestimlmen noch jeweils ein & € W mit w; = ! (ww)d; dafiir gilt (TE@ @) =
T(Fw; ),

Elemente in den Représentanten maximaler Tori:

Um die Formel aus 2.1(b) zur Berechnung der Deligne-Lusztig-Charaktere ausnutzen
zu konnen, miissen wir die dort beschriebenen Elemente s,; finden.

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Sei T ein rationaler maximaler Torus von
C = Cg(s), dann ist s € TF. Wir miissen alle s/ € T von der Form s’ = s%, z €
G, bestimmen, fiir die die Tori T und *T in der gleichen CF-Konjugiertenklasse
liegen. Sei also z € G. Genau dann ist & = s* € TF und die Tori T und *T
sind CF-konjugiert, wenn z von der Form z = ¢y mit ¢ € C¥ und y € Ng(T)F
ist (wihle ¢ € CF mit T = ¢ '*T; fiir y = ¢ 'z gilt dann s’ = s7 = s¥ = ¥).
Diese Bedingung liiBt sich so ausdriicken, da$ die Paare (T, s) und (T, s’) unter G
konjugiert sind.

Die verschiedenen s’ mit der gesuchten Eigenschaft ergeben sich also, indem s mit
Vertretern der Rechtsnebenklassen in N¢(T)"\Ng(T)? konjugiert wird. Benut-
zen wir noch die Isomorphie (Ng(T)/T)F = Ng(T)¥/TF (siche Digne-Michel
[13, 3.15(v)]), so ist unsere Frage auf die Bestimmung der Rechtsnebenklassen in
(Nc(T)/T)F\(Ng(T)/T)F zuriickgefiihrt.

Nach dieser Voriiberlegung betrachten wir wieder unser ¢ € T und den Vertreter
W € Wy einer (Fw™!)-Konjugiertenklasse von Wg. Dann ist ¢ € TEw™0™  ynd
es gibt nach dem Satz von Lang-Steinberg ein h € Cy mit h~1("F(h))T = w. Der
Torus "T ist somit ein (Fn~')-rationaler Torus von Cy aus der zu @ gehérenden
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Klasse. Wir konjugieren jetzt noch mit g und wenden die Voriiberlegung auf s =
ght = 9t € GF und den F-rationalen Torus T := 9"T in C := Cg(s) an. Seien
s1,...,8 € TF die verschiedenen Elemente, die aus s durch Konjugation in Ng(’i‘)F
entstehen. Konjugieren wir nun von rechts mit gh wieder zuriick, so geht T in
TE ™) C in Cy, (Ng(T)/T)F in den F-Zentralisator von ww in W (siehe
Carter [6, 3.3.6]; da F' trivial auf W = Ng(T)/T operiert, ist dies bei uns gleich
dem Zentralisator Cyy (ww)) und (Ng(T)/T)¥ in Wy N Cw (ww) iiber. Wenn wir
also Vertreter v1,...,v; der Rechtsnebenklassen in

(Wy N Cw (ww))\Cw (dw)

bestimmen, so gilt fiir diese {sgl’h, . ,s?h} = {t", ..., t"} C TFC™ ™Y Wir haben
. ~ s (Fo=lo=Y)\o _ m(Fw; ") s m(Fw b
in (2) zu w schon ein ¢ mit (T )Y = T\ ) berechnet, wobei T'""i
unser Reprisentant der GF-Klasse des Torus T sei. Die Elemente {s1,...,s} C
TF entsprechen dann genau den Elementen {tvi® i) C TEW) . Fiir die
Anwendung der Charakterformel 2.1(b) miissen wir nun noch die ¢%¥ mit Hilfe der
-1
Parametrisierung der Elemente aus T ) in Tabelle 3 ausdriicken.

Zentralisatoren halbeinfacher Elemente:

Den Dynkin-Typ von Cy kénnen wir leicht bestimmen. Wir haben mit II ein
Fundamentalsystem des Wurzelsystems von Cyg gegeben. Somit kénnen wir das
Dynkin-Diagramm von Cy als von den Wurzeln aus I aufgespanntes Teildiagramm
von

Q O Q @)
- ] Qa2 a3

ablesen. (Mit Hilfe von Bemerkung 1.3(a) lassen sich alle 9 positiven Wurzeln von G
als Linearkombination der einfachen Wurzeln o, oo, g schreiben, wobei sich ag =
2011 + 209+ a3 = 2é1 —é4 als hochste Wurzel mit Kowurzel (ag)Y = af +ay +ay = e;
ergibt. Aus der Berechnung von (—ayp, o) und (a;, —(ag)"), 1 < i < 3, erhalten wir
das obige erweiterte Dynkin-Diagramm von G.)

Die Operation des Frobeniusmorphismus auf II ist durch die Abbildung I — TI,
a — w(a), gegeben.

Den genauen Isomorphietyp von Cy berechnen wir anhand der Erzeugung Cy =
(T,U,| @ € ¥) und den von Cg(s)f' durch Cg(s)f" = CEI,F"_I). Dabei koénnen
wir fiir n jedes Urbild von w in N(T) nehmen; ein solches finden wir mittels einer
Darstellung von w als Wort in den erzeugenden Elementen sy, s9, s3 von W und den
Matrizen n; in Bemerkung 1.3(c).

Die Ergebnisse der beschriebenen Rechnungen werden im folgenden Satz zusammen-

gefafit.

Satz 4.3 Sei G = CSpg(K) bei ungerader Charakteristik von K oder G = Spg(K)
bei beliebiger Charakteristik von K. Die berechneten Informationen tber die halbeinfa-
chen Klassen von G sind in den Tabellen 6 bis 11 aufgefihrt. Wir verwenden hier die
Bezeichnungen von oben.

(a) In Tabelle 6 stehen Parameter fir die halbeinfachen Klassentypen. Es gibt insgesamt

31 Klassen in M, die wir zu betrachten haben. Die Tabelle enthilt Reprisentanten
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(b)

(d)

(¢)

£)

(I, w) dieser Klassen, die Operation von (Fw™') auf II, den Dynkin-Typ des zu-
gehdrigen Zentralisators C'y und die Vielfachheiten ny ). Die zugehdrigen halbein-
fachen Klassentypen von GY werden im Rest der Arbeit gemdfy dieser Tabelle mit
hi,...,hs1 bezeichnet. Die Klassentypen hoo bis hsy bestehen in dieser Reihenfolge

aus den reguldren halbeinfachen Elementen von GY in den Tori der Typen T, bis
T1o.

Aus Tabelle 7 sind fiir beide Fille von G die Isomorphietypen der zu den Klassen-

typen gehdrenden Zentralisatoren (= C\(I,Fnil)) abzulesen. (Die Charakteristik spielt
hier keine Rolle.) Es wurden die in der Literatur iblichen Bezeichnungen verwendet,
die hier nicht ndher erldutert werden sollen. Die Ordnung dieser Untergruppen ist
fiir den Fall G = CSpg(q) aufgefiihrt, ihre Ordnung im Fall G = Spg(q) ergibt
sich daraus jeweils durch Weglassen eines Faktors ¢1 = q — 1.

In Tabelle 8 nehmen wir G = CSpg(q) mit ungeradem q an. Fiir jeden halb-
einfachen Klassentyp werden die Reprdsentanten in TFw™) mit Zentralisator Cy
parametrisiert. In der ersten Spalte werden diese mit Hilfe der Kdrperelemente aus
Vereinbarung 1.4 und Parametern iy, ..., 14 beschrieben. Aus der zweiten Spalte ist
zu ersehen, welche Werte fir die Parameter einzusetzen sind, um jedes der Elemente
genau einmal zu bekommen; im Anschluf§ an diesen Satz wird genauer erkldrt, wie
die Fintrdge dieser Spalte zu lesen sind. In der dritten Spalte ist noch die Anzahl
der Klassen in jedem halbeinfachen Klassentyp festgehalten (also die Anzahl der
parametrisierten Elemente geteilt durch n(mw)).

Tabelle 9 enthilt die Angaben wie in Tabelle 8 fir die Gruppen GI' = Spg(q) mit
ungeradem q. Die halbeinfachen Konjugiertenklassen von Spg(q) bilden eine Teil-
menge der halbeinfachen Klassen von CSpg(q), und somit werden in Tabelle 9 jeweils
Teilmengen der Elemente aus Tabelle 8 beschrieben. Die Parameterdarstellung der
Elemente wurde nicht gedndert, damit schon aus der Bezeichnung die Fusion der
Klassen in die CSpg(q) abzulesen ist; allerdings wird ein Parameter, der hier nur
einen Wert annimmt, nicht mehr mitgeschrieben. Die halbeinfachen Klassentypen
h11 und hia kommen in diesen Gruppen nicht vor.

In Tabelle 10 steht die gleiche Information wie in den zwei vorhergehenden Tabel-
len, jedoch nun fir die Gruppen GI = Spg(q) mit geradem q. Hier kommen die
halbeinfachen Klassentypen ho, h7, hg, h11 und his nicht vor.

Wir bezeichnen die Greenfunktionen von Zentralisatoren C halbeinfacher Klassen
von GF mit
Qi; oder Q-

Dabei bedeutet der erste Index i, daf$ es sich um die Greenfunktion des Zentralisa-
tors eines Elementes des halbeinfachen Klassentyps h; handelt. Der zweite Index j
besagt, daf die zur Greenfunktion gehirende CF-Klasse von Tori in der GF -Klasse
der Tori vom Typ T; liegt. Zerfallen die Tori vom Typ T;, die in C liegen, in
mehrere CF'-Klassen, so kennzeichnen wir diese verschiedenen Klassen mit einem
dritten Index k.

Sei nun G = CSpg(q) mit ungeradem q und t := h;(i1,...) Vertreter einer halb-
einfachen Klasse des Klassentyps h; aus Tabelle 8. In Tabelle 11 sind unter S;;
beziehungsweise S; ;1 die Elemente des Torus Tf aus Tabelle 8 beschrieben, die
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in der G-Konjugiertenklasse von t liegen und nach der Charakterformel 2.1(b) zur
Greenfunktion Q; ; beziehungsweise Q; 1 gehdren (wie oben unter (3) beschrieben).
Hierzu werden fiir jedes dieser Elemente die Parameter ji,... der Toruselemente
ti(j1,...) € TJF in Abhdngigkeit von den Parametern iy, ... von t ausgedriickt.
Tabelle 12 enthdlt die entsprechenden Angaben fir die Gruppen Spg(q) mit gera-
dem q.

Zur Parametrisierung der Repriasentanten

Die Angaben zu den Parameterbereichen in den Tabellen 8 bis 10 sollen an einem Beispiel
erldutert werden:

Fiir den halbeinfachen Klassentyp hg haben wir in Tabelle 8 Représentanten der Klas-
sen in den Gruppen CSpg(g) mit ungeradem ¢ definiert:

hﬁ(il, iz) = h(ql ~§2, Nil ~;2, ~il 227 ~’L’2)‘
In der zweiten Spalte der Tabelle ist angegeben, wie die Parameter 4; und i2 zu wéhlen

sind, um jedes Element der Form hg(i1,142), das zum Klassentyp hg gehort, genau einmal
zu erhalten:

19 = 21, 74207...,‘1;23
11=0,...,q
i1757",7‘+%

und
ip=2r+1,7=0,...,95°
i1:0,...,q

Dieses ist so zu lesen: Setze zunéchst fiir i alle geraden Zahlen 2r mit r = 0 bis (¢—3)/2 ein.
Fiir jedes solche 19 = 2r setze dann die Werte 0 bis ¢ fiir ¢; ein und streiche davon wieder die
Elemente, die sich bei i1 = r und i1 = r+ (¢+1)/2 ergeben. Auf diese Weise erhalten wir
jedes der gesuchten hg(i1,49) mit geradem iy (das heiBt A(he(i1,72)) = (2 € (FX)?) genau
einmal. Der Rest der Beschreibung liefert in gleicher Weise die Elemente mit ungeradem
12.

Die Art der Beschreibung des Parameterbereiches ist an folgender Aufgabe orientiert:
Gegeben sei eine (generische) Klassenfunktion f auf den Gruppen CSpg(q), die auf den
Klassen im Klassentyp hg in der Form hg(i1,42) — f(i1,42) beschrieben ist. Summiere die
Funktionswerte f(i1,i2) iiber alle Klassen im Klassentyp hg auf. Diese Aufgabe tritt auf,
wenn wir spiter etwa Skalarprodukte von Charakteren unserer generischen Charaktertafel
berechnen wollen.

Wir 16sen die Aufgabe, indem wir die Werte f(i1,i2) zuerst iiber alle beschriebenen
Elemente hg(i1,72) summieren und dann das Ergebnis durch zwei teilen, denn aus der
Spalte mit den Vielfachheiten n ) in Tabelle 6 sehen wir, dafl je zwei dieser heg (i1, i2)
zur gleichen Klasse von CSpg(g) gehoren. Eine Summationsvorschrift bekommen wir,
indem wir die Beschreibung des Parameterbereiches rickwdrts lesen:

(¢-3)/2 q
P Z (( f(il,QT)) —fr2r) = f(r+ (q+1)/2,2r)>

r=0 11=0
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ist die Summe iiber die Elemente mit geradem ¢s und

(a-3)/2 ¢
29 1= Z Zf(i1,27"+1)
r=0 41=0

ist die Summe iiber die restlichen Elemente, so dafl wir als Ergebnis (z1 + 22)/2 erhalten.

Die Beschreibung der Parameterbereiche in den Tabellen 8 bis 10 wurde immer so
gehalten, dafl sich wie in diesem Beispiel die Summationsvorschriften leicht ablesen lassen.
So entstehen etwa beim Klassentyp hog in Tabelle 8 fiir festes i35 = 2r und i2 beim Einsetzen
der Werte fiir ¢; je zwei Elemente zweimal, sie sind aber dann auch zweimal wieder zu
streichen.

Praktische Durchfiithrung der Rechnungen

Fiir die Berechnungen dieses Abschnittes wurden die Computeralgebra-Systeme GAP [33]
und MAPLE [7] benutzt.

Das System GAP ist gut geeignet fiir die Rechnungen mit Wurzelsystem und Weyl-
gruppe (fiir eine Einfiihrung siehe [33]). Da es mit einigen Grundkenntnissen dieses Sy-
stems nicht schwer ist, die oben beschriebenen Berechnungen gewisser Teilmengen der
Weylgruppe in ein GAP-Programm umzusetzen, soll dies hier nicht nédher erlautert wer-
den. In dem verwendeten Programm wurden die Elemente der Weylgruppe als Permuta-
tionen auf der Menge der Wurzeln aufgefafit. Daraus lassen sich leicht Darstellungen der
Elemente als reduzierte Worter in den Erzeugenden finden (mit Hilfe von Digne-Michel
[13, 0.29]). Dies wurde fiir die Ausgabe des Programms benutzt.

Fiir die weitere Bearbeitung der Ergebnisse des GAP-Programms ist die Benutzung von
MAPLE zweckméBig, da dieses System sich gut fiir die Manipulation von Formeln eignet
([7] ist eine Einfiihrung). In dem verwendeten MAPLE-Programm wurde die Operation
der erzeugenden Elemente der Weylgruppe und des Frobeniusmorphismus auf Torusele-
menten h(A1, A2, Az, A) € T C CSpg(K) definiert und die Matrizen ny, ng, ns aus Bemer-
kung 1.3(c) sowie die Namen der Wurzeluntergruppen aus Bemerkung 1.1(e) eingegeben.
Damit wurde eine Ausgabe-Routine erstellt, die fiir jeden halbeinfachen Klassentyp In-
formationen in eine TEX-Datei geschrieben hat. Wir betrachten dies und die folgenden
Rechnungen an einem Beispiel.

Beispielrechnung: Wir betrachten den halbeinfachen Klassentyp hs. Das erwéhnte

MAPLE-Programm gibt dazu die folgenden Informationen aus (Die Verwendung der Infor-
mationen zu den Greenfunktionen wird in Abschnitt 5 erklért.):
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Klassentyp Nummer 4

Basis II und durch F' bewirkte Permutation: as a3 +— s a3
Element w € Ny (II): s152838251

Représentant n von w in Ng(T):

_ O O o oo
OO O OO
OO O+ O O
OO = O OO
oL OO oo
OO O OO

Cy wird erzeugt von 1" und den Wurzeluntergruppen: UZ{E?) Ufg UfQ UfQ
Gleichungen fiir ¢ € TFw™);

{AQ =20 g = AL = A7 AT = )\q}
Gleichungen fiir t € Z(Cy):
Do =23,73 =7}
Ungleichungen, so dafl Cg(t) C Cy:
{A# Ao, A # A3, A As £ A A A # A AT # A
Die Vielfachheit n ) ist 2.

Zu den Greenfunktionen von Cy gehorende Tori und die Vorzeichen erec,,:

Qa2 {h(Aq,)\g,)\g,/\Q) = h(A1, A2, A3, M)} erecy =1
Qua: {h (iZ,Ag, §Z, 7) = h(A1, A2, A3, \)} erecy, = —1
Qus: {h(kq,)\g,)\g,)ﬂ) = h(A1, A2, A3, M)} erecy = —1
Qus: {h(ii, §Z, §Z, 0) = h(A1, A2, A3, A)} erecy, =1
Qa0 {h(/\q, g, §Z, 9) = h(A1, A2, A3, \)} erecy =1

Am (erweiterten) Dynkin-Diagramm von G lesen wir Cy als Dynkin-Typ von Cy ab.

Das angegebene Systlem von Gleichungen und Ungleichungen, das die Elemente ¢ =
h(A1, A2, A3, A) € TEW™) C CSpg(K) mit Zentralisator Cy beschreibt, vereinfacht sich
zZu:

AT =1 A =22 A3 =g, AT = A und AT £ 1.
Hierdurch werden genau die Elemente der Form

11 219
2

h4(i1a7;2) h( 2227 i27 ~{27 ~12i2) = ! s

c212—11 212
1

mit (€11¢372)11 = 22 = éf (t2=i1) # 1 beschrieben. Wir kénnen jedes dieser Elemente
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genau einmal hinschreiben, indem wir zuerst fiir den Parameter 2 die Werte im Bereich

0,...,q9 — 2 einsetzen. In jedes der so erhaltenen Elemente werden dann erst die Werte
0,...,q fiir den Parameter i; eingesetzt und davon werden die Elemente mit ¢; = i3 und
11 =2+ % wieder gestrichen (das letzte Element ist das gleiche, das bei der Substitution
i1 = i9 — %1 entsteht). So bekommen wir die Beschreibung in der zweiten Spalte von

Tabelle 8. Auflerdem konnen wir aus dieser Beschreibung die Anzahl der Klassen dieses
Typs mit Hilfe von ny,,,) = 2 ausrechnen: Ha—-1D(g+1-2)=3(¢g— 1)~

Fiir die Gruppen G = Spg(¢) muf im angegebenen System von Gleichungen und
Ungleichungen noch A = 1 hinzugenommen werden. Bei ungeradem ¢ darf is also nur
Werte k - Q;Ql, k € Z, (also Ag = £1) und bei geradem ¢ nur Werte k(¢ — 1), k € Z,
annehmen. Hieraus ergeben sich die Eintrdge in den Tabellen 9 und 10.

Die Untergruppe Cy = <T,U§3,U§3,U§2,U§2> < G besteht nach Bemerkung 1.2
und 1.1 aus den Matrizen der Form

A1

PO

mit A € CSpy(K), A\ € K*, A = A(A) im Fall G = CSp¢(K) und mit A € Sp,(K),
A1 € KX, A =11im Fall G = Spg(K). (Dabei wird benutzt, dafl eine zusammenhéngende
reduktive Gruppe von einem maximalen Torus und den zugehorigen Wurzeluntergruppen
erzeugt wird; vergleiche Digne-Michel [13, 0.34].)

Mit dem angegebenen Représentanten n € N(T) von w berechnen wir die Fixgruppe

C\(I,Fnil) im Fall G = CSpg(K). Diese besteht aus den Matrizen aus Cy, die folgende
Gleichung erfiillen:

oW Al

F(A) = A

A A

Das sind die Matrizen mit A € CSp,(q) (somit A = A(A) € F,) und X' = X = A(A).
Im Fall G = Spg(K) ergibt sich A € Sp,(¢) und Xf“ = 1. Dies liefert die Eintrége in
Tabelle 7.

Mit dem oben erwihnten GAP-Programm wurden noch die (Fw~!)-Konjugiertenklas-
sen der Weylgruppe von Cy ausgerechnet. Es gibt fiinf solcher Klassen, und die zugehori-
gen rationalen maximalen Tori von Cy sind, als Tori von G betrachtet, vom Typ Tq, Ty,
T5, Ts und Ty. Nach 4.3(f) bezeichnen wir also die fiinf Greenfunktionen von C'\(I,Fnil)
mit Qu,2, Qa4, Qa5, Qag und Qq9. Die GF_Klasse zu hy(i1,i2) besitzt zum Beispiel in
Tori vom Typ T jeweils zwei Vertreter. Unser GAP-Programm gibt zwei Elemente der
Weylgruppe aus (die in (3) mit v;0 bezeichnet wurden)

V10 = 818281 und w90 = $359515352S3,
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fiir die hy(iy, i) € THFw2) =12, gilt.

In Tabelle 3 haben wir Parametrisierungen t5(j1, j2, j3, ja) der Elemente des Torus T(Fw; ")
angegeben. Um herauszufinden, wie die Parameter ji,...,js fiir die zwei Vertreter der
Klasse von hy(i1,i2) zu wéhlen sind, miissen die zwei Gleichungen

M) = ERG GGG = nE g d
o i i i i i i R
hain,i2)?" = WG G5 GGG = M0 Y
betrachtet werden. Die beiden gesuchten Elemente ergeben sich also bei den Spezialisie-
rungen ji = jo = iz, jg = i1, ja = 2ig und j1 = jo = i, j3 = 2ig — 41, ja = 242 und dies
liefert den Eintrag unter 542 in Tabelle 11.

Die Berechnungen fiir die Tabellen 11 und 12 lassen sich auch automatisieren. Hierzu
werden die zu vergleichenden Komponenten der Diagonalelemente jeweils mit Hilfe ei-
ner gemeinsamen Basis geschrieben. Daraus ergibt sich fiir die Exponenten eine Kon-
gruenzbedingung modulo der Ordnung des Basiselementes (im Beispiel oben gilt etwa

j3(g—1)+j4 (mod ¢> —1)). Werden eventuelle redundante Kongruenzbedingungen ge-
strichen (zum Beispiel bei Tori vom Typ T3 die Bedingung aus dem Vergleich der zweiten
Komponenten), so lassen sich die iibrigen Bedingungen sogar als (lineare) Gleichungen
erfiillen. Zum Aufstellen und Losen dieser linearen Gleichungssysteme kann MAPLE be-
nutzt werden.

Anmerkungen

e Reprisentanten fiir die halbeinfachen Klassen und ihre Zentralisatoren lassen sich
auch ohne die formalen Voriiberlegungen fiir unser Lemma 4.2 bestimmen. Es brau-
chen nur Représentanten der F-invarianten W-Bahnen von T gefunden werden;
diese ergeben sich mit einer Fallunterscheidung, in welcher Weise der Frobeniusmor-
phismus die Eintrédge der Diagonalmatrizen permutiert. Fiir ein festes Element t € T
148t sich dann nachpriifen, welche Wurzeln o € ® die Gleichung «(t) = 1 erfiillen,
woraus sich der Zentralisator von t ergibt. Unser etwas systematischeres Vorgehen
ist vor allem fiir die Berechnungen unter den Punkten (2) und (3) zweckméfig.

e Die Berechnung der Parameter fiir die halbeinfachen Klassentypen und der Anzahlen
der darin liegenden Konjugiertenklassen 148t sich vollstéindig automatisieren. Diese
Informationen sind ausreichend, wenn nur die Deligne-Lusztig-Charaktere der Form
R%" 1 ausgerechnet werden sollen. Dieses Vorgehen ist am Beispiel von Gruppen mit
Dynkin-Typ D4 im Artikel [20] von Geck und Pfeiffer geschildert.

e In Abschnitt 6 werden wir die hier benutzten Programme mit geringen Anderungen
wieder verwenden, um die Paare (T, 6) zu berechnen, die die verschiedenen Deligne-
Lusztig-Charaktere beschreiben.

e Die trotz kleiner Schrift sehr langen Tabellen 11 und 12 wurden in diese Arbeit
aufgenommen, um (wenigstens im Prinzip) alle Charakterwerte der Tafeln, die wir
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ausrechnen, aus den Tabellen konstruieren zu kénnen. Dies wird in Abschnitt 6 an
einem Beispiel erklért.

4.2 Unipotente Konjugiertenklassen

Wir wollen jetzt die unipotenten Konjugiertenklassen von G berechnen. In groben Ziigen
gehen wir so vor: Zuerst werden durch Rechnen mit den Kommutatorrelationen der Wur-
zeluntergruppen von G Représentanten fiir die unipotenten Konjugiertenklassen in der
Boreluntergruppe B der oberen Dreiecksmatrizen bestimmt. Dann konjugieren wir diese
mit Vertretern der Elemente aus der Weylgruppe (diese permutieren die Wurzeluntergrup-
pen). Dabei erkennen wir viele Klassen in BT, die ,offensichtlich“ in G¥ zusammenfal-
len. Die iibriggebliebenen ,potentiellen® Reprisentanten der unipotenten Klassen in G
untersuchen wir anschlieffend genauer auf Konjugiertheit und bestimmen deren Zentra-
lisatorordnung mit Hilfe der (eindeutigen) Bruhat-Zerlegung aller Elemente aus GI. In
diesem Teilabschnitt ist es vielfach niitzlich, die Elemente von G als Matrizen anzusehen.

Wir fassen zuerst die Aussagen, die wir zur Durchfithrung unserer Berechnungen brau-
chen, in einem Lemma zusammen.

Lemma 4.4 Sei G = CSpg(K) oder G = Spg(K) bei beliebiger Charakteristik von K,
T der maximale Torus der Diagonalelemente von G, B die Boreluntergruppe der oberen
Dreiecksmatrizen von G und U die Untergruppe der unipotenten Elemente von B. Wir
bezeichnen die in Bemerkung 1.1(e) beschriebenen Wurzeluntergruppen U; ;, 1 <i,j <3,
jetzt mit Uy, ..., Uy, und zwar in der Reihenfolge:

Neuer Name | Name in 1.1(e)
U, Ui
U, Us3
Us Ui
Uy Us; 3
Us Us»
Us Us
Uy Uz
Usg Us 1
Uy Ui

Entsprechend schreiben wir die Elemente aus Uy als ug(t), t € K, 1 < k < 9. Dann
gilt:

(a) Die Kommutatoren

[we (), (8] o= we (o) (b)) w () ™ g (8) ™1 = (b)) wa (B up (—tr)w (=),

die ungleich 1 sind, sind der folgenden Tabelle zu entnehmen. Es sind nur die Fdille
mit k < | angegeben, woraus sich die mit | < k durch Invertieren ergeben. Ist die
Charakteristik von K gleich zwei, so sehen wir aus der Tabelle, daff zusdtzlich gilt
(U1, Ug] = [Us, Us] = [Us, Ug] = 1.
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(b)

(c)
(d)

(e)
(f)
(9)

kU] Tue(te), wi(t)]
1|2 us(tita)

1|5 | ug(tits)

1| 7| ug(tatr)ug(t3t7)
1|8 | ug(2t1ts)

2| 4 | us(tats)ur(t3ts)
2|5 | ur(2tats)

2| 6 | ug(tats)

3|4 | ug(tsts)ug(t3ts)
315 | ug(tsts)

3|6 | ug(2tsts)

Firl <k,1<9 gilt:
U Ul [] Ui

>k
P> 1

(In der gewdhlten Anordnung der Wurzeluntergruppen erfillt G also die Kommuta-
torrelationen im Sinne von Carter [6, Vorbemerkung zu 2.6.4].)

Ist k < 1, so ldft sich das Produkt w(t;)u(tx) in der Form uy(ty) - [[;>; wi(ti)
schreiben.

Jedes Element g € B ldfst sich eindeutig in der Form
g:ul(tl)--'uQ(tg)h, tiEK,lﬁiSQ

mit h = h(A1, A2, A3, \) im Fall G = CSpg(K) und h = h(\1, A2, A3) im Fall G =
Sps(K), A1, Ao, A3, A € K™, schreiben. Genau dann ist g € B, wenn alle Parameter
in F, liegen.

Die Untergruppen UgUpgyq---Ug, 1 <k <9, sind Normalteiler von B.

Jede unipotente Konjugiertenklasse von G hat Reprasentanten in U .

(Bruhat-Zerlegung) Zu jedem Element w € W = Ng(T)/T der Weylgruppe von
G gibt es einen Reprisentanten n,, € Ng(T) mit Koeffizienten in F,. Sei wy das
lingste Element von W und ng := ny,. (Damit ist U™ = U~ = Untergruppe
der unipotenten unteren Dreiecksmatrizen von G.) Zu jedem w € W gibt es eine
Teilmenge M, C {1,...,9}, so daf gilt

nonw

U, :=UNnuww — H U,
keMy,

Dabei ist das Produkt so gemeint, daf$ die k € M, in aufsteigender Reihenfolge
sortiert sind.
Damit hat jedes Element g € G eine eindeutige Darstellung der Form

g =wua(t1) - ug(to)hnw(ui(s1) - - - ug(sg))""™"

mit h = h(A1, A2, A3, \) im Fall G = CSpg(K) und h = h(\1, A2, A3) im Fall G =
Sps(K), sowie ty, sy € K, 1 <k <9, s, =0 firk & My, \i, \ € K*, 1<i<3.
Genau dann ist g € G¥', wenn alle Parameter in F, liegen.
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(h) Die Elemente der Weylgruppe permutieren vermdge Konjugation mit den n,,, w €
W, die Wurzeluntergruppen Uy, U, 1 < k < 9. In der folgenden Tabelle ist
fiir die Reprdisentanten ni,no,ns der erzeugenden Elemente von W, die in Bemer-
kung 1.3(c) angegeben sind, diese Permutation auf der Teilmenge {Ui| 1 < k < 9}
abzulesen. In der k-ten Zeile und i-ten Spalte ist ein Index | eingetragen, falls
U} =U; ist. Ein Strich bedeutet U, = U, .

—_

3
1
5
6
2
3
7
8
9

© O k00 Gt~ | W

1
2
3
4
)
6
7
8
9

00 O U AN W

Bis auf die beiden Ausnahmen ug(t)™
U} = U; genauer ug(t)™ = w(t).

us(—t) und ug(t)™ = wug(—t) gilt mit

Beweis: (a) Die Kommutatoren wurden einfach mit Hilfe der in Bemerkung 1.1(e) an-
gegebenen Matrizen ausgerechnet.

(b) Dies ergibt sich sofort aus (a).

(¢) Wir zeigen mit Induktion {iber absteigendes I, dafl sich w;(¢;)ug(tx) mit k& < [ in
der Form wy(tg)ui, (ti,) - - - wi, (ti,) mit 41,...,4, > [ schreiben 1a8t: Fiir [ = 9 ist die Be-
hauptung klar, da nach (a) ug(t9) mit allen wuy(tx) vertauscht. Sei also [ < 9. Dann gilt
w(t)ug(ty) = [wi(ty), ug(tx)]uk(te)ui(t;), und nach (b) ist der Kommutator Produkt von
u;(t;) mit i > [. Sukzessive Anwendung der Induktionsvoraussetzung liefert die Zwischen-
behauptung.

Aus dieser Behauptung ergibt sich, daf sich ein beliebiges Produkt von wu;(¢;) immer so
umformen 148t, dal die Terme mit minimalem Index vorne stehen. Daraus erhalten wir
auch die Behauptung in (c).

(d) Die Untergruppe U wird von den Wurzeluntergruppen U;, 1 < i < 9, erzeugt.
Durch Sortieren gemifl (c) und Zusammenfassen 148t sich jedes Produkt von Termen
u;(s;) auf Normalform wuq (1) - - - ug(tg) bringen. Die Boreluntergruppe B ist semidirektes
Produkt von T und U, also hat jedes Element aus B eine Darstellung der behaupteten
Form. Die Eindeutigkeit der Darstellung ergibt sich etwa aus der Berechnung der Matrix
ui(ty) -+ -ug(tg)h. In beiden Féllen fiir G legt namlich diese Matrix alle Parameter eindeu-
tig fest. AuBlerdem 148t sich an der Matrix ablesen, dafl genau dann alle Matrixeintriage
in [F, liegen, wenn dies fiir alle Parameter gilt.

(e) Aus (c) ergibt sich, dafl die UpUg4q - - - Ug Normalteiler von U sind. Dann sind sie
aber auch Normalteiler in B, da die Wurzeluntergruppen U; invariant unter Konjugation
mit Toruselementen h € T sind.

(f) Das liegt daran, daf} U eine p-Sylowgruppe von G ist und die unipotenten Elemente
die p-Elemente von G sind (siehe etwa Digne-Michel [13, 3.18,3.19]).

(g) Fir unsere Rechnungen brauchen wir explizit Elemente n,, und die Mengen M,,,
wie in (g) beschrieben. Bei den Rechnungen zur Bestimmung der halbeinfachen Klassen
haben wir schon Darstellungen aller Elemente w € W als reduzierte Worter in den drei
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erzeugenden Elementen von W gefunden, insbesondere kennen wir das ldngste Element
wo € W. Mit Hilfe der Matrizen ni,n2, ng aus Bemerkung 1.3(c) finden wir Repréisentan-
ten n,. Die Matrizen ni,n2,n3 haben Koeffizienten in F,, und somit gilt dies auch fiir
die berechneten n,,. Durch Berechnung der Matrizen zu (u1 (1) . .. ug(tg))"°™ koénnen wir
die Mengen M,, bestimmen und dadurch auch ihre Existenz zeigen.

Die angegebene eindeutige Darstellbarkeit der Elemente aus G ergibt sich aus (c) und
dem Satz iiber die scharfe Form der Bruhat-Zerlegung (siche zum Beispiel Digne-Michel
(13, 1.7]).

DaB ein Element in der angegebenen Darstellung genau dann in G liegt, wenn alle Pa-
rameter in F, liegen, folgt aus der entsprechenden Aussage in (d) und der Wahl der n,,
mit Koeffizienten aus IF),.

(h) Dies ist auch einfach mit Matrizen nachzurechnen. O

Nun beschreiben wir genauer, wie mit Hilfe der Aussagen dieses Lemmas die unipoten-
ten Klassen von G¥ und ihre Zentralisatorordnungen berechnet werden kénnen. Da wir
mit der Bestimmung von Reprisentanten der unipotenten Klassen in B beginnen, sei be-
tont, dafl nach Aussage (f) des Lemmas darunter auch Représentanten fiir die unipotenten
Klassen von G zu finden sind.

(1) Berechnung der unipotenten Klassen in BY":

Weil nach Aussage (e) des Lemmas die Untergruppen (UyUgyq - -- Ug)¥ <« BY Nor-
malteiler sind, enthalten diese jeweils ganze Konjugiertenklassen unipotenter Ele-
mente von BY. Wir bestimmen nacheinander fiir k = 9,8, ...,1 die Klassen, die in
diesen Untergruppen liegen.

Dazu beginnen wir jeweils mit den Klassen, die von Elementen der Form wug(ry),
rr € Fy, . # 0, reprasentiert werden. Dieses Element konjugieren wir dann for-
mal mit einem allgemeinen Element uy (1) - - - ug(t9)h(A1, A2, A3, A) beziehungsweise
wi(t1) - - ug(tg)h(A1, A2, A3) aus BY'. Den Teilausdruck mit den unipotenten Fakto-
ren kénnen wir wie im Beweis von Aussage (c¢) des Lemmas auf Normalform bringen.
Wir brauchen nur solange die Kommutatorrelationen aus Aussage (a) einsetzen, bis
sich die Faktoren nach aufsteigenden Indizes sortieren lassen. Die Konjugation mit
dem Toruselement A kénnen wir auch leicht formal ausfithren, denn sie wird durch
die Wurzelabbildungen beschrieben, die den Bemerkungen 1.1 und 1.2 zu entnehmen
sind. Auf diese Weise erhalten wir eine Parametrisierung der Konjugiertenklasse von
ug(rg) durch einen formalen Ausdruck der Form

w(Ckr)Ukt1(Sk+1) - - - ug(s9),

wobei ¢k, Sk11,-- -, S9 rationale Funktionen in den t;, A;, A, 7 sind. An diesem Aus-
druck 1Bt sich nun die Zentralisatorordnung von u(ry) in BY (und damit die Anzahl
der Elemente in dieser Klasse) ablesen sowie die Anzahl der Klassen mit Reprisen-
tanten dieser Form.

Wenn wir damit noch nicht alle Klassen in (UpUpg4q - - -Ug)F gefunden haben, so
konnen wir den formalen Ausdruck noch fiir die Suche nach weiteren Klassen ver-
wenden. Dazu priifen wir, fiir welche [ > k keine Elemente der Form wuy(rg)u;(r;) in
der Klasse von ug(ry) vorkommen (oder fiir welche r; in Abhéngigkeit von r; diese
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Produkte nicht vorkommen). Wir bestimmen dann wie oben die Parametrisierung
der durch diese ug (1 )u;(r;) repriasentierten Klassen (fiir die grofien [ zuerst). Sollten
in diesen Klassen wiederum gewisse Produkte aus drei u;(r;) nicht vorkommen, so
untersuchen wir auch diese und fahren so fort.

Wir haben alle Klassen in (UpUg 1 ---Ug)¥ gefunden, wenn sie zusammen ¢'0~
Elemente enthalten.

Das hier beschriebene Vorgehen wird in den Beispielrechnungen fiir £ = 9,8, 7 illu-
striert.

Die Uberlegungen lassen sich fiir die Fille G = CSpg(q) und G = Spg(g) mit
ungeradem ¢ parallel durchfithren. Nur die Anzahl der Klassen und die Zentralisa-
torordnungen miissen getrennt notiert werden.

Der Fall G = Spg(q) mit geradem ¢ mufl separat behandelt werden (dort gelten ja
bereits andere Kommutatorrelationen).

k

Konjugieren mit w € W:

Wir betrachten nun die in (1) erhaltene Tabelle mit Représentanten der unipoten-
ten Konjugiertenklassen in BY < Spg(g). Wir konjugieren diese Repriisentanten
wiederholt gemifl Aussage (h) des Lemmas mit den Elementen nq,ng,ng. Liegt das
Ergebnis wieder in BY', so stellen wir fest, zu welcher Klasse von B es gehort.
Auf diese Weise sehen wir fiir viele Klassen von B, daf sie in Sps(q) zusam-
menfallen. Danach erstellen wir eine neue Liste, in die wir aus jeder Familie von
unipotenten Klassen von B, die wir noch nicht als in G konjugiert erkannt ha-
ben, einen Reprisentanten eintragen. Wir nehmen jeweils einen, der in der Liste
aus (1) moglichst weit vorne steht. Schlieflich berechnen wir noch zu jedem dieser
Repréasentanten die Matrix.

Grober Test auf Konjugiertheit in Spg(q):

Seien A, B zwei Matrizen von Représentanten aus der in (2) erhaltenen Liste. Wir
konnen einen groben Test auf Konjugiertheit von A und B machen, indem wir die
Matrixgleichung AC' = C'B mit einer 6 x 6-Matrix C' ansehen. Diese liefert ein
lineares Gleichungsystem fiir die 36 Eintrége der Matrix C. In den meisten Féllen
ergibt sich die Nichtkonjugiertheit von A und B schon daraus, daf} jedes C' mit
AC = CB singulér ist (weil eine Spalte oder Zeile nur aus Nullen besteht). Es ist
klar, dafl dieser Test nicht ausreicht, wenn etwa A und B in derselben geometrischen
Konjugiertenklasse liegen (also in der algebraischen Gruppe G konjugiert sind).

Genauer Test auf Konjugiertheit und Berechnung der Zentralisatorordnungen in
Spg (q):

Wir verwenden nun die eindeutige Parametrisierung aller Elemente aus G, die in
Teil (g) des Lemmas angegeben ist. Im Beweis des Lemmas haben wir schon gesehen,
wie geeignete Elemente n,, und die Mengen M,, berechnet werden koénnen. Damit
erhalten wir |W| = 48 Matrizen

Cy :=up(t1) - - - ug(to)h(A1, A2y Az)ny (ui(s1) - - - ug(sg)) 0™,

mit s = 0 fiir kK € M,, und sonst unbestimmten Parametern. Diese Matrizen liefern
zusammen bei Spezialisierung der Parameter {x, s in Fy und A; in F7 jedes Element
von Spg(q) genau einmal.

Sei nun wieder A, B ein Paar von Matrizen aus der in (2) erhaltenen Liste. Diese
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Matrizen sind genau dann in Spg(q) konjugiert, wenn eines der durch AC,, = C,,B
gegebenen algebraischen Gleichungsysteme fiir die Parameter in C, eine Losung in
F, mit A\; # 0 hat.

Betrachten wir diese Gleichungssysteme fiir A = B, so ergibt das Abzéhlen der
Losungen die Zentralisatorordnung von A in Spg(q).

(5) Bestimmung der unipotenten Klassen in CSpg(¢) mit ungeradem g:
Von den in (4) gefundenen Représentanten der unipotenten Klassen von Spg(g) sind
einige Elemente schon in BY < CSpg(q) konjugiert, wie wir aus (1) wissen. Wir
erstellen eine Liste, in die jeweils einer dieser Représentanten eingetragen wird. Wir
priifen wie in (3) und (4), daf diese Elemente nicht mehr in CSpg(g) konjugiert sind.
Die Zentralisatorordnungen ergeben sich aus den in (4) bestimmten und der Fusion
der unipotenten Klassen von Spg(gq) in CSpg(q).

Diese Berechnungen liefern das folgende Ergebnis:

Satz 4.5 Die Anzahl der unipotenten Konjugiertenklassen in den Gruppen Spg(q) ist 12,
falls q gerade ist, und 16, falls q ungerade ist. Die Gruppen CSpg(q) mit ungeradem q
besitzen 10 unipotente Konjugiertenklassen. Reprdsentanten und Zentralisatorordnungen
dieser Klassen stehen am Beginn der Tabellen 13 und 14 (mit hy =1).

Bei der praktischen Durchfiihrung der oben beschriebenen Rechnungen war wieder
die Benutzung von MAPLE hilfreich, etwa fiir die Umformungen in Schritt (1), fir die
Berechnung der Matrizen C), und das Aufstellen der Gleichungssysteme in den Schrit-
ten (3) bis (5). (Die Verwendung der MAPLE-Funktion solve, mit der Gleichungssysteme
vereinfacht werden kénnen, ist jedoch nicht mdoglich, da bei nichtlinearen Systemen nicht
klar ist, ob alle Umformungen Aquivalenzumformungen sind, und weil die Gleichungen als
Gleichungen von Polynomen mit rationalen Koeffizienten behandelt werden, so dafl bei
kleiner Charakteristik manche Umformungen unzuléssig sein kénnen.)

Beispielrechnung: Wir betrachten den Fall GI" = Spy(g) fiir ungerades ¢. Die Borel-
untergruppe B hat dann ¢°(q — 1)® Elemente. Wir bezeichnen im folgenden mit a ein
festes Element aus F\ (Fy)%. Schritt (1) beginnt mit den folgenden Uberlegungen:

Klassen in Ug:
u = 1: Zentralisatorordnung ist |B¥'| und die Klasse enthilt ein Element.
u = ug(rg): Formales Konjugieren mit dem allgemeinen Element aus Bf' von der Form
up(ty) -+ ug(tg)h(A1, A2, A3) und Umformen auf Normalform zeigen, daf die Klasse von u

aus den Elementen
T9 )

U9l —=
G
besteht. Also liegen genau die Elemente aus BY mit A; = £1 im Zentralisator von ug(ry).
Die Zentralisatorordnung in B ist also 2¢°(q—1)2. AuBerdem gibt es genau zwei Klassen
mit Reprisentanten dieser Form, denn ug(r9) und ug(sg) sind genau dann in B konjugiert,
wenn sich r9 und sg um ein Quadrat aus IFqX unterscheiden. Wir kénnen als Reprisen-

tanten ug(1) und ug(a) nehmen. (Fiir G = CSpg(q) liegen die Elemente U9(T)9\—)‘) in der
1

Klasse von ug(rg). In diesem Fall gibt es also nur eine Klasse dieser Art, in der dafiir aber
q — 1 Elemente liegen.) Damit haben wir natiirlich schon alle Klassen aus Ug gefunden,
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was sich auch durch Abzéhlen der Elemente in den ermittelten Klassen ergibt: 1—1—2% =q.

Klassen in UgUy:
u = ug(rg): Die Klasse von u wird parametrisiert durch

t1rs
2
Al

8

A1

ug( )UQ(—2 )

Zentralisatorelemente sind demnach durch die Gleichungen A; A2 = 1 und ¢; = 0 beschrie-
ben. Die Zentralisatorordnung ist also ¢8(q — 1)2. Setzen wir in dem Ausdruck ¢; = 0, so
erkennen wir, dafl die Elemente der Form ug(rg) fiir alle rs € F konjugiert in B sind.
Wir bekommen als Représentanten etwa ug(1).

Damit sind schon alle ¢?> Elemente von UgUy gefunden.

Klassen in U7;UgUg:
u = uy(r7): Die Klasse ist nun beschrieben durch:

T tir t2r
ur(Sg)us(—3 5 w5z )
Es gibt also wieder zwei Klassen dieser Art, etwa représentiert durch u7(1) und w7 («), mit
der Zentralisatorordnung 2¢%(q — 1)

Bei diesem Beispiel sehen wir, dafl in den betrachteten Klassen keine Elemente der Form
uz(r7)ug(rg) mit rg # 0 liegen. Solche betrachten wir als néichstes.

u = wur(r7)ug(rg): Wie oben stellen wir fest, dal es vier Klassen von dieser Art gibt,
représentiert durch uz(1)ug(1), ur(a)ug(ar), ur(1)ug(a) und uy(a)ug(1l), mit Zentralisa-
torordnung 4¢%(q — 1).

Damit haben wir alle Elemente aus U;UgUg gefunden, wie wir wieder durch Abzéhlen
der Elemente in den gefundenen Klassen sehen.

Restliche Klassen in U*":
Die Liste der unipotenten Klassen von B 1i8t sich mit genau den vorgefithrten Uberle-
gungen vervollstindigen. Allerdings werden die Ausdriicke fiir die Parametrisierung der
Klassen immer ldnger. (Es kommt vor, da§ wir ein Produkt von vier Faktoren w;(r;) anse-
hen miissen, durch das 2(q — 1) Klassen beschrieben werden. Die Anzahl der unipotenten
Klassen in B wiichst also mit ¢, withrend in G¥ die Anzahl der unipotenten Klassen fiir
alle g gleich ist.)

Rechnungen fiir gerades ¢:
Statt eines Nichtquadrates o aus IFqX wird in Charakteristik zwei ein a gebraucht, so dafl
das Polynom Z2 + Z + « iiber F, irreduzibel ist. Die Rechnungen sind ansonsten sehr
dhnlich.

In Schritt (2) besteht die meiste Arbeit darin, von Elementen aus B die durch
Konjugation gewonnen wurden, festzustellen, in welcher Konjugiertenklasse von B sie
liegen; dies erfolgt mit &hnlichen Rechnungen wie in Schritt (1). In diesem Schritt miissen
oft die beiden Moglichkeiten fiir die Kongruenz von ¢ modulo 4 unterschieden werden.
Unser Rechenergebnis 143t sich aber durch die Verwendung von —a bei der Angabe der
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Représentanten der unipotenten Klassen (siche Tabelle 13 unter ¢; 3) wieder einheitlich
darstellen.

Die linearen Gleichungssysteme in Schritt (3) lassen sich mit MAPLE lésen. Die Be-
rechnung der Zentralisatorordnungen in Schritt (4) ist aufwendig, jedoch liefern fiir ein
festes Element in UY immer nur ,, wenige“ C,, einen Beitrag zum Zentralisator.

Anmerkungen

e Sei [ eine Teilmenge unseres Fundamentalsystems II des Wurzelsystems von G und
W; < W die Untergruppe der Weylgruppe von G, die von den Reflektionen an
den Wurzeln aus [ erzeugt wird. Fiihren wir Schritt (2) nur mit den Elementen n;,
i € I, und Schritt (4) nur mit den Cy, w € Wy, durch, so erhalten wir die unipo-
tenten Klassen der parabolischen Untergruppe P von G (siche Carter [6, 2.1.4]);
insbesondere kennen wir dann auch die Fusion dieser Klassen in die unipotenten
Klassen von G'. In Abschnitt 5 wird gezeigt, wie damit die Greenfunktionen von
G! ausgerechnet werden kénnen.

e Die hier vorgestellte Methode der Berechnung der unipotenten Klassen hat zwar den
Vorteil, daf3 sie sehr elementar ist, aber dafiir ist der Rechenaufwand grofi. All-
gemeine Ergebnisse iiber unipotente Klassen, wie sie etwa in Carter [6, Chapter 5
und 13] oder bei Springer und Steinberg in [1, Part E] zu finden sind, gelten nur
im Fall geniigend grofler Charakteristik, und/oder wenn die Gruppen vom adjun-
gierten Isogenietyp sind. Dagegen ist unser Verfahren von solchen Voraussetzungen
unabhéngig.

e Fiir die Gruppen Spg(g) mit geradem g wurden die unipotenten Klassen auch von
Shinoda in [34, 2.1] berechnet. Dort wurden sie als Gruppen vom Dynkin-Typ
Bs betrachtet, die in Charakteristik zwei isomorph zu den symplektischen Grup-
pen sind (vergleiche die Anmerkungen in Abschnitt 3). Die in der zitierten Arbeit
skizzierte Berechnungsmethode ist dhnlich der hier beschriebenen; es werden eben-
falls unipotente Klassen von Gruppen mit Dynkin-Typ By und Fy rekursiv iiber
Leviuntergruppen von wachsendem halbeinfachen Rang ausgerechnet.

4.3 Gemischte Klassen und vollstindige Listen der Konjugiertenklassen

Um eine vollsténdige Liste von Konjugiertenklassen der symplektischen Gruppen Spg(q)
zu bekommen, miissen wir noch die unipotenten Klassen in den Gruppen SLa(q), GL2(q),
Usy(q?), GL3(q), Us(q?) und Sp,(q) bestimmen. Nach Tabelle 7 ist némlich jeder Zentra-
lisator eines halbeinfachen Elementes aus Spg(q) \ Z(Spg(¢q)) ein direktes Produkt von
Gruppen aus dieser Liste und zyklischen p/-Gruppen (in denen nur das Einselement
unipotent ist). Fiir die Gruppen GL3(g) und SLy(q) ergeben sich Représentanten und
Zentralisatorordnungen der unipotenten Klassen aus einer einfachen Rechnung, wobei fiir
SLs(q) das Resultat von der Kongruenz von ¢ modulo 2 abhéingt. Fiir die Gruppen GL3(q)
verweisen wir auf Steinberg [40] und fiir Us(¢?) und Us(¢?) auf Ennola [15]. Die Charak-
tertafeln von Sp,(¢) und damit die Klassenlisten sind fiir gerades ¢ bei Enomoto [16] und
fiir ungerades ¢ bei Srinivasan [39] zu finden.
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Jetzt wollen wir noch beschreiben, wie wir die vollstédndige Liste der Konjugierten-
klassen der Gruppen CSpg(¢) mit ungeradem ¢ finden. Zuerst iiberlegen wir uns, wie die
nichttrivialen unipotenten Klassen von SL2(g) in GL2(q), von Sp,(¢) in CSp,(¢) und von
U,.(¢?) in CU,(¢?) fusionieren. Oben bereits durchgefiihrte Rechnungen zeigen, daf die
zwei nichttrivialen unipotenten Klassen von SLo(gq) in GL2(q) zusammenfallen. Die Fu-
sion der unipotenten Klassen von Sp,(q) in CSp,(¢) 148t sich anhand der Arbeit [35] von
Shinoda iiber die Gruppen CSp,(q) durch Vergleich der Zentralisatorordnungen ablesen.
(Aus den in [35] angegebenen Klassenrepriasentanten wurden auch die Reprisentanten
der unipotenten Klassen von Sp,(¢) gewonnen, die wir statt der von Srinivasan in [39]
aufgefiihrten verwenden.) Unipotente Klassen von U, (¢?) kénnen in CU,(¢?) nicht zu-
sammenfallen, da nach einem Satz von Wall (siche [41, 2.6, Case(A)(ii)]) zwei Elemente
aus U, (¢?) genau dann konjugiert sind, wenn sie in GL,,(¢?) konjugiert sind.

Mit diesen Informationen konnen wir fiir die Klassen von CSpg(q), deren halbeinfacher
Anteil vom Typ hs bis hg, hg oder his bis hsy ist, Reprisentanten, Zentralisatorordnungen
und die Fusion der entsprechenden Klassen aus Spg(q) in CSpg(g) angeben (vergleiche
Tabelle 7).

Wir betrachten nun die Klassen mit halbeinfachem Anteil vom Typ ha. Nach Tabelle 7
gelten fiir den Zentralisator C' < CSpg(q) eines halbeinfachen Elementes vom Typ ho

C={(4, B) € GLa(q) x CSp4(q)| det(A) = A(B)}

und
C N Spg(q) = SLa(q) x Spy(q)-

Wir kennen bereits die unipotenten Klassen von SLo(q) x Sp,(¢) und wissen, wie diese
im direkten Produkt GL2(q) x CSp,(q) fusionieren. Welche dieser Klassen bereits in der
Untergruppe C' < GLy(q) x CSp,(q) zusammenfallen, ergibt sich mit Hilfe der folgenden
Uberlegung: Sei H < GLz(q) der Zentralisator eines nichttrivialen unipotenten Elementes
von GLgz(g). Dann besteht das Bild des Homomorphismus det : H — Fy aus der Un-
tergruppe (F;)Q; dies folgt aus dem Vergleich der Zentralisatorordnungen in SLo(g) und
GL3(¢) und der Tatsache, dafli H N SLy(q) der Kern dieses Homomorphismus ist. Analog
folgt fiir den Zentralisator H < CSp,(q) eines unipotenten Elementes u aus CSp,(q), dal
der Homomorphismus X : H ~ Fx genau dann surjektiv ist, wenn die Klasse von u in
Sp.(q) gleich der Klasse von u in CSp,(q) ist; sonst besteht das Bild aus der Untergruppe
(F)?. Seien nun u und o Vertreter der nichttrivialen unipotenten Klassen von SLa(q)
und v unipotentes Element von Sp,(q). Bildet die Klasse von v in Sp,(q) genau eine
Klasse in CSp,(q), so l#Bt sich nach den obigen Uberlegungen (u,v) € SLa(q) x Sp,(q)
bereits in C in (u/,v) konjugieren. Sei im anderen Fall v" € Sp,(q) ein Element, das nicht
in der Klasse von v liegt, so dafi die Sp,(¢)-Klassen von v und v" in CSp,(q) fusionieren.
Dann fallen die vier Klassen von (u,v), (u/,v), (u,v") und (v/,v") im direkten Produkt
GL5(q) x CSp,(q) zusammen. In C sind jedoch nur (u,v) und (u/,v’) sowie (u,v") und
(u',v) konjugiert.

Mit #hnlichen Uberlegungen kénnen wir auch die Klassen von CSpg(q) finden, deren
halbeinfacher Anteil vom Typ hz7, hg oder hiq ist.

Schliellich brauchen wir fiir die Klassen mit halbeinfachem Anteil vom Typ hi; oder
hi2 (die in Spg(g) nicht vorkommen) nur noch die unipotenten Klassen in der Untergruppe
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von GLy(q?) zu finden, die aus den Elementen mit Determinante in F7 besteht. Diese
Klassen ergeben sich wieder aus einer einfachen Nebenrechnung.

Damit ist die Berechnung der Konjugiertenklassen der uns interessierenden Gruppen
abgeschlossen, und wir fassen das Ergebnis in einem Satz zusammen.

Satz 4.6 Sei zundchst q ungerade. Die Gruppen Spg(q) besitzen ¢ + 5¢* + 15q + 24
Konjugiertenklassen, und in den Gruppen CSpg(q) ist die Anzahl (¢ — 1)(¢® + 2¢* + 6q +
6). Tabelle 13 beschreibt fiir alle Klassen Reprisentanten, die Zentralisatorordnung ihrer
Elemente sowie die Fusion der Klassen von Spg(q) in CSpg(q). Dies wird im Anschluf an
den Satz ausfihrlich erklirt. In den Gruppen Spg(q) mit geradem q gibt es (q + 1)(¢* +
q+4) Konjugiertenklassen. Fiir diese Gruppen sind Reprisentanten der Klassen und die
Zentralisatorordnungen in Tabelle 14 zu finden.

Bezeichnungen der Konjugiertenklassen

Wir erldutern zuerst die Tabelle 14, in der die Klassen von Spg(g) mit geradem ¢ be-
schrieben sind. Wir haben zu jedem halbeinfachen Klassentyp h; von G' Reprisentanten
angegeben (Tabelle 10) und in Abschnitt 4.1 die Zentralisatoren dieser Reprasentanten
ausgerechnet, die dort mit CFn™") begeichnet wurden. In Tabelle 14 ist nun fiir jede
unipotente Klasse von CF ") mit Vertreter u eine Zeile eingetragen, die zu den Klassen
mit Représentanten su gehort, wobei s Reprasentant einer Klasse des halbeinfachen Klas-
sentyps h; aus Tabelle 10 sei. Der unipotente Anteil wurde mit Hilfe der Bezeichnungen
aus Lemma 4.4 geschrieben. Wir wollen eine solche Familie von Klassen einen Klassentyp
nennen. Da unsere Vertreter halbeinfacher Klassen im allgemeinen nicht in G liegen,
gilt dies auch fiir die su. Ein Vertreter der Klasse von su, der in G liegt, ist 9su, falls
g 'F(g) = n ist (sieche Abschnitt 4.1). (Daf es zu jedem n ein solches g gibt, ist die
Aussage des Satzes von Lang-Steinberg. Der iibliche Beweis dieses Satzes ist jedoch gar
nicht konstruktiv, und es ist tatsédchlich schwierig, im konkreten Beispiel solche Urbilder
zu berechnen.) Wir bezeichnen die Klassentypen mit

Ci g,

falls der halbeinfache Anteil zum halbeinfachen Klassentyp h; gehort. Mit dem zweiten
Index j werden die unipotenten Klassen von cFn™h durchgezéhlt, die nach fallender
Zentralisatorordnung sortiert werden. Dabei beginnen wir immer mit j = 0, so daf} ¢; ¢ fiir
die halbeinfachen Klassen des Typs h; steht. Wenn wir die Klassen in einem Klassentyp
genauer bezeichnen wollen, schreiben wir ¢; j(i1,...), wobei die Parameter sich auf den
halbeinfachen Anteil beziehen, wie in Tabelle 10 festgelegt.

In gleicher Weise bezeichnen wir die Konjugiertenklassen der Gruppen CSpg(g) mit
ungeradem ¢. Hierfiir sind die Représentanten aus Tabelle 13 zu ersehen, wenn dort in
den Bezeichnungen der dritte Index jeweils weggelassen wird. Ein Element g € CSpg(q)
liegt genau dann in Spg(q), wenn das fiir den halbeinfachen Anteil gilt (der Multiplikator
A héngt nur vom halbeinfachen Anteil ab), und in diesem Fall liegt die gesamte CSpg(q)-
Konjugiertenklasse von g in Spg(¢). Dann besteht die CSpg(q)-Konjugiertenklasse von g
entweder aus einer oder aus zwei Spg(q)-Konjugiertenklassen. Im ersten Fall behilt die
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Klasse von g in Spg(g) ihre Bezeichnung bei und ihre Zentralisatorordnung ergibt sich aus
der in CSpg(gq) durch Weglassen eines Faktors ¢1 = ¢ — 1. Im zweiten Fall geben wir
Reprisentanten der beiden Spg(q)-Klassen an und unterscheiden diese in der Bezeichnung
durch einen dritten Index; in diesem Fall ergibt sich die Zentralisatorordnung in Spg(q),
indem diejenige in CSpg(q) durch %(q — 1) geteilt wird.

SchlieBlich soll noch begriindet werden, warum wir fiir den Begriff Klassentyp nicht eine
dhnlich formale Definition wie fiir die halbeinfachen Klassentypen angeben (Definiton 4.1),
sondern ihn nur als Sprechweise fiir die Kennzeichnung der Spalten unserer generischen
Charaktertafel verwenden. Wenn wir fiir jede halbeinfache Konjugiertenklasse einen ein-
deutigen Reprisentanten festlegten, dann wéren alle Klassen eindeutig einem Klassentyp
zuzuordnen. Wir haben aber im allgemeinen mehrere Représentanten fiir die halbeinfachen
Klassen, wodurch die Zuordnung der Klassen zu den Klassentypen nicht mehr eindeutig
ist. Dies verdeutlichen wir uns am besten an einem Beispiel: Im Fall der Gruppen CSpg(q)
ist aus den Tabellen 8 und 13 sowie Lemma 4.4(h) zu sehen, dafl unsere Repréisentanten
von

c7.1(i1,92) und  era(in + (¢ —1)/2,142)

(vermoge ninang) konjugiert sind.

Wir kénnten also die Spalte der Charaktertafel zu einem dieser beiden Klassentypen weg-
lassen. (Wir tun dies aus praktischen Griinden nicht, damit zum Beispiel die im Anschluf§
an Satz 4.3 beschriebenen Summationsvorschriften immer nur vom halbeinfachen Anteil
des Klassentyps abhéngen.)

Anmerkung

Fiir die symplektischen Gruppen Spy;(q) hat Wall in [41, 2.6 Case(B) und 3.7] eine Be-
schreibung der Konjugiertenklassen mit Hilfe gewisser Invarianten der Matrizen gegeben
(fiir gerades g ohne Beweis). Insbesondere sind dort auch erzeugende Funktionen fiir die
Anzahl der Konjugiertenklassen zu finden.
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5 Greenfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Werte der Greenfunktionen fiir alle bei uns vorkommen-
den Zentralisatoren halbeinfacher Elemente angeben. Wir stellen zuerst einige allgemeine
Aussagen iiber Greenfunktionen in einem Lemma zusammen und werden sehen, daf} sich
daraus die meisten der von uns gesuchten Greenfunktionen ohne besonderen Rechenauf-
wand ergeben. Es bleiben noch die Greenfunktionen fiir Gruppen mit Dynkin-Typ Cy
und C5 zu bestimmen. Diese kénnen einerseits aus der Literatur entnommen werden, und
andererseits soll auch gezeigt werden, wie wir sie neu berechnen kénnen. Das Ablesen von
Greenfunktionen aus bekannten Charaktertafeln wirft einige technische Fragen auf, die
ebenfalls angesprochen werden sollen.

Lemma 5.1 Sei G eine zusammenhdngende reduktive algebraische Gruppe mit Frobe-
niusmorphismus F und T < G ein mazimal zerfallender Torus. Ein weiterer rationaler
mazimaler Torus T < G entstehe aus T durch Twisten mit einem Element w € W der
Weylgruppe von G.

(a) Die Greenfunktionen Q,(If' haben ganzrationale Werte, und es gelten

wobei l(w) die Linge von w beziiglich der Menge von Reflektionen an irgendeinem
Fundamentalsystem des Wurzelsystems von G set, und

QF (u) =1,
falls w requldr unipotent ist.

(b) Seien ug,...,u, Reprdisentanten der unipotenten Klassen von GF und T,..., T
Reprisentanten der GT -Klassen rationaler mazimaler Tori von G, wobei T; aus T
durch Twisten mit w; € W entstehe. Dann gelten (6;; sei das Kronecker-Symbol
und Cw,p(w;) der F-Zentralisator von w;)

i QF, (Uk)Q% (ug) |Cw,r(w;)]

=0; Orthogonalitdtsrelationen
= |Ca(ur)"| YT (Ortheg /
und
QT uk
T, 1.
| '§:|0GukF|
(c) Sei G = Gi x Gy direktes Produkt zweier zusammenhingender reduktiver F-

twvarianter Untergruppen. Dann sind T1 =TnN G1 und T2 =Tn Gy rationale
mazximale Tori von Gy beziehungsweise Go und TF = TF X TF. Sei u € GF
unipotent mit Zerlequng u = uq X ug € Gf X Gg. Dann gilt

Q) = QS (w) - Qﬁ%UQ

d) Fir die Kommutatoruntergruppe G’ von G ist G -
TﬁG

48



Beweis: (a) Die Greenfunktionen sind nach Carter [6, Vorbemerkung zu 7.6.1] ganzzah-
lig. Fiir die Formel der Werte auf dem Einselement siehe Digne-Michel [13, 12.9,12.10]
und fiir die Werte auf den reguléren unipotenten Klassen [13, 14.45].

(b) Die Orthogonalititsrelationen in der angegebenen Form ergeben sich aus Carter [6,
7.6.2 und 3.3.6]. Die zweite Aussage ist eine Umformulierung von Carter [6, 7.6.1].

(c) Die Aussage iiber die Tori ergibt sich aus Digne-Michel [13, 0.6]. Sei B eine Borel-
untergruppe von G mit T < B und U < B die Untergruppe der unipotenten Elemente
von B. Es ist klar, dal B = By x Bg, wobei By = BN Gy und B, = B N Gs Borel-
untergruppen von Gj beziehungsweise Go sind, und U = U; x Uy mit U; = UN Gy
und Uy = UN Gy ist. Fiir die Urbilder von U, U; und U, unter der Lang-Abbildung
L:G—G,g+— g tF(g), gilt

L™(U) = L7(Uy) x L7H(Uy),

da wir Gy und Go als F-invariant vorausgesetzt haben. Benutzen wir jetzt, dafl die
Greenfunktionen bis auf einen Vorfaktor Lefschetzzahlen sind, ndmlich

Gy e L
Q) = 2 £ L7 (V)

(siche Digne-Michel [13, 10.1 und 12.1]), so folgt unsere Behauptung aus der Kiinneth-
Formel (siehe [13, 10.9(ii)]):

QS (u) = QS (w1 x ug) = L(uyxug, L1 (U1 xUy))

£(ur, LU=

L(ug, LU
T T (u2 (U2))

= Q5 (u1)-QF? (u2).

(d) Zuerst bemerken wir, dafi die Aussage sinnvoll ist, weil die unipotenten Elemente
von G (also der Definitionsbereich der Greenfunktionen) bereits in der Kommutatorun-
tergruppe G’ enthalten sind; vergleiche etwa Digne-Michel [13, 0.40]. Unsere Aussage folgt
aus dem Beweis von [13, 13.20]; dort wird gezeigt, da§ die Einschrinkung des Deligne-
Lusztig-Charakters RS1 auf G’ gleich dem Deligne-Lusztig-Charakter 112%/j G,l ist. (Die
Aussage in [13, 13.20]lw ist noch allgemeiner, sie besagt, dafl die Werte der unipotenten
Charaktere nur vom Dynkin-Typ der Gruppe abhéngen.) O

Jetzt sei wieder spezieller G = Spg(K), falls die Charakteristik von K zwei ist, und
G = CSp¢(K) bei ungerader Charakteristik von K.

Im Abschnitt 4.1 iber die halbeinfachen Klassen haben wir schon fiir alle Zentra-
lisatoren C < G zu den halbeinfachen Klassentypen die Konjugiertenklassen rationaler
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maximaler Tori bestimmt. Fiir die dazu gehdrenden Greenfunktionen wurden in Satz 4.3(f)
die Bezeichnungen
Qi beziehungsweise @Q; ;k

eingefithrt. Der erste Index i bedeutete, dafl es sich um eine Greenfunktion des Zentra-
lisators C zum halbeinfachen Klassentyp h; handelt. Wir fassen diese Greenfunktion als
eine Funktion auf den Klassentypen mit halbeinfachem Anteil h; auf, die den unipotenten
Klassen des Zentralisators C" entsprechen.

Die Vorzeichen (—1)"*) aus Lemma 5.1(a) konnten bereits in dem G AP-Programm, das
im Abschnitt 4.1 verwendet wurde, berechnet werden: Mit den Parametern fiir die halbein-
fachen Klassentypen kennen wir Fundamentalsysteme der Wurzelsysteme der zugehorigen
Zentralisatoren C. Die Lénge eines Elementes w der Weylgruppe von C beziiglich dieses
Fundamentalsystems ist gleich der Anzahl der positiven Wurzeln, die durch w auf negative
Wurzeln abgebildet werden; siehe Digne-Michel [13, 0.29].

Wir kénnen also jetzt fiir alle gesuchten Greenfunktionen nach Lemma 5.1(a) mit Hilfe
von Torus- und Zentralisatorordnungen die Werte auf dem Einselement und den regulédren
unipotenten Klassen des zugehorigen Zentralisators eintragen.

Damit sind die Greenfunktionen fiir die Zentralisatoren zu den halbeinfachen Klas-
sentypen hi1 bis hg; bereits vollstdndig bestimmt. In den Féllen der halbeinfachen
Klassentypen hs und hg fehlt jeweils nur noch ein Eintrag; dieser ist durch die zweite
Gleichung in Lemma 5.1(b) festgelegt.

Fiir die Félle hy bis hip berechnen wir zuerst die Greenfunktionen fiir die Gruppen
GL2(q), SL2(q) und Us(¢?), was wieder ganz leicht ist, weil diese Gruppen auBer dem
FEinselement nur regulédre unipotente Elemente besitzen. Daraus lassen sich die Green-
funktionen fiir diese Fille mit Hilfe von Aussage 5.1(c) fiir die zugehorigen Zentralisatoren
in den symplektischen Gruppen Spg(q) gewinnen, denn diese sind direkte Produkte der
genannten Gruppen mit Tori. Aus Lemma 5.1(d) folgt, dal wir damit auch die Green-
funktionen fiir die Zentralisatoren in den konformen symplektischen Gruppen CSpg(q)
gefunden haben, denn nach Bemerkung 1.2(b) sind ihre Kommutatorgruppen in den sym-
plektischen Gruppen enthalten. (Auf Klassen, die zusammenfallen, sind die Werte der
Greenfunktionen gleich.) Bei der Anwendung von 5.1(c¢) miissen wir manchmal genau
feststellen, in welcher Komponente des Zentralisators welche Greenfunktion zu nehmen
ist; dafiir miissen explizit Repridsentanten der zu den Greenfunktionen gehérenden Tori in
den in Abschnitt 4.1 ausgerechneten Zentralisatoren angesehen werden (also in der Nota-

tion von 4.1(2) und (4) die Tori TF* @) als Teilmengen von C&,Fnil)). Vergleiche hierzu
die Informationen zu den Greenfunktionen in der Beispielrechnung von Abschnitt 4.1 (dort
wurden auch die Vorzeichen (—1) ®) bereits ausgegeben).

Jetzt kommen wir zur Bestimmung der Greenfunktionen fiir die Gruppen Sp,(q) be-
ziehungsweise CSp,(q). Die Charaktertafeln dieser Gruppen sind bekannt (siche Enomoto
[16] fir Sps(q) mit geradem ¢, Srinivasan [39] fiir Sp,(¢) mit ungeradem ¢ (eine korri-
gierte Fassung der Tafel ist in Przygocki [32] abgedruckt) und Shinoda [35] fiir CSp,(q)
mit ungeradem ¢). Das Ablesen der Greenfunktionen aus einer bekannten generischen
Charaktertafel ist jedoch mit einem prinzipiellen Problem verbunden. Die Definition der
Greenfunktionen benutzt ndmlich wesentlich die Einbettung der endlichen Gruppen in
eine algebraische Gruppe (es handelt sich ja bis auf einen Vorfaktor um Lefschetzzahlen
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gewisser Varietdten). Bevor wir die Greenfunktionen aus den oben zitierten Tafeln ablesen
konnen, miissen wir sie also erst in den endlichen Gruppen charakterisieren. Wir geben
zuerst eine solche Charakterisierung an, die fiir geniigend grofie g gilt: Wenn ¢ grof3 genug
ist, so gibt es in allen Typen von maximalen Tori reguldre Elemente, die in den endlichen
Gruppen dadurch ausgezeichnet sind, daf3 ihre Zentralisatorordnung nicht durch p teilbar
ist. AuBlerdem besitzen dann die maximalen Tori in den endlichen Gruppen Charaktere
in allgemeiner Lage, deren zugehorige Deligne-Lusztig-Charaktere bis auf ein Vorzeichen
irreduzibel sind (siehe Carter [6, 7.3.5]). Nach der Charakterformel fiir die Deligne-Lusztig-
Charaktere (Satz 2.1) haben diese nur auf den reguléren halbeinfachen Klassen eines Typs
maximaler Tori Werte ungleich Null. Suchen wir nun in den oben zitierten Tafeln fiir jeden
Typ maximaler Tori nach Charakteren, die nur auf den reguléiren halbeinfachen Klassen
dieses Typs Werte ungleich Null haben, so sehen wir, dafl ihre Werte auf den unipotenten
Klassen sich nicht unterscheiden. Das liefert fiir jeden Typ maximaler Tori bis auf ein Vor-
zeichen die gesuchten Greenfunktionen. Das Vorzeichen ist auf den reguléren unipotenten
Klassen abzulesen. Wir begriinden jetzt noch, warum die gefundenen Greenfunktionen
auch fiir kleine ¢ richtig sind, fiir die einige der oben betrachteten Klassen und Charak-
tere gar nicht vorkommen. Die unipotenten Charaktere der betrachteten Gruppen sind
(unabhéngig von ¢) rationale Linearkombinationen gewisser Deligne-Lusztig-Charaktere.
Diese kommen fiir alle ¢ vor, und aus ihnen lassen sich umgekehrt auch alle Greenfunktio-
nen rekonstruieren (eine genauere Beschreibung geben wir in Abschnitt 7). Da sich in den
zitierten Tafeln die Werte aller irreduziblen Charaktere auf den unipotenten Klassen als
Polynome in ¢ schreiben lassen, muf} dies auch fiir die Greenfunktionen gelten. Damit sind
die oben gefundenen Greenfunktionen auch fiir kleine ¢ richtig, weil ein Polynom schon
durch seine Spezialisierungen an endlich vielen Stellen festgelegt ist.

Bei der praktischen Anwendung dieser Uberlegungen auf die Tafel von Enomoto in [16]
ergibt sich noch die Schwierigkeit, dafl die abgedruckte Tafel sehr fehlerhaft ist (allerdings
wohl nicht durch den Autor, sondern durch den Setzer verursacht). Wir beschreiben des-
halb kurz, wie wir die Greenfunktionen auch neu berechnen kénnen. Drei der fiinf Typen
von Tori der Gruppen Sp,(q) haben Reprisentanten in den Standard-Leviuntergruppen,
die zu den einzelnen Wurzeln des Dynkin-Diagramms gehoren (also Dynkin-Typ A; ha-
ben). Diese Leviuntergruppen liegen in rationalen parabolischen Untergruppen, deren
Durchschnitt mit Sp,(¢) bei Enomoto mit P beziehungsweise @) bezeichnet wird. Die
Greenfunktionen der Leviuntergruppen sind wieder durch Lemma 5.1(a) bestimmt. Wen-
den wir auf diese die Harish-Chandra-Induktion an, so bekommen wir die zu den Tori
gehorigen Greenfunktionen von Sp,(q) (Transitivitdt des Lusztig-Funktors, der in diesem
Fall durch die Harish-Chandra-Induktion beschrieben wird; siehe Digne-Michel [13, 11.1
und 11.5]). Zur Berechnung der Harish-Chandra-Induktion wird die Fusion der unipo-
tenten Klassen von P und @ in die unipotenten Klassen von Sp,(q) gebraucht, die aus
Enomoto [16, Table II-1, III-1] zu ersehen ist. (In Abschnitt 8, Schritt 4, beschreiben
wir die Berechnung einer Harish-Chandra-induzierten Funktion ausfiihrlicher.) Wenn wir
aber drei der gesuchten fiinf Greenfunktionen kennen und dazu die Werte der restlichen
auf dem Einselement und den reguldren unipotenten Klassen, so fehlen uns nur noch die
Werte von zwei Funktionen auf jeweils drei Klassen. Diese Werte sind durch die von den
Orthogonalitétsrelationen aus Lemma 5.1(b) gelieferten linearen Gleichungen festgelegt.
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Wir haben nun die Greenfunktionen zu den halbeinfachen Klassentypen hs und k4 und
unter Verwendung von Lemma 5.1(c) und (d) auch zu he gefunden. Es bleiben noch die
Greenfunktionen fiir die Gruppen Spg(q) beziehungsweise CSpg(g) zu bestimmen.

Fiir gerades ¢ sind diese von Malle in [30, Table 12] berechnet worden. Dort wurde ge-
nau das oben beschriebene Verfahren mit Harish-Chandra-Induktion und Ausnutzung der
Orthogonalitéitsrelationen benutzt. Zusétzlich wurde ein Ergebnis von Lusztig verwendet,
das die Werte der Greenfunktion zum Coxeter-Torus (parametrisiert durch das ldngste
Element der Weylgruppe, bei uns Tori vom Typ Tig) liefert. (Es ergeben sich sieben
der zehn gesuchten Greenfunktionen durch Harish-Chandra-Induktion sowie die Funktion
zum Coxeter-Torus; der Rest folgt aus den Orthogonalitiitsrelationen.) Die Rechnungen
bestehen hauptséchlich daraus, die Fusion unipotenter Klassen von parabolischen Unter-
gruppen zu finden. Wir haben in den Anmerkungen zu Abschnitt 4.2 gezeigt, wie sich mit
unserem Verfahren zur Berechnung der unipotenten Klassen auch diese Fusionen ausrech-
nen lassen.

In der zitierten Arbeit wurden eigentlich die Greenfunktionen fiir Gruppen mit Dynkin-
Typ Bs in Charakteristik zwei ausgerechnet. Allerdings wissen wir aus den Anmerkungen
zu Abschnitt 3, daB fir GF = Spg(¢) mit geradem ¢ die Gruppen G und G*F" isomorph
sind. Wir miissen also noch begriinden, warum in diesen beiden Gruppen die Greenfunk-
tionen gleich sind. Wir verwenden dazu das oben beschriebene Konstruktionsverfahren
der Greenfunktionen. Das Einselement, die reguldren unipotenten Elemente (durch ihre
Zentralisatorordnung) und die Orthogonalititsrelationen lassen sich unabhingig von der
Einbettung der endlichen Gruppen in die algebraische Gruppe beschreiben. Fiir die Gleich-
heit der Greenfunktionen zum Coxeter-Torus siehe Lusztig [28, Bemerkung zu 38.]. Wir
miissen nur noch begriinden, wie die zur Harish-Chandra-Induktion verwendeten para-
bolischen Untergruppen innerhalb von G oder G*f" charakterisiert werden. Sie sind
nach einem Satz von Borel und Tits (siehe [2, 3.12]) gerade die maximalen Elemente in

der Menge der Normalisatoren von nichttrivialen 2-Untergruppen in Gf' beziehungsweise
G,

Die Greenfunktionen fiir Gruppen vom Dynkin-Typ C5 bei ungerader Charakteristik
wurden von Lambe und Srinivasan in [26] berechnet. Die Berechnung wurde dort mit Hilfe
eines Algorithmus von Lusztig durchgefiihrt, der auf neueren Arbeiten iiber Charaktergar-
ben basiert. Allerdings ist im allgemeinen nur fiir geniigend grofie ¢ bewiesen worden, dafl
die Greenfunktionen, die dieser Algorithmus liefert, gleich den von uns gesuchten Funktio-
nen sind (siehe [26, Seite 3509]). Daf diese Einschrinkung fiir Gruppen vom Typ C5 nicht
gilt, 148t sich wieder zeigen, indem die Greenfunktionen mit Hilfe von Harish-Chandra-
Induktion und Orthogonalitéiitsrelationen ausgerechnet werden. Diese Rechnungen wurden
auch von Gunter Malle ausgefiihrt (aber nicht verdffentlicht) und wir wollen hier von sei-
nem KErgebnis nur verwenden, dafl die Werte der Greenfunktionen fiir alle ¢ die gleichen
Polynome sind.

Die in der Arbeit [26] von Lambe und Srinivasan angegebene Zuordnung der Konju-
giertenklassen der Weylgruppe zu den Greenfunktionen ist nicht korrekt, wie schon an den
Werten auf dem Einselement zu sehen ist. Wir erkldren deshalb kurz, wie sich die rich-
tige Zuordnung ergibt: Die Werte auf dem Einselement legen die Reihenfolge bis auf vier
Moglichkeiten fest, weil zweimal zwei Typen von Tori gleiche Ordnung haben. Die richtige
unter diesen Moglichkeiten liefern die Orthogonalitétsrelationen aus Lemma 5.1(b), denn
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die Konjugiertenklassen der Weylgruppe, die zu den Tori mit gleicher Ordnung gehéren,
unterscheiden sich jeweils durch ihre Zentralisatorordnung (siehe Tabelle 2).

Wir halten wieder das Ergebnis dieses Abschnittes in einem Satz fest.

Satz 5.2 Die Greenfunktionen der Zentralisatoren halbeinfacher Elemente in den Grup-
pen CSpg(q) mit ungeradem q sind der Tabelle 15 zu entnehmen. Dabei werden die
Greenfunktionen des Zentralisators zum halbeinfachen Klassentyp h; als Funktionen auf
den Klassentypen mit halbeinfachem Anteil h; aufgefafit. In Tabelle 16 sind entsprechend
die Greenfunktionen der Zentralisatoren halbeinfacher Elemente der Gruppen Spg(q) mit
geradem q angegeben.

Anmerkung

Es ist leicht zu sehen, dafl in Gruppen mit Dynkin-Typ C; genau die Tori zu den Doppel-
partitionen der Form (—, 3) (/3 eine Partition von /) nicht in einer echten Leviuntergruppe
liegen. Die dazu gehorenden Greenfunktionen lassen sich also nicht durch Harish-Chandra-
Induktion errechnen. Fiir [ > 3 liefern somit die Harish-Chandra-Induktion und die Or-
thogonalitétsrelationen nicht genug Informationen, um die Werte der Greenfunktionen zu
bestimmen. Die ,rechnerischen* Argumente, die wir in diesem Abschnitt fiir Gruppen mit
Dynkin-Typ Cs und C3 benutzt haben, lassen sich also nicht fiir allgemeinere Aussagen
verwenden.

53



6 Lusztig-Serien und Berechnung der Deligne-Lusztig-
Charaktere

In diesem Abschnitt sei wieder G = CSpg(K), falls die Charakteristik von K ungerade
ist, und G = Spg(K) bei gerader Charakteristik von K. Wir wollen anhand der Charak-
terformel in 2.1(b) die Deligne-Lusztig-Charaktere fiir die Gruppen G ausrechnen und
miissen hierzu noch die zu betrachtenden Paare (T, ) parametrisieren.

Die verschiedenen Deligne-Lusztig-Charaktere R%H bekommen wir durch Représen-
tanten der G¥-Konjugiertenklassen von Paaren (T,6), 0 € TF. In den Abschnitten 2
und 3 haben wir bereits erkldrt, wie diese Paare (T,#) Paaren (T*,s) rationaler maxi-
maler Tori T* der dualen Gruppe G* und Elementen s € T*/ entsprechen, und diese
Zuordnung in Satz 3.2 explizit angegeben. Dabei entsprechen den G'-Klassen der (T, 6)
die G*f"-Klassen der (T*,s).

Weiter wissen wir aus Abschnitt 2, wie die irreduziblen Charaktere von G in Lusztig-
Serien zerfallen. Zu einem halbeinfachen Element s € G*f besteht die Lusztig-Serie
E(GF(s)) aus den irreduziblen Konstituenten der Deligne-Lusztig-Charaktere zu den
Paaren (T*,s'), fiir die s und s’ in G*f" konjugiert sind.

Wir kénnen jetzt genauso vorgehen wie in Abschnitt 4.1, wo wir die halbeinfachen Klas-
sen von G bestimmt haben. Dabei nutzen wir aus, daff die in diesem Abschnitt betrach-
teten Gruppen G nach den Bemerkungen 1.1 und 1.2 ein zusammenhéngendes Zentrum
haben. Daraus folgt, dal auch in der dualen Gruppe G* siamtliche Zentralisatoren halb-
einfacher Elemente zusammenhéngend sind (siehe Digne-Michel [13, 13.15(ii)]). Um auch
die Lusztig-Serien und schlieflich die irreduziblen Charaktere von G unabhingig von ¢
zu endlich vielen Familien zusammenfassen zu kénnen, machen wir folgende Definition.

Definition 6.1 Wir sagen, daf zwei Lusztig-Serien £(GT', (s1)) und (G, (s2)) vom
gleichen Typ sind, wenn die halbeinfachen Elemente s; und sg im gleichen halbeinfachen
Klassentyp von G*f™" liegen.

Die Parametrisierung der Typen von Lusztig-Serien von G ist also durch die Pa-
rametrisierung der halbeinfachen Klassentypen von G*f~ gegeben. Parameter fiir die
halbeinfachen Klassentypen von G*I", Repriisentanten fiir die darin liegenden Klassen,
Repriisentanten dieser Klassen in den verschiedenen Typen maximaler Tori von G*/” und
den Dynkin-Typ des zugehorigen Zentralisators finden wir, wie in Abschnitt 4.1 beschrie-
ben. Nur benutzen wir jetzt statt des Wurzelsystems von G das Kowurzelsystem und
statt des maximalen Torus T der Diagonalelemente von G den in Abschnitt 3 definierten
dualen Torus T* = X ®z Q,/Z sowie die Reprasentanten der Typen maximaler Tori von
G*I" aus Tabelle 4.

Von den Zentralisatoren halbeinfacher Klassen in G*f” brauchen wir jetzt nur den
Dynkin-Typ zu kennen, da die Zerlegung der zugehorigen Deligne-Lusztig-Charaktere in
irreduzible Konstituenten nur vom Dynkin-Typ abhéngt (darauf gehen wir im folgen-
den Abschnitt genauer ein). Der Dynkin-Typ ist wieder sofort am erweiterten Dynkin-

54



Diagramm abzulesen, das fiir die duale Gruppe so aussieht:

Qq
as oy
Vv

Mit oy bezeichnen wir dabei die hdchste Kowurzel beziiglich unseres Fundamentalsy-
stems {ay, a3, ay } des Kowurzelsystems von G (dies ist nicht die zur héchsten Wurzel o
gehorende Kowurzel, die wir in 4.1 als (ag)" geschrieben haben).

Aus den Uberlegungen zu Punkt (3) in Abschnitt 4.1 wissen wir, daB fiir ein festes
halbeinfaches Element s € G*! die zugehorigen G*F -Konjugiertenklassen von Paaren
(T*, s) genau den F*-Konjugiertenklassen der Weylgruppe des Zentralisators Cg=(s) ent-
sprechen. Wir brauchen hier immer nur einen Reprisentanten jeder Klasse von (T*, s) zu
bestimmen.

Den Parametern fiir die halbeinfachen Klassentypen von G*/ sind wie in 4.1 Zen-
tralisatoren Cj, mit getwistetem Frobeniusmorphismus (F*n~!) zugeordnet. Fiir die
Anwendung im néchsten Abschnitt merken wir uns noch explizit die Elemente der Kon-
jugiertenklassen und der (F*n~!)-Konjugiertenklassen der Weylgruppe von C3,.

Das Ergebnis wird wieder in einem Satz zusammengefaft.

Satz 6.2 Sei G = CSp4(K), falls die Charakteristik von K ungerade ist, und G =
Spe(K) bei gerader Charakteristik von K.

(a) In der dualen Gruppe G* gibt es 34 mdgliche Parameter fir halbeinfache Klas-
sentypen von G*. Diese sind in Tabelle 17 zusammen mit dem Dynkin-Typ
des zugehdrigen Zentralisators und den Vielfachheiten n ., aufgelistet (analog
zu Tabelle 6). Die Typen von Lusztig-Serien von GY werden im Rest der Arbeit
entsprechend dieser Tabelle mit g1 bis g34 bezeichnet.

(b)  Fir die Gruppen CSpg(q) mit ungeradem q sind in Tabelle 18 Reprdisentanten fir
die halbeinfachen Klassen in den halbeinfachen Klassentypen von G*F" angegeben.
Sie sind als Elemente im Torus T* = X ®z Qu/Z mit Hilfe der in Abschnitt 3
eingefiihrten Schreibweise dargestellt. Die Parameterbereiche sind auf die gleiche
Art wie in den Tabellen 8 bis 10 beschrieben. Fiir geniigend grofie ¢ kommen hier
alle 34 Typen von Lusztig-Serien vor.

(¢) Die Tabelle 19 enthdlt die Information wie in Tabelle 18 fiir die Gruppen Spg(q) mit
geradem q. Hier kommen die Typen von Lusztig-Serien go bis gs sowie gio, 912, gi4
und g15 nicht vor.

(d)  Sei zundichst GE' = CSpg(q). Weiter sei g;(k1,...) ein Reprisentant einer halbeinfa-
chen Klasse von G*F" qus Tabelle 18 und T;‘-F* Reprisentant eines mazximalen Torus
von G* qus Tabelle 4. Wenn es ein Paar (T;F*,s) gibt, so daf s zu g;(k1,...)
konjugiert ist, dann bezeichnen wir den zu diesem Paar gehdrenden Deligne-Lusztig-
Charakter mit

Ri,j(kla . ) oder Ri,j,k(kla .. )
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Dabei wird der dritte Index k mnur benutzt, wenn es mehrere Deligne-Lusztig-
Charaktere zu Paaren der beschriebenen Art gibt (analog zu unseren Bezeichnungen
fiir die Greenfunktionen in Satz 4.3(f)). Wir sagen auch, daf$ ein solcher Deligne-
Lusztig-Charakter vom Typ R; ; beziehungsweise R; ;1 ist. In Tabelle 20 ist fiir alle
vorkommenden R; j und R; ;. ein passendes Element s € T;F* angegeben, indem die
Parameter 1y, ... fir die Elemente sj(l1,...) € TjF* (siehe Tabelle 4) in Abhdingig-
keit von den Parametern ki,... ausgedriickt werden (analog zur Beschreibung der
Mengen S; j, S; ji in Tabelle 11).

FEine entsprechende Beschreibung der Deligne-Lusztig-Charaktere fiir die Gruppen
Spg(q) mit geradem q steht in Tabelle 21.

Wir haben nun alle Informationen zusammengetragen, um explizit mit Hilfe der
Charakterformel in 2.1(b) sdmtliche Werte der Deligne-Lusztig-Charaktere der Gruppen
CSpg(¢) mit ungeradem ¢ und Spg(g) mit geradem ¢ hinzuschreiben. Da die Tafeln der
Deligne-Lusztig-Charaktere (wie auch die endgiiltigen Charaktertafeln dieser Gruppen) zu
umfangreich sind, um im Anhang abgedruckt zu werden, wollen wir uns an einem Beispiel
ansehen, wie sich jeder Wert eines Deligne-Lusztig-Charakters aus den bereits vorhan-
denen Tabellen konstruieren 148t (die Tafeln sind also in komprimierter Form eigentlich
schon abgedruckt):

Beispielrechnung: Wir betrachten G = CSp;(¢) mit ungeradem ¢ und die Deligne-
Lusztig-Charaktere Rig2(k1, k2, k3) auf den Klassen c4,1(i1,42). Der Charakterwert ergibt
sich aus der Charakterformel 2.1(b) und den Tabellen 5, 11, 15 und 20. Zuerst sehen
wir in Tabelle 15 nach, ob es Greenfunktionen fiir die Zentralisatoren zum halbeinfachen
Klassentyp h4 und Tori vom Typ Ty gibt. Wir finden eine solche Greenfunktion (42 und
diese hat auf der unipotenten Klasse, die zu unserem Klassentyp c4 1 fithrt, den Wert

(q+1)2

Nun brauchen wir alle Représentanten des halbeinfachen Anteils von ¢4 1 (i1,42) im Torus
Tg aus Tabelle 3, die geméfl der Charakterformel zu dieser Greenfunktion gehoren. Diese
haben wir unter S4 o in Tabelle 11 angegeben. Es handelt sich jeweils um die zwei Elemente

t2(i2,i2,2i2—i1,2i2) und t2(i2,i2,i1,2i2).

Schliellich miissen wir noch aus Tabelle 20 das zum Deligne-Lusztig-Charakter gehtrende
Element im Torus T4 (Tabelle 4) ablesen, wir finden

so(k1, k1, ko, k3).

Aus Tabelle 5 ergibt sich der dazu gehoérende Charakter 05 (k1, k1, k2, k3) von Tg (wir ver-
wenden die in Vereinbarung 1.4 festgelegten Bezeichnungen fiir generische Einheitswurzeln
in C*):

to(J1, j2, J3, Ja) > GIrRITRRI ks ¢ miska ¢, ddake
Die Charakterformel liefert nun als Wert der Deligne-Lusztig-Charaktere Rig2(k1, k2, k3)
auf den Klassen ¢4 1(i1,42):

2 2i0k1+2i2k —2i0ko+i1k 2qizk 2i0k1+2i2k —i1k 2qiz2k
(q+1) (Cl i2k1+212 351 toko+11 2(2 qr2 2_|_<1 i9k1+212 351 11 242 qi2 2)‘

56



Wir benutzen wieder MAPLE, um die Deligne-Lusztig-Charaktere in eine Computer-
datei zu schreiben. Das Programm erhilt als Eingabe genau die Informationen aus den
Tabellen 5, 11, 15 und 20 im Fall G = CSpg(¢) mit ungeradem ¢ beziehungweise den
Tabellen 5, 12, 16 und 21 im Fall G = Spg(g) mit geradem q.

Anmerkung

Im Fall der Gruppen G = Spg(g) mit geradem ¢ wissen wir schon, da G und G*"" iso-
morph sind. Auflerdem operiert nach Tabelle 1 die Weylgruppe auf X und Y in gleicher
Weise. Wir konnten hier also fiir die Parametrisierung der Deligne-Lusztig-Charaktere
auch darauf verzichten, die duale Gruppe zu betrachten, und die Ergebnisse aus Ab-
schnitt 4.1 iibernehmen. Im n#chsten Abschnitt werden wir aber sehen, dafl unsere Un-
terscheidung von G und G*" fiir die Anwendung von Satz 2.2 zweckmiiBig ist.

o7



7 Zerlegung der Deligne-Lusztig-Charaktere in irreduzible
Konstituenten

Sei wieder G = CSpg(K) bei ungerader Charakteristik und G = Spg(K) bei gerader
Charakteristik von K. In diesem Abschnitt wollen wir fiir die Gruppen G die irredu-
ziblen Charaktere parametrisieren. Fiir die meisten Typen von Lusztig-Serien kénnen
wir das tun, indem wir die irreduziblen Charaktere als Linearkombinationen der von
uns berechneten Deligne-Lusztig-Charaktere angeben (diese Charaktere sind also uni-
forme Klassenfunktionen). Fiir die iibrigen drei Typen von Lusztig-Serien kénnen wir
Parameter fiir die gesuchten irreduziblen Charaktere und auch ihre Vielfachheiten in den
zugehorigen Deligne-Lusztig-Charakteren angeben. In diesen Féllen spannen jedoch die
Deligne-Lusztig-Charaktere nicht den gleichen Teilraum von Klassenfunktionen auf wie
ihre irreduziblen Konstituenten. Zur Bestimmung der Charakterwerte bendtigen wir also
noch zusétzliche nicht-uniforme Klassenfunktionen. Wir definieren in diesem Abschnitt
zunéchst solche nicht-uniformen Funktionen formal als Linearkombinationen der gesuchten
Charaktere, und zwar so, daf diese senkrecht auf dem Raum der uniformen Funktionen
stehen (beziiglich des Skalarproduktes von Klassenfunktionen auf G''). Die irreduziblen
Charaktere dieser Lusztig-Serien werden dann wieder umgekehrt als Linearkombinatio-
nen der Deligne-Lusztig-Charaktere und der Senkrechtfunktionen ausgedriickt. Die Werte
der Senkrechtfunktionen werden im néchsten Abschnitt ausgerechnet, so dal wir dann die
vollsténdigen Charaktertafeln der Gruppen G¥* gefunden haben. Ein wichtiges Hilfsmittel
ist im jetzigen Abschnitt der Satz 2.2 iiber Lusztigs Jordan-Zerlegung der Charaktere von
G*, mit dem die hier gestellte Aufgabe auf die Parametrisierung der unipotenten Charak-
tere in den Zentralisatoren halbeinfacher Elemente der dualen Gruppe G*f zuriickgefiithrt
wird. Wir wollen an dieser Stelle nochmal betonen, daf fiir eine zusammenhéngende re-
duktive Gruppe die Beschreibung ihrer unipotenten Charaktere nur von ihrem Dynkin-Typ
abhéngt, siche hierzu Digne-Michel [13, 13.20].

Bevor wir mit der Behandlung der verschiedenen Fille beginnen, wollen wir noch eine
Bezeichnungsweise fiir die irreduziblen Charaktere von G festlegen. Sei C* Zentralisator
zum halbeinfachen Klassentyp g; von G*'", und seien xi, ..., xn die unipotenten Cha-
raktere von C*F". Dann sollen die zugehdrigen Charaktere der Lusztig-Serie zu gi(ki,...)
mit x;,(k1,...), 1 <17 < n, bezeichnet werden. Die Menge von Charakteren x;,(k1,...),
wobei die Parameter ki,... die in Tabelle 18 beziehungsweise 19 angegebenen Bereiche
durchlaufen, wollen wir den Charaktertyp x;, nennen. Die Charaktertypen entsprechen
den Zeilen der generischen Charaktertafel von G

Lusztig-Serien-Typen ¢o5 bis ¢34

Die Typen von Lusztig-Serien go5 bis g34 gehoren zu den reguléren halbeinfachen Ele-
menten von G**. Sei T* ein rationaler maximaler Torus von G* und s € T*" regulir
halbeinfach. Dann ist T* der Zentralisator von s in G*, und damit wird s bei Konjuga-
tion mit einem Element auBerhalb T* nicht fest gelassen. Das bedeutet fiir das zu (T*, s)
gehorende Paar (T ), dal der Charakter 6 von TF bei Konjugation von T mit einem
Element aus N(T)" \ T nicht festgelassen wird (6 ist also in allgemeiner Lage nach der
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Sprechweise in Carter [6, Definition vor 7.3.5]). In diesem Fall folgt aus der Orthogona-
litétsrelation fiir die Deligne-Lusztig-Charaktere, da RE6 bis auf ein Vorzeichen bereits
irreduzibel ist; vergleiche Carter [6, 7.3.5] oder Digne-Michel [13, Bemerkung nach 13.1].
Das Vorzeichen lesen wir einfach am Charaktergrad ab, der eine positive ganze Zahl sein
muf.

Lusztig-Serien-Typen g, bis g5 und gs bis gy

Aus Tabelle 17 sehen wir, dafy die Dynkin-Diagramme der zu diesen halbeinfachen Klas-
sentypen von G*I gehérenden Zentralisatoren in G* nur aus Komponenten vom Typ A
bestehen. Fiir solche Gruppen haben Lusztig und Srinivasan in [29] gezeigt, dafl ihre uni-
potenten Charaktere uniform sind und wie sie sich als Linearkombinationen von Deligne-
Lusztig-Charakteren schreiben lassen. Wir fassen das Hauptergebnis von [29] in einem
Lemma zusammen.

Lemma 7.1 Sei C eine zusammenhdngende reduktive algebraische Gruppe mit Frobe-
niusmorphismus F. Das Dynkin-Diagramm von C bestehe nur aus Komponenten vom
Typ A. Sei T ein rationaler maximaler Torus von C und W die Weylgruppe von C
beziiglich T. Fiir einen weiteren rationalen mazimalen Torus T < C, der aus T durch
Twisten mit w € W entsteht, bezeichnen wir den Deligne-Lusztig- Charakter R%l mit Ry,

(w ist durch T nur bis auf F-Konjugation festgelegt, aber R%l hdangt ja nur von der F'-

< F
Konjugiertenklasse von w ab). W sei die Teilmenge der irreduziblen Charaktere von

W, die auf den F-Bahnen von W konstant sind, und zu ¢ € WF sei Vg ein W-Modul
mit Charakter ¢. Zu jedem solchen Vy gibt es einen Vektorraumautomorphismus ag mit
endlicher Ordnung, so daf8 fir alle w € W

a;lwc% = F(w)

(als Automorphismus von V) gilt. Auferdem gibt es zu jedem solchen oy eine Einheits-
wurzel e € C, so daf$ die Abbildung

1
¢ Ry := %W Z Spur(wog, V) R
we W

< F
eine Bijektion von der Menge W~ in die Menge der unipotenten Charaktere von CF ist.

Beweis: Siehe Lusztig und Srinivasan [29, Theorem 2.2]. O

Dieses Lemma konnen wir auf die Zentralisatoren C* C G* zu den halbeinfachen Klas-
sentypen gs bis g5 und gg bis gos von G*f" anwenden: Aus den Rechnungen des letzten
Abschnittes kennen wir die zugehorigen Weylgruppen und ihre F*-Konjugiertenklassen.
Die Charaktertafeln dieser Weylgruppen (die isomorph zu einer der symmetrischen Grup-
pen Sa, S3, Sy oder einem direkten Produkt von Sy sind) sind leicht zu ermitteln. Aufler-
dem sind auch die Automorphismen o, aus dem Lemma jeweils leicht zu beschreiben
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(ohne dafl wir die Moduln Vj zu den Charakteren der Weylgruppen genau kennen). Denn
entweder operiert der Frobeniusmorphismus auf der Weylgruppe wie ein innerer Auto-
morphismus, oder die zu betrachtenden Charaktere sind linear, so dafl das zugehorige oy
nur die Multiplikation mit einer Einheitswurzel sein kann; beide Félle werden gleich an
Beispielen illustriert. Wir kénnen also mit Hilfe des Lemmas genau angeben, wie sich die
unipotenten Charaktere der C*!”" bis auf Multiplikation mit einer Einheitswurzel als Li-
nearkombination der Deligne-Lusztig-Charaktere R,, schreiben lassen. Ersetzen wir nun
die R,, durch die ihnen zugeordneten Deligne-Lusztig-Charaktere von G, so erhalten
wir nach Satz 2.2 bis auf Einheitswurzeln als Vorfaktoren deren Zerlegung in irreduzi-
ble Charaktere von G¥'. Die Vorfaktoren sind dann wieder am Charakterwert auf dem
Einselement abzulesen, der bei einem irreduziblen Charakter eine positive ganze Zahl sein
muf.

Beispielrechnung: Wir betrachten im folgenden G = CSpg(¢g) mit ungeradem gq.

(a) Lusztig-Serien vom Typ gg: Sei C* C G* der Zentralisator unserer Repréisentanten
der Klassen von gg aus Tabelle 18. Die Weylgruppe Wg+ von C* als Untergruppe
der Weylgruppe W von G* besteht aus den Elementen {1, s1, s2, s15251, $152, $251 }-
Sie ist isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss, der Frobeniusmorphismus operiert
trivial darauf und die Konjugiertenklassen (sowie F-Konjugiertenklassen) sind C =
{1}, Co = {51, 2, 518281} und C3 = {s152,s251}. In dieser Reihenfolge gehoren zu
den Klassen die Typen von Deligne-Lusztig-Charakteren Rg1, Rg3 und Rg7. Dies
wissen wir alles aus den Rechnungen in Abschnitt 6. Die Charaktertafel von Wg=

ist:
|C1 Gy Gy
1 1 1
d| 2 0 -1
ds| 1 -1 1

Lemma 7.1 (zusammen mit Satz 2.2) sagt nun, dafl fir geeignete Einheitswurzeln
€1, €9 und e3 die Klassenfunktionen

xs(k1,k2) = e1g (Rsa(ki, ko) + 3Rs3(k1, ko) + 2Rs 7(k1, k2))
xs2(ki1, k) = e23 (2Rg1(k1, k2) — 2Rg7(k1, k2))
xs,3(ki,ke) = e3g (Rsi(ki, ke) — 3Rs3(ki, k) + 2Rs 7(k1, k2))

die irreduziblen Charaktere der Lusztig-Serie £(G¥', (gg(k1, k2))) sind. Das Ausrech-
nen dieser Linearkombinationen auf dem Einselement zeigt, dall wire; = e9 = e3 =1
wéahlen miissen.

(b) Lusztig-Serien vom Typ gg9: Hier konnen wir den gleichen Zentralisator C* wie im
Fall gs betrachten. Jetzt operiert aber der Frobeniusmorphismus nicht mehr trivial
auf der Weylgruppe Wg+. Die Operation 148t sich in diesem Fall durch einen inneren
Automorphismus beschreiben, es gilt fiir wg := $158251:

F*(w) = wy twwp fiir alle w € W+

(Besitzt die Gruppe C in Lemma 7.1 ein zusammenhéngendes Dynkin-Diagramm
A, so lait sich die Operation des Frobeniusmorphismus auf der Weylgruppe im-
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mer in dieser Weise beschreiben, vergleiche Lusztig-Srinivasan [29, 2.4].) Insbe-
sondere 1aft F* die Konjugiertenklassen von Wg+ invariant, so daf} alle irredu-

ziblen Charaktere von Wg+ in Wg liegen. Die F*-Konjugiertenklassen sind nun
C, = {1, s159, s251}, Co = {s1s2s1} und Cs = {s1, s2}, und dazu gehoren die Typen
von Deligne-Lusztig-Charakteren Ry 5, Rgg und Rg19. Anwendung von Lemma 7.1
liefert hier mit geeigneten Einheitswurzeln €1, 2 und e3 die Klassenfunktionen (Ko-
effizient von R, ist ¢(wwy))

Xoa(k1,k2) = e1g (3Ros(k1,k2) + Rog(k1, k2) + 2Rg 10(k1, k2))
Xo2(k1,k2) = e2g (2Ros(k1,ka) — 2Ry 10(k1, k2))
Xo3(k1,k2) = e33 (—=3Rgs(k1, ko) + Rogs(k1, k2) + 2Rg 10(k1, k2))

als irreduzible Charaktere der Lusztig-Serie £(GY', (gg(k1, k2))). Die Werte auf dem
Einselement zeigen, dafl ¢ = e9 = 1 und €3 = —1 ist.

(¢) Lusztig-Serien vom Typ g19: Sei nun C* C G* der Zentralisator zu unseren
Reprisentanten von ¢1g9. Die Weylgruppe von C* ist eine abelsche Gruppe, iso-
morph zu Sy x So, und der Frobeniusmorphismus operiert trivial darauf. Thre
irreduziblen Charaktere sind also linear und lassen sich sofort hinschreiben. Das
Vorgehen ist hier wie im Beispiel (a).

(d) Lusztig-Serien vom Typ g14: Wir kénnen den gleichen Zentralisator und die gleiche
Weylgruppe wie im Fall g1o betrachten. Jetzt liegen jedoch zwei der Elemente de*r
Weylgruppe in einer F*-Bahn, so dafl die zu betrachtenden Charaktere aus Wg*
eine echte Teilmenge von WC* bilden. Die zugehorigen Automorphismen o aus
Lemma 7.1 sind Automorphismen eines eindimensionalen Vektorraumes (weil alle
Charaktere linear sind) und von endlicher Ordnung; es handelt sich also einfach um
die Multiplikation mit einer Einheitswurzel. Wir kénnen jetzt wieder so vorgehen,
wie in den anderen Beispielen, nur dafl wir zum Schluf} statt der Vorfaktoren 4 die
Produkte €40 anhand der Werte auf dem Einselement bestimmen.

Mit den gleichen Uberlegungen wie in den vorgestellten Beispielen lassen sich auch
die irreduziblen Charaktere der anderen Lusztig-Serien mit Typen go bis g5 oder gg bis
gos finden. (Ubrigens fallen auch die Lusztig-Serien der Typen go5 bis g34 in den An-
wendungsbereich von Lemma 7.1, da Tori als Gruppen mit Dynkin-Typ Ag und trivialer
Weylgruppe aufgefait werden kénnen.)

Lusztig-Serien-Typen ¢, g und g7

Fiir die Behandlung der iibrigen Lusztig-Serien benétigen wir noch die Parametrisierung
der unipotenten Charaktere in Gruppen mit Dynkin-Typ B; bezichungsweise C; mit [ =
2,3. (Diese mufl nach Satz 2.2 fiir Gruppen vom Typ B; und C; mit jeweils gleichem [
iibereinstimmen.) Sei also C eine zusammenhéngende reduktive Gruppe vom Dynkin-Typ
B, oder (.

Zunéchst konnen auch in diesen Fiéllen zu den Charakteren ¢ der Weylgruppe von C
genau wie in Lemma 7.1 die Klassenfunktionen R, gebildet werden, die auch Fastcha-
raktere heifien (hier operiert F' trivial auf der Weylgruppe, und die €4 sind eins). Wir
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bekommen so jedoch im allgemeinen noch nicht die unipotenten Charaktere, sondern nur
gewisse rationale Linearkombinationen davon. Allerdings sind die Ry eine erste ,Néhe-
rung® an die gesuchte Zerlegung der Deligne-Lusztig-Charaktere, die eine Unterteilung der
unipotenten Charaktere in Familien erlaubt; dies ist in Carter [6, Abschnitt 12.3] erklért.

Die Charaktere der Weylgruppe von C parametrisieren neben den Fastcharakteren
Ry auch eine Teilmenge der unipotenten Charaktere von CF. Sei T ein maximal zer-
fallender Torus von C und B eine rationale Boreluntergruppe von C, die T enthilt.
In diesem Fall beschreibt der Lusztig-Funktor R% die Harish-Chandra-Induktion (siehe
Digne-Michel [13, Bemerkung nach 11.1]), so dafl R%l = 1BFCF gilt. Die irreduziblen
Konstituenten dieses Charakters werden unipotente Hauptseriencharaktere genannt und
stehen nach einem Ergebnis von Howlett und Lehrer in Bijektion zu den irreduziblen Cha-
rakteren der Weylgruppe von C. (Die Einteilung der irreduziblen Charaktere einer Gruppe
vom Lie-Typ in Harish-Chandra-Serien und das Ergebnis der Theorie von Howlett und
Lehrer sind in Digne-Michel [13, Chapter 6] beschrieben. Eine ausfiihrliche Darstellung
der Howlett-Lehrer-Theorie enthélt Carter [6, Chapter 10].)

Der Zusammenhang zwischen diesen Arten, den Charakteren der Weylgruppe von
C unipotente Klassenfunktionen von C zuzuordnen, wurde von Lusztig mit Hilfe von
sogenannten Fourier-Transformationsmatrizen beschrieben (siche Carter [6, 12.3]).

Wir kommen nun zur expliziten Parametrisierung der unipotenten Charaktere in den
beiden von uns benotigten Féllen, sie ist in Carter [6, Abschnitt 13.8] zu finden. Die
Charaktertafeln der Weylgruppen vom Typ Bj, die wir zur Berechnung der R, brau-
chen, werden uns von GAP geliefert. Den Charakteren dieser Tafeln sind ebenso wie den
Konjugiertenklassen Doppelpartitionen als Parameter zugeordnet. In Carter [6, 11.4.2]
wird diese Zuordnung erkliart sowie zu jeder Doppelpartition ein Symbol definiert, das
aus zwei Zeilen natiirlicher Zahlen besteht. Solche Symbole werden als Parameter fiir die
unipotenten Charaktere von C benutzt.

Sei jetzt C vom Dynkin-Typ Bs = C5. Die Charaktertafel der Weylgruppe von C ist:

(1,5) (L) @2-) (—11) (-2)
<3> boy | 1 11 | 1
012 S 2 0 0 2 0
102 baisy | 1 -1 1 -1
021 beoy | 1 -1 1 R

(01122> by 1 -1 -1 1 1

Die erste Spalte enthélt die den Charakteren zugeordneten Symbole. Die unipotenten
Charaktere von C! werden durch diese und ein weiteres Symbol parametrisiert:

e O L0 ()
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Die Familien unipotenter Charaktere sind dabei durch die Mengenklammern gekennzeich-

net. Das Symbol 012 gehort zu einem kuspidalen Charakter und die iibrigen zu den

Hauptseriencharakteren. Bezeichnen wir die unipotenten Charaktere in der Reihenfolge

der Symbole mit x1, ..., Xxs, so besteht der folgende Zusammenhang mit den Fastcharak-
teren Ry: R¢<2,7> = x1 und R¢(7,11> = x¢ sind irreduzibel, und fiir die vierelementige
Familie ist 1

Ry, ) 5(x2 +x3+ x4+ Xx5)

Ry, = s(x2a+x3—xa—Xx5)

Ry, = 3(x2—x3+x4—x5)-

Hieraus sehen wir, daf} die Klassenfunktion

f=1(x2—x3—xa+x5)

senkrecht auf allen Ry und damit auch auf allen Deligne-Lusztig-Charakteren von C steht.
Die Charaktere xa,..., x5 lassen sich nun als Linearkombination der Klassenfunktionen
Ry, 1ys Roy ) Rg_ 5 und f schreiben, vermége der (selbstinversen) Matrix

1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

|
=

Dieses ist die zu der vierelementigen Familie gehorende Fourier-Transformationsmatrix.

Wir wenden nun Satz 2.2 fiir unsere Lusztig-Serien-Typen gg und g7 an, deren Zentra-
lisatoren C* C G* vom Dynkin-Typ Bs sind. Zu den Konjugiertenklassen der Weylgruppe
von C* gehoren in der Reihenfolge der Klassen in oben aufgefiihrter Charaktertafel die
Deligne-Lusztig-Charaktertypen Rg 1, R 2, [26 3, li64 und g ¢ beziehungsweise Ry 2, R7 4,
R75, R7g und Ryg. Einen in der Lusztig-Serie gg(k1, k2) liegenden irreduziblen Charak-
ter von Gf' bezeichnen wir mit X6,r(k1,k2), wenn er vermoge Satz 2.2 dem unipotenten
Charakter x,, 1 < r < 6, von C*f"" entspricht. (Im Fall G = Spg(¢) kann hier und im
folgenden entsprechend den Tabellen 18 und 19 jeweils der letzte Parameter weggelassen
werden.) Die oben definierte Klassenfunktion f von C*¥ fiihrt zu den Klassenfunktionen

fo(k1, k) == 3 (x6.2(k1, k2) — X6,3(k1, k2) — X6,4(k1, k2) + x6,5(k1, k2))

von GI, die senkrecht auf dem Raum der uniformen Funktionen von G stehen. Die
analogen Bezeichnungen benutzen wir im Fall g7, insbesondere definieren wir die Senk-
rechtfunktionen

fr(k1, ko) := 3 (x72(k1, ko) — x7,3(k1, ko) — x7.4(k1, k) + x7,5(k1, k2)).

Mit Hilfe der Charaktertafel der Weylgruppe von C* und der beschriebenen Fourier-
Transformationsmatrix konnen wir jetzt die Charaktere xg,(k1,k2) und x7,(k1,k2),
1 < r < 6, als Linearkombinationen der Deligne-Lusztig-Charaktere und der Senkrecht-
funktionen fs(k1, ko) und f7(ki, k) von G! ausdriicken. Das Vorzeichen ECqs(s)0 * €G
aus Satz 2.2 konnen wir am Wert der Charaktere x¢.1(k1,k2) und x7.1(k1, k2) auf dem
Einselement ablesen; es ist +1 im Fall g5 und —1 im Fall g7.
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Zum Schlufl kommen wir zum Lusztig-Serien-Typ g1, zu dem die unipotenten Charak-
tere von GI gehéren. Hier miissen wir die unipotenten Charaktere von G*I”", also fiir
Gruppen vom Dynkin-Typ Bjs parametrisieren. Die Charaktertafel der Weylgruppe vom
Typ Bs, einschlieBlich der den Charakteren zugeordneten Doppelpartitionen und Sym-
bole, ist in Tabelle 22 angegeben. Zu den dort vorkommenden Symbolen, die wieder
den unipotenten Hauptseriencharakteren entsprechen, miissen wir jetzt noch zwei weitere
Symbole hinzunehmen, um alle unipotenten Charaktere zu parametrisieren. Diese beiden
Symbole 013 und 0 112 3 entsprechen den Konstituenten des Harish-Chandra-
induzierten kuspidalen unipotenten Charakters einer Standard-Leviuntergruppe vom Typ

By (oben mit dem Symbol < 012 > parametisiert). Die unipotenten Charaktere zerfallen

nun in sechs Familien, von denen vier aus einem Element und zwei aus vier Elementen
bestehen:

)}
{( (5
{(022>,
{( )}
(o) () (o ) ()

()

{

123
Bezeichnen wir die unipotenten Charaktere in der Reihenfolge dieser Symbole mit
X1,---,X12, so gilt fiir ihre Vielfachheiten in den Fastcharakteren Rg: R¢(3 o= X

Ry, = X6, Rgy,,) = x7 und Ry, = x12 sind irreduzibel und fiir die beiden
vierelementigen Familien ist

R¢>(z,1) %(Xz + X3+ x4+ X5)
Ry, = 3(xe+x3—xa—x5)
R¢(12,7) = %(X2 — X3+ X4— X5)
sowie
R¢(1,11) = %(X8 + X9 + X10 + Xll)
Ry 1, = l(XS + X9 — X10 — X11)
R¢(111,7) = (XS — X9 + X10 — Xll)-

Wir definieren jetzt zu jeder der vierelementigen Familien eine Funktion, die senkrecht auf
dem Raum der uniformen Klassenfunktionen von G*f” steht:

fir=3(x2—x3— x4+ x5)

und
f2:=2(xs — X0 — X10 + X11)-
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Die oben angegebene Fourier-Transformationsmatrix beschreibt wieder, wie sich die Cha-
raktere xo, ..., x5 als Linearkombination von R¢(2 1y R¢(7 3 Ry und f; sowie die Cha-
raktere ys, . .., x11 als Linearkombination von Ry, 11y Ry _ ) und fo ausdriicken
lassen.

(12,—)

,12)0 R¢(111,—

Nun wenden wir noch einmal Satz 2.2 an und erhalten die Parametrisierung der Cha-
raktere der Lusztig-Serien vom Typ g;. Wir bezeichnen einen Charakter der Lusztig-Serie
zu g1 (k1) mit x1,(k1), wenn er vermoge der Bijektion aus Satz 2.2 dem unipotenten Cha-
rakter y,, 1 < r < 12, von G*F " entspricht. Damit fiihren die Senkrechtfunktionen f1
und f5 zu den Klassenfunktionen

fui(ke) == S(x1.2(k1) — x1,3(k1) — x1.4(k1) + x1,5(k1))

und
fi2(k1) = 2 (x1,8(k1) — x1,9(k1) — x1,10(k1) + x1.11(k1)),

die senkrecht auf dem Raum der uniformen Klassenfunktionen von G stehen.

Zusammenfassung

In den oben beschriebenen Uberlegungen war es nirgendwo notwendig, zu unterschei-
den, ob G = CSpg(¢) mit ungeradem ¢ oder G = Spg(g) mit geradem ¢ ist, da
weder die betrachteten Parametrisierungen unipotenter Charaktere noch die Werte der
Deligne-Lusztig-Charaktere auf dem Einselement von der zugrunde liegenden Charakte-
ristik abhéingen. Im Fall G = Spg(q) mit geradem ¢ brauchen nur einige Typen von
Lusztig-Serien gar nicht betrachtet werden, da sie nicht vorkommen.

Wir fassen das Ergebnis dieses Abschnittes noch in einem Satz zusammen.

Satz 7.2 Sei zundchst GI' = CSpg(q) mit ungeradem q. Alle irreduziblen Charaktere
von GY' sind rationale Linearkombinationen von Deligne-Lusztig-Charakteren und den
oben definierten Funktionen fi1(k1), fi2(k1), fe(ki,k2) und fr(ki,ke), die senkrecht auf
dem Raum der uniformen Klassenfunktionen von GT stehen. Diese Linearkombinationen
sind der Tabelle 23 zu entnehmen. Werden in dieser Tabelle die Angaben, die die Lusztig-
Serien-Typen go bis gs sowie g0, gi2, gi14 und gis betreffen, weggelassen, so ergibt sich die
Beschreibung der irreduziblen Charaktere fiir die Gruppen G = Spe(q) mit geradem q. In
diesem Fall schreiben wir unndtige Parameter fiir die Charaktere nicht mit, insbesondere
werden die Senkrechtfunktionen mit f11, fi2, fe(k1) und fr(k1) bezeichnet.

Anmerkung
Fiir jeden Lusztig-Serien-Typ entspricht unser erster Charaktertyp dem Einscharakter

des zugehorigen Zentralisators in der dualen Gruppe und der letzte Charaktertyp dem
Steinberg-Charakter.
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8 Berechnung der Senkrechtfunktionen

Sei wieder G = CSpg(K) bei ungerader Charakteristik von K und G = Spg(K), falls
K die Charakteristik zwei hat. Wir nennen eine Klassenfunktion von G Senkrecht-
funktion, wenn sie senkrecht auf dem von den Deligne-Lusztig-Charakteren aufgespannten
Teilraum der uniformen Funktionen steht. Im vorhergehenden Abschnitt haben wir Senk-
rechtfunktionen f11(k1), fi,2(k1) mit Konstituenten in den Lusztig-Serien zu g (k1) und
fo(ki,ka), fr(ki, ko) fiir die Lusztig-Serien zu gg(k1, k2) und g7(k1, k2) definiert. (Im Fall
G = Spg(q) ist ein Parameter iiberfliissig, wir haben also f1 1, fi2, fe(k1), fr(k1); dies
soll im folgenden nicht immer wiederholt werden.) In diesem Abschnitt sollen die Werte
dieser Senkrechtfunktionen berechnet werden. Wir betrachten zuerst zwei Leviuntergrup-
pen von GY', in denen wir Senkrechtfunktionen angeben kiénnen. Diese lassen sich dann
bis auf wenige Werte explizit mit Hilfe des Lusztig-Funktors RE zu Senkrechtfunktionen
von G induzieren. Wir benutzen hier, daf RE fiir eine der betrachteten Leviunter-
gruppen die Harish-Chandra-Induktion ist, die sich mit Hilfe der gewthnlichen Induktion
beschreiben 148t. In diesem Fall ist auch die Zerlegung der induzierten Charaktere in irre-
duzible Konstituenten bekannt. Im Fall der anderen Leviuntergruppe werden wir mit der
Charakterformel fiir den Lusztig-Funktor RE die Berechnung der induzierten Funktionen
auf die Bestimmung einiger rationaler Zahlen zuriickfithren. Die dann noch fehlenden
Informationen ergeben sich aus allgemeinen Eigenschaften von Charakteren.

Schritt 1: In diesem Schritt werden zwei Leviuntergruppen von G definiert und der
Raum ihrer Senkrechtfunktionen explizit angegeben. Das ermdoglicht die Definition von
Senkrechtfunktionen von G*', die in den folgenden Schritten niiher untersucht werden.

Wir beginnen mit einem Lemma, das eine Anwendung der Mackey-Formel fiir den
Lusztig-Funktor RE’ ist.

Lemma 8.1 Sei L eine F-invariante Leviuntergruppe von G und f eine Senkrechtfunk-
tion von LY. Dann ist Rff eine Senkrechtfunktion von GF .

Beweis: Die Definition des Lusztig-Funktors und die Mackey-Formel dafiir sind in Digne-
Michel [13, Chapter 11 und Theorem 11.13] zu finden. Wir verwenden die dort benutzten
Bezeichnungen, insbesondere *RE fiir den zu RE adjungierten Funktor. Nach Vorausset-
zung gilt fiir alle Deligne-Lusztig-Charaktere R%G von L

(f, R&:H)LF =0.
Daraus folgt fiir alle Deligne-Lusztig-Charaktere R.(;’J 6 von GI':
(REf, RE0)gr = (f "REREO)yr
= (f, X ser R%TGI)LF

= 0 (nach Voraussetzung)

Die zweite Gleichung ist die Mackey-Formel, die Indexmenge I ist eine geeignete Teil-
menge von {z € G| *T C L}, und #® ist der vermége Konjugation mit = durch 6 auf
*TF induzierte Charakter. O
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Wir wissen aus dem letzten Abschnitt, dal in Gruppen mit Dynkin-Typ Co = Bj
der Raum der unipotenten Senkrechtfunktionen eindimensional ist. Wir haben dort eine
solche Klassenfunktion f = %(XQ — X3 — X4 + X5) definiert und wollen diese Bezeichnung
jetzt wieder verwenden.

In G gibt es eine G-Konjugiertenklasse von Leviuntergruppen vom Dynkin-Typ Cs.
Die rationalen Untergruppen davon zerfallen in zwei G'-Konjugiertenklassen, nimlich
in die Zentralisatoren zu unseren halbeinfachen Klassentypen hs und hy. Die Parameter
zu diesen halbeinfachen Klassentypen in Tabelle 6 liefern uns explizit Repréisentanten
dieser Leviuntergruppen: Sei L die Standard-Leviuntergruppe von G, die zur Teilmenge
{ag, a3} unseres Fundamentalsystems des Wurzelsystems von G gehort; sie besteht aus
den Matrizen

A1

PO

mit A € CSpyu(K), \1 € K*, A = XA(4) im Fall G = CSpg(K) und mit A € Sp,(K),
A1 € K*, A =1im Fall G = Spg(K) (vergleiche das Rechenbeispiel in Abschnitt 4.1).
Die Gruppe Lj ist F-invariant und ist Levikomplement der F-invarianten parabolischen
Untergruppe P; C G, die von L; und der Boreluntergruppe B der oberen Dreiecks-
matrizen von G erzeugt wird. Das unipotente Radikal von P bezeichnen wir mit Uj.
Betrachten wir jetzt nur die F-invarianten Elemente, so ist Pf eine parabolische Unter-
gruppe von G¥' mit Levi-Zerlegung P¥ = LFUT .

Eine F-invariante Leviuntergruppe Lo von G beschreiben wir mit Hilfe der gleichen
algebraischen Untergruppe wie oben, nur dafl wir jetzt darauf den getwisteten Frobenius-
morphismus (Fw™!) mit w = 5152535251 operieren lassen (wie im Rechenbeispiel in 4.1).
Die Leviuntergruppe Lo ist in keiner rationalen parabolischen Untergruppe enthalten. In
Digne-Michel [13, Vorbemerkung zu Theorem 13.25] ist erkléirt, in welcher Weise zu ratio-
nalen Leviuntergruppen von G rationale Leviuntergruppen von G* korrespondieren. Die
zu L; und Ly korrespondierenden Leviuntergruppen von G* werden mit L] und L} bezeich-
net. Es handelt sich hier um die Zentralisatoren unserer Repréisentanten der halbeinfachen
Klassentypen g und g7 von G*I"; siehe Tabelle 17.

Wir geben jetzt die Werte der unipotenten Senkrechtfunktion f auf den Gruppen
CSp,(¢) mit ungeradem ¢ und Sp,(¢) mit geradem ¢ an. Im Fall CSp,(q) ist f explizit in
der Arbeit [35] von Shinoda aufgefiihrt (die Funktion Y aus Table 5.11 der zitierten Arbeit
ist nach der Erklarung unter Punkt 5.3 gerade 2f). Mit den dort gewéhlten Bezeichnungen
fiir die Konjugiertenklassen(-typen) sind die Werte von f:

Bsi | By | Cui | Ci
a | —a| a | —q

Auf allen anderen Klassen sind die Werte Null. Wir geben noch fiir die Klassen, auf denen
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f ungleich Null ist, Reprédsentanten in der Schreibweise unserer Bemerkung 1.2 an:

Name in [35] Repréisentanten
Bz WG G s (Duna (1)
B3y GRS 1/27 ' )uz,2(Lu (@)
Cn h(ﬂ%ZH,P?Hq CFH us,2(1)ua 1 (1)
Cr2 (AT AT G g (), (47)

Dabei darf jeweils ¢ € Z beliebig sein, und wie in Tabelle 13 ist « ein Nichtquadrat aus
IFqX und 7 ein Nichtquadrat aus ]F;Q. Jeder dieser Klassentypen enthilt (¢ — 1)/2 Klassen,

und die Elemente dieser Klassen besitzen die Zentralisatorordnung 2¢%(q — 1).

Im Fall Spg(¢) mit geradem ¢ kénnen wir die Senkrechtfunktion f im Prinzip aus der
Arbeit [16] von Enomoto ablesen. Die Grade der unipotenten Charaktere lassen sich aus
den zugeordneten Symbolen berechnen; siehe Carter [6, 13.8]. Dadurch sind die unipo-
tenten Charaktere bereits zu identifizieren (genauer sind zwei Grade gleich, aber jede der
zwei denkbaren Zuordnungen ergibt die gleiche Senkrechtfunktion). Leider gibt es, wie
bereits im Abschnitt iiber die Greenfunktionen erwahnt, die praktische Schwierigkeit, dafl
die Tafel in der zitierten Arbeit voller Druckfehler steckt (sogar zwei Grade der unipo-
tenten Charaktere sind vertauscht). Wir erkléren daher kurz, wie die Senkrechtfunktion
gefunden wurde, die wir gleich angeben. Der Raum der Senkrechtfunktionen von Sp,(q)
ist eindimensional, denn auf alle Lusztig-Serien nicht-unipotenter Charaktere 148t sich
Lemma 7.1 anwenden. Alle Deligne-Lusztig-Charaktere haben auf den beiden regulidren
unipotenten Klassen (447 und Ay in der Notation von Enomoto) den gleichen Wert 1.
Hieraus folgt, dafl die Senkrechtfunktion f nur auf den beiden reguliren unipotenten Klas-
sen Werte ungleich Null annehmen kann und sich die Werte dort nur um ein Vorzeichen
unterscheiden (dieser Schluf wird in Schritt 3 genauer erkldrt). Auflerdem sind die Werte
von f rational, denn sonst miifite jeder Grad der Charaktere, aus denen f gebildet wird,
mindestens zweimal als Charaktergrad von Sp,(¢) vorkommen, was nicht der Fall ist (Wir
koénnen auch nachrechnen, daf die reguléren unipotenten Klassen rationale Klassen sind).
Da f nach Definition die Norm 1 hat, bekommen wir als Werte der Senkrechtfunktion +gq.
Damit haben wir f bis auf ein Vorzeichen gefunden. Es lassen sich nun fiir beide M6glich-
keiten von f mit Hilfe der von uns nachgerechneten Greenfunktionen von Sp,(q) die Werte
der unipotenten Charaktere auf den unipotenten Klassen ausrechnen. Die Einschrankung
der so erhaltenen Klassenfunktionen auf die Boreluntergruppe der oberen Dreiecksmatri-
zen von Sp,(q) (siehe Table I-2 bei Enomoto) erlaubt es dann, die richtige der beiden
Moglichkeiten zu finden: f hat auf der Klasse A4; den Wert ¢ und auf A4 den Wert —q.
Die beiden regulédren unipotenten Klassen werden in der Notation unserer Bemerkung 1.1

durch die Elemente
A41 : ULQ(l)UQ’Q(l)
A42 : u172(1)uQ72(1)u171(a)

repréisentiert; dabei ist a wie in Tabelle 14 ein Element aus Fy, so dafl das Polynom
72 + Z + « irreduzibel iiber [F, ist. Die Zentralisatorordnung der Elemente dieser Klassen
in Sp,(q) ist 2¢°.

Zu den beschriebenen Senkrechtfunktionen f betrachten wir jetzt fiir unsere beiden
Leviuntergruppen L;, i = 1,2, die Projektionen p; : L; — CSp,(K) (beziehungweise
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Sp,(K)), erkldrt durch
A1

—1
AN}
Dann sind die Klassenfunktionen fi,, := fop;|;r die unipotenten Senkrechtfunktionen von

Lf , denn die entsprechende Aussage gilt nach Digne-Michel [13, 13.20] fiir die unipotenten
Charaktere und somit auch fiir f.

Die betrachteten Leviuntergruppen besitzen noch weitere Senkrechtfunktionen, und
zwar jeweils eine zu jeder Lusztig-Serie, die im gleichen Lusztig-Serien-Typ liegt wie die
unipotenten Charaktere (auf die anderen Lusztig-Serien ist Lemma 7.1 anwendbar). Es
handelt sich jeweils um die Lusztig-Serien von LiF , die durch die Zentrumselemente von
L parametrisiert werden. Wir beschreiben, auf welche Weise zu einem Zentrumselement
s € L ein linearer Charakter Ay von LI gehort; siche Digne-Michel [13, 13.30(i)].
Der Wert eines linearen Charakters von LI héingt immer nur vom halbeinfachen Anteil
eines Elementes ab, denn der Index der Kommutatorgruppe ist nicht durch p teilbar. Sei
also h € LI halbeinfach; dann liegt h in einem rationalen maximalen Torus T. Das
Zentrumselement s liegt in jedem maximalen Torus von L}, also auch in einem zu T
dualen Torus T*. Das Paar (’i‘*, s) beschreibt nun einen Charakter von TF, dessen Wert
auf dem Element h der gesuchte Charakterwert As(h) ist. Die Senkrechtfunktion zur
durch s parametrisierten Lusztig-Serie von Lf ist das Tensorprodukt der unipotenten
Senkrechtfunktion fi,, mit As; siehe Digne-Michel [13, 13.30(ii)].

Im Fall G = CSpg(q) sind die Zentrumselemente von L™ aus Tabelle 18 zu erschen, es
sind die Elemente

k k
S ! 70707 2 ) ngthSq_Q
q—1 q—1
Sie liegen im halbeinfachen Klassentyp g¢ von G*f | falls k1 # 0 ist, und sonst in g;. Die
zugehorigen linearen Charaktere von Li” bezeichnen wir mit A (ky, k). Entsprechend be-
zeichnen wir mit Ao (k1, ko) die linearen Charaktere von Li’, die zu den Zentrumselementen
( k1 k1 ko
s

0,0 0<k < 0<ky<qg—2
q+1>77q2_1+q_1>a SR >4, SR> ¢ 3

von L gehoren. Diese liegen fiir k; # 0 im halbeinfachen Klassentyp g7 von G*f" und
sonst in gj.
Im Fall G = Spy(q) entfillt der Parameter ky jeweils.

Nun benutzen wir Lemma 8.1 und definieren Senkrechtfunktionen 1 (k1,k2) und
Vo (k1, ko) von G (beziehungsweise 11 (k1) und t5(k;) im Fall G = Spg(q)):

Pi(ki ko) = RE (fu, - Mk, ko))
Yo(ki,k2) = R (fL, A2(ki,k2))

Schritt 2: In diesem Schritt wird fiir ,viele“ der eben definierten Senkrechtfunk-

tionen 1 (k1, k) und o (ki, k) der Zusammenhang mit den in Abschnitt 7 definierten
Senkrechtfunktionen gezeigt. Wir benutzen die Aussagen des folgenden Lemmas.
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Lemma 8.2 Sei G eine zusammenhdngende reduktive Gruppe mit zusammenhdngendem
Zentrum, L eine rationale Leviuntergruppe, L* die zugehérige duale Leviuntergruppe in
der dualen Gruppe G* und s € L*f"

(a) Der Lusztig- Funktor RS respektiert Lusztig-Serien, das heifit fir x € E(LY, (s)) ist
RS eine Z-Linearkombination von Charakteren aus £(GF, (s)).

~

(b)  Ist zusitzlich Cg+(s) C L*, so ist die Abbildung er.eq RS eine Bijektion (LY, (s)) =
E(GT, ().

(c) Sei jetzt L eine Leviuntergruppe, die in einer rationalen parabolischen Untergruppe
enthalten ist, und s € Z(G*'") ein Zentrumselement. Wir bezeichnen mit W,
und Wg die Weylgruppen von L und G und fir irreduzible Charaktere p € Wy,
und ¢ € Wg seien X};, Xg' die zugehorigen Hauptseriencharaktere in (LY, (s))
beziehungsweise E(GY | (s)). Dann gilt:

G
REXE = D> (pw "G d)wg - XS
¢€WG

Beweis: (a) Dies folgt aus Digne-Michel [13, 13.18] und der Kiinneth-Formel [13, 10.9];
vergleiche den Beweis der Transitivitit des Lusztig-Funktors in [13, 11.5].

(b) Die Aussage ist in Digne-Michel [13, 13.25(ii)] gezeigt.

(c) Fiir die unipotenten Charaktere (s = 1) ist diese Formel in Curtis-Reiner [9, 70.24]
bewiesen. Daraus ergibt sich unsere etwas allgemeinere Aussage mit Digne-Michel [13,
13.30]. O

Wir wenden zuerst Aussage (b) des Lemmas an. Die dort gemachte Voraussetzung ist
jeweils fiir die in Schritt 1 angegebenen Zentrumselemente von L; und Lo mit k; # 0
erfiillt (die im halbeinfachen Klassentyp g¢ beziehungsweise g; von G*f" liegen). Die
Vorzeichen e1,,eq, © = 1, 2, die auch in Satz 2.2 vorkommen, haben wir schon in Abschnitt 7
bestimmt. Aus Aussage (b) und unserer Definition von Senkrechtfunktionen fiir die Typen
von Lusztig-Serien gg und g7 folgt:

Y1k, ko) = folki,k2) fiir 1<k <¢g—2,0<k<qg-—2,
VYo(k1, ko) = —fr(ki, ko) fir 1<k <q, 0<hy <g-—2.

Lemma 8.2(c) ist auf unsere Leviuntergruppe L; anwendbar. Wir betrachten jetzt die
Senkrechtfunktionen 1 (0, k2). Durch Induktion der Charaktere der Weylgruppe von L
zu Charakteren der Weylgruppe von G kénnen wir die Vielfachheiten der Hauptseriencha-
raktere in (0, k2) ausrechnen. (Die Charaktertafeln fiir die Weylgruppen von Lj und G
sind in Abschnitt 7 angegeben worden.) Da fiir einen kuspidalen Charakter x von L der
induzierte Charakter Rﬁ x keine Hauptseriencharaktere als Konstituenten enthélt, 148t
sich bereits der Zusammenhang von (0, k2) mit den Senkrechtfunktionen f; (k1) und
f1,2(k1) ablesen, es ist

YP1(0,k2) = fii(k1) + fi2(k1) mit kg = ky.

Es bleiben noch die Senkrechtfunktionen 2(0, k2) zu untersuchen. Auf diese wenden
wir Lemma 8.2(a) an, das besagt, daf die Konstituenten von (0, k2) in der Lusztig-Serie
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zu g1(k1) mit k2 = ki liegen. Da der Raum der Senkrechtfunktionen in der Lusztig-
Serie zu g¢1(k1) von f11(k1) und fi2(k1) aufgespannt wird, mufl (0, k2) mit ke = ky
eine Linearkombination dieser beiden Funktionen sein. Diese Linearkombination ist sogar
ganzzahlig, weil 2¢5(0, k2), 2f1,1(k1) und 2f; 2(k1) verallgemeinerte Charaktere sind und
die Konstituenten der letzten beiden Funktionen Vielfachheiten +1 haben. Den genauen
Zusammenhang werden wir im Verlauf der folgenden Uberlegungen herausfinden.

Im Fall G = Spg(q) ist in den Bezeichnungen der Senkrechtfunktionen wieder iiberall
ein Parameter wegzulassen.

Schritt 3: Wie die in Schritt 1 beschriebenen Senkrechtfunktionen von CSp,(g) und
Sp,(q) haben auch die Senkrechtfunktionen von GI" nur auf relativ wenig Klassen Werte

ungleich Null. Diese Klassen wollen wir jetzt bestimmen. Wir behandeln erst den Fall
G" = CSpy(q).

Zuerst zihlen wir Paare von Konjugiertenklassen von G, auf denen séimtliche Deligne-
Lusztig-Charaktere den jeweils gleichen Wert annehmen. Dies ist offensichtlich fiir solche
Paare von Klassen der Fall, die den gleichen halbeinfachen Anteil haben und auf denen
sdmtliche Greenfunktionen gleiche Werte annehmen. Ein Blick in die Tabelle 15 liefert
uns die folgenden solcher Paare:

) und 0277(1'1)
c2,10(%1) und c211(i1)
0773(i1,i2) und 0774(1‘1,2'2)
co3(i1,92) und cg4(71,12)
ci1,1(i1,92) und c11,2(41,42)
c12,1(71,72) und ci22(i1,72)

c2.6(11

Die Anzahl dieser Paare berechnet sich aus Tabelle 8 zu (¢ — 1)(¢ + 1). Wir betrachten
nun die (komplexwertigen) Indikatorfunktionen auf diesen Paaren von Klassen zusammen
mit den Indikatorfunktionen der iibrigen Klassen. Der davon aufgespannte Vektorraum
von Klassenfunktionen enthilt alle Deligne-Lusztig-Charaktere, und seine Dimension ist
um (¢ — 1)(¢ + 1) kleiner als die Anzahl der Klassen von CSpg(¢g). Diese Dimension
ist aber auch genau die Anzahl der (linear unabhéngigen) Deligne-Lusztig-Charaktere,
denn in Abschnitt 7 mufiten wir (¢ — 1)(¢ + 1) Senkrechtfunktionen definieren, um den
gesamten Raum der Klassenfunktionen aufzuspannen (siehe Tabelle 18). Hieraus folgt, daf3
die genannten Indikatorfunktionen uniform sind und demnach kann eine Senkrechtfunktion
héchstens auf den angegebenen Paaren von Klassen Werte ungleich Null haben. Auflerdem
sehen wir noch, daf} sich die Werte auf den Klassen jedes Paares genau um ein Vorzeichen
unterscheiden (denn die Klassen der betrachteten Paare besitzen jeweils die gleiche Anzahl
von Elementen).

Im Fall G = Spg(g) haben wir ¢ + 1 Senkrechtfunktionen und genauso viele Paare
von Klassen, auf denen sich die Deligne-Lusztig-Charaktere nicht unterscheiden:

ci,7 und c18

c1,10 und cq11
c34(i1) und cs;5(i1)
64’4(i1) und 6475(i1)
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Schritt 4: Wir berechnen jetzt die Werte der Senkrechtfunktionen )y (kj, ka) bezie-
hungsweise 11 (k1). Die Leviuntergruppe L; ist in der rationalen parabolischen Unter-
gruppe P; von G enthalten. In diesem Fall beschreibt der Lusztig-Funktor RE’I die
Harish-Chandra-Induktion (vergleiche Digne-Michel [13, Chapter 4 bis 6 und 11.1] und
Carter [6, 9.1]). Zu einer Klassenfunktion p von LI" wird zuerst die Inflation j auf P1
gebildet, wobei fiir ein Element x = lu € P¥ mit [ € L, u € UL gilt: p(x) := p(). Dann
ist die Harish-Chandra-induzierte Funktion von p die induzierte Funktion von j nach GF':

RICiP = ﬁpf "

Als erstes behandeln wir wieder den Fall CSpg(g). Nach Schritt 3 brauchen wir nur die
Werte von ¢1 (kl, k‘g) auf den Klassen 62’6(2‘1), 02’10(1'1), 0773(’i1,i2), 69’3(7;1,1'2), 011,1(2'1, ig)
und c12.1 (i1, 72) explizit auszurechnen.

Anhand der Repriisentanten fiir die halbeinfachen Klassentypen hg und his in Tabelle 8
ist sofort zu sehen, daf diese Klassen keine Vertreter in L{" haben, deren Projektion auf
CSp,(q) halbeinfacher Anteil einer Klasse ist, auf der die Senkrechtfunktionen ungleich
Null sind. Somit hat 1 (k1, k2) auf den Klassen cg 3(i1,42) und 12,1 (i1, 42) den Wert Null.
(hi2 kommt sogar gar nicht in LI vor.)

Fiir die iibrigen Werte miissen wir bestimmen, welche Klassen von Pf in die aufgezéhl-
ten Klassen von G fusionieren und Vertreter dieser Klassen in der Form lu mit [ € LY
und v € UY finden. Um zu testen, ob wir fiir eine Klasse von G alle darin liegenden
Klassen von Pf gefunden haben, konnen wir vorher den Permutationscharakter 1PfGF
ausrechnen: Dies ist nach der Beschreibung der Harish-Chandra-Induktion gerade Rfll,

und der Einscharakter von L ist nach Digne-Michel [13, 12.13] eine Summe von Deligne-
Lusztig-Charakteren R%l. In Ly kommen Tori der Typen Ty,..., T4 und T¢ vor (siche
Tabelle 15 mit den Greenfunktionen), und die Zentralisatorordnungen der zugehorigen
twistenden Elemente aus der Weylgruppe von L; sind leicht berechnet; wir erhalten:

1L 1L 1L 1L [
Die Anwendung von RE’I und die Transitivitédt des Lusztig-Funktors liefern:
cF _log. 1.l . 1pa . 1lra
Die Werte, die uns interessieren, sind mit Hilfe der Tabellen 11 und 15 auszurechnen:

Klasse: ‘ c2.6(i1) ‘ 2,10(11) ‘ cr,3(i1,12) ‘ c11,3(i1, 92)
e [ P+g+2] 2 [ 4] 2

Wir betrachten nun die Klassen co6(i1), fiir die wir die Représentanten hg(iq)uz(1)ug(1)
mit ho(iy) = h(?l, —&1, —ffl, ?“) kennen. Wir konjugieren diese Reprisentanten mit
Elementen der Weylgruppe von G, die nicht in der Weylgruppe von L; liegen (genauer
mit den zugehorigen Produkten der Matrizen ni,n2, n3 € Ng(T) aus Bemerkung 1.3(c)).
Dies ergibt folgende drei Elemente aus Pf :

z1(i1) = ho(ir)ur(1)ug(1) = h({ =G =G G ur(Dug(1)
w2(i1) = ha(in)ur(1)ug(1)™ = A(=( G =G M ur (Dug (1)
wg(il) = hg(il)U7(1)UQ(1)nln2n1 = h(— il,—ql, il, f”)u4(1)U7(1)
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Mit dem Verfahren aus Abschnitt 4.2(4) kénnen wir nachrechnen, daff diese drei Ele-
mente nicht in P konjugiert sind und in der angegebenen Reihenfolge die Zentrali-
satorordnungen 2¢°(q — 1)%(q + 1), 2¢°(¢ — 1)*(¢ + 1) und 2¢*(¢ — 1)? in P{" haben.
Der Vergleich mit der Zentralisatorordnung 2¢°(q — 1)?(q¢ + 1) von ca6(i1) in CSpg(q)
und dem Wert des Permutationscharakters zeigt, dal wir bereits sdmtliche Klassen von
P! gefunden haben, die in cy6(i;) liegen. Die Projektion des Li'-Anteils von zy(i1),
29 (i1) und z3(i1) auf CSp,(q) liefert nur bei 23(i1) € LY ein Element, auf dem die Senk-
rechtfunktionen nicht Null sind; es liegt im Klassentyp Bsy (siche Schritt 1). Der Wert
der unipotenten Senkrechtfunktion von LI auf 23(i1) ist also +¢. Wir bengtigen noch
den Wert des linearen Charakters Aj(kj, k2) auf dem halbeinfachen Anteil von x3(i;).
Da h(—Cit, =i, ¢ %) in T liegt, betrachten wir das zu A (ky, ko) gehorende Zen-
trumselement von L™ als Element von T3, Dann liefert uns Tabelle 5 den gesuchten
Charakterwert (es ist j1 = i1 + (¢ — 1)/2, ju = 2i1, 1 = k1, lo = 1l3 = 0 und Iy = ko):
A (K, ko) (h(=Cit, =i, ¢ 1)) = ¢t 1)/2k42ikz - Qetzen wir diese Ergebnisse zu-
sammen, erhalten wir als Wert von 1 (k1, k2) auf cg6(i1):

2¢°(¢ — 1)*(g + 1) (i1+(g—1)/2)k1+2irky _ 2 (i1+(g—1)/2)k1+2i1 ks

Die fehlenden drei Werte lassen sich analog finden; das Ergebnis lautet:

Klasse: b1 (k1 ko)
c2,6(11) (g + 1)Cl(i1+(q—1) k1 +2i1 k2
c2,10(71) ¢y (a=1D)/2)k+2inks

qcli2k1+2i1k2 +q<~1(2i17i2)k1+2i1k2
qcligkl—‘r(Qil—‘rl)kQ +q<1(2i1+1—i2)k1+(2i1+1)k2

c7.3(i1,12)
c11,1(i1,72)

Im Fall der Gruppen Spg(q) geniigt es nach Schritt 3, die Werte von (k1) auf den
Klassen ¢1,7, ¢1.10, ¢3,4(41) und cq.4(i1) zu berechnen. Die gleichen Uberlegungen wie oben
liefern in diesem Fall:

Klasse: ‘ (k1)
c17 ¢(g+1)
C1,10 q
c3a(in) | gG"M + gG R
C474(7;1) 0

Schritt 5: In diesem Schritt bestimmen wir einige der Charakterwerte von 1y (k1, k2)
beziehungweise 12 (k7).

Fiir Elemente x € Lg und y € G mit halbeinfachen Anteilen z; und y, und eine
Klassenfunktion y von L hingt der Wert RICJ’; X(y) hochstens dann von x(z) ab, wenn
zs und ys in GF konjugiert sind. Dies folgt aus der Charakterformel fiir den Lusztig-
Funktor in Digne-Michel [13, 12.2]. Ist zusitzlich der Zentralisator von z, in G in Ly
enthalten, so héngt szx(y) sogar nur von () ab, wenn z und y in G konjugiert sind.
Bezeichnen wir mit ¢, 1, und ¢, g die Indikatorfunktionen auf der Konjugiertenklasse
von x in Lg beziehungsweise G, so gilt genauer RE;L%,L2 = (3, (vergleiche Digne-
Michel [13, 12.22]). Diese beiden Aussagen ermoglichen uns die Berechnung von 2 (k1, k2)
beziehungsweise 19 (k1) auf allen Klassentypen, deren halbeinfacher Anteil nicht zum Typ
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ho oder hy gehort. Wir kénnen nach der Beschreibung in Schritt 1 fiir alle Klassen von Lg ,
auf denen die Senkrechtfunktionen einen Wert ungleich Null annehmen, Reprisentanten
hinschreiben und brauchen nur noch zu bestimmen, zu welcher G¥-Klasse sie gehoren.
Die Werte der linearen Charaktere \o(k1, k2) sind genauso zu berechnen, wie in Schritt 4
beschrieben. Im Fall GF' = CSpg(¢) geben wir das Ergebnis durch die Werte auf €73, €9.3,
C11,1 und C12,1 an:

Klasse: ‘ ok, k2)
c7.3(i1,12) 0
co3 (ilv 1'2) q422qz1k1 51—12161 <-12z1k2 + qC2211k1 5112}431 C1211k2
c11,1(i1,12) 0

61271(1'17@2) q<2q(21'1+1)k1§1*i2k1Cl(2i1+1)k2 +QC2(2i1+1)k1§1i2k1C1(2i1+1)k2

Im Fall der Gruppen G" = Spg(q) ist 12 (k1) auf den Klassen c34(i1) und cq.4(i1):

Klasse: ‘ (k1)
03’4(7:1) ' 0 ‘
caa(in) | gea R 4 gk

(Wir hiitten die Uberlegungen dieses Schrittes auch fiir L; machen und in Schritt 4
verwenden kénnen.)

Schritt 6: In diesem Schritt fithren wir die Berechnung der Senkrechtfunktionen im
(etwas einfacheren) Fall der Gruppen G" = Spg(g) mit geradem ¢ zu Ende.

Uns fehlen noch die Werte von (k1) auf den Klassen ¢; 7 und ¢y 10 sowie der Zusam-
menhang zwischen 12(0) und den Senkrechtfunktionen f;; und fi .

Aus der Charakterformel fiir den Lusztig-Funktor (Digne-Michel [13, 12.2]) sehen wir,
da die Werte von t2(k1) auf den unipotenten Klassen rational und fiir alle k; gleich
sind, weil dies fiir alle in der Formel vorkommenden Terme gilt; insbesondere fiir die
Werte der Senkrechtfunktionen von Ly. (Zum Ausrechnen der fehlenden Werte kénnen
wir die Charakterformel nicht verwenden, weil wir die dort vorkommenden 2-parametrigen
Greenfunktionen nicht kennen.)

Wir setzen nun fiir die gesuchten zwei Werte zunéchst Unbestimmte ein. Aus Schritt 2
wissen wir, dafl fir k&; # 0 die Norm von 9(k1) gleich 1 und das Skalarprodukt von
(k1) mit ¢1(k1) gleich 0 sein mufl (weil die Konstituenten zu verschiedenen Lusztig-
Serien gehoren). Das liefert eine lineare und eine quadratische Gleichung, die die beiden
Unbestimmten bis auf ein Vorzeichen festlegen; fiir ein ¢ € {+1,—1} hat ¢2(k1) auf ¢17
den Wert e¢?(q — 1) und auf ¢1,19 den Wert —eq.

Das richtige Vorzeichen finden wir nun mit Hilfe der Tatsachen, dafl das Tensorprodukt
zweier Charaktere wieder ein Charakter ist und das Skalarprodukt zweier Charaktere eine
nicht-negative ganze Zahl ist. Wir berechnen mit unbestimmtem & geméfl Tabelle 23 die
irreduziblen Charaktere der Lusztig-Serien-Typen g und g7. Bilden wir dann zum Beispiel
das Tensorprodukt von x72(k1) mit sich selbst und berechnen davon das Skalarprodukt
mit x65(k1), so erhalten wir als Ergebnis (¢ —1)(¢ +1)/4. Dieser Ausdruck ist fiir e = —1
negativ (und nicht ganzzahlig, da ¢ gerade ist); also ist € = 1, und wir haben alle Werte
von o (k1) gefunden.
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Jetzt berechnen wir die Norm von 2(0) und erhalten 2. Da wir aus Schritt 2 wissen,
daB 12(0) ganzzahlige Linearkombination von f;; und fi 2 ist, bleiben nur die Moglich-
keiten 12(0) = £ f11 £ f12 tibrig. Der Wert von t,(0) auf den Klassen c3 4 (1) ist Null,
wéhrend ¢ (0) = f1,1+ f1,2 dort Werte ungleich Null hat; also sind ¢2(0) und #;(0) linear
unabhéngig, so dafl ¢2(0) = e(f1,1 — fi,2) mit € € {+1, —1} sein mufBl. Berechnen wir nun
mit unbestimmtem e die unipotenten Charaktere von Spg(¢q), dann das Tensorprodukt von
X1,2 mit sich selbst und davon das Skalarprodukt mit x1 3, so finden wir wie oben heraus,
daf e = —1 sein mufl. Es gilt also f11 = (¢1(0) — ¢2(0))/2 und f12 = (¢1(0) + 12(0))/2.

Schritt 7: Jetzt schlielen wir die Berechnung der Charaktertafel fiir die Gruppen
GI = CSpg(¢) mit ungeradem ¢ ab.

In diesem Fall miissen wir noch die Werte von 13(k1, k2) auf den Klassen ¢ (1) und
¢210(71) und den Zusammenhang von (0, ko) mit f1 (k1) und f12(k1) (fir k2 = k1)
bestimmen.

In der halbeinfachen Konjugiertenklasse von ho(i1) in G¥ liegen zwei Konjugierten-

klassen von Lg, die durch die Elemente x1(i1) := h(Ci, —¢i, —Cl 2 und a9(iq) =
h(—Ci, ¢, —Clv, C2) repriisentiert werden. Nur die Elemente der Form (i) sind halb-

einfacher Anteil von Klassen von L', auf denen die Senkrechtfunktionen von LI Werte
ungleich Null annehmen. Setzen wir fiir den Wert von 9 (k1, k2) = REQ(fL2 “Aa(k1, k2))
auf den Klassen cp¢(i1) oder cp19(i1) die Charakterformel fiir den Lusztig-Funktor ein,
so konnen wir aus den Summen den Ausdruck Ao(ki,ks)(z2(i1)) ausklammern. Ubrig
bleibt jeweils eine rationale Zahl, die nicht mehr von k; und ks abhéngt. Wir berechnen
A2(k1, k2)(2z2(i1)) und setzen fiir die zwei rationalen Zahlen wieder Unbestimmte ein. (Wir
miissen jetzt das Argument aus Schritt 6 leicht modifizieren, weil hier das Skalarprodukt
mit den Senkrechtfunktionen 1 (k1, k2) mit k1 # 0 keine Bedingung an die Unbestimmten
liefert, denn unabhéngig von deren Wert heben sich die Terme auf allen Klassen in den
Klassentypen cp ¢ beziehungsweise ¢z 19 gegenseitig weg.) Wir berechnen nun die Norm
von o (k1, ka) einmal fiir k1 # 0 und dann fiir k; = 0. Dabei stellt sich heraus, dafi im
zweiten Fall die Norm um eins grofer ist. Nach Schritt 2 ist also die Norm von 12(0, k2)
zwei und wir kénnen wie in Schritt 6 schlieBen, dal ¢2(0, k2) = e(f1.1(k1) — f1,2(k1)) mit
ko = ki, € € {+1,—1} ist und insbesondere senkrecht zu den Funktionen 7 (0, k2) steht.
Wir berechnen nun die Betrége der beiden Unbestimmten mit Hilfe der Norm von 5(0, 0)
und des Skalarproduktes von 2(0,0) mit 1(0,0). Das richtige Vorzeichen fiir die Unbe-
stimmten finden wir wieder (in Abhéngigkeit von ¢!) genau wie oben durch Berechnung
der unipotenten Charaktere sowie Tensor- und Skalarproduktbildung.

Jetzt bleibt nur noch die Bestimmung von ¢ iibrig. Berechnen wir fiir beide Moglich-
keiten von € die unipotenten Senkrechtfunktionen f; 1(0) und fi 2(0), so erkennen wir, daf
der Unterschied nur in der Vertauschung der Werte auf den Paaren von Klassen cg 3(i1, i2)
und cg 4(i1,1%2) sowie c12,1(i1,%2) und ci22(i1,i2) besteht. Die Berechnung von Skalarpro-
dukten, etwa der unipotenten Charaktere mit denen aus den Lusztig-Serien vom Typ g7,
fithrt hier aus dem gleichen Grund wie oben angedeutet nicht weiter. Wir verwenden hier
noch einen weiteren Trick, fiir den wir uns nur einen geeigneten unipotenten Charakter
genauer ansehen miissen: Ist z € G und x ein Charakter von G¥', der auf z und z? ganz-
zahlige Werte annimmt, so sind diese Werte kongruent modulo zwei (der Charakterwert
bei z ist Summe gewisser Einheitswurzeln, der Wert bei 22 ist dann die Summe der Qua-
drate dieser Einheitswurzeln). Betrachten wir zum Beispiel den unipotenten Charakter

75



X1,2(0) auf einigen Klassentypen:

Klasse: ‘ x1,2(0)
ca,3(i1,1%2) q
69,3(2'1,7:2) (1 —l—Eq)/Q
co.a(in,iz) | (1 —eq)/2

Aus den Tabellen 8 und 13 konnen wir Reprasentanten dieser Klassen ablesen (die Ver-
treter aus den Klassentypen cg 3 und cg 4 werden noch mit n; konjugiert):

Klasse: ‘ Repriasentant

ca,3(i1,12) 3743(@1,22) hEHG, 127 iQa 72 us(1)ur(—a)
cg3(i1,12) | @9 3(i1,12) : h( (52, ?7—4 (32 Y ua(L)ur(1)
c9.4(i1,1%2) $94(21,12) (€} 212, (2, =7, G ua(1)ur ()

Hier steht o wieder fiir ein Nichtquadrat aus F'. Fiir ¢ =1 (mod 4) ist —1 ein Quadrat

in F, und somit sind u4(1)u7(a) und ug(1)uz(—a) in G’ konjugiert. In diesem Fall sind
T9.4(i1,12)% und 24 3(i1,42)? in G* konjugiert, und fiir die Charakterwerte von x1,2(0) auf
den Klassen cg 4(i1,42) und c43(i1,42) mul (1 —eq)/2 =¢q (mod 2) gelten. Daraus folgt
e = —1. Fir ¢ =3 (mod 4) bekommen wir das gleiche Ergebnis durch Vergleich der
Charakterwerte auf den Klassen cg 3(i1,42) und cq.3(i1, i2).

Wir fassen auch die Ergebnisse dieses Abschnittes in einem Satz zusammen.

Satz 8.3 Fir die Gruppen GI' = CSpg(q) mit ungeradem q sind die Werte der Senk-
rechtfunktionen fi1(k1), fi2(k1), fe(ki,k2) und fr(ki, ko) in Tabelle 24 angegeben. Auf
nicht aufgefihrten Klassen sind die Werte Null. Fiir die Gruppen G = Spg(q) mit gera-
dem q stehen die Werte der Senkrechtfunktionen in Tabelle 25.

SchliefSlich geben wir fiir diese beiden Serien von Gruppen in den Tabellen 26 und 27 die
Tafeln der unipotenten Charaktere an, deren Werte Polynome in q sind und jeweils nur
vom Klassentyp abhdngen.

Anmerkungen

e Das Abzéhlargument in Schritt 3 und die Kongruenzbetrachtung in Schritt 7 wur-
den durch die Arbeit [20] von Geck und Pfeiffer angeregt, in der eine unipotente
Senkrechtfunktion fiir Gruppen mit Dynkin-Typ D4 berechnet wird.

e Die Berechnung der Normen, Skalarprodukte und Tensorprodukte, die wir verwen-
det haben, ist mit unseren MAPLE-Programmen zum Rechnen mit generischen Cha-
raktertafeln problemlos zu bewerkstelligen. Darauf wird in Abschnitt 9 noch kurz
eingegangen.

e Auch die Werte der nicht-unipotenten Charaktere lassen sich aus den Tabellen
im Anhang konstruieren. In Abschnitt 6 wurde erkliart, wie sich die Werte der
Deligne-Lusztig-Charaktere aus unseren Tabellen ergeben; auflerdem stehen die
Werte der Senkrechtfunktionen in den Tabellen 24 und 25. Schliefflich sind in
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Tabelle 23 alle irreduziblen Charaktere von G als Linearkombinationen der Deligne-
Lusztig-Charaktere und der Senkrechtfunktionen angegeben. Besonders einfach ist
das Hinschreiben der Werte der irreduziblen Deligne-Lusztig-Charaktere, weil hier
keine Linearkombinationen gebildet werden miissen. Zum Beispiel ist der Wert von
X32,1 (kl, kz, kg, k4) auf den Klassen hgg (il, ig, i3, i4)2

(4;4 ks qé%l'z k1 454 ko qC;4 k1 qﬁig ko éil k3 + 6'4 k3 512 k1 5711 ko €§4 ko q€;’4 k1 qﬁl—i3 k3 +
<;4 /I:s é‘l_ld:l 511 ’/:2 C;4 :2 QC;4:1 éfl—zz:s + <;4:5 51—13:1 é?kjfglkichl :151—%1 :3
64 kS (1512 kl gil kz g;4 l: Qg;4 kl q§i3 : + C;4 :g;ls‘ 1§;z2‘ 2554. 2]5-;4‘ 1]5“1*1'1 k3
— i — i — _
€Z4 35 i1 1§12 2(4 2qu4 1§ isks | <24k3q§ i1 1§ 12 2<%4 2€Z4 1513 3
ks ki¢—iok k k k —iz k k k k k
<;4 561 i1 151 12 2(54 2<§4 151 i3 k3 + C;4 3q§ 12 1<§4 2<Z4 161 i3 2511 3
<Z4 k3 q§ 12 k1£ i1 ko <Z4 k2414 k1 513 ks + Cl4 ksgu k1 CM ko qCM k1 qéﬂg kzg iz k3
C;4 ks q§1—12 k1 511 ko %4 ka2 q{}éz; k1 &3 k3 + CM 7;3 qg_ll k1 CM ) qcé4 k1 SZ]?; ko 512 k3
i4 k3 #13 k1 12 ko ~1 ; —i1 k k k k
<;4 3613 1§i2 2<;4 2¢I<;4 1 q€1 11 K3 + C24 3q€13 1512 2cé4 QCIC;4 1 q611 3
<;4 k3 qﬁ;is k1 5;12 ko <;4 ko 454 k1 ﬁl k3 + 4;4 k3 5;2 k1 5;11 ko C;}; ko <;4 k1 Q£;i3 k3
C§4 ]: 511 kl 512 2}554' qucszl kl q§1 1‘3 k3 + 45'4 ks q§1k12 1 C;Z 2 ?%4 1%3 2511 ks
454 3611 151—12 2(%4 2C;4 1 qéfl—lzs 3 + <;4 3513 151—11 2cé4 2C;4 1 q§1—12 3
6'4 k3 gil k1 <;4 ko C;AL k1 qf;is ko 5;12 ks + <;4 k3 5;12 k1 5;1 ko C;'4 k2 qC;}; k1 {;13 k3
14 k3 q gi1 k1 ria k2 q ria k1 q i ko fio k3 14 k3 ¢o—i1 k1 fia k2 q ~ig ky gig ko o—io k3
O S S € e S H < i o € i S € O i S 3
454 3 (1511 k1 <§4 ko <;4 1 Qé-l 13 kzgig ks + Cz4 kgélg k1€ i2 ko <§4 ko <l4 1 Qé- i1 k3
<§4 k3 q§i3 k1 51—12 ko C§4 ko 64 k1 Qé'i'l k3 + C24 k3 qul k1£—22 ko CM ko <Z4 k1 qﬁls k3
Ci4 ks qﬁ—ia klé‘_il ko €i4 k2 Ci4 k1 §i2 k3 + €14 ks qul k1 512 ko CM ko qCM k1 qug k3
<;4 k‘3 Qé-lg k:l <~Z4 k2 C’L4 k‘l qg ’L3 kQ é—’Ll k‘3 + CZ4 kg q€ Zl k’l £Z2 k‘g C’L4 kz qCZ4 kl 513 k’3
64 k3 q§—11 k1 <l4 ko CM k1 5—13 ko 512 k3 + <14 k3§—l1 k1 CM ko C24 k1 5—13 k2§—12 k3

C;4 /: qf—z’: k1 f: ko CZZ ka2 qg: k1 ﬂz ]/:3 + C;zt :3 fIgiQ ’1:1 51_7/1 :2 C;AL /]:2 €Z4 :’1 q§13 :3
1 1 1 1 7
424 3 (1513 1 511 2 424 2 q<24 1 q€iz 3 + <24 3 Q£i3 1 gl 11 k2 434 2 C24 1 q§i2 3

e i i e i S

64 k3 513 .k1 ﬁl 'kz <§4 FQ q<;4 {%‘1 q§1—12 k3 + 43:4 ksgl—? k1 4-;4 'k2 q<§4 k1 513 ko 51—11 k3 +
CZ4 k‘3§—1/2 k1 C24 ko C7,4 k1 5—23 k’2£—11 ks + CM k3€—12 klé-—zl ko <14 ko Cu k1 6_13 ks +
CM ksg i3 klf i1 k2<14 k2<-24 klg iz k3 + <§4 ksglz k1 (M kQCM k1 q§ i3 kzg i1 k3 +
€Z4 k3 qﬁ—m k1 612 ko <Z4 ka2 qCM k1 511 k3 + C;zl k3 512 k1 64 ko q€;4 k1 Q§Z3 k‘zg—u k3)
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9 Schlu3bemerkungen zu den Charaktertafeln

In diesem Abschnitt werden noch einige Anmerkungen zusammengetragen.

Zum Rechnen mit generischen Charaktertafeln

Sehr niitzliche Programme zum Rechnen mit generischen Charaktertafeln wurden von
Meinolf Geck in der Programmiersprache des MAPLE-Systems fiir die Arbeit [19] geschrie-
ben. Das Prinzip der Programme besteht darin, fiir eine generische Charaktertafel aufler
den eigentlichen Charakterwerten in Form einer Matrix auch Prozeduren zur Verfiigung
zu stellen, die beschreiben, wie Charakterwerte iiber alle Klassen eines Klassentyps oder
Charaktere eines Charaktertyps aufzusummieren sind. Dies haben wir in Abschnitt 4.1 im
Anschlufl an Satz 4.3 kurz beschrieben. (Fiir unsere Tafeln ergeben sich diese Prozeduren
aus den Tabellen 8, 9, 10, 18 und 19, die damit einen wichtigen Teil unseres Ergebnisses
darstellen.) Der eigentliche Kern dieser Programme besteht dann aus Routinen fiir das for-
male Rechnen mit den als Charakterwerten vorkommenden generischen Einheitswurzeln.
Fiir einen Uberblick sei auf den Anhang der oben zitierten Arbeit verwiesen.

Es ist nun etwa moglich, Skalarprodukte von Charakteren, Klassenmultiplikations-
koeffizienten oder die generische Zerlegung von Tensorprodukten zu berechnen. Solche
Rechnungen sind per Hand schon bei kleineren generischen Tafeln eine mithsame Angele-
genheit (vergleiche etwa Simpson und Frame [37, insbesondere 6.]).

Da die Programme von Meinolf Geck bei den groflien hier berechneten Tafeln an ihre
Grenzen kamen, wurden vom Autor der vorliegenden Arbeit verbesserte Versionen ge-
schrieben. Auf Einzelheiten soll aber im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr eingegangen
werden. Die Programme und ihre Beschreibung sind nun Teil des CHEVIE-Systems [21],
auf das bereits in der Einleitung hingewiesen wurde. In CHEVIE sind auch die in dieser
Arbeit berechneten Charaktertafeln in Form von Computerdateien enthalten.

Tests der Rechenergebnisse

Bei umfangreichen Rechnungen ist es sinnvoll, die Ergebnisse anhand bekannter Aussagen
zu {iberpriifen. Wir wollen in Stichworten einige Tests angeben, die auf die Ergebnisse
dieser Arbeit angewendet wurden:

e Anzahl der maximalen Tori in GF' (Carter [6, 3.4.1))
e Anzahl der halbeinfachen Klassen (Carter [6, 3.7.6]), auch fiir die duale Gruppe.

e Anzahl der Konjugiertenklassen in den symplektischen Gruppen (Wall [41, 2.6
und 3.7]).

e Priifen der ersten und zweiten Orthogonalitéitsrelationen. Diese sind im ,rechneri-
schen® Sinn nicht dquivalent, denn hier werden neben den Charakterwerten auch die
im vorhergehenden Absatz angesprochenen Summationsprozeduren fiir die Klassen-
und Charaktertypen getestet.
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e Mit den unipotenten Charakteren wurden sidmtliche Tensorprodukte gebildet und
hiervon die Skalarprodukte mit den unipotenten Charakteren berechnet, die nicht-
negative ganze Zahlen ergeben miissen (vergleiche Abschnitt 8).

Charaktertafeln fiir PCSpy(q) = (C3)aa(q)

Fiir eine endliche Gruppe H mit Normalteiler N ergibt sich aus der Charaktertafel von
H die Tafel der Faktorgruppe H/N wie folgt: Die irreduziblen Charaktere von H, die auf
allen in N liegenden Klassen den gleichen Wert haben, sind auch irreduzible Charaktere
von H/N. Alle irreduziblen Charaktere von H/N entstehen auf diese Weise.

Die Charaktertafeln fiir die Gruppen PCSpg(q) = CSpg(q)/Z(CSpg(g)) (mit ungera-
dem ¢) ergeben sich also aus denen fiir die Gruppen CSpg(q) durch die folgenden zwei
Schritte: Zuerst miissen die Konjugiertenklassen von CSpg(q) bestimmt werden, die durch
Multiplikation mit Zentrumselementen auseinander hervorgehen; dies beschreibt die Kon-
jugiertenklassen von PCSpg(q). (Es fallen immer mindestens (¢—1)/2 Klassen zusammen,
weil A(Z(CSpg(q))) = (F))? ist. Im wesentlichen ist hier fiir alle Klassen zu entscheiden,
ob mit einer Matrix A auch —A darin liegt.) Auflerdem muf fiir die Parameter aller
Charaktertypen von CSpg(q) die Teilmenge bestimmt werden, fiir die die Charaktere auf
den Zentrumselementen konstanten Wert annehmen (erste Spalte unserer Tafel fir die
CSpg(q)). Die praktische Durchfithrung dieser Schritte ist allerdings aufwendig.

Charaktertafeln fiir Sps(¢) = (C3)s.(¢) (¢ ungerade)

Diese Aufgabe ist viel schwieriger als die vorher besprochene, denn hier miissen noch
zusétzliche Charakterwerte berechnet werden. Die Konjugiertenklassen der Gruppen
Spg(¢g) und ihre Fusion in CSpg(¢) haben wir in dieser Arbeit bereits bestimmt (Tabellen 9
und 13). Esist damit fiir uns ganz leicht, die Einschrankungen der Charaktere von CSpg(q)
auf Spg(q) anzugeben. Nach der Clifford-Theorie (siche etwa Huppert [24, V.§17]) gibt es
fiir diese eingeschriinkten Charaktere zwei Moglichkeiten: Entweder sind sie irreduzibel,
oder sie zerfallen in zwei irreduzible Konstituenten. Denn die Tragheitsgruppe jedes irredu-
ziblen Charakters 1) von Spg(¢) umfafit mindestens die Gruppe H := Spg(q) - Z(CSpg(q)),
die ein Normalteiler von CSpg(g) vom Index zwei ist. Ist die Einschrénkung ¢ eines Cha-
rakters x irreduzibel, so gibt es genau ¢ — 1 verschiedene Charaktere von CSpg(q), deren
Einschriankung auf Spg(q) gleich 1) ist; diese ergeben sich aus xy durch Multiplikation mit
den linearen Charakteren. Ist dagegen v nicht irreduzibel, so gibt es genau (¢ — 1)/2
verschiedene Charaktere x von CSpg(q), deren Einschrankung gleich v ist. Und dies ist
genau dann der Fall, wenn die Charaktere x und x - x1,1((¢ — 1)/2) auf CSpg(q) gleich
sind (x1,1((¢ — 1)/2) ist der nichttriviale lineare Charakter von CSpg¢(q)/H, also ist diese
Bedingung genau dann erfiillt, wenn x auf allen Klassen C' von CSpg(g) mit Multiplikator
A(C) € Fy\(Fy)? den Wert Null hat); siehe Huppert [24, V.17.11 und 17.12] (wir benutzen,
dafl die Faktorgruppe CSpg(q)/Spg(q) zyklisch ist). Damit haben wir zwei Moglichkeiten
festzustellen, ob die Einschréinkung eines Charakters x von CSpg(¢q) auf Spg(q) irreduzibel
ist. Entweder priifen wir nach, ob x und x-x1,1((¢—1)/2) auf CSpg(q) gleich sind, oder wir
rechnen die Norm des eingeschrankten Charakters aus. Die praktische Durchfiihrung ist
aber in beiden Fillen aufwendig, denn hier brauchen sich keineswegs alle Charaktere eines
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Charaktertyps gleich zu verhalten (siehe das Beispiel GL2(¢) und SLs(q) in Digne-Michel
[13, Ch. 15] und unsere Anwendung dieser Uberlegungen im Beweis von Bemerkung 10.2).

In dem Fall, daf} ein eingeschrinkter Charakter ¢ nicht irreduzibel ist, zerfillt er
in zwei verschiedene Konstituenten ¥ = 11 + 19, die in CSpg(g) vermoge eines Ele-
mentes aus CSpg(gq) \ H zueinander konjugiert sind (Huppert [24, 17.7]). Wenn also
eine CSpg(q)-Konjugiertenklasse C, die in Spg(q) liegt, eine Spg(q)-Klasse bildet, so
ist 1¥1(C) = 12(C) = 2(C). Fiir solche Klassen C aber, die in Spg(g) in zwei Klas-
sen C7 und Cy zerfallen, ergeben sich zunéchst nur die Bedingungen 1 (C1) + ¢2(Cy) =
1(C2) +12(Ca) = ¥ (C) und ¢4 (C1) = 12(C2), und diese geniigen nicht, um die fehlenden
Charakterwerte von 17 und 19 zu bestimmen. Kleinere Tafeln konnen hier mit Hilfe von
Orthogonalitétsrelationen und einigen Ad-hoc-Uberlegungen ergénzt werden (siehe zum
Beispiel Simpson und Frame [37]). Aber in unserem Beispiel wére ein solches Vorgehen
zu aufwendig, denn aus Tabelle 13 ist zu ersehen, dafl die Klassen aus 36 Klassentypen
von CSpg(¢) in Spg(g) in Paare von Klassen aufspalten, und fiir entsprechend viele einge-
schrinkte Charaktere (die viel schwieriger genau zu beschreiben sind) ist eine Aufspaltung
zu erwarten.

Unter dem Aspekt der Jordan-Zerlegung von Charakteren stellt sich das hier be-
trachtete Problem so dar: Die Gruppe Spg(K) hat kein zusammenhéngendes Zentrum,
und diese Tatsache spiegelt sich darin wieder, dafl nicht alle halbeinfachen Elemente
der dualen Gruppe G* = SO7(K) einen zusammenhingenden Zentralisator haben. In
den nicht-zusammenhéngenden Zentralisatoren halbeinfacher Elemente lassen sich auch
Deligne-Lusztig-Charaktere und unipotente Charaktere so definieren, dafl der Satz iiber
die Jordan-Zerlegung der Charaktere richtig bleibt (siehe hierzu Digne-Michel [13, Vorbe-
merkung zu 13.23]). In dieser Sprache lassen sich die oben beschriebenen Schwierigkeiten
so formulieren, daf} es viel mehr Lusztig-Serien gibt, zu denen wir nicht-uniforme Funk-
tionen konstruieren miissen (und diese konnen auf viel mehr Klassen Werte ungleich Null
annehmen als die in Abschnitt 8 betrachteten Senkrechtfunktionen).

Ansitze fiir die systematische Losung des hier angesprochenen Problems sind in der
neuen Arbeit [14] von Digne, Lehrer und Michel zu finden. Aber auch die Verwendung der
dortigen Ergebnisse fiir unser konkretes Beispiel scheint noch sehr aufwendig zu sein (selbst
fiir die Gruppen SL,,(q) ist die explizite Konstruktion aller Charakterwerte schwierig).

Charaktertafeln der Gruppen SO7(q) = (B3)aa(q)

Fiir gerades ¢ ist diese Tafel in der vorliegenden Arbeit ausgerechnet, weil diese Gruppe
dann isomorph zu Spg(g) ist. Sei also ¢ ungerade. Dann sollte sich die Tafel fiir die
Gruppen SO7(q) im wesentlichen mit genau den gleichen Methoden berechnen lassen, wie
unsere Tafel fiir die Gruppen CSpg4(q). Die Uberlegungen zur Bestimmung der halbein-
fachen Konjugiertenklassen miissen etwas verfeinert werden, weil hier die Zentralisatoren
halbeinfacher Elemente nicht alle zusammenhéngend sind. Die unipotenten Klassen ste-
hen in Shoji [36] und die gemischten Klassen sind sicher nicht schwer zu finden, weil es
sich ja um iibersichtliche Matrixgruppen handelt (Wall hat in [41] auch die Konjugierten-
klassen der endlichen orthogonalen Gruppen parametrisiert). Unsere Charakterformel in
Satz 2.1(b) gilt auch hier, wenn die s,; als die in Abschnitt 4.1 Punkt (3) bestimmten
Elemente interpretiert werden. Die Greenfunktionen fiir Gruppen vom Typ Bs stehen in
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Lambe und Srinivasan [26], fiir die Typen A3 und 2Ajz ergeben sie sich aus bekannten Cha-
raktertafeln, und die iibrigen werden auch in dieser Arbeit verwendet. In Tabelle 9 haben
wir die halbeinfachen Klassen der Gruppen Spg(g) parametrisiert, und dies liefert die Pa-
rametrisierung der Lusztig-Serien von SO7(q). Aus dieser Tabelle ist auch zu ersehen, dafl
sich unsere Konstruktion der Senkrechtfunktionen vermutlich fast wortlich {ibernehmen
1&8t. Die Lusztig-Serien, in denen Senkrechtfunktionen gebraucht werden, sind die zu den
halbeinfachen Klassentypen hq, ..., hy (siche Tabelle 6). Die analog zu unserem Vorgehen
in Abschnitt 8 definierten Leviuntergruppen L] und L3 besitzen dann Zentrumselemente
aus den halbeinfachen Klassentypen hs, ha, h1 beziehungsweise hy4, hs und hy. Diese liefern
die Senkrechtfunktionen zu den verschiedenen Typen von Lusztig-Serien.

Charaktertafeln fiir CSp,(q), ¢ ungerade, und Sp,(q), ¢ gerade

Die Charaktertafeln fiir diese Gruppen (die von Shinoda [35] und Enomoto [16] berechnet
wurden) lassen sich mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren schnell neu berechnen.
Hier mufl im wesentlichen aufler den Deligne-Lusztig-Charakteren nur eine unipotente
Senkrechtfunktion gefunden und fiir diese hauptséchlich ein Vorzeichen bestimmt werden
(vergleiche Abschnitt 8, Schritt 1). Eine explizite Induktion von Klassenfunktionen wird
nur noch zur Berechnung der Greenfunktionen benotigt (vergleiche Abschnitt 5).

Spezialisierung der Charaktertafeln

Im AtLAS endlicher Gruppen (siche [8]) sind die Charaktertafeln der in dieser Arbeit
behandelten Gruppen in den Spezialfillen ¢ = 2 und ¢ = 3 enthalten. Aus den Tabel-
len 8 und 18 sehen wir, dal aber erst bei Spezialisierung der Tafeln von CSpg(q) fiir
q > 7 alle Klassentypen und Charaktertypen tatséchlich vorkommen. Da schon fiir ¢ = 7
diese Gruppe fast 3000 Konjugiertenklassen aufweist, ist andererseits eine solche Spezia-
lisierung unserer Tafeln nicht mehr sinnvoll. Es ist auflerdem noch zu bemerken, dafl das
Rechnen mit den Charakteren, insbesondere mit den Einheitswurzelausdriicken, durch das
Spezialisieren erfahrungsgemifl kaum vereinfacht wird.
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10 Eine Anwendung in der konstruktiven Galoistheorie

In diesem Abschnitt sei ¢ immer ungerade. Als Anwendung unserer Charaktertafel fiir die
Gruppen CSpg(g) wollen wir eine Liicke in der Arbeit [22] von Héfner schlieBen. Es soll die
Realisierbarkeit der endlichen einfachen Gruppen PSpg(p) mit gewissen Einschrénkungen
an p als Galoisgruppen iiber dem rationalen Funktionenkérper Q(¢) und damit iiber Q
gezeigt werden. (Wir haben zwar nicht die Charaktertafeln fiir die Gruppen PSpg(q) aus-
gerechnet, werden aber sehen, wie wir den Teil der Tafel, den wir benttigen, konstruieren
konnen.) Eine allgemeine Referenz fiir die hier benutzten Methoden ist das Buch [31]
von Matzat. Zur besseren Ubersicht zitieren wir zuerst das verwendete Kriterium. Die
Formulierung entnehmen wir aus der Arbeit [11] von Dentzer, in der analog die Gruppen
PSp,(p) betrachtet werden.

Lemma 10.1 Sei H eine endliche Gruppe mit trivialem Zentrum, und seien Ci,Co, C3
drei Konjugiertenklassen von H mit den folgenden Figenschaften:

(1) Fiir h € Cy und i € N mit ggT(i,|H|) = 1 gelte h* € C1. (Eine solche Klasse heifit
rational.)

(2) Fiirh € CoUCs und i € N mit ggT (i, |H|) = 1 gelte h* € C2 UC3. (Sind Coy und Cs
nicht rational, so heifit (Ca,C3) ein Paar semirationaler Klassen.)

(3) Jedes Elementtripel (hy,ha, hs) mit h; € Cy, 1 = 1,2,3, und hihohs =1 erzeuge H.

(4) Seic; die Zentralisatorordnung der Elemente aus C;, 1 = 1,2,3, und seien x1, ..., Xh
die irreduziblen Charaktere von H. Dann gelte:

h
| H| X5 (C1)x;(C2)x;(Cs)
= . = 1
n(Cy,Ca,Cs) c1C2C3 E:l 5 (1)

(Die Zahln(C1, Cay, C3) heifit normalisierte Strukturkonstante des Klassentripels; sie
gibt die Anzahl der Bahnen von H auf der Menge der Elementtripel (hy, ha, h3) mit
h; € C;, 1=1,2,3, und hihohg =1 an.)

Dann gibt es eine requlire galoissche Korpererweiterung N/Q(t) mit Galoisgruppe H (re-
guldr heifit, dafy Q in N algebraisch abgeschlossen sein soll). Insbesondere gibt es damit
nach dem Hilbertschen Irreduzibilitdtssatz auch eine galoissche Erweiterung von Q mit
Galoisgruppe H.

Sei ab jetzt p = 5,17 (mod 28) und p > 5. Fiir diesen Fall hat Héfner in [22] drei
Klassen C4, Ca, C3 von PSpg(p) = Spg(p)/{£Id} angegeben, die die Voraussetzungen (1),
(2) und (3) von Lemma 10.1 erfiillen. Jede Klasse wurde mit Hilfe einer Matrix aus Spg(p),
die im Urbild dieser Klasse liegt, beschrieben. Mit unserer Tabelle 13 lassen sich die Ur-
bildklassen leicht identifizieren; wir geben ihren Klassentyp und die Zentralisatorordnung
der Elemente in PSpg(p) an:

Klasse ‘ Klassentyp in Spg(p) Zentralisatorordnung in PSpg(p)

Ch 31,0 (PP +1)
Co €2,2,1 p°(p* —1)?
Cs €222 pP°(p* = 1)?
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Als Urbild der Klasse von C wurde genauer ein Element der Ordnung 14 in einem Coxeter-
Torus von Spg(p) (bei uns Tori vom Typ Tig) gewéhlt. Fiir p=3,5 (mod 7) ergibt sich
durch Betrachtung der Torusordnungen, dafl es genau eine Klasse von Elementen der Ord-
nung 14 in Spg(p) gibt und diese damit rational ist (Voraussetzung (1)). Weiter ist zu
sehen, daf die Elemente dieser Klasse regulire Elemente sind und modulo {£Id} mit einer
anderen Klasse zusammenfallen. Daraus ergibt sich die Zuordnung zum Klassentyp und
die Zentralisatorordnung. Mit unseren Reprasentanten der Klassen ¢z 2 1(i1) und c22.2(i1)
von Spg(p) ist sofort zu erkennen, dafl diese (fiir gleiches 1) ein Paar von semirationalen
Klassen bilden (Voraussetzung (2)). Da die jeweils zwei Klassen dieser Klassentypen mo-
dulo {£Id} zusammenfallen, kennen wir auch die Zentralisatorordnung der Bilder in Cs
und C5. DafB jedes Elementtripel (hq, he, hg) mit h; € C;, i = 1,2,3, die Gruppe PSpg(p)
erzeugt, wurde von Héfner in [22] durch Ordnungsabschétzungen mit Hilfe einer Liste der
maximalen Untergruppen von PSpg(p) (aus Kleidman [25]) gezeigt (Voraussetzung (3)).
Aus diesem Schritt kommen die weitere Kongruenzbedingung p =1 (mod 4) und unsere
Beschrénkung auf Gruppen {iber Primkoérpern F,,.

Die Voraussetzung (4) folgt aus der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 10.2 Seip =1 (mod 4) und seien Cy, Cy und C3 Konjugiertenklassen
von PSpg(p) mit den oben angegebenen Zentralisatorordnungen, welche Urbilder in den
Klassentypen c31,0, c2.2,1 und ca22 von Spg(p) haben. Dann gilt

n(Cl, CQ, Cg) =1.

Beweis: In Abschnitt 9 haben wir uns schon iiberlegt, wie sich die irreduziblen Charak-
tere von CSpg(gq) bei Einschrinkung auf Spg(gq) verhalten: Sie sind entweder irreduzibel
oder besitzen zwei irreduzible Konstituenten. Ein Charakter x von CSpg(gq) bleibt genau
dann irreduzibel, wenn er ungleich dem Produkt x - x1,1((¢ — 1)/2) ist. Dabei hat der
lineare Charakter der Ordnung zwei x1,1((¢ — 1)/2) auf den Klassen C' von CSpg(g) mit
Multiplikator A(C') € FX\ (F)? den Wert —1 und sonst den Wert 1.

Weiter sind die irreduziblen Charaktere von PSpg(¢) durch die irreduziblen Charaktere
von Spg(q) gegeben, die auf +Id und —Id gleiche Werte haben (vergleiche die Diskussion
der Gruppen PCSpg(¢) in Abschnitt 9).

Zuerst betrachten wir die Klasse €. Klassen aus CSpg(q) vom Typ c31 9, die in Spg(q)
liegen, spalten in Spg(g) nicht auf. Hat also ein Charakter von CSpg(g) auf den Klassen
dieses Typs den Wert Null, so gilt das auch fiir die Konstituenten des auf Spg(gq) einge-
schrinkten Charakters. Diese Charaktere von CSpg(q) liefern damit keinen Beitrag zur
gesuchten Strukturkonstanten. Nun wissen wir aus der Charakterformel fiir die Deligne-
Lusztig-Charaktere Rr_clf’ 0, dafl diese nur auf solchen regulédren halbeinfachen Klassen Werte
ungleich Null annehmen kénnen, die Vertreter in T haben. AuBerdem haben die Senk-
rechtfunktionen von CSpg(q) auf allen halbeinfachen Klassen den Wert Null. Fiir unsere
Betrachtungen brauchen wir hier also nur die Charaktertypen aus Tabelle 23 herauszu-
suchen, die mit Hilfe von Deligne-Lusztig-Charakteren von Tori vom Typ Tio gebildet
werden (in unserer Notation R; 19 oder R;jo%). Es gibt nur 13 solche Charaktertypen,
und wir halten in Tabelle 28 die Werte ihrer Einschrankungen auf Spg(g) auf den Klassen
{+1d} = ¢1,0(0), {—1Id} = c10((g—1)/2), c2,2,1(0) und c31,0(i1) fest (die Werte auf ¢z 2 2(0)
sind gleich denen auf ¢ 21(0)).
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Fiir die Charaktertypen xs.1, x3.3 und x3 5 sind bei¢ =1 (mod 4) die Werte auf +Id
verschieden, so dafl sie keine Charaktere von PSpg(q) liefern (zum Gliick fiir uns, denn
diese eingeschriankten Charaktere sind nicht irreduzibel).

Die Charaktere xs34,1(k1,k2) von CSpg(q) liefern fiir gerades k; Charaktere von
PSpg(q). Wenn wir aber nachweisen, daf§ ihre Einschriankung auf Spg(q) irreduzibel ist,
dann bekommen wir auch hier keinen Beitrag zur Strukturkonstanten, weil die Werte auf
2,21 Null sind. Dazu betrachten wir die Werte von xa4,1(k1, k2) auf den Klassen ¢ 2(i1, i2):

i1 k1 ~io k1 ~io k —i1 k1 fiok io k
_fil 1<§2 1G2 2_51 71 1(%2 1qG2 2

Nach dem Kriterium am Beginn dieses Beweises ist die Irreduzibilitit der Einschrankung
von X34,1(k1, k2) auf Spg(q) gezeigt, wenn wir nachweisen, dafl dieser Wert fiir ein unge-
rades i9 nicht Null ist (fiir ungerades io hat der lineare Charakter der Ordnung zwei von
CSpg(gq) den Wert —1 auf cg2(i1,42)). Das ist genau dann der Fall, wenn der Quotient

der beiden Summanden,
k1 (2i1—io)
1 ’

ungleich —1 ist. Wire dieser Ausdruck gleich —1, dann gébe es ein ungerades [ € Z mit

el

by

k1 (241 —i9).

Das kann aber nicht sein, denn wegen ¢ = 1 (mod 4) steht auf der linken Seite dieser
Gleichung eine ungerade Zahl, wihrend das ki auf der rechten Seite als gerade voraus-
gesetzt war. (Wir sehen an diesem noch einfachen Beispiel, dafl es im allgemeinen nicht
leicht ist, von einer Einschrinkung auf Spg(q) festzustellen, ob sie irreduzibel ist; oft ist
dies mit aufwendigen Fallunterscheidungen verbunden. Dies gilt in gleicher Weise, wenn
wir unsere MAPLE-Programme zur Berechnung der Norm der eingeschrénkten Charaktere
benutzen.)

Jetzt betrachten wir die Charaktertypen xo1, X9,2 und X9 3. Diese liefern auch fiir ge-
rades k; Charaktere von PSpg(q). Der Nachweis der Irreduzibilitét der Einschrénkungen
auf Spg(q) erfolgt wie im oben vorgefiithrten Beispiel (hier ist es giinstig, die Werte auf
¢31,0(71, i2) mit ungeradem iz anzusehen). Rechnen wir nun fiir feste Parameter ki, ko den
Beitrag der Charaktere x91(k1, k2), x9,2(k1,k2) und x93(k1, k2) zur gesuchten Struktur-
konstanten aus (mit den Werten in Tabelle 28), so sehen wir gleich, daf diese sich jeweils
zu Null wegheben.

Beachten wir jetzt, dal die Charaktere xi,(k1) von CSpg(q) fiir alle k; die gleiche
Einschrénkung auf Spg(¢) haben (sie unterscheiden sich um die linearen Charaktere von
CSpg(q)), so bleiben jetzt nur noch die Einschrénkungen der unipotenten Charaktere
x1,1(0), x1,2(0), x1,5(0), x1,8(0), x1,11(0) und x1,12(0) zu betrachten. Diese sind irredu-
zibel (siehe die Werte auf cp5 in Tabelle 26 oder Digne-Michel [13, 13.20]), und somit
konnen wir nun aus Tabelle 28 und den oben angegebenen Zentralisatorordnungen der
betrachteten Klassen die gesuchte normalisierte Strukturkonstante ausrechnen (jetzt mit
q = p). Das Ergebnis entspricht der Behauptung. O

Das Kriterium in Lemma 10.1 liefert jetzt folgenden Satz.
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Satz 10.3 Fiir eine Primzahl p > 5 mit p = 5,17 (mod 28) gibt es eine regulire ga-
loissche Korpererweiterung von Q(t) mit der Galoisgruppe PSpg(p). Insbesondere gibt es
eine galoissche Korpererweiterung von Q mit dieser Galoisgruppe.
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Tabellen

In diesem Anhang werden alle Tabellen und Tafeln der Arbeit gesammelt. Am Schlufl der
Uberschriften ist jeweils in Klammern die Textstelle vermerkt, zu der die Tabelle gehort.

Tabelle 1 Beschreibung der erzeugenden Elemente s;, 1 < ¢ < [, der Weylgruppe W
vom Typ C;. Als Automorphismen von X und Y schreiben wir sie mit Hilfe der gewéhlten
Z-Basen und als Elemente von N(T)/T beschreiben wir ihre Wirkung bei Konjugation
von Toruselementen: *h(Aq,...,N\) im Fall G = Spy(K) und *h(Aq,..

G = CSpy;(K) (Bemerkung 1.3(c)).

W s;fir1l<i<i-—1 s
in Aut(X) i Gt e — —€
: €itr1 > € 5 5
G = Spy(K) €j + € sonst € € somst
in Aut(X), Zi H:Hg € —€ + €141
11 . A .
G = CSpy(K) é; — & sonst €1 €5 sonst
e; — eé;
in Aut(Y) ' o € — —€
) €i+1 — €;

G = Spy(K) €j — e; sonst €j = €j sonst
] €; = €i+1 € — —¢€
1(2 éu(tj(sy)a K €it1 — € €41 — e+ e

= CSpy (K) e; — e; sonst e; > €; sonst

Parameter \;
als N(T)/T, ! _
G:S(p)éK) und )\i+1 h<)\1)"'7Al*17)\l 1)
2 werden vertauscht
als N(T)/T Parameter \;
G — CSp (i{) und >\i+1 h()\la IR Al*lv )‘)‘l_la )‘)
2 werden vertauscht
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Tabelle 2 Konjugiertenklassen in der Weylgruppe W vom Typ C3. Angegeben sind die
zugehorigen Doppelpartitionen, Représentanten w;, die Zentralisatorordnung von w; in W

und die Ordnung von TP im Fall G = Sps(q). (Satz 3.1)

Typ T | PR w, (Clwi)| | ITF] in Spy(q)
T (111, -) 1 48 3
T (11,1) s3 16 P2
Ts (12,-) s1 8 Pigo
Ty (1,11) 89835953 16 b1 02
Ts (2,1) 5183 8 P13
Ts (1,2) 5283 8 P104
17 (3,-) 5182 6 P13
Ty (—,111) | 518281535281535283 48 3
Ty (—,12) 8152535283 8 P24
Tho (—3) 518253 6 P296
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Tabelle 3 Parametrisierung der Elemente der Tori TZF — T in den Gruppen
CSpg(q) und Spg(g). (Satz 3.1).

Typ T ? in CSpg(K)
T ) in Spg(K)
o {fl(j17j2,j3,j4) h( SSRGS J4)\0<J17J2,J3 J4<q—2}
U G gy = 0 () 10 < s < a2
. {t200,3233,0) = 1 (I G2 €00 ) 10 < Gudann <= 2,0 < s <
| taluo gy =0 () 10< g1 <a—2,0< s <a)
TF {ts(jl,jQ,j?,) h( ! 3jl,~{27~fa)\0§j1Sq2—2,0§j27j3§q—2}
’ {t3(j17j2) h(j1 2qj171>|0<]1<Q*2 0<j2<Q*2}
o | {00 = 1 (G EPGNE G ) 0 ds < a=2 0< s < 0]
Y g ) = 0 (@8 10< i <q-2,0< ods <a)
| {tstindea) = b (GG Q) [0S <=2, 02 da S 0.0 < da < -2
T s =0 (G ) o< <@ -2,0< o <q)
T {tG(jlaj%jS) = ( &g, 69 NS””E{B) 10 <71,j3<q¢—2,0<j2 < q2}
U el g) = n (8@ ) [0 <a-2.0< <)
. {trG1,2) == 0 (G C ) 10 i< —2,0< o < g2}
T {6 =0 (@ E ) 10 < < o - 2)
- {tsi1, 2. s ) —h(é“” PP P ) 10 < Gdans S0, 0 a < a2}
i {ts(j17j2,j3) 1=h< " fjs)|0<j17]27j3<Q}
o | {le) —h(fj“%s,&”“‘”s )10 < 0<)2 <0< js < q -2}
" ety =0 (& qu,é”)IOSjléqQ,Oészq}
o i) = (& iy & G 0 < <ot 0 < da < -2
10 {tlo(ﬁ) =h (?;1, ~§j1, }‘f jl) |0<j1 < q3}
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Tabelle 4 Repriisentanten maximaler Tori in der dualen Gruppe G*f”. Hier werden die
Elemente aus T} := (X @z Q,/Z)F™) parametrisiert (Satz 3.2).

Typ | (X €2 Qy JZ)F) in CSpy(K)
(X ®7 Qp/Z) ) in Spy(K)

S1 11712713514 ( b . 131 l_41>|O§l13127l3vl4§q72}

q—1°q—1° g—
) 0<1y,00,03 SC]—2}

T ,
S1 11,12,13 =S (71

ls

sa(l1,l2,13,14) ( qlfl)\0S117127l4§q—2,0§l3SQ}

*
T2

(1
sa(l1, 1o, 13) S(qllaqzl, S| |0<11712<Q*2 0<l3<€I}
(1

T3

! Ll
e {83 1,02,13) : 8<q21_1»qq_17q217q 1>|0<11<q -2, 0<l27l3<q_2}

s3(ly, o) - (;11, qlll,q1)|o<11<q—2 0<l2<q—2}

i sa(l1,l2,13,14) S(qll i, e, it )|0§11754Sq—2,0Sl2,l3§(J}
sa(ly, o, Is) - s(qlll,q:ﬁl,q+l)|0<ll<q—2 0< 1,15 <}
s5(l1,12,13) : 8<qzll_1»qgl_117qﬂflqul2_1+ql_31)\

T:F 0<L<@-20<b<q0<l<q-2)}
{55 I, lo) : (J;l, qlll,q+1)|0<ll<q -2, O<Z2<q}

- {56 I, ls,13) : s(q%l,qgljl, T aR T oL )|O<ll,13<q—2 O<l2<q}
{sote) i=s (G #20, #47 ) 10S < g —2,0< 1 < ¢}

e {s1(,82) ; (qglil,qfia,qzil L)0<h<¢*-2,0<h<q-2}
{57 (3111,‘1 ; 0§11Sq3—2}

i {58 l,l2,13,14) : S(qlﬁ,qlﬁ,qlﬁpllﬂiﬁb—F >|0S11712,Z3SQ7OSZ4§(1—2}
{ss 11,12, 13) : s(qgl,qul,w)|0<zl,12,z3<q}
{59 lilay ) = s (qgliv ’-’lilv ql+1> (q 2+1l)1(q—1) + q2li1 + %) |

T 0<h<¢%0<b<q0<l<q—2}
{59(11,@)::5(3&1, l-1|-17q+1>|0<ll<q 0<12<q}

T {510(11712) = Sqq T 7 TrED %) [0sh<¢’0slk<q- 2}
{510(11) ;:s(;gfl,qgg : 3+1)\0<11 < }
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Tabelle 5 Interpretation der s;(ly,...) aus der vorigen Tabelle als

r

Charaktere 0;(ly,...):

P Qp/Z. Verkniipft mit der Einbettung ¢ : Qy/Z — C*, © — ¢Z5" liefern diese
1e Irreduziblen komplexen araktere der I'; . (datz 3.
die irreduziblen kompl Charaktere der T, (Satz 3.2
Typ 0;(I1,...) : T? — Qp/Z in CSpg(K)
0;(l1,...): T{ — Qp/Z in Sps(K)
i +jala+jsla+ial
¥ 01(l1, 1o, I3, 1a) = t1(j1, o, 3, ja) > BTl
S li+j2la+jsl
0111, 12, 13) = t1(j1, o, ja) — LAFRIEIG
0211, 12,13, 14) = ta(j1, j2, j3, ja) — Jilitjolotjala + —Jjsls + qa4l3
TF RS 1 J25J3 q—1 q+1
2 L . .
O2(l1,12,13) = t2(j1, j2. J3) — jll;ﬂm + qu?
<o | 031,12, 13) = t3(1, g2, J3) = hll + ]7212+‘7313
T
10511, 1) + a1 ) o ng
~ P 94<l 127 l37 l4) (j17327]37j4) ]1l(1]i'j4l4 + _J2(l12+ isls + qj4l;2+_qi]4l3
Ty
L j l —jala—73l
O4(l1,12,13) = ta(jr, J2, J3) = 757 + =227
o O05(11,12,13) = t5(j1, 2, 43) — jlhjq]gl? + ;f% + (];?)Tlsi
5 ] l —jal
O5(11,12) : t5(j1, j2) = 55 + 1
O6(11,12,13) : te(j1, jo ]3) J1l1+]313 + —Qlez + a3jsla
Té«“ ’ 125 q— ?+1 1 (¢®+1)(g—1)
J1l1 —tmlz
O6(l1,l2) = t6(j1,2) — 757 + -
. 07(11,12) : t7(j1,7 ) 3111 + J2l2
T
O7(11) = t7(j1) —
TF 98(l 127 l37 l4) (]17]27]37]4) ~nh qJ—EZZ ~isls + j4l1+;4i21+‘7413 + j4l4
8 S _
Os(l1, 12, 13) : ts(ju, 2, j) o —LO2p2=ol
. . . —_ y —7 3 E
T O9(l1,12,13) = to(j1,J2, J3) — gﬂl + qf? + (qzifﬁlg_l) + quQ + “l“
9 o ! —jal
Oo(l1,12) = to(j1,j2) — quﬁf + 5
. —q%j1l 5 jal jol
TF 910(l1712) : th(]lv]Q) = ;3i111 + (qgilj)z(;_l) + ;2T21
10 . —q?j
010(l1) := t10(j1) = jsiiﬁll
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Tabelle 6 Parametrisierung der halbeinfachen Klassentypen in Gruppen vom Dynkin-

Typ Cs (Satz 4.3(a)).

Typ IT w (Fw™1) auf II | Dynkin-Typ (I, w)
hy {a1, ag, as} 1 - Cs 1
hs {ag, a3, —ap} 1 — Ay + Cy 1
hs {ag, a3} 1 — Cy 2
hy {ag, a3} 8189838281 — Cy 2
h5 {al, Ozz} 1 — Ag 2
he {a1, a2} 535951535253 g; : gi 24, 2
hr7 {a3, —ap} 1 - 24, 4
hs {ai,as3} 1 - A+ Ay 2
ho {az, —ap} 898389 - 24, 4
hio {a1,a3} 5951838251535 - A+ Ay 2
hi1 {as, —ag} 5183525183 _gg : ;3040 2(24) 4
hi2 {az, —ap} 535951535253 _gé : C_ygao 2(2[11) 4
his {az} 1 — A 8
h14 {041} 1 — Al 4
his {as} 595359 - Ay 4
hig {as} 51 — Ay 4
h17 {041} S3 — A1 4
hig {a1} 59515352515359 — Aq 4
hig {as} 5159515352515359 — Ay 8
hoo {as} 59535951 — Ay 4
ho1 {a1} $951535251535253 — Aq 4
haso {} 1 - - 48
h23 {} 83 - — 16
hay {} 51 — — 8
has {} 52538283 - - 16
hog {} 8183 — — 8
h27 {} S$9283 — — 8
has { 5182 — — 6
hag {} 515281835251535253 - - 48
hs3o {} 81898389283 — — 8
h31 {} 515283 — — 6
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Tabelle 7 Isomorphietypen der Zentralisatoren halbeinfacher Klassen in CSpg(g) und
Sps(q) (Satz 4.3(b)). (Mit CU,(¢?) bezeichen wir die Gruppen {A € GL,(¢*)| A =
MF(A)7'] fiir ein A € Fy}.)

Zentralisator in CSpg(q)

Typ Zentralisator in Spg(q) ‘CCSPG (2) (s)‘
CS;
ha Sp:)(f]()q) ¢’ P13 p3pads
{(A, B) € GLa(q) x CSp,(q)| det(A) = A(B)} 5 04 43
"2 | S (g) % Spi(a) Tor0a0n
ZQ*l X Csp4(q) 4 44 42
h3 Zy 1 % Spy(9) 4 P10304
h {(1, A) € K* x CSpy(q)| p?*' = A(4)} 44343
4 Zgsr X Sp4(q) q P19504
GL Z—
s GLzEZ; o ot
CU 2
| o (f) ) P62 6306
L {(p, A, B) € Zy—1 x GL2(q) x GL2(q)| det(A) = det(B)} 2152
" | Zy-1 x SLa(q) x SLa(q) 19192
GL GL
h 2(¢) x GLz2(g) R

GL2(q) x SLz(q)
L {(p, A, B) € K* x GLa(q) x GL2(q)| u?*! = det(A) = det(B)} 24353
| Zgs1 x SLa(q) x SLa(q) T

{(4,B) € CU,(¢?) x GLa(q)| A(A) = det(B)}

h 2.3 14
10 Uz(q2) y SLQ(q) q 193
JA) € Zy_y x GLy(¢?)| det(A) € F
poy | 104 € 2oy x GLa()] det(4) € Fy) 2ot
kommt nicht vor
hia {(1, A) € K* x GLo(¢?)| p?™" = det(A) € F,} P20,
kommt nicht vor 172
/e /e GL
hyg | a7t Da1 X 2(4) qdi oo
Zq—l X Zq—l X SLQ((])
Z— /o GL
h14 a1 fa-1 X 2(q> Q¢A11¢2
Zq—l X GLQ((])
h {(11, 2, A) € Zy—1 x K* x GLy(q)| pd™" = det(A)} #02
15 Zq_1 X Zq+1 X SLQ(q) 19192
Lg2_1 X GLQ(C])
hig | ! 993 ¢3

Zq2 —1 X SLy (q)
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Fortsetzung

Zentralisator in CSpg(q)

P | entral
entralisator in S
{(p1, 12, A xpﬁ(q) Cespy()*)
yn | L2 A) € B X Gl ()] ™ =
Zq+1 X GL2(q) ? a lul}
s
his Zq-1 % CU)
Zq—l X Ug(qQ)
993 b3
By | Lk p2, 4) € K* x K* x GLy(q)| pd* = p*?
Zor ¢ By % SLa(a) T+ — 0T = det(A)}
99363
h2o {(11, A) € K* x GLa(q)| p"+! = det(A
Zg211 % SL2(q) ) 2
491 P204
hoy {(n, A) € K* x CUs(¢?)| pat = A(A)}
Zgs1 x Us(q?)
213
. 99795
hoo }: Zq—1 X Lg—1 X Lg—1 X L1
T, E22qg1 X ZLg1 XL
— q—1 q#11
T, =
hos T2F Zg—1 X g1 X Lg—1 X Lq1
=7
2 q—1 X qul X Zq+1 3
- P12
hoy ‘; = Lg1 X Lg-1 X Lgp—1
T3 = Zq—l X L2
q*—1 ¢3¢
TP ~7, %7 =
has TF = qul g-1 X Lqt1 % Lgt
TA; = ZLg—1 X Lgt1 X Lga ¢103
hae ; = Lg—1 X Lo X Lgrs
T5 = Zq-i—l X L2 —
g?—1 ¢2¢2
—— 192
har f, a=1 X Lq—1 X L2 41
T6 = Zq_l X Zq2+1
bio
— 194
hag ;_ a=1 X Lo
T7 - Zq371 2
1o
— 193
hag Ti“ = Zq—l X Lar X Lyys X Lot
g =
TF q+1 X Zq+1 X Zq+1 ¢1¢§
hso ?: = Zg—1 X Lgp1 X Lo
T9 = Zq+1 X Zq2+1
T G1¢204
h31 0 g—1 X Zq3+1
G1p206

F
TlO = Zq3—i-1
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Tabelle 8 Représentanten halbeinfacher Klassen der Gruppen G = CSpg(g) mit unge-
radem ¢ (Satz 4.3(c)).

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
) D1 i1 A 24 —
hy(in) = R(¢, G0, G 0T i1=0,...,4-2 g-1
hoiy) = h(@1,EAF7D/2 gt e /2 2, =0, a2 P
i9g =0,...,9—2
o Ji1 zig zig 324 o _ 1 )
h3(i1,ip) = h($;1, §(2, 812, 80") =0 ra=2 3(a—1(a—3)
i1 ¢i2,12+T
i9g =0,...,9—2
o Siq 22149 xig zig 21 S 1 Y
hy(ir,ig) i= h(§1C5 2,82, 82,80 i1=0,..a a1 5(a—1)
i1 # ig, ig + ]
q—3
ig = 2r, r =0, y T
i1 =0,.. ,qff
. . . . . q
i in) = B(EYL FT1 F1 F2 i1 #F T+ 5 1o, —
hg(ig,ig) == h({H OGN G G%) o 2 5(¢—1)(¢~-2)
ig=2r+1, r=0,..., 952
i1=0,...,9—2
iQ:QT,T:O,HA,q%B
i1 =0,...,q
he(iq,ig) i= h(ELE2 Fagie Fi1gia Fiay i1 ;tr,rJr—q;l Llag—1)
6101, 02) 1= ALe 7 6oTs 817 6o™h 6176070 6 und 2
X -3
12:2r+1,r:0,...,qT
i1 =20,...,q
i1 =0,...,9—2
o Zi1 zig zip+(q—1)/2 224 i =0 ... q— 1
hy(in,ig) = n(EL, &2, gaHa"1/2 @2, 2=0..,4-2 1a-1)@-3)
iz#i1,i1+qT
ig=0,...,q—2
o Ji1 ziq zig 24 i _ 1
hg(i1,in) i= h<<11’<11’412’cl 2y i1=0,...,9 q2_1 5(a—1)(q —3)
i] # i, 12 + T5—
i1=0,...,9—2
o si1 ig 2241 zi14+(g—1)/2 24 i — 1 2
ho(iy,ig) == A(CIL, 2821 ghitla=1)/2 g2, i2 =04 Ta-1)
1081 G2 1 1 i £ iy, iy 4 9E1
2 711, i1 + 5
i9g=0,...,9—2
o Siq 2149 i 2249 sig 221 S 1 Y
hio(it,ig) i= k(&1 ¢y 2, 611652, 02,60 1=000a Fa—1
11#i2,i2+qT
o 24141 zig _2i14+q 2i7+1 i1 =0,...,9—2 1 2
h11(iy,ig) s=h(py 177, 82,57 1T, T in=0,....,q—2 F@—-1)
o 24141 zig:2i1+1 _2i1+q :2i1+1 i1=0,...,q—2 1
hig(iy,ig) s=h(py 177, &2 T 57T T ig=0,....q F@-@+1)
i3 =0,...,9—2
i9g =0,...,9—2
o siy g iz 23 ig # ig, i3 + Lot )
h13(i1, i, i3) = h(¢1, 62, 3,603 =002 gl@a—1(a—3)(a—5)
. . . q—1
iy # 143, i3 + 5=
i1 # ig, 2ig — ig
i3:21",1":0,4“,§
i2:0,“‘,q—f
i27ﬁr,'r+q%
i1:0,...,qff
iy sip zig G i F T T+ I 1, a2
h14(i1,ig,i3) i= h(¢ 1, ¢1, G2, 803) iy gy 2r — 1o $@—1)(¢—3)
und
§3:37'+1, 7-:20,...,—‘1;3
ig =0,...,9 —
i1=0,...,q—2
i1 #ig, 2r + 1 —ig
113:3,...,q72
i9 =0,...,q
L =11 zi9 z213 i3 21 . P q+1 1 2
hig (i, i, ig) = h(C1, 628518, 83,87"3) i # i3, i3 + L5 1@—1%(q-3)
1 172 1 1 i1 =0,... q—22
il#i37i3+%
i9g =0,...,9—2
i1=0,...,¢2 -2
L L s11 2qi] rig 219 ) ) 2 1, _ 1\3
h1g(i1,i2) = h((y s Gy ~5¢1% 0 %) 11:12(q+1),22(<1+1)+4‘721 1la—1)
i1 #(@+ 1), 1=0,...,9—2
i1 #2ig+(q—1)I, 1=0,...,q
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Fortsetzung

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
i3:2r,r:0,4..,%
i9g =0,...,q
ig;ﬁr,r«‘ﬁiq;l
) ) L ) i1 =0,...,9—2 1 3
P =11 =t =19 =1 =1 _
hy7(in,ig,ig) := h(C), &1, €123, 80%) i1 # T+ qu 1@—1)
und
ig=2r+1, r=0,..., 952
i9=0,...,q
i1=0,...,q—2
ig =2r, 7 =0, ,%
i9g =0,...,9—2
7,2737‘,7”+qu
. . . . . . i1 =20,...,q ) 5
. . . =1 =1 =1 =1 =1 =1
h1g (i1, ig, i3) := h(€1C3, 1183, 012, ¢13) i # o+ T 1(@-1)
und .
ig=2r+1, r=0, ,%
i9=0,...,q—2
i1=0,...,q
ig=0,...,q—2
i9g =0,...,q
. . . . . . . . g+1
L i1 22149 ~i9 =243 ziq 21 ig # i3, i3 + 5 1 2
hig (i1, ig, i3) := h(§1¢5 "3, 1285 73,63, 0™ ir=0..50¢ ° g@a-1%@-3)
) S 1
11;&13,13-4-%
i1 # o, 2ig — ig
i9g=0,...,9—2
o si1 249 zqiq 2qig zig 21 - 2 1 2
hoo(i1,ig) i= h(éyl iy "2, &3y 12,832,872 =000 5 ta-12@+1)
) ) ) 1
i1 # ia(a +1), in(q +1) + L5
i3:2r,r:0,4..,%
i9g =0,...,q
ig # —T, 77'+qT+1
i1 =0,...,q
. q+1
o £i1 3qi3 i1 zqi3 Fig zqiz i iy # -, —r ot S 1 3
ho1 (i1, i, i3) i= k(€1 03, 1163, €1285°3, %) i) # igy —(2r + ig) Fa—1)
und
ig=2r+1, r=0,..., 952
i9g =0,...,q
i1 =20,...,q
i1 #ig, —(2r + 1+ 1ig)
ig=2r, r=0,..., 952
i3 =0,...,q—2
i3;£r,'r+7q§1
i9g =0,...,9—2

o sy rig iz A
hag (i1, ig, i3,44) i= h($1, C2, 83, 0

iz;ﬁr,r+%

ig # i3, 2r — i3

i1 =0,...,9—2

i1 # T, 7'+%

i1 # i3, 2r — i3, i9, 2r — iy
und

5(a—1)(a—3)(a—4)(g—5)

ig = 2r +1, q«:o,...,%

i3 =0,...,9—2

i9g =0,...,9—2

ig # 43, 2r + 1 — i3

i1 =0,...,9—2

i1 # i3, 2r+1—1ig, ig, 2r+1—ig

14 = 27, 7‘:0,.4.,¥

i3 =0,...,q

13#1",7“-0—%1

i9g =0,...,9—2

7,2737‘,7'4»%

i1 =0,...,9—2
ho3(i1,ig, g, ig) == h(CH, (12, €384, 1) iy £+ L -1 -2)(a-3)

i #ig, 2r —ig

und

ig =21 +1, r:O,...,%

i3 =20,...,q

ig=0,...,9—2

i1=0,...,9—2

iy # g, 2r + 1 —ig
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Fortsetzung

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
i3:2r,r:o,4..,%
i5=10,...,q—2
7;2#T’T+(1;71
i1=0,...,42 -2
-1
i1 =r(g+1), r(¢+1) + *=
i1# (@+ 1), 1=0,...,q—2
. . . . i1#2r+(qg—11,1=0,...,q
i1,19,1 L, ¢ c2.¢ 1 2
hoa(i1, iz, i3) == h((3L, 31, 812, O13) wd s Ltaa-12@-3)
ig=2r+1, r=0,..., 55—
i5=10,...,q—2 2
i1=0,...,42 -2
i1 #(@+1),1=0,...,9—2
i1 #2r+14+(q—1,1=0,...,q

iy » Cri(atD)

) 2r+1 1 2_q
iy 2 Cri@ED | g%

i4:2r,r:0,4“,§
i3 =0,...,q
) 1
7,373r,7'+7q-5
i9g =0,...,q
} 1
12¢T,r+%
o si1 rig zig ig zig xi ig # i3, 2r — i3 1 2, 9
hos (i1, ig,43,44) = h((L, €284, €382, 0% i1 =0,...,q—2 T6(a — D7 (¢" —3¢+4)
. q—1
ll#T,T+T
und
i4:2r+1,r:0,...,—q;3
i3 =20,...,q
i9g =0,...,q
ig # i3, 2r+1—izi] =0,...,q—2
i3:2r,r:0,4“,§
i9g =0,...,q
) 1
7,2737“,7"4»%
i1=0,...,4°2 -2
-1

ip=r(g+1), g+ 1)+ *=
i1 #(q+ 1), 1=0,...,q—2

. ) L ) i1 #2r+(q@—11,1=0,...,q

L =11 zqi1] zig xi3 xi 1 3 2
hog (i1, 32, i3) = h(GL, E0, £2853,803) und 3 gl@a—1(¢" —2¢" —g—2)

i3:2r+1,7‘:0,“.,qT
i9g =0,...,q
i1=0,...,¢2 -2
i1 #(@+ 1, 1=0,...,9-2
i1 #2r+14+(q—11, 1=0,...,q

i # (27‘+1%(L1+1)

@r+D(a+D) | ?—1
2 2

i1 # S

13:2r,7‘:0,.4.,q%

P 2

i9 =0,...,q

2

. 1

ig # r(q+1), r(g +1) + L5

i1=0,...,9—2

o o i1¢TaT+q%l )
. . . 1 19 1 Q19 .qt =1 1

hor(it,igsig) == R(Y, E27,3, €52 703, &13) und ) o g ta+D@-1%a-2)

13 = 271 »y r =0, 5

i =0,...,¢2

. 2 1 1

iy # QriltD)

2

. 2 1 1 1

12#(r+%(q+)+q2+

i1 =0,...,9—2

i9g =0,...,9—2
has(in, iz) = h(EL, 371,801 &) i1=0,...,4°—2 La(a+ 1) - 1)
28(i1,1%9) : 363 C3 a6 i?ﬁ(q2+q+1)ll70 s

1 , L=0,...,9—
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Fortsetzung

Definition

Parameterbereich

Anzahl der Klassen

11 zqiq 19 zqt4q 13 zqQigq =t
hog (i1 ig, i3, i4) i= h(E]1 34, £1285%, £13¢04, 834

iy = 2r, r:O,”.,%
i3 =20,...,q
i3 # —r, =7 +
i9 =0,...,q

. 1

ig # —T, —r+%

ig # i3, —(2r +i3)

i1 =20,...,q

. 1

i1 # —r, 7'r+%

iy # i3, —(2r+i3), i2, —(2r+i2)

g+1
2

und

ig =2r +1, T:O,...,%
i3 =20,...,q

i9g =0,...,q

ig # i3, —(2r + 1+ i3)
i1=0,...,q

i1 # —r, =7+ %1
i1 ;ﬁig, —(2T+1+i3)
i1 # i9, —(2T+1+i2)

ﬁ(q ~12(g-2)(¢—3)

L =1 13 zqi1 -qi3 zig zig =zt
h3o (i1, ig,43) := h(€t a3, &5 1y 3, &2053,0%)

ig=2r, r=0,..., 952
i9g =0,...,q

. 1
12;&r,r+—qJ2r

i1 :(J,...,q2

2
i #r(@+ 1), rg+1) + T

und

ig=2r+1, r:O,...,%
i9g =0,...,q
i1 =0 g2

L=0,..,
PPANCIER VIZESY

) 2r+1 1 24
“#%Jr%

Lo+ 1) -1)?

L X . 2. 2. .
S i1 .19 zqi1 -qi9 =q<i1 .q“i9 xi
ha1 (i1, ig) i= h(§ a2, &3 ng"2, &5 Lag "2,402)

i9g =0,...,9—2
i1=0,...,¢°
i) # qig (a2 —q+1)l, 1=0,...,q

Ltata+1)(g—-1)?
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Tabelle 9 Représentanten halbeinfacher Klassen der Gruppen G = Spg(g) mit ungera-
dem ¢ (Satz 4.3(d)).

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
) i1 i A ) —1
hy (i) == h(¢h, 6, ¢ i1 =0, 5= 2
] Zi1 ri1+(a—1)/2 zij+(g—1)/2 T g1
ho(iy) = h(&1, E (¢=1)/ & (a=1)/2, i =0, 45 9
_o 41
o ig =0, L=
P i1 z19 =z S _
h3(i1,ig) = h(C1, C 2, 82) 1=0."q-2 q—3
i1¢i2112+qT
_o 41
o si1 32 sig sig 20z
ha(iy.ig) = h(E]1E5"2,812,87%) 1=0..ha q—1
11¢i2,12+qT
. i1 zt1 xt i1 =1, ,q— 2 1
hs(in) == h(¢Hh, ¢ G iy Ok 3(a—3)
D —1
N si1 Fi1 Fip 1 ’ 2 q lig_1
he(i1) :=h(§;7, &7, 67) i # qgl 5(a )
i1 zip zit(a—1)/2 i1 =0, T2
. . =1 =1 11+ (g— R _ 1
h7(iy,ip) o= R(E}1, 12, &Y ) i2=1..q=2 1a-3
12?5%
_o a1
. Fi1 i 2 22:87 24-2
hg(in, i) = h(C;7, ¢17s G%) 1=0,...q a—3
. . q—1
i1 #ig, i2 + S5
i1 zig 22147 riq1+(g—1)/2 i =0, 43 1
. . = 19 241 =1 — ; —
hg(i1,i9) o= R(E)}, €128, *1, &1 ) 2=0-.00 3(@—1)
ig # i1, i1 +
o i e ig = 7(1571
. . 11 =41 11 74 1 = ; —
h1o(i1, i) = h(§11C2 2’51142 2’<12) i1=0,..7,q - g—1
i # g, i + L=
) —1
i3 =0, 1=
ig =0,...,9—2
o si1 zig i ; o -1 1
h13(i1sig,i3) := h({}, &2, ¢3) i #Olsa iz + q7 7(@—3)(a—5)
i1 =0,...,q9—
) S -1 )
i # i3, i3 + L5=, ig, —ip
ig=1,...,9—2
. . . . q—1
. . =1 =1 P23 127&7 1
hi4(insig) = h(CL, G, 82 21,2 g2 I@=3)(g-5)
ip # 5=, ig, —ig
i3 =0, ‘1571
. . ) i9 =0,...,q " .
. . . ~1 19 41 =7 . . .
hi15(i1,149,13) = h(c117512<2 3»C13) .127£13,23+q? j(qfl)(q73)
i1 =0,...,9—
. q—1
i1 # 13, i3 + S5
—1
ig = 77‘12 ,
) ) ) i1 =0,...,¢° =2
Nt B L ) 2_ lig—1)2
hig (i1, ig) i= h(Cy Gy 5 ¢1%) i = ig(g+ 1), in(q+ 1) + L5t 3(@—1)
i1 #@+ 1L 1=0,...,9-2
i1 #2ig+(¢q—1)I, 1 =0,...,q
i2=1’~+~1-7q
o . q
N 1] zi1 g ig # 15— 1, _
hy7(iy,ig) = h(C1, ¢ 64%) i :17,2,1,7(1,2 Tla—1)(a—3)
il#%
ig=1,...,9—2
S : -1
hyg(i1,ig) i= h(£1, 1, &2 iz # 5= 1a-1@-3)
18(i1,42) == (&1 ’51 ,Cl ) i1 =1,".,q 71\ q
g+1
i1 # >
iz =0, q%l
o .y ) ig =0,...,q o
L s 72143 zi9 z21i3 xi . . . 1
h1g(i1,i,i3) := h(§;1 5 3, €28, 3, 8)3) 2 #013,134-% 2(@—1(@-3)
i1 =0,...,q
i1 # i3, i3 + L, g, 265 — in
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Fortsetzung

Definition

Parameterbereich

Anzahl der Klassen

hog(i1,42)

11 219 zqi1 .2qig =t
h(Etiy 2,85 Ay 12, 012)

ig =0, ‘12;1
i1=0,...,q%

2
iy #igla+ 1), in(a+1) + LHL

Ta-1D(a+1)

hat (i1, ig) = h(€}L, &1, €12)

i1 =1,...,q

ta-1-3)

o iy rig i
hoa (i1, dg,i3) := h(C(1, 12, E13)

45@—3)(a—5)a-"7

L i1 zig i
hag (i1, g, i3) := h({}1, ¢12, &%)

i1=1,%.,q-2
; -1 )
i1 # L5=, ig, —ig

£5(a — 1)(a = 3)(a — 5)

P i1 =zqt =4
haalirsig) = h(C5!, 3%, &02)

S
|
-
-
Il
—
Q

$a-1%@-3)

L zi1 zig zi
hos (i1, 49, i3) == h(C}1, &2, &3)

(- (g —3)?

L 11 zqi1 4
hag i1, iz, i3) i= R(C, C3 1, £72)

1,...,9—2

Lg-13

o si1 zio zqi
hor(iq,ig) := k({1 €52, €5"2)

Lla+1)(a—1)(a - 3)

i g ~ 2.
hog(i1) i= h(égh, &5, ¢5 )

i1 =O,...,q3—2

i1 # @ +q+1, 1=0,...,q-2

tala+1)(a—1)

L i1 i %
hog (i1, ig,i3) := h(§;1, €2, &3)

ig=1,...,q

) 1

13;&%

ig=1,...,q

) 1 )

ig # Lh, i3, —ig

i1 =1,...,q

) 1. o )
Zl#fq;r ) i3, —ig, ig, —ig

(e —1)(g—3)(g—5)

. i1 zqi1 =
h3o(irsig) = h(€5l, €51, €72)

ig=1,...,q
. 1
12#%
il=1,“.,q2

2
) 1
i1 # L5

ta-1%a+1)

~1 ~q1 ~ 2,
h31(iy) = h(€g, €3, 60 ")

i1=0,...,¢°

i1 #(@® —q+ DL, 1=0,...,q

ala+@-1
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Tabelle 10 Représentanten halbeinfacher Klassen der Gruppen G = Spg(g) mit gera-
dem ¢ (Satz 4.3(e)).

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
hy :=h(1,1,1) 1
h3(i1) i= h(C}1, 1,1) i1=1,...,4-2 1@-2)
hy(ig) = h(€}},1,1) i1=1,...,q 1q
hs(i1) = R(E)1, &, D) i1=1,....9-2 -2
he(ir) = h(€}L, &1, &) ip=1,....,q 1q
hg(i1) == h({}L, 1) i1 =102 -2
. =1 =1 1
hig(i1) i= h(£;1, €11, 1) i1 =1,...,q 1q
. . 9 =1, ,q— 2
. 11 719 2 1
hi3(iy,é2) == h(¢y, 675 1) i 113...,_9,_2 g(@a—2)(a—4)
i #ig, —ig
i1 iy i ig=1,...,9—2 L
h14(i1,i9) i= h(G L, CL, G2 i1 :#1',”.,.(1—2 2@ —2)(g—4)
i #ig, —ig
o si i ig=1,...,q 1
h1s(i1,d9) i= h(¢ 1, €2,1) q=1. .q—2 1a(a—2)
4y g i_1:1,m,q2—2 L
hig(in) == h(¢S1, 51, 1) i1 £ (@+DLI=1,...,q-2 19(a—2)
i1 # @D, 1=1,...,q
o si1 oz ig=1,...,q 1
h17(i1,d9) i= h({ L, L, E12) =1 g2 tala—2)
hig(i1,in) i= (€1, €1, %2) 2= Lata—2)
18181502/ -= 151 051 i1=1,...,q 1
I 2 =L ,
hig (i1, ig) i=h(§", €%, 1) i1 11;-»-# ga(a—2)
i #ig, —ig
) Zi1 zai - 2 12
hao(i1) = h(€5', &3, 1) i1=1....,q 14
fi1 Fi1 fig f2=1..-.q 1
hoy (i1, i) = h(§, €1, 6,%) ip=1,...,9 gala —2)
o i1 # i, —ig
ig=1,...,9—2
i ie i ig=1,...,9—2 )
haa (i1, ig, i3) == (L, G2, E13) ig # i3, —i3 18(a—2)(a —4)(q—6)
i1 =1,...,9—2
ip # 13, —13, i2, —i2
ig=1,...,q
L 11 zio 1 ig=1,...,9—2 1
hog (i1, i, 13) i= h({1, ¢ 2, €3) i =1,....q—2 Tgala —2)(a —4)
i1 # ig, —ig
ig=1,...,q—2
) o ) 2
. 1] zqi1 =zt =1,..., —2 1 2
haalinyig) = (& &' G2) 121, =2 gala—2)
i #(q-D, 1=1,...,q
ig=1,...,q
. i1 =9 =t ig=1,...,q 1 2
hos (i1, i2, i3) := h({}1, &2, &%) i # i3, —ig 169(a—2)
i1=1,...,q—2
ig =1,...,q
. . . . 2
N 1] zqi] 19 i1 =1,...,¢° =2 1.2, _9o
hog (i1, d2,143) := h(Cy ¢y 7 H &%) A GEDL =1, q—2 ga“(a—2)
i1 #(@—DL, 1=1,...,q
— - - 2
A $i1 zi9 zqi ig=1,...,q 1.2
hor (i1, ig) = h((}L, €2, €1"2) 2 g L2 -2
. 3
. . 2, i1 =0,...,q° — 2 1
i) — ot L W A | L 1 1
hog(i1) := h(¢5h, 51,85 ) i1 # (P a1l 1=0,.. q—2 ga(a+1)(qg—1)
ig=1,...,q
. . . i =1,...,q
. . . —21 "L2 —’L3 2 . . 1
hog (i1, i,43) := h(€;", €1, &17) 2 #113, —i3 159(a —2)(a —4)
i1=1,...,q
i1 # i3, —13, iz, —i2
iy giq io=1,...,q
i in) i p(EY1 F21 g2 2= 1.3
h3o(i1,i2) == h(€y &5 7, €17) i1=1,-...a =
. . 2, i1=0,...,q 1
N (A - 1 V(g —1
h31(in) i=h(€3 .63 7, &3 ) i E (@@ =gt 1=0,....q gaa+(a—1)
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j3 = 24
J3 = .
i1 = qi2 +i2
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Jj3 =
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59,8:
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Tabelle 12 Repriisentanten der halbeinfachen Klassen in den maximalen Tori T aus
Tabelle 3 im Fall G = Sp(¢) mit geradem ¢ (Satz 4.3(f)).
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Tabelle 13 Liste der Konjugiertenklassen mit Repriasentanten und Zentralisatorordnun-

gen der Gruppen Spg(¢) und CSpg(g) mit ungeradem ¢ (Satz 4.6)

Name Reprisentant |CCSp6 () |
1,0 hy Q" 9195030406
€111 hiug(1) 943 (2
Ciiz hlug(a) q ¢1¢2¢4
1,2 hius(1) 2¢° 97 o
c1,3 hywr (1)ug(—ar) 2¢° ¢35
C1,41 hyug(1)uz(1) 7.2
C1,4,2 hiug(1)uz(a) ¢ 41¢2
15 haug(1us(1) Piga
C1,6,1 hiuz(1)ua(1) 5,2
C1,6,2 hyusz(1)ug () Toide
€171 hius(1)ug(1)ur (1 245
C1,7,2 hiuz(Dug(a)ur () T
€1,81 hyus(1)us(a)ur (1) 2°¢
€1,8,2 hius(1)ug(1)ur (o) !
C1,9,1 hyuy (1)uz(1)uqa(1) ey
C1,9,2 hyug (1)ug(1)ug (o)

C2.0 ha q5¢%¢§’¢4
€211 houg(1) 5.3 2
Ca12 thg(a) q ¢1¢2¢4
€221 h2u7(1) 543 42
2,22 hour () 70102
23 haus(1) 2¢" 979
€24 houa(1)ur(—a) 2q" 15
25,1 houa(1)ua(1) 342
C2.52 houz(1)uy () 741¢2
€2,6.1 houz(1)ug(1) 5 .2
€2,6,2 hauz(a)ug(cr) 2470102
C2,7,1 houz(1)ug(c) 5 .2
€2,7,2 hauz(a)ug(1) 20192
€281 hous(1)ug(1) 4,42
€282 haus (1)ug () 201
€291 houg(1)u7(—a)ug(1) 4
haua(1)ur(—a)ug(a) 24010
€2,10,1 haug(1)us(1)ug(1) 256
€2,10,2 housa(1)uy (o) ug () !
€2,11,1 hauz(1)ug(1)ug () 236
C2.11,2 houa(1)ug(a)ug(1) o
3,0 hs ¢ p1d504
€3,1,1 hsur(1) 443
€3.1,2 haur (o) 7 4ié2
3,2 haus(1) 2¢° 97
3,3 haug(1)uz(—a) 2¢° P12
€3.4,1 haua(1)ua(1) P22
€3,4,2 haua(1)ug(a) !

C4.,0 ha q4¢§¢§¢4
€411 hauz(1) 442 2
€4.1,2 haur (o) 70102
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Fortsetzung

Name Reprisentant |CCSp6 (9) |
Ca2 hyus (1) 2q° 1 b2
C4’3 h4U4(1)’LL7(—O&) 2q3¢1¢§
Ca,4,1 haua(1)ug(1) 2
C47472 h4’U,2(].)’lL4(Oé) q ¢1¢2
C5,0 hs Coipads
5,1 hsua(1) cor
C5,2 hsusa(1)u (1) R
6,0 he P Pid506
C6,1 heusa(1) 193
6,2 heua(1)ui(1) o192
7.0 h7 Co1es
€711 hrua(1) 2 .3
c11.2 h7U4(O¢) q ¢1¢2
€721 hrug(1) 2,3
07’2,2 h7ug(0[) q ¢1¢2
€731 hrug(1)ug(1 2 9

3 2
€7,3,2 hrug(a@)ug(a) 7
7,41 hrua(1)uz () 226
C7.4,2 h7U4(Oé)U7(1) 1
8,0 hg P15
8,1 hsuq (1) CPioo
c8,2,1 hgua(1) 2,3
8,22 h8U4(O£) q ¢1¢2
C8,3,1 hsuy(1)ua(1) 26
€8,3,2 hgu (1)uy(a) 1
C9,0 hg q2¢§¢g
C9,1,1 th4(1) 24242
912 th4(OZ) q ¢1¢2
C9.2,1 h9U9(1) 242 12
922 thg(OZ) q ¢1¢2
93,1 houa(1)ug(1) 2

3, 2
€9,3,2 houg(a)ug(a) 7102
Co.4,1 houa(1)ug(c) 2

“ 2
C9.4,2 th4(Q)U9(1) q ¢1¢2
€10,0 hio ol
C10,1 hioui (1) ’Pies
€10,2,1 h10U4(1) 24242
C10,2,2 h10U4(Oé) 1 ¢1¢2
€10,3,1 hiour (1)ua(1) 2
€10,3,2 hiour (Dua(a) T 9102
C11,0 hi1 CPipada
C11,1 hi1ua(1)ug(1) 2¢° 9%
C11,2 hiiua(7y)ug(v?) 2¢° 7
C12,0 hi2 q2¢%¢§¢4
c12,1 hiaua(1)ug(1) 2¢° 9102
C12.2 h12u4(7)u9(7q) 2q2¢1¢>2
13,0 his 49102
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Fortsetzung

Name Repréasentant |CCSp6 () |
C13,1,1 Z13U4EI)) q(b:f
C 13U4 (&

13,1,2 ! T
C14,0 14 E
C14,1 hiquy (1) q :1)’ .

his qP193
C15,0
C15,1,1 ZlSMEl)) 482 bo
C 15U4( Y

o D Tt
16,0 16
€16,1,1 Z1GU4E1)) gb2ds

16U4(

o ) Tt
C17,0 17 q¢2¢2
c17,1 hi7uy (1) 102

h qP1 93
C18,0 18 q¢2¢2
18,1 higui(1) q¢%¢5
19,0 hig 193
€19,1,1 Z19U4gl)) gb1d3
C19,1,2 19U4 (Y .
€20,0 hao qPTP294
€20,1,1 ZQOMEI)) (b1
C 20U4 (X

20,1,2 ! 3
€21,0 21 s
€211 ho1uy(1) ;1541 2

hao 1
c

oY h 5162

€230 23 !

ha4 P12
€240 192

h P15
C25.0 25 2¢2

hag 193
€26,0 1

har O1 P4
€270 I

hosg P1¢3
C€28,0 3

hag 195
€29,0 -
€30,0 h3o P1P204
€31,0 ha1 P19206
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Tabelle 14 Liste der Konjugiertenklassen mit Reprisentanten und Zentralisatorordnun-

gen der Gruppen Spg(g) mit geradem ¢ (Satz 4.6)

Name | Représentant |C’Sp6 (9) |
€1,0 hy ¢’ P13 P3Pads
1,1 hiug(1) ¢’ Pi95¢4
1,2 hiug(1) P15
1,3 hyug(1)ug(1) ¢’ 192
1.4 hyug(1)ur(1) q P12
15 hiuz(1)us(1) 2¢°¢,
0176 h1U3(1)U5(1)U7(1)U9(Q) 2q6¢2
c1,7 hyusz(1)uy (1) 2¢° P12
1,8 hyusz(1)ug(1)ug(a) 2q° 1 g2
c19 hyus(1)ug(1)ur(1) q°

cri0 | haui(Dug(1)ug(1) 2¢°

€111 hyuy (Dug (1) ug(D)ur(a) | 2¢3

3,0 h3 q 91504
€31 hyuz(1) R
€3,2 haus(1) ¢ Piga
3,3 haus(1)uz(1) q' o1

€34 haua(1)us(1) 2¢°
35 haug(1)ug(1)ur(a) 2¢° 1
4,0 ha g $1 P54
4,1 hyuz(1) q 103
4,2 haus(1) q o193
C4’3 h4U5(1)U7(1) q4¢2

4.4 hauz(1)uy(1) 2¢° o
45 haug (1) ug(1)ur(a) 2¢° 2
C5.,0 hs CPldags
C5,1 hsuz(1) R

C572 h5U2(1)U1(1) q2¢1

C6,0 he 10306
C6,1 hgua(1) 3

C6,2 heuz(1)uy (1) a2

8,0 hs ¢’ P13
8,1 hguy (1) Pipo
Cs,2 hsus(1) R
8,3 hguy (1)ug(1) a1
€10,0 hio 103
ci0,1 | hioui(1) 193
€10,2 hioua(1) 193
c10,3 | hioui(1)ua(l) oo
c13,0 | his 4P P2
C13,1 h13u4(1) Qfﬁ

cia0 | hia 4P P2
C14,1 hisuq (1) qd;

c150 | his 49103
C15,1 hisua(1) qo1P2
ci6,0 | Pie 49103
16,1 higua(1) qo1P2
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Fortsetzung

Name | Représentant |CSp6 (q) |
ciro | har qP1 s
171 | hirui(1) qo1P2
c18,0 | his qP1 o5
c1s1 | hisui(1) qo1P2
c19,0 | hio g1 9
€191 higus(1) g3
c20,0 | hao qo102¢4
€20,1 hooua(1) o
€21,0 ha1 Q¢1¢g
co11 | hoiui(1) 493
C22.0 hao ¢‘f
23,0 | hos P12
€24,0 haa ¢%¢2
ca5,0 | hos P13
c26,0 | ha2e P15
c27.0 | hor D104
c28,0 | has 193
c29.0 | hao b3
30,0 | hao D204
c31,0 | hai 206
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Tabelle 15 Greenfunktionen fiir die Zentralisatoren halbeinfacher Elemente in den Grup-

pen CSpg(¢g) mit ungeradem ¢. (Satz 5.2)

Cs 1,0 1,1 c1,2
Q1,1 P3d3 D1 Do P3h3 b4 (5 +4¢°+2q+1) ¢
Qu2 | — 9103030406 D304 d6 -(BF+2¢+2q+1)
Qi3 | —b1 P3d3 pade  — 1 P2 3 Pa —(—2¢*—-1) ¢
Qua | P1d2 d3 b4 o6 P13 da (@ —2¢*—1)¢n
Qis | PP d3dads  —1 2 da s — 01 02 6
Q16 P33 b6 —¢1 9306 (@ —q—1)¢1 02
Q17 DT P304 d6 R —¢1 P2 P4
Qus | —did3 s e P14 b6 Pide
Quo | —d1d303 b6 — Pl d3 P13
Quio | —did3¢3 4 P1304 Pies
Fortsetzung
1,3 14 1,5
Q1.1 P5¢3 (3¢°+2q+1)¢2 (Bq+1)¢o
Q1,2 (@ +2¢*+1) ¢ $2 ¢4 —¢1 P2
Q1,3 —¢1 ¢2 P3 - +q+1 5
Qura | — (3 —2¢*+2¢—1) ¢ — 1 P4 —¢1 P2
Q15 —(P+2¢+1) E+e—q+1 o3
Q1,6 P306 —¢1 B3 —¢1 ¢2
Q1,7 ¢193 —¢1 P2 b2
Qs | 0 —4+29q-1)¢1 —(3*—2q+1)¢1 (3g—1)¢n
Q1,9 (*+q—1)¢1¢2 Pio2 —¢1 ¢2
Q1,10 — @1 P2 P4 —¢1 P2 —¢1
Fortsetzung
C1,6 c1r €18  Clo
Qia | 2¢+1)¢2 4g+1 2¢+1 1
Qi2 |2 +q+1 1 2g+1 1
Q13 ®2 2g+1 1 1
Qi |2¢*—q+1 1 1-2q 1
Q15 —¢1 1-2¢q 1 1
Q16 b2 1 2¢q+1 1
Q1,7 —¢1 P2 b2 —¢1 1
Qs | (2¢—1)¢1 1-4qg 1-2q 1
Q1,9 —$1 1 1—-2q 1
Qii0| —¢192 —¢1 G2 1
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AL+ Co 2,0 2,1 c
— L 2 25))2 2,3 2.4 2,5
Q221 | —$1 P304 —;12;5;@254 ¢¢?25 R “ S
Q222 | —O1 0304 D3 —; 2 o it "
Q23 | —¢1 P3a *¢12¢2 G4 *éf)l ig ~ Jg e o pe
Q241 | 91204 RN ¢21¢ ’ . o .
Q242 | Pld2ds  —d1d2gu —ég ; _¢12¢2 S o
Q25 Pipa s —P1 2 ¢21 ' " e o
o o 0 4 1¢22 —01 02 o7 —¢1
Q2,8 —¢?¢254 ¢%¢Z _(—ﬁ;‘% _QZQ@ 3 o "
3,9 N B
D A Y S
Fortsetzung
C2.6 C2.7 C2.8 C2.9 C
! i 2,10 €211
AR R
Qooz | 0% ¢g 3_¢1 > L
Q23 | 9102 —¢ 2¢ ) " 1 \
5 :1 1 f ¢12 2 P2 -1 1 1
Quin| & o ‘Zl _3:5 N
4, -1 2 1 1
gzz :21 22 :21 P2 P2 -1 1 1
Q278 %, 2 12¢2 —¢1 ®2 1 1
Q279 _(b 1¢ qbl —(;51 -3 q + 1 1 1
, 192 —p1p2  —1 ®2 1 1
Cs 3,0 3,1 3,2 c
: , , 33 3.4
oo g, Bt e
Q3’3 o ¢2 ¢4 B o —¢1 ®2 1
Q3’4 ¢2¢2 4 </512¢>2 P2 —¢1 1
Q3’6 (p%(bg o1 —¢1 —3q+1 1
, 193 —p1¢2  —01 ) 1
Cs 4,0 4,1 C4,2 c
: , , 43 Ca4
AR
Q4’5 o ¢2 ¢4 B ¢4 —¢1 ®2 1
Q478 ¢2¢2 4 ¢12¢>2 ®2 —¢1 1
Q4’9 ¢%¢§ o I A
, 192 —P1 P2 —P1 o) 1
Ao 5,0 c51 €52
Q51| ¢203 2q+1 1
Q5,3 | —¢1 ¢3 1 1
Q57| ¢l — 1
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A2 | ceo 6,1 6,2
Qs5 | D206 1 1
Qes | —P106 —2q+1 1
Qe,10 | —1 &3 ) 1
244 cro €11 Crp €13 Cr4
Q71 o3 ¢ P2 1 1
Qr21 | —¢102 —¢1 ¢2 1 1
Qro2 | —9102 2 —¢1 1 1
Q74 ¢ —p1 ¢ 1 1
A1+ A1 | o cg1 82 €83
Qs,1 b5 ¢ P2 1
Qs2 | —b192 —p1 ¢2 1
Qs3 | —¢192 P2 —¢1 1
Qs5 ol —p1 —¢1 1
24 C90 €91 C92 €93 Cod
Q9,2 b5 ¢2 92 1 1
Qou1 | —p1P2 —p1 @2 1 1
Qou2 | =012 ¢2 —¢1 1 1
Qo s 1 - - 11
A+ Ay | cio0  clo1 Clo2 €103
Q10,3 o3 ¢ P2 1
Quoa | —¢1902 ¢ —¢1 1
Qs | —0102 —01 @2 1
Q10,8 ¢ —p —p1 1
2(2A41) | eno  cna ciig
Q1,3 ¢4 1 1
Que | —¢1¢2 1 1
2(241) | c120 c121 Ci22
Q125 ¢4 1 1
Qr29 | =102 1 1
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A1 |c30 ci3
Q13,1 | @2 1
Q32| —¢1 1

Ay | cla0 cuan
Qa1 | P2 1
Qugz | —¢1 1

A1 |cs0 cis1
Qi52 | @2 1
Q54 | —¢1 1

A1 |ci60 Ci6,1
Q163 | @2 1
Q65 | —p1 1

A1 |caro cara
Qi72 | ¢2 1
Qi7s | —p1 1

A1 |cigo cis1
Q183 | ¢2 1
Qiga | —¢1 1

A1 |ci90 ci91
Qi9.4 | @2 1
Qo8| —¢1 1

Ay | c200 €201
Q20,6 | @2 1
Q209 | —¢1 1

A1 | ca10 c211
Q215 | @2 1
Qo18 | —¢p1 1
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Tabelle 16 Greenfunktionen fiir die Zentralisatoren halbeinfacher Elemente in den Grup-
pen Spg(g) mit geradem ¢. (Satz 5.2)

C3 1,0 1,1 1,2 €13
Q11 P33 4 b6 D303 P4 (2¢°+1) ¢35 (B +3¢*+2q+1) ¢
Qi2 | — 9103030406 D304 d6 -2 +1) 163 —¢"+2¢3+¢+q+1
Qi3 | —b1 P3d3 pade  —1 2 B3 Pa P2 P4 —(—*—1) ¢2
Q4 | Pid2 d3 b4 6 D3 b4 (2¢°+1) ¢l  —¢* -2 +¢*—q+1
Qis | Pid2dsdads  —1 2 da s —01 ¢4 —(+@+1)
Q16 PFP3 03 b6 —¢1 9306 — 1 ¢ (@ —a*+1) ¢
Q1,7 DT P304 d6 R — 1 P36 —¢1 P2
Qus | —dd3dads PF 4 P6 -2¢+1) ¢} (3¢*—3¢+2¢—1)¢
Qo | —9d10303 ¢ — o d3 Pido (+¢—1)¢
Qui0 | —did3¢3 ¢4 P1304 P2 P3 —¢1 P2
Fortsetzung
C14 C1,5 C1,6 C1,7
Qui | B*+2q+1)¢2 4¢*+3q+1 (2¢+1)d2 (2¢+1)¢o
Q1,2 P2 P4 —(2q+1)¢1 ®2 2¢° +q+1
Q3 | —C+@F+q+1  2¢%+q+1 b2 b2
Q14 —¢1 ¢4 —¢1 —(2¢—1)¢2 2¢*—q+1
Qs | @+ —q+1 —1 2¢> —q+1 —1
Q16 —¢1 ¢3 —(2¢+ 1) b2 ®2
Q1,7 —¢1 P2 ¢4 —¢1 P2 —¢1 P2
Qs |- (3 —2q+1)¢1 (2¢—1)¢1 4¢*—3q+1 (2¢—1)¢
Q1,9 oo —¢1 —(2¢—1) ¢2 —¢1
Q1,10 —¢1 P2 —¢1 P2 ¢4 —¢1 P2
Fortsetzung
1,8 cL9 €110 CL11
Qi1 | (2¢+1)¢2 3q¢+1 1 1
Q2 [2¢°+q+1 ¢2 1 1
Q1,3 o)) ®2 1 1
Qua |23 —q+1  —¢ 1 1
Q15 -1 —¢1 1 1
Q1,6 b2 ®2 1 1
Q1,7 —¢1 P2 1 1 1
Qs | 2¢—1)d1 —3¢+1 1 1
Q1,9 —¢1 —¢1 1 1
Q0| —¢192 1 1 1
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Cs

3,0 3,1 €32 3,3 34 C35
Q3,1 P304 b3 o3 2¢+1 1 1
Q32 | —P1P20s —P1 P2 ¢4 1 1 1
Q33 | —p1P204  ds  —O1¢2 1 1 1
Qsa| P04 i ¢ —2¢+1 1 1
Q3,6 P13 —p1 P2 —@1 P2 1 1 1
Co 4,0 4,1 c4,2 4,3 44 C45
Qiz| ¢3¢ 5 5 2¢+1 1 1
Qua | —P1d204 —P1d2 P4 1 11
Qus | —P10204 s —d1 02 1 11
Qug | ¢i0a 7 ¢ —2¢+1 1 1
Quo| 0103  —d192 —d1 1 11
Ao 5,0 c51  C52
Q51| ¢203 2q¢+1 1
Q53 | —¢1P3 1 1
Qs7 | M2 —1 1
242 | cep C6,1 C6,2
Qe5 | D2 06 1 1
Qss | —p106 —2q+1 1
Qs,10 | —¢1 93 o2 1
A+ Ay C8,0 Cg1 €82 C83
Qs,1 5 b2 P2 1
Qg2 | —d192 —¢1 ¢ 1
Qg3 | —b19p2 2 —¢1 1
Q8,5 o3 —¢1 —¢1 1
A1+ A1 | clo0 cl01 €02 €103
Q10,3 3 ¢ P2 1
Qioa | =012 P2 —¢1 1
Qo5 | —P192 —d1 @2 1
Q108 ? -1 —¢1 1
Ay |30 131
Q131 | @2 1
Q32| —¢1 1

1

23




A1 | cua0 cia
Qa1 | @2 1
Quz | —¢1 1

A1 |cs0 cis1
Q152 | @2 1
Q54 | —1 1

A1 | ci60 cCi6,1
Q163 | @2 1
Qie5 | —¢1 1

A1 |caro cara
Qi72 | @2 1
Q75| —¢1 1

A1 |cigo cis1
Q183 | @2 1
Qiga | —p1 1

A1 |ci90 ci91
Q194 | @2 1
Quos | —¢1 1

Ay | e200 €201
Q20,6 | @2 1
Q209 | —p1 1

Ay |10 c211
Q215 | @2 1
Qo1g | —p1 1
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Tabelle 17 Parametrisierung der Typen von Lusztig-Serien in Gruppen vom Dynkin-
Typ C5 (Satz 6.2(a)).

Typ IT w (Fw™!) auf IT | Dynkin-Typ (I, w)
g1 {af, 0, ay} 1 — B3 1
g | {of,ad, —ay'} 1 — As 2
% v
93 {af a3, —ag'} 8152835281 —Zg{ : a\?o 2(A3) 2
g | {of, 0y, —ay'} 1 — 241 + Ay 2
% v
95 {O‘Y7 O‘gi/7 *a(\)/} 5152535251 _zg/ : a\?o 2(2_41) + Ay 2
g6 {ay, ay} 1 - By 2
g7 {og, o 5152538251 - By 2
gs {05\1/, O‘g} 1 - As 2
v %
99 {of, oy} 5352515835253 Zg/ : Z?V 24, 2
g10 {of , —ay} 1 — 244 4
g1 {af, o 1 — A+ Ay 2
g12 {of, —ag'} S3 - 24, 4
913 {a, oy} 52515352515352 - A+ A 2
Vv Vv
914 {a}/v _O‘E)/} 5152835251 _z;)/ : Oz\?o 2(2A1) 4
% v
915 {of, —ag'} 515253525153 _Z(\l)/ : ayao 2(24,) 4
916 {af} 1 — A 4
917 {ay} 1 - A S
g1s {a)} 53 — Aq 4
919 {ay} 51 - Aq 4
920 {ay} 525352 — Aq 4
921 {1} 52515352515352 — Aq 4
g2 {af} $251535251535253 - A 4
923 {ay} 5152515352515352 - Ay 8
924 {ay} 51525382 - Aq 4
925 {} 1 — — 48
926 {} 53 — — 16
927 { 51 — — 8
928 { 52535283 — - 16
929 {} 5153 — — 8
3930 {} 5382 — — 8
931 {} 5251 - — 6
932 {} $15251535251535253 — — 48
933 {} 5253525153 — — 8
934 {} 535251 - - 6
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Tabelle 18 Repriisentanten halbeinfacher Klassen in den Gruppen G* zu G =
CSpg(¢) mit ungeradem ¢ (Satz 6.2(b)).

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
&
g1 (k) =5 (0,0,0, 72 ) ey =0,....q—2 P
k — 1
02060) = 5 (% % % 22) k1=0. -2 ja-1
(111 1 k1 — _ F
g3(k1)473(§,§,§,m+qj) k1 =0,...,9—2 2(‘1 1)
k
g4(k1)::s(%,%,0,qfl1) k1 =0,...,9—2 %(‘1*1)
— (11 1 k1 = _ 1o, _
g5(k1)473(§,§,0,m+m) k1 =0,...,9—2 2(‘1 1)
k k kg =0,...,q—2 1
ge(kl,kz):S(qul,O,O»qul) k1=1,...,q—2 5(@—1)(g—2)
_ kq ko ko kg =0,...,q—2 1
97(k11k2)~—5<qﬁ70707q271 =T El=1,...,q zalg—1)
& & & & kg =0,...,9—2
=1,...,q—2 1
9g(k1, k2) ::S(qfll’qfll’qfll’qfa) k1 ;1—1’(1 j(q—l)(q—S)
Ky # 45t
ky ki ky 3k K2 =002
., 1 | 1 1 2 Kl =1,... 1 2
g9 (ky,k2) -*S(ﬁv 10 g41° 2 +T1) 1 e d 5(@—1)
q q q 2-1 4 k1¢q-g1
o kg =0,...,q—2
g10(k1, k2) :=S(%,%,q117q721) kl:l;;l"q_2 La-1)@-3)
by # 3=
ki k k 2= %2
911 (k1, k2) ::S(ﬁ’qll,o,%) kl:l;l_l"‘I*Q Lg-1a-3
Ky # 45t
ko k k k=00 =2
_ 2
g12(k1, kg) == s %7%»411’ - +7q_21 kp=1,....q t@-1
q“—1 gq+1
Ky # 1=
ki k 2k k kg =0, a =2
— ] 1 1 2 Kl =1,... 1 2
913 (k1, k2) .75(71, 1,O, ) +T1> 1 s ,q f(q_l)
q q 2-1 " 4 kl#qgl
& A ko =0, ,q— 2
(11 k1 1 kl=1,...,q—2 lig— _
914(k1, k2) '75(§’Z’q71’2(q71)+q71) 1 g—1 1 4(‘1 1)(qg—3)
Ky # 45t
g15(k1, kg) = kg =0,...,q—2 L N
s(2 1 k1 1 k1, ky kl:l’ﬂ"q il@a—1)
202 g+ 2(g—1) " g2—1 " a—1 ky # 5=
k3 =0,...,9—2
kog=1,...,9—2
1 ki ko kg k1=1,...,9—2 1
916 (k1, ko, k3) izs(f,T»T» 2 1 ga(a —1)(g —3)
q—1’q—1"q—1’¢g—-1 kl#qT,k,fkg
1 g-1 —1
k= 45=, 5=, falls kg = 4=
k3 =0,...,9—2
& & & ko=1,...,9q—2
kj=1,...,q—2 1 2
g17(ky ko, k3) = s (327, 72,0, 797 ) L= b $a-1—3)
17(F1, k2, k3 q—1’'q—1 -1 k1¢k2,17k2 X 8
k1 = 5=, falls kg = 1=
k3 =0,...,q—2
g18(k1, kg, k3) = k;=1, . q 1
o kL ki Ky ky k3) K =1,....q-2 19la—1)(a~3)
—T g—1'gq+1’ 2 =1 =
q q q+1> 421 " g kl?éqgl
ko =0, ,q— 2
k1 =1, ,q° —2
k1 gk ko 2 1 3
= —L —1 -1
919 (k1. k2) S(qz,l’qz,l’o’ =T S 1la@—1)
ki #l@—1), 1=1,....q
ki #lg+1),1l=1,...,9—2
k3 =0, ,q—2
k k k k kg =1,...,q
920(k1, k2, k3) :S(qfllaqffl’&qgil+qf,31) kl=1,...,q—2 i(q—l)(q2—2q—l)
-1 1
ky # L5, falls kg = L=
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Fortsetzung

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
k3 =0,...,q—2
921(k1, ko, k3) = o1 ao2 . )
s kL k1 ko 2k k3 El=1,...,q f@a—-1D%(a-2)
q+1’ g+1° q—1 421 7 q—1 q+1
ky # 152
k3 =0,...,9—2
g922(k1, ko, k3) = ifiig L )
s FL F1 Ry Zkitky | k3 PR E5 7(e-1D%a-2)
q+1’ g+17 g+17 421 q—1 1 2 k2, k2
1 1 1
ky = G gL g gy = 231
k3 =0,...,q—2
ky Kk ky+k k K2 =1
— 1 2 1 2 3 k1 =1 1 3
g23(k1, ko, k3) :=s | =77, 7777 0> + =7 1 o0 d gl@—1)
¢t g+ 2 T g1 k1 # 2, —ky » 8
ky = L5=, falls kg = L=
924 (k1, kg) = ko =0,...,q—2 1 2
k1 qk1 k1 ko 2,9 Z(q_l) (g+1)
s 0, L P2 =1,...,q2 arl
2+1 2+ (2+1)(g—1) q—1 k1 =1, g7k # ]
kg=0,...,9—2
kg3 =1,...,9—2
q—1
k3 # 452
ko=1,...,9q—2
kg # k3, —k3
1=1,...,9—2
ki # ko, —ko, k3, 71931
k k k k k1 = L= falls kg = 4= 1
925 (k1 ko, k3, k) == s (270 22, 2297 797 ) 1772 2= A a— D@ —3)a -9 -5)
926(k1, kg, k3, ky) = % ) ,
s Fr k2 k3 k3 |, k4 16(2—1(@—3)(¢" =3¢ -2)
q—17q=1"q+1" 42_1 " g—1
ky qgky kg k3 1 3
ky, kg, k) i= , . Llig—1)3(q—2
g27(k1, k2, k3) S<q271 21 7T a1 g(a—1)°(a—-2)
5 q
g — 2

928(k1, kg, kg, ky) =

ky # O5L falls by = 5L

2
und
kg =0,...,9—2
+1
kg = 4=
kog=1,...,q
1
k2¢%
ki=1,...,9—2
—1
kl¢qT

tgala — 1% - 3)
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Fortsetzung

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
kg =0,...,9—2
ko=1,...,q
929(k1, kg, k3) = ki=1,...,q%—2 .
k1 ak1 ko kg | k3 21 Llaa—1)
q2—1’q2—1’q+1'q2—1 q—1 ky = 2
k1 #Ug—1),1=1,...,q
k1 #Ug+1),1=1,...,9—2
kg =0,...,q9—2
930(k1, ko, k3) = kg =1,...,q° 1 5
k1 qgkg ko ko k3 24, gl@a—1)%(g+1)(qg—-2)
=1’ 2 » o o T T T k #Q
4=1" q%+1 gq*+1 (¢*+1)(¢—1) 97 2 2
ki=1,...,9q—2
& 2k & & ko =0,...,9—2
q q 3
931 (k1, k2) ::5(q3i1’q3_11’q3_11’qf21> k1 =0,...,9" =2 taa - 1% +1)
k1 #Uq%+q+1),1=0,...,9—2
kg=0,...,9—2
k3=1,...,q
kg # 9t
kog=1,...,q
ko # kg, —ks
1=1,...,¢
ky # ko, —ko, kg, —k
932(k1, ko, k3, ky) = kl, s faﬁs kB, g1 L 5
o k1 Ky k3 kitkotks k4) PRI -2 -2@-3
P T T P =1
ettt a°-1 4 kg=0,...,q9—2
_ g+l
ky = L=
kog=1,...,q
g+1
ko # 5E
ki1=1,...,q
+1
ky # 5=, ko, —ko
k3 =0,...,q—2
933(k1, k2, k3) = kg:L "Z
_ 2 Lota — 1)2 1
o ak1 k1 ko k1 L k2 | ks k1717»2<-,q ga(a— D@+ 1)
a?+17 q2+1" 9F17 (¢24+1)(g—1) = ¢2—1 = a1 Ky # L
934(k1, kg) = k2=0,--~,q372
a’ky aky kg k1 L k2 ’“1:0!'-2-"1 Le@-1%@+1)
B+17 3 +17 3417 (B4 (-1 a7t ky#Ua? —q+1),1=0,....q
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Tabelle 19 Repriisentanten halbeinfacher Klassen in den Gruppen G*™ zu G = Spg(q)
mit geradem ¢ (Satz 6.2(c)).

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
g1 :=s(0,0,0) — 1
k _ 1
gG(kI)ZZS(qul7070) kp=1,...,9-2 3(a—2)
k
97(k1)125(ﬁ,0,0) k1 =1,...,q %q
o k1 k1 k1 = _ 1o
98(’“1)-*5(4 T q=T' 3 1) k1 =1,...,9q—2 Ta-2)
o 1 k1 k1) _ 1
gg(kl).fs(q_"_l,q T> gF T ki1=1,...,q 54
— k1 k1 = _ 1o, _
911(k1)-—8(qﬁ7ﬁ,0) k1 =1,...,9—2 5(a—2)
— k1 k1 _ 1
913(k1)-—5(ﬁ,ﬁ70) k1 =1,...,q 34
kg =1,....q-2
ky  ky ko — 1
916(k1, k2) :23(771,771, ,1) kp=1,...,9-2 1(@—2)(¢—4)
q q q ky # kg —ko
ko =1, yq— 2
k k
g17(k1, k2) :=S(qf11,qf,21,0) kp=1,...,9-2 Fla-2-9)
ki # k2, —kg
. k1 k1 ko kog=1,...,q 1
g18(k1, k2) ,,s(ﬁ,ﬁ,ﬁ) Ky =1,....q—2 za(a —2)
2
ki=1,...,¢° -2
k k
glg(kl)zzs( i, 41 ,0) ki #Ug—1), 1=1,...,q9 taa—2)
g°—1 q¢°—1 ki #l(g+1),1l=1,...,9—2
— k1 k2 ko =1,...,q 1
920(k1, k2) »7S(ﬁ,ﬁ70) ki—1,.. . q—2 72(a—2)
Y . WL . kg =1,...,q—2 1
921 (k1, k2) »—S(q+1,q 1,q,1) ki=1.....q 7a(a—2)
kg =1,...
ki ki k 2= g
g22(k1, k2) ;:s(qﬁ,ﬁ,qfa) k1 =1,...,q Tala—2)
ki1 # k2, —k2
kg =1,.
k b 2=1,...,q
923(k1,k2) ¢=S(qﬁ,qf21,0) ky=1,...,q %4(4*2)
ki # k2, —k2
ky gk 2 1.2
g k1) :=s| =5 —> ,0 k=1, > q 19
24 (k1) (q2+ i1 1 i
k3 =1, ,q—2
L L L ky=1,...,q—2 L
925 (k1. ko kg) == s (g2 727 557 ) iz # kg, —kg Z(a—2)(a - 4)(q—6)
1=1,...,9—
ki # ko, —ko, k3, —k3
kg =1, ., q
ki ko k ko =1,...,q—2
926(k1, k2, k3) 3:5(11771,11771,(1731) k?=1“ q—2 %Q(Q*Z)(‘I*‘l)
k1 # ko, —ka
kg=1,...,9—2
k1 qky ko kp=1,...,q2 -2 1 2
k1, kg) := , , —2 1 e d sa(g—2
g27(k1, k2) s<q271 21 a1 M A1), =1,....q gala —2)
k1 #Ug+1),1=1,...,9—2
k3 =1,...,q
— ki kg k3 ko =1,....,q 1 2
928 (k1, k2, k3) -—S(ﬁvﬁaﬁ) ko # kg, k3 1649(a —2)
ki=1,...,q—2
kg =1, ,q
k1 gk ko ki =1,...,42 -2 1,2
k1, kg) := —2 1 oo d = -2
929(k1,k2) S(q2_1‘q2—1’q+1 KL £l =1, 1=1,....q ga°(a—2)
k1 #l(g+1),l=1,...,9—2
2
ki1 _gko ko ko =1,...,q 1.2
ky, ko) i=s [ —L, , 52— - 1 -2
930(k1, k2) S(q_1 i1 2 kg =1, .q—2 ga°(q—2)

. ki a?k;  qky k1 =0,...,¢° -2 1 L L
g31(k1) i=s o i o o ky #Ua2+q+1), L=0,...,q—2 gal@a—1(a+1)
k3 =1, ,q
ko =1 q

k1 ko k 2 SN
932(k1, k2, k3) ?=S(m,qﬁ7q%) kk27ék37 —k3 ﬁ‘Z(q—Q)(q—‘l)
1=1....q

k1 # ko, —ko, k3, —k3
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Fortsetzung

Definition Parameterbereich Anzahl der Klassen
L qkq k1 ko kg=1,...,q 13
933(k1, k2) '*S(qzﬂqu“"qﬁ ki =1,...,q2 89
k1 =0,..., q3

2
97k gk k1
g34(k1) i=s
34 B+ B+ BT

)

k1 #1q% —q+1), 1=0,...

) q

tala— g+ 1)
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Tabelle 20 Explizite Beschreibung der Parameter fiir die Deligne-Lusztig-Charaktere im
Fall CSpg(q) mit ungeradem gq.

R1,1:

11 =0

I3 =0

I3=0

Iy = ky

Ry o:

l1=0

lg =0

I3 =0

ly =kq

R1’3:

l1=0

lp =0

l3 = k1

Ry 4:

11 =0

lg =0

I3=0

gy =kq

R1Y5:

11 =0

lg =0

I3 = k1

Ry 6:

=

lg =0

i3 =k

R1Y7:

1 =0

lg = kq

Ry g:

1 =0

lo =0

I3=0

Iy =k

Ry 9:

l1=0

lg =0

lg = kq

R 10:

1=0

Iy =k

Rg 1:
=a/2-1/2
Iy = q/2—1/2
l3 =q/2—-1/2
Iy =k

Rg 3:

14 = 2
1=9¢%/2—-1/2
Iy =1/2 — q/2
I3 =q—1+ky

R2’4:

11 =q/2—-1/2
lo =q/24+1/2
I3 =q/2+1/2
ly=Fky —1
R2’7:

1 =q3/2 -
1=¢"/2-1/2
lg =k

Ry g:

11 =q%/2+1/2
lg =q/2+1/2
l3=Fky —1

R3 9:

1L =1/2—q/2
Iy =1/2—q/2
l3=—q/2—-1/2
ly =3q/2—1/2+ Kk
R375:

1y =1/2 — ¢2
1=1/2—-q"/2
lo =q/2+1/2
I3 =q/2+ky —1/2
R3 6:

1L =1/2—q/2
ly=—q%/2-1/2
I3 =3q/2—1/2+ky
R3 g:

1L =q/2+1/2
lg =q/2+1/2
I3 =q/2+1/2
ly=ky —1

R3 10:

11 =q3/24+1/2
lo = k1

R471:

ly =q/2-1/2
lp =q/2-1/2
I3 =0

Iy =ky

Ry o:

ly =q/2-1/2
lp =q/2-1/2
13=0

Iy =k

Ry 3.1:

11 =4%/2-1/2
ly=0
l3=q/24+ky —1/2
Ry 3.9:

I3 =q%/2-1/2
lp =0

l3 =k

R474:

11 =0
log=—q/2—-1/2
lg =—q/2-1/2
lg=q+k
Ry5,1:

Iy =q2/2-1/2
g =0

I3 =q/2+ky —1/2

el

)2

?/2-1/2
0
k1

o
I

=
IS

1L =q/2+1/2
lo =q/2+1/2
0

ly =k —1
Rsg o:

1 =0

o =1/2 —q/2
l3=—q/2-1/2
lg=aq+k
R5’4:

I =1/2—q/2
Iy = ~a/2-1/2
l3 =
lg=aq+k
R5,6:

11 =0

1o — 2

9 =—q%/2-1/2
I3 =q+ky
R5 9:

= .2
1=—q“/2—-1/2
Iy =0

l3 =q+ k1
Rg 1

Iy =ky

lp =0

I3 =0

ly = ko

R6,2:

I = k1

lp =0

I3 =0

Iy = ko

R6,3:

1 =0

Iy = —k;

l3 = k1 + k2
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Rg 4

1 =ky
lg=0

I3 =0

ly = ko
Re,6

Il =k

Iy =0

I3 = ko
R7.9

1 =0

lp =0

l3 = —k1

ly = ki + ko
R7 4:
l1=0

lg = —k1

I3 =0

ly = k1 + ko
R7,5:
=0

lg = —kq

l3 = k1 + k2
R7g

1 =ky
lg=0

I3 =0

ly = ko

Rg 1:

1 =ky

lg = ky

I3 = k1

ly = ko

Rg 3:

ly = —qky =k
Iy = —ky

l3 =3k + ko
R8,7:

1y = k1 q® +qky + k1

k2
Rg 5:
11 = k1 —qky
lg = kq
lg = k1 + ko
Rg g:
11 = kq
lg = kq
lg =k
ly = ko

Rg 10

5 :quz—qk1+k1
lo = k1 + ko
Ri0,1

1y =q/2—1/2
lg =q/2—1/2
lg =k

lg = k2
R10,3,1:

11 =4%/2-1/2
lg = —ky

I3=Fky +a/2—1/2+ kg

Riyo,3,2:

11 =q¢%/2-1/2
lg =k

l3 = kg

Ri0,4

1 = —ky

lg =—q/2—1/2
l3=—q/2-1/2
ly =q+ k1 + ko
Ri1,1

1 =k

log =k

13=0

ly = ko

Ri12

1, =k

log =ky

I3=0

Iy =ko

R11,3:

1] = gk + Kk

lop =0

I3 = ko

Ry1,5:

Iy =gk + k1
ly=0

l3 = k2

Ri2,2:

I =a/2-1/2
Iy =q/2—-1/2

l3 =k
ly = ko
Rig5,1:
11 =q%/2-1/2

lg = =k
l3:k1+q/271/2+k2

Ri2 5 2:
11 =q%/2-1/2
log = k1
I3 = ko



Ry2 8:

ly =q/2+1/2
lo =q/2+1/2
l3 =k

ly =k —1
R13,3

l1 =4qk1 — k1
g =0

l3 =k + k2
Ri3.4:

=0

lg = —k

I3 =—ky

ly =2ky + ko
Ry3 5

l1 =qk1 — k1
lg =0

l3 = k1 + ko
Ry3 8:

l1 = k1

o=k

I3 =0

lg = k2

Riq,2:

Il = -k

Iy =1/2—q/2
l3 =—q/2-1/2
lg =g+ k1 +k2
Ri46:

1 = —ky
ly=—q%/2-1/2
l3=a+ky+ky
Ri5.4:

L =1/2—q/2
lg = —q/2—1/2
lg = —k1

lg =g+ k1 +kg
R 5,9

= g2
1=—-9°/2—-1/2
Iy = —ky

I3 =q+ k1 +Fk2
Ri6,1:

Iy =ky

lg =k

l3 = k2

lg = k3

Rig,3:

11 = qk1 + k1

ly = ko

I3 = k3

Ry71:

l1 =k

ly = ko

l3=0

ly = k3

R172

1 =ky

lg = ko

l3=0

ly = k3

Rig,2:

Iy =ky

ly =k

l3 = kg

ly = k3
Rig 5:

Iy =gk + k1
Iy = ko

I3 = k3

R 9,3:

1 =k
=0

3 = k2
Rig 5:
=k

lp =0

I3 = ko
Rap,2

1 =

ly = kg

l3 = ko

Iy = k3
Rop,4

Iy =k

ly = ko
l3=0

lg = k3
Ra1,3:

ly =gk — k1
lg = —ko

I3 = k1 + ko + k3
Ra1,4:

1 = —ko

lg = =k

l3 = =k

ly = k3 + ko + 2k
Rag 5

by =aqky — k1
lg = —kg

I3 = kq + ko + k3
Rog g8:

1, =k

lg =k

l3 = ko

ly = k3
R23 4

1 =0

lg = —ko

I3 = —ky

lg = k1 + ko + k3
Ra3 8

1, =k

ly = ko
13=0

lg = k3
Roy6

Iy =0

lg = —ky

I3 =Fk1 + kg

Rog,9:
I = —kq
lg=0
I3 = k1 + k2
Ras 1t
Iy =ky
lg = kg
I3 = k3
Iy = ky
Rog,2
l1 =Fk1
lg = kg
l3g = k3
ly = kg
Ra7.3
Iy =Fky
Iy = ko
I3 = k3
Rog 4
l1 =k
lg = kg
I3 = k3
ly = ky
Rag 5
l1 = k1
ly = kg
I3 = kg
R30,6
Iy =ky
lg = kg
l3 = k3
R31,7
=k
Iy = ko
R32 8
L =k
Iy = ko
3 = k3
4 =Fkq
R33.9
l1 = k1
lg = ko
I3 = k3
R34,10
Iy =ky
lg = kg
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Tabelle 21 Explizite Beschreibung der Parameter fiir die Deligne-Lusztig-Charaktere im
Fall Spg(q) mit geradem gq.

Ry 1 Rg 6: R11,3:
i1=0 11 = k1 I =kpa+ky Rap,2:
lp =0 lg=0 lg=0 n=0
I3=0 lp =k
Ry Ry 5 i3 = k2
Ri2 11 =0 by =Fk1a+ky
=0 ly=0 lg =0 Roq 4
=0 =k N
3= Ri13,3: 52 = ’gz
R7.4: L =kiq—k 3=
Ry3 17 =0 15=0
L= lg = —k Ro1,3
Iy = lg = Ri34: o =Fk1a—ky
11 =0 lg = k2
Ry 4 R7.5 Iy = —k
=0 h=0 I3 =~k Ra1 4
- lg = —k —
;2 —8 2 1 Iy = —kg Rog,4
3= Ry35: lyg =~k 1=k
R I3 = —k1 L
7,8 Il =k1q—ky lg = ko
Ris 1 =k lg =0 I3 =k3
li=0 lg =0 Rog 5
lp=0 l3=0 R li1=kiq—k R
13,8 =ka-k 29,5
1 =k 2=7"2 1 =k
Ri6 R79 Iy = k] Iy = ko
=0 = l3=0 Ra2.8
= Io=—k
=0 2 1 - 51 = Z1 R30,6
16,1 12 ;kl 1 = kq
Ri7 Rg 1 L =k 3= F2 ly = ko
1=0 1 =k ly = k1
Iy =k l3 = kg Ro3 4 Rs31 7
13 =k =0 -
Ry 8 LT, 1 =k
—o Ri16,3 2
Iy =0 Rs.3 Iy =kpa+ky 3= M IS
l3=0 by =—k1qg—k; lg = k2 32,8
lp = —ky Ra3 8 51 = 1}21
R Ri71 by =k 22
1,9 - 3 = k3
7 Rg 7 1 =k ;2 - 52
1= , 2z
_ 2 lo =k
g = I =k1g®>+kia+ky l§:o2 Rss.o
R " Roy.6: 51 = 1}:1
1,10° ) — 2 = ko
T— 9,5 Ry7 9 13 =0
1= 11 =ky —kiq = ly = —kq
Iy =k 1 1 R
2 =k ls = ko 34,10
Re,1 I3 =0 Rogq9 I =k
11 =kq RQ,SZ 1 = —k1
lg =0 =k R1g,2 lg =0
i3=0 Iy =k —
3 =k1 =k
lg =k Ros 1
B6,2 I3 = ko
R by =ky
l1 = k1 9,10 Iy = ko
fiig y=k1a® —kpa+k P18 I3 = k3
1 =k1g+ kg
o=k R
Rg3 Ri1,1: 2 2 26,2
=0 I =k l1 = k1
1z o=k R19,3 lg = ko
lpg = —ky 2”0 : I3 = ks
I3 =0 1 =k
=0
R,
' 6’41@ Ryq,2: Ra7,3
= : L=k
lé —o' I =k F19,5 Iy — hy
— lpg =k 1=k 2= F2
I3=0 1=k
13=0 I3 =0
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Tabelle 22 Charaktertafel der Weylgruppe vom Typ Bjs beziehungsweise C5. Die Klas-
sen sind so angeordnet wie in Tabelle 2. Nach der Tafel sind in der Reihenfolge der
eingetragenen Charaktere die zugehorigen Symbole aufgelistet, wie in Carter [6, 11.4.2]

beschrieben. (Abschnitt 7)

(1, —-) any (12,-) @1 1) 12) 63,-) (=111 (=,12) (=,3)

b3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ba,1) 3 1 1 -1 -1 1 0 -3 ~1 0
b(—.3) 1 ~1 1 1 -1 -1 1 ~1 1 ~1
b12,-) 2 2 0 2 0 0 ~1 2 0 -1
b(1.2) 3 -1 1 -1 1 ~1 0 3 ~1 0
d)(ll,l) 3 ]. —1 —1 ]. —1 0 —3 1 0
d)(l,ll) 3 -1 -1 -1 -1 1 O 3 1 0
P(—12) 2 -2 0 2 0 0 —1 -2 0 1
ba11,-) 1 1 —1 1 -1 —1 1 1 —1 1
G- 111) 1 -1 —1 1 1 1 1 -1 —1 -1

03 01 13

1 ) 3 ) 0 )

02

2 )

12

1 )

013 012 123

12 )’ 13 ) o1 )’

0123

123
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Tabelle 23 Beschreibung der irreduziblen Charaktere von CSpg(g) mit ungeradem ¢
und von Spg(g) mit geradem ¢ als Linearkombinationen der Deligne-Lusztig-Charaktere
und der in Abschnitt 7 definierten Senkrechtfunktionen. Die jeweiligen Parameterbereiche
fiir die Charaktere sind den Tabellen 18 beziehungsweise 19 zu entnehmen. (Insbesondere

kommen X2, X3, X4,r> X5 X10,7> X12,r> X14, und X15, bei den Gruppen Spg(gq) nicht
vor.) (Satz 7.2)

X1t 1 3 6 3 6 6 8 1 6 8 0 0 Ri:
Xi2 3 3 6 3 -6 0 0 -1 0 -8 24 0 Ris
X1 1 -3 6 -3 6 0 8 -3 0 0 -24 0 Ris
X1 2 6 0 0 0 6 -8 0 -6 0 —-24 0 Ri
Xi5 00 0 6 0 6 0 -2 —6 8 24 0 Ris
Xi6 113 36 36 6 0 3 60 0 o0 Rig
xir | %3 3 6 36 60 -3 6 0 0 o0 Rix
Xis 3 3 63 60 0 1 0 8 0 24 Ris
X1,9 2 6 0 0 0 6 -8 0 6 0 0 —24 Rig
X1,10 1 3 6 -3 6 0 8 3 0 0 0 -2 Ri10
X1 00 0 6 0 6 0 2 6 -8 0 24 fi
X112 1 -3 6 3 6 6 8 -1 -6 -8 0 0 fio

X21 1 6 3 8 6 Rax

X22 3 6 -3 0 -6 Ros

X23 :i 2 0 6 -8 0 Ra.s

X2 3 6 -3 0 6 Rar

X2,5 1 -6 3 8 —6 Ry

X3,1 3 6 6 1 8 Ry

X3.2 3 6 6 -3 0 Ras

X33 :—i 6 0 0 2 -8 Rsg

X34 3 6 -6 -3 0 Rss

X3,5 3 6 -6 1 8 R3.10
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Rsq
Ryp
Ry31
Ry32
Ryy
Ry51
Rys0

Rz
R7.4
Rz
Rz
R79
fz

Rg 1
Re 2
Re3
Rg 4
Re6
o

-1
-1
1

-1

-1

—1
—4
—4

-1
1
-1
-1

1
-1
-1 -1
-1 -1 1
-1 1 -1 -1
-1 -1 -1
1 -2 -2
1 -2 -2

1
1

X6,1
X6,2
X6,3
X6,4
X6,5
X6,6
X7,1
X7,2
X7,3
X7,4
X7,5
X7,6

X4,1
X4,2
X4,3
X4,4
X4,5
X4,6
X4,7
X4,8

|

Ry 5
Ry s
Rg 10

N~
~
(o] [
N _ _
—
— (o] |
™ [a) [ap)
N~
— | ©
Il
~—
—i N 2]
D (=2} D
= x x
N~
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X10,1 1 1
xwo2 [ 1 1 —1
X10,3 41
X10,4 I -1
X11,1 1 1
X11,2 1 1 -1
X11,3 a1
X11,4 1 -1
X12,1 1 1
Xize | 1 1 -1
X12,3 o411
X12,4 1 -1
X13,1 1 1
X2 |1 1 -1
X13,3 4 1 1
X13,4 I -1
( X14,1 1( 2
X14,2 ) S 4 ( 2
( X15,1 1( 2
X15,2 ) 4 < 2
( X16,1 1 (1
X16,2 ) 2 < 1
( X17,1 1 (1
X17,2 ) 2 < 1




1/1 1
)=:( 5
1(1 1
)=:( 5
1(1 1
)=:( 5
X251 = Ras1
X26,1 = —Ra62
X271 = —Rors

X28,1 = Ra2g4
X29,1 = Ra2g 5

X30,1 = R30,6

X31,1 = R31,7
X32,1 = —R328
X33,1 = —R339
X341 = —R34,10
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Tabelle 24 Senkrechtfunktionen fiir die Gruppen CSpg(g) mit ungeradem ¢ (Satz 8.3)

2,6 C27
f1,1(k1) Q2C12“ M —ngl% M
f1,2(k1) G —n

1441 ko+2i1 k ki1—k 1
fo(k1, k2) 2 (q + 1)¢p i FerA bk mi) —*(q+1)¢2"

i1 ko o— 5 (201+q+1)k1 2gi i1 ko o= 3 (201+q+1)k1 2qi
Frlkika) | —q2(q = )R ke 2Bt el ek 2y ) (2inkag 2 GRtarUl aiky

4iq ko+2i1 k1+qk1—k1)

€210 02,;1
fra (k) G —qGim "
J1,2(k1) 0 0
f6(k1; kg) q(lé(4i1 ko+2i1 k1+qk1—k1) _q(lé(llil ko211 k14qk1—k1)
f?(kl k2) qcf’Ll k2€1—%(2il+q+1)k1<22qi1 kl _qc—fll k2€1_%(2i1+q+1)k1<22qi1 k)l

C7,3 C7.4
(k) g™ —qG ™
J1,2(k1) S —q¢i
f6(k17 kg) Q(Cfil ka+iz k1 + C12“ ko+42i1 k1—iz "01) 7Q(C12i1 ka+iz k1 + Cl2i1 ko421 k1—ia k1)
f7(k17 kZ) 0 0
697;; ng4
fra(k1) —q¢; M i k;
J1,2(k1) q 1211 i —QC%ZI !
fo (K1, k2) 0 0
f7(]€1, k2) _qclﬁl ko (61—12 k1 ngil k1 + 42221 k1§i2 k’1) q<12i1 ko (61—12 ky C22qi1 k1 + 42221 klgiz kl)

C11,1 C11,2
Frak) a¢On —g¢
f172(]€1) QC§2il+1)kl *(]C{Qiﬁ_l)kl
Folki, ka) | q(C katkatizki (2 ) —q(¢2 kotkotizky ¢2in hatha+2in ki —ia k)
fr(k1, k2) 0 0
C12,1 C12,2
) _qC1(2i1+1)k1 qC1(2i1+1)k1
fra(k) S —g¢ M
fe(k1, k2) 0 0
Y S e (S Wt A o € W 1w O S A (3 it AU S W S W)
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Tabelle 25 Senkrechtfunktionen fiir die Gruppen Spg(q) mit geradem ¢ (Satz 8.3)

C1,7 C1,8
f1,1 q2 —q2
f1,2 q3 —q3
fo(k1) | (g+1)  —¢*(g+1)
Silk) | =*(¢—1) *(g—1)

C1,10 €1,11

f1,1 q —q

fi2 0 0

fe(k1) | ¢ —q

frlk1) | ¢ —q

C3.4 C3,5
fi1 q —q
fi,2 q I
folkn) | a(G ™ + ¢ M) —a(GH P+ ¢ )
fr(k1) 0 0

C44 C4.5
f1,1 —q q
fi2 q —q
fo(k1) U -0
frky) | =g ™ + ™) gl ™M +et™)
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(Satz 8.3)



Fortsetzung

C25 C2.6 Co,7 C2.8 €29
X1.1(0) 1 1 1 1 1
x12(0) | 3(g+1) 32¢*+q+1) s(g+1) s(a+1) 3(g+1)
x1300) | 3(g—1) —3(2¢*—q+1) 5(@—1) %(q—l) 5(@—1)
x1,4(0) | 5(g+1) s(g+1) 12 +q+1) 3(g+1) 3(g+1)
x15(0) | 5(g—1) 5(@—1) —32¢ —q+1) 3(q—-1) 5(¢-1)
x1,6(0) 0 0 0 q —q
x1,7(0) 0 q q q q
x1,8(0) 0 50%(q+1) —1¢%(q—1) 0 0
x1,9(0) 0 —5¢*(q+1) 30*(q—1) 0 0
x1,10(0) 0 —3¢*(q— 1) 3% (q+1) 0 0
x1,11(0) 0 50%(q—1) —5¢*(¢+1) 0 0
X1’12(0) 0 0 0 0 0
Fortsetzung
C2.10 C2.11 C3,0 C3,1 C3,2 C3,3 3
) 1 1 1 1 1 11
) | sle+1) —3q-1)  3(@+D@+2) 3@ +q+2) ¢+1 1 1
) | —3(g+1)  Fqg—1) ta(?+1) ~3q¢-1) ¢ 0 0
) | —3a=1) 3(g+1)  Ha+)(®—q+2) ie+q+2) 1 g+l 1
) | 3la—1) —3(@+1) 3a(g—1)? —3¢(¢-1) 0 g 0O
) 0 0 (@ +q+1) q 2¢ 0 0
0 0 (@ +q+1) q(g+1) q g 0
0 0 34 (¢° +1)(2¢ +1) sa(a+1) g 0 0
0 0 3a(a+1)2¢* —q+1) —3¢(¢=1) ¢ 0 0
0 0 %q(q2+1) sa(g+1) 0 qg 0
0 0 5q(q—1)? —3q(¢g—1) 0 g 0
0 0 ¢ 0 0 0 0
Fortsetzung
C4,0 4,1 C42 €43  C4q 5,0
x1.1(0) 1 1 1 11 1
x1,2(0) 5q(* +1 3q(q+1) 0 g 0 ¢+q+1
x1,3(0) 5@+ 1)(g—2) -3 —q+2) -1 q—1 -1 1
x1,4(0) 34 (q+1)? 3q(q+1) q 0 0  q(g+1)
50 | 3@-D(P+q+2) —3(P-q¢+2) ¢-1 -1 -1 0
x1,6(0) —q(*—q+1) —q 0 —2¢ 0 ¢+q+1
x1,7(0) q(¢*—q+1) —q(g—1) q ¢ 0 q(@P+q+1)
x1,8(0) —%q (¢ +1) 5q(q—1) - 0 0 q(P+q+1)
0) —Sq(g+1)?2 ~a@+1)  —¢ 0 0  q(g+1)
0)| 3q(*+1)(2qg—1) 5q(q—1) 0 —q¢ 0 7
0) ] 3a(@-1D2F+g¢+1) —3q(¢+1) 0 —¢ 0 0
x1,12(0) —q¢* 0 0 0 0 ¢




Fortsetzung

C7
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Fortsetzung

€10,0 €10,1 €10,2  C10,3 C11,0 C11,1
X1.1(0) 1 1 1 1 1 1
x1,2(0) q q 0 0 (@ +1) 3(q+1)
x1,3(0) 2¢—1 g—1 ¢-1 -1 3@+ 1) —%(q—l)
x1,4(0) 0 0 0 0 —5(g—1(g+1) —3(@—1)
X1.5(0) g—1 -1 g-1 -1 —5(g-1)(g+1) 3(g+1)
x1600) | ¢#—q+1 —(¢g—1) 1 1 ¢ 0
x1700) | =(¢®>—¢+1) -1 g¢g-1 -1 -1 -1
x1,5(0) —q 0 —q 0 (P +1) $@—1)
X1,0(0) 0 0 0 0 —3(g-D+1) —5(g—1)
x1,1000) | a(g—2) —q -q¢ 0 —3@+1) =3+
x1,11(0) | g(g—1) —q 0 0 —3(@—1)(g+1) 3(g+1)
X1,12(0) —¢° 0 0 0 —q¢* 0
Fortsetzung
Cll,2 012,0 012,1 012,2 613,0 013,1
x1.1(0) 1 1 1 1 1 1
x12(0) | —3(g—1) —H*+1) —3(@+1) Lig-1) q+2 2
x1,3(0) %(qul) —5(® +1) %(q—l) —%(cﬁl) q 0
x14(0) | 3(g+1)  qg—D(g+1) g-1) —3(@+1) 2 2
x150) | —3(¢—1) 3(—1D(g+1) —3(qg+1) 3(g—1) 0 0
x1,6(0) 0 ¢ 0 0 2¢+1 1
x1.7(0) 1 1 1 1 g+2 2
x18(0) | —=3(g+1)  —3(*+1) 2@—1) —3(g+1) 2¢+1 1
x1000) | 3(g+1) —3(—1(g+1) —3(q—1) 3(g+1) 2q 0
x11000) | 5(g—1) —3(®+1)  —3(q+1) 3(¢—1) 1 1
x1,110) | =3(¢—1) —3(¢—1(g+1) 3(¢+1) —i(¢—1) 0 0
x1,12(0) 0 g 0 0 q 0
Fortsetzung
Cl140  Ci4,1 15,0 c151 €160 C16,1 17,0 c17,1
X1.1(0) 1 1 1 11 1 1 1
XLQ(O) q—+ 2 2 1 1 q 0 q 0
X1.3(0) 1 1 - 1 g 0 1 1
x1a(0) | g+1 1 g+1 1 0 0 g+1 1
X1.5(0) 0 0 g¢-1 -1 0 0 0 0
x6(0) | q+2 2 -1 111 —q 0
x1,7(0) [2¢+1 1 q 0 —q 0 1 1
x1s0) |2¢+1 1 —q 0 -1 -1 1 1
X100 | g+1 1 —(g+1) -1 0 0 —(¢g+1) -1
x1,1000) | ¢ 0 q 0o -1 -1 q 0
x111(0)| 0 0 g¢-1 -1 0 0 0 0
x1,12(0) | ¢ 0 —q 0 —-q¢ 0 —q 0
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Fortsetzung

C18,0 C18,1 19,0 C19,1 €200 €20,1 21,0 C21,1
x1,1(0) 1 1 1 1 1 1 1 1
XLQ(O) 1 1 q 0 0 0 -1 -1
x13(0) | ¢ 0 q—2 -2 0 0 q—2 -2
x1,4(0) 0 0 0 0 q 0 0 0
x1,5(0) [¢g—1 -1 -2 -2 q 0 q—1 -1
xi60) | ¢ 0 —2¢-1) 1 -1 -1 —(¢g—2) 2
x1,7(0) -1 -1 q—2 -2  —q 0 2q—1 -1
x180) | —¢ 0 1 0 0 —q 0
x1,9(0) 0 0 0 0 1 1 0 0
x100) | -1 -1 —(2¢-1) 1 0 0 —(2¢g-1) 1
x1,11(0) | ¢—1 -1 —2q 0 1 1 —(¢g—1) 1
x1,12000 [ —¢ 0 q 0 g 0 q 0
Fortsetzung

C220 €230 €240 €250 €260 C27,0 €280 €290 €300 €310
x11(0) | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
x1200) | 3 1 1 1 -1 0 0o -1 0 -1
xi30) [ 1 -1 1 —-1 -1 0 1 -3 0 0
x14(0) | 2 2 0 0 0 1 -1 0 -1 0
x15(0) | 0 0 0o -2 0 1 0o -2 -1 1
xi60 | 3 -1 1 -1 1 -1 0 3 -1 0
x17(0) | 3 1 -1 -1 1 -1 o0 =3 1 0
xis0 | 3 -1 -1 1 -1 0 0 1 0 1
x10(0) | 2 -2 0 0 0 1 -1 0 1 0
x1,1000) | 1 1 -1 -1 -1 0 1 3 0 0
x1,11(0) | 0 0 0 -2 0 1 0 2 1 -1
x12000 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1
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Tabelle 27 Werte der unipotenten Charaktere der Gruppen Spg(g) mit geradem g
(Satz 8.3)

1,0 1,1 1,2
X1,1 1 1 1
xi2 | a(@+a+D)(@+1)  3a(g+ D)@ +1) 50(2¢ +q+1)
Xi3 | 20(@+D(@—q+1)  —zaa-D(P+1) 34(2¢°—q+1)
Xi4 | ga(a+D*P—q+1)  za(a+1)(+1) 3q(q+1)
X5 | 3a(a-1%@+a+1)  —3ale-1(@+1)  —3a(a—1)
xi6 | PP +q+1)(¢*—q+1) ¢ *(®+1)
xur | @ +a+1)(—q+1) ¢ (q* +1) ¢
X1,8 §q4(q2 +q+1)(¢*+1) 5a* (> +1) %q“(q +1)
X190 | 3¢+ DX —q+1)  —3¢*(q—D(g+1)  3¢*(g+1)
xt10 | 504 +1)(¢* —q+1) 504 (> +1) —-3q*(¢—1)
xii | 5@ (a— DX +q+1)  —3¢*(q—-1)(q+1)  —5¢*(q—1)
X1,12 ¢’ 0 0
Fortsetzung
€1,3 C1,4 C1,5 1,6 c1,7
X1,1 1 1 1 1 1
xi2 |30(@+a+1) q(g+1)  3q(g+1) —3q(g—1) 3q(2¢+1)
X3 | 2¢(—q+1) —3q(¢—1) 3q(g+1) —3a(a—1) —3q(=1+2q)
T2 1 i 1 1
X1a | 3¢(@C+q+1) 3q(¢+1) —5q(¢—1) 5q(¢+1) 54
X5 |3¢(—q+1) —3q(¢—1) —3q(¢—1) 3q(¢+1) 54
X1,6 2 ¢ 7 ¢ 0
X1,7 ¢ ¢ 0 0 0
X1,8 3¢’ 0 0 0 303
X1,9 3¢ 0 0 0 —34°
X1,10 %q‘l 0 0 0 —%q?’
X1,11 3¢ 0 0 0 3¢’
X1,12 0 0 0 0 0
Fortsetzung
1,8 €19 C1,10 C1,11 3,0 3,1
X1,1 1 1 1 1 1 1
X12 1q ¢ 3¢ -3¢ HP+1D(g+2) P +q+2)
X1,3 34 30 =34 34 30 (> +1) 5q(q+1)
X14 | 3a(q+1) 3¢ -3¢ 3q  3a+)(@P-q+2) -ia+1)(g—2)
X15 | —34(-1+2¢) 30 30 —3q 3¢ (q—1)? —3q(q—1)
X1,6 0 0 0 0 q(@+q+1) q(qg+1)
X1,7 0 0 0 0 q(@®+q+1) q
X1,8 -1 0o 0 0 50(+1)(2q+1) 5q(q+1)
X1,9 3¢ 0 0 0 3q(g+1)2¢—q+1) 3q(q+1)
X1,10 343 0o 0 0 %q (¢*+1) *%q (¢—1)
X1,11 14 0 0 0 3q(q—1)? —5q(q—1)
X1,12 0 0o 0 0 ¢ 0
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Fortsetzung

€32 3,3 C3.4 €35 4,0
X1,1 1 1 1 1 1
10,2 1 1 1y 1 (02
xiz | z(@+9+2) 3(@+2) 3(@+2) —3(¢-2) 2¢(¢" +1)
xis | —za(a—1)  3q —34 34 3@ +1)(@-2)
xia [ 5@ +a+2) 3g+2) —3(¢-2) 3(g+2) a(q+1)?
X5 | —3q(q—1) 34 34 —3q s5(@=1(@+q+2)
X1,6 q q 0 0 —q(¢* —q+1)
xi7 | qg+1) q 0 0 q(¢*—q+1)
xis | 3a(g+1) 34 3q —3q -3¢ (¢ +1)
X0 | —3a(a—1)  iq —34 q —3q(q+1)?
X110 | q(q+1) 54 —3q 34 30( +1)(=142¢)
X111 | —3q(g—1) 54 34 -3¢ 3q(¢—D2¢ +q+1)
X1,12 0 0 0 0 —q*
Fortsetzung
C41 €42 €43 C4.4 C45
X1,1 1 1 1 1 1
xiz | —a(a—1)  3ag+1) 34 ~34 24
X3 | =3 —q+2) —3(@®—q+2) 3(a-2) 3@—2) —3(a+2)
X1 | 3a(g+1) 5a(g+1) 34 2 —34
x5 | 3@=1@+2) —3(—a+2) 3(¢-2) —3(@+2) 3(a—2)
X1,6 q(qg—1) —q —q 0 0
X1,7 q —q(g—1) q 0 0
xig | —3q(g+1) 3a(g—1) —34 34 —3q
xi9 | —zalg+1)  —falg+1) 24 —3q 34
x| 3q(g—1) 34 (q—1) 24 —34 54
x| ogale=1)  —3alg+l) —3q 5 ~34
X1,12 0 0 0 0 0
Fortsetzung
C5,0 C51 €52 6,0 C6,1 C6,2 8.0
X1.1 1 1 1 1 1 1 1
X2 | @+q+1 g+1 1 ~1 -1 -1 2¢q+1
X1,3 1 11 —(¢*=q+1) g¢-1 -1 q
xia | ala+) g 0 0 0 0 q+1
X1,5 0 0 0 —q(g—1) q 0 0
xi6 | ¢+qg+l g+1 1 ¢ —q+1 —(¢g-1) 1 ¢+q+1
xi7 | ¢(@+q+1) ¢ 0 q(@®—q+1) q 0 ¢F+qg+1
xig |¢(@+qg+1) ¢q¢ 0 —¢ 0 0 q(qg+2)
X1,9 q(g+1) g 0 0 0 0 q(g+1)
X1,10 ¢ 0 0 —q(®-q+1) —q 0 q
X1,11 0 0 0 q(q—1) —q 0 0
X1,12 ¢ 0 0 ¢ 0 0 ¢




Fortsetzung

C8,1 Cg2 (€83 €10,0 C10,1 C10,2 €10,3 C13,0 C13,1
X1,1 1 1 1 1 1 1 1 1
X2 |g+1 ¢g+1 1 q 0 0 q+2 2
X1,3 q 0 0 -1+ 2g¢ qg—1 g—1 -1 q 0
X1,4 1 qg+1 1 0 0 0 2 2
X1,5 0 0 0 qg—1 -1 g—1 -1 0 0
xi6 |g+1 1 1 P?—q+1 —(¢g—1) 1 1 2¢+1 1
X1,7 1 g+1 1 —(¢?—q+1) -1 g—1 -1 q+2 2
X1,8 q q 0 —q —q 0 2¢+1 1
X1,9 q 0 0 0 0 0 2q 0
xt0| O q 0 q(q—2) —q -q¢ 0 1 1
xt1| O 0 0 q(g—1) —q 0 0 0 0
x1,12 | O 0 0 —q? 0 0 q 0
Fortsetzung
C140 Ci4,1 C15,0 €151 C€16,0 C16,1 C17,0 C17,1 €180
X1,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X1,2 | q+2 2 1 1 q 0 q 0 1
X1,3 1 1 -1 -1 q 0 -1 -1 q
X14 | g+1 1 qg+1 1 0 0 qg+1 1 0
X1,5 0 0 q—1 -1 0 0 0 0 g¢g—1
X16 | q+2 2 -1 -1 1 1 —q 0 q
X1,7 |2¢+1 1 q 0 —q 0 1 1 -1
xig8 |2g+1 1 —q 0 -1 -1 -1 -1 —q
X1,9 | ¢+1 1 —(q+1) -1 0 0 —(¢g+1) -1 0
X1,10 q 0 q o -1 -1 q 0 -1
X1,11 0 0 q—1 -1 0 0 0 0 g¢g—1
X1,12 q 0 —q 0O —¢ © —q 0 —q
Fortsetzung
C18,1 €19,0 €191 €20,0 €20,1 €21,0 C21,1
X1,1 1 1 1 1 1 1 1
X1,2 1 q 0 0 0 -1 -1
X1,3 0 q—2 -2 0 0 q—2 -2
X1,4 0 0 0 q 0 0 0
x5 | —1 -2 -2 q 0 q—1 -1
xi6 | 0 —(-1+2¢) 1 -1 -1 —(¢—2) 2
x1,7 | —1 q—2 -2  —q 0 —142¢ -1
X1,8 0 1 1 0 0 —q 0
X1,9 0 0 0 1 1 0 0
X110 | -1 —(-14+2q) 1 0 0 —(-1+2¢) 1
X1,11 -1 —2q 0 1 1 —(q - 1) 1
x1,12| O q 0 q 0 q 0
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Fortsetzung

€220 €230 €240 €250 €260 €270 €280 €290 €300 €310
X1,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X1,2 3 1 1 1 -1 0 0 -1 0 -1
X1,3 1 -1 1 -1 -1 0 1 -3 0 0
X1,4 2 2 0 0 0 1 -1 0 -1 0
X1,5 0 0 0 -2 0 1 0 -2 -1 1
X1,6 3 -1 1 -1 1 -1 0 3 -1 0
X1,7 3 1 -1 -1 1 -1 0 -3 1 0
X1,8 3 -1 -1 1 -1 0 0 1 0 1
X1,9 2 -2 0 0 0 1 -1 0 1 0
X1,10 1 1 -1 -1 -1 0 1 3 0 0
x1,11| O 0 -2 0 1 0 2 1 -1
X1,12 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1
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Tabelle 28 Einige Werte von auf Spg(g) eingeschrinkten Charakteren von CSpg(q), ¢
ungerade (Beweis zu Bemerkung 10.2)

c1,0(0) cro((g—1)/2)
X1,1 1 1
X1,2 Ta(q® + )(q2 +q+1) 2@+ 1) +q+1)
X1,5 35— 1% +q+1) 5= 1% +q+1)
X1.8 s P+ D) (P +q+1) s (P +a+1D(+1)
X1,11 3(a—1)%q 4(q2 +q+1) 5(g—1)? 4((1 +q+1)
X1,12 q q
X3.1 (- D(@+q+1) ~(q—1)(* +g+1)(~1)z0@D
X3,3 Plg—1)(®+q+1)(*+1) —(q—1)¢*(q® + g +1)(¢% + 1)(~1)z@V
X35 (¢ —1)¢%(¢* + g +1) (4= De( + g+ (-1 Y
Xo,1 (q—D* @ +1D)(¢*+q+1) (¢— D@+ 1)(¢ +q+1)(-1)"
X9,2 >+ 1)(?+q+1)(g—1) (¢ —13%q(¢® + 1)(¢* + g+ 1)(—1)"
xo8 | @(a— DX+ 1)(@*+q+1) (a—1%¢(@* + 1(¢® + g+ 1)(=1)"
x3a1 | (@ + 1)@ +g+D(g+1)%(g—1)% (¢—1)3¢*+1)(¢° +g+1D(g+1)*(=D"
22,1(0) c31,0(%1)

X1,1 1 1

X1,2 %(Q—i- 1)2 -1

X5 | —3(q—1) 1

X1,8 ¢ 1

X1,11 0 -1

X1,12 0 -1

X3,1 q —2(-1)"

x33 | a(@®+1) 2(-1)n

X35 ¢ —2(=1)"

X9,1 (q—1)? grivkr 4 gk

xo2 | —(g—1)° —g g

xo3 | (q—1)%q gk gk

X341 0 _ :z'))l ki 5;1 kig® 53—11 kig® _ §§21 ki _ 53—(111 ki 53—11 k1
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