Mathematische Grundlagen

Vorlesung WS 2013/14

Gabriele Nebe

RWTH Aachen

Prof. Dr. Gabriele Nebe
Lehrstuhl D fir Mathematik
RWTH Aachen
Templergraben 64



2

Der Nachdruck dieses Textes, auch von einzelnen Teilen daraus, ist nicht
gestattet.



Inhaltsverzeichnis

1 Aussagen, Mengen, Abbildungen

1

Aussagenlogik. (1. Vorlesung) . . . . . ... ...

1.1 Aussagen und ihre Verkniipfungen. . . . . . .. ... .. ... ...
1.2 Implikation und Aquivalenz . . . . . . . . ... ... ... .. ...
Mengen. . . . . . . ..

2.1 Notation . . . . . . . . ..
2.2 Mengenoperationen (2. Vorlesung) . . . . . . ... .. .. ... ...

2.3 Quantoren und Mengenfamilien. . . . . . . . .. ...
Abbildungen. (3. Vorlesung) . . . . .. .. ... L
3.1 Definition und erste Beispiele . . . . . .. .. ... ... ... ...

3.2 Abzidhlen. (4. Vorlesung) . . . . ... ...
3.3 Komposition von Abbildungen. . . . . . ... ... ... ... ...
Partitionen und Aquivalenzrelationen. (6. Vorlesung) . . . .. .. ... ..
Vollstédndige Induktion und Rekursion (7. Vorlesung) . . . ... ... ...

5.1 Axiome und Prinzipien . . . . . . ... 0oL
5.2 Anordnung der natiirlichen Zahlen . . . . .. ... .. ... ... ..
5.3 Das allgemeine Assoziativgesetz . . . . . . . . ... ... ... ...

5.4 Produkt und Potenzen natiirlicher Zahlen . . . . . . ... ... ..
5.5 Wichtige Folgen natiirlicher Zahlen (10.Vorlesung) . . . . . . . . ..

2 Reelle und komplexe Zahlen

6

Axiome fiir Gruppen, Ringe und Kérper . . . . .. . .. .. ... ... ..
6.1 Gruppen 11. Vorlesung am 19.11.2013. . . . . . . . . . ... . ...
6.2 Ringe 11. Vorlesung am 19.11.2013 . . . . . . . . .. .. ... ...
6.3 Korper 12. Vorlesung am 20.11.2013 . . . . . . . .. .. ... ...
Axiome fiir den reellen Zahlkérper . . . . . . . . . ..o
7.1 Angeordnete Korper 12. Vorlesung am 20.11.2013 . . . . . . .. ..
7.2 Der reelle Zahlkorper 12. Vorlesung am 20.11.2013 . . . . . . . . ..
7.3 Absolutbetrag und Abstand, 13. Vorlesung 26.11.2013 . . . . . . . .
7.4 Quadratische Gleichungen, 13. Vorlesung 26.11.2013 . . . . . . . ..
Der komplexe Zahlkorper . . . . . . . . ..o
8.1 Konstruktion aus dem reellen Zahlkorper, 13. Vorlesung 26.11.2013
8.2 Die GAusssche Zahlenebene . . . . . . ...
8.3 EukriDpische Geometrie, 16. Vorlesung am 4.12. . . . . . . . . . ..

3

47
47
47
20
23
93
o4
95
56
58
29
29

65



4 INHALTSVERZEICHNIS
3 Korper und Ringe konstruktiv 71
9 Ringe, 17. Vorlesung am 10.12. . . . . . . . .. ... ... . ... 71
9.1 Die ganzen Zahlen . . . . . . ... ... oo 71

9.2 Der EUkLIDische Algorithmus fiir ganze Zahlen . . . . . . . .. .. 73

9.3 Restklassenkorper von Z, 18.Vorlesung am 11.12. . . . . . . .. .. 76

9.4 Der Polynomring iiber einem Koérper, 19.Vorlesung am 17.12. . . . . 78

9.5 Der EUKLIDische Algorithmus fiir Polynomringe iiber Kérpern . . . 80

9.6 Der Polynomring als Halbgruppenring. . . . . . .. . ... ... .. 83

10 Quotientenkorper, 20. Vorlesung am 7.1.14 . . . . . . ... ... 85
10.1  Konstruktion der rationalen aus den ganzen Zahlen . . . . . .. .. 85

10.2  Konstruktion der rationalen Funktionen aus den Polynomen .. 87

11 Der Korper der reellen Zahlen. Am 21. und 28.1., 22. und 23. Vorlesung . . 89
11.1  Der Ring der rationalen CAucHY-Folgen. . . . . . . . .. ... ... 89

11.2  Definition der reellen Zahlen . . . . . . . . . ... ... ... ... 91

11.3  Anordnung, Abstand, Betrag. . . . . . ... ... ... ... ... 92

11.4  Rationale Zahlen als reelle Zahlen. . . . . .. ... ... ... ... 93

11.5  Ordnungsvollstindigkeit des reellen Zahlkérpers. . . . . . . . . . .. 94

12 Kettenbriiche, letzte Vorlesung am 3.2. . . . . . . .. .. .. ... ... .. 96
12.1  Kettenbriiche und gute Approximationen . . . . . . . . . . .. ... 96

12.2  Periodische Kettenbriiche und quadratische Gleichungen. . . . . . . 99

12.3  Die Kettenbruchentwicklung der Eulerschen Zahl. . . . . . . . . .. 100

4 Ergidnzungen und Wiederholung 103
13 Gleichungssysteme, Einschub am 14.1.2014, 21. Vorl. . . . . . . ... . .. 103
13.1  Fasern einer Abbildung . . . . . . . .. ... ... L. 103

13.2  Die Substitutionsmethode . . . . . . ... ... 00000 104

13.3  Lineare-affine Geometrie . . . . . . . . . . . ...



Kapitel 1

Aussagen, Mengen, Abbildungen

1 Aussagenlogik. (1. Vorlesung)

Lernziele: Symbole und Kalkiil der Aussagenlogik, Wahrheitstafeln,

und | oder | nicht | impliziert | folgt aus | dquivalent
VAN V - = = =

1.1 Aussagen und ihre Verkniipfungen.

Zwei Aspekte sind interessant an Aussagen: Erstens, welcher Sachverhalt durch sie be-
schrieben wird, welchen Sinn oder Bedeutung sie haben, zweitens, ob sie wahr oder falsch
sind. Zu dem ersten Aspekt soll hier nichts gesagt werden, insbesondere verzichten wir auf
eine Definition, was eine Aussage ist. Wichtig fiir uns ist alleine der zweite Aspekt, dass
man einer Aussage genau einen der Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zuordnen
kann und dass man aus Aussagen neue Aussagen durch Verkniifungen wie ,und“, joder*
oder Verneinung konstruieren kann, sodass der Wahrheitswert der zusammengesetzten
Aussage einzig und allein von den Wahrheitswerten der Ausgangsaussagen abhéngt.
Beispiel. 1.) ,,5 ist eine Primzahl“ ist eine wahre Aussage.

2.) ,,1 ist eine Primzahl“ ist eine falsche Aussage.

3.),62—1=(5—1)(5+1)“ ist eine wahre Aussage.

4.) ,n% = 25“ ist keine Aussage, weil n nicht hinreichend spezifiziert ist.

Definition 1.1. 1.) Eine Aussage A hat entweder den Wahrheitswert wahr (W (A) =
w) oder falsch (W (A) = f).

2.) Zwei Aussagen mit demselben Wahrheitswert heiffen dquivalent.

3.) Ist A eine Aussage, so auch ihre Verneinung —A (nicht A). Es gilt: W(=A) = w
genau dann, wenn W(A) = f oder tabellarisch ausgedriickt:

Al —-A
w| f
fl w
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4.) Sind A, B Aussagen, so auch ihre Konjunktion AAB (A und B). Es gilt: W(AAB) =
w genau dann, wenn gleichzeitig W(A) = w und W(B) = w.

5.) Sind A, B Aussagen, so auch ihre Disjunktion AV B (A oder B). Es gilt: W(AVB) =
f genau dann, wenn gleichzeitig W(A) = f und W(B) = f.

Die letzte Definition ist etwas hinterhéltig. Wir geben daher fiir die Konjunktion und die
Disjunktion noch die Wahrheitstafeln an: In der ersten Zeile stehen die Aussagen und
in den Spalten darunter die Wahrheitswerte der Aussagen, sodass alle Kombinationen der
Wahrheitswerte von A und B vorkommen:

A|B|AANB | AVB
w|w w w
w | f f w
f|w f w
f|f f f

Insbesondere sehen wir, dass unser ,,Oder® ein nichtausschliefendes Oder ist. Man kann
nun aus diesen drei Grundverkniifungen von Aussagen neue Verkniifungen definieren,
von denen einige weniger wichtig sind, wie das ,,Entweder Oder®, also das ausschlieSende
Oder, andere grundlegend wie etwa die Implikation =. Bevor wir dies tun, wollen wir
noch einige Rechenregeln fiir die Verkniipfungen von Aussagen auflisten, die das Leben
oft einfacher machen:

Satz 1.2. Seien A, B,C Aussagen. Dann gilt:

1.) W(=(=A)) =W(A), d. h. A und —(—A) sind dquivalente Aussagen.
2.) Kommutativitidt der Konjunktion:

W(AANB)=W(BAA).

3.) Kommutativitit der Disjunktion:

W(AV B)=W(BV A).

4.) Assoziativitit der Konjunktion:
W(ANBAC))=W({(AANB)AC).

5.) Assoziativitidt der Disjunktion:

WAV (BV(C))=W(AvV B)Vv(C).

6.) Distributivitit der Disjunktion gegeniiber der Konjunktion:
WAV (BAC))=W((AVB)A(AV(O)).

7.) Distributivitit der Konjunktion gegeniiber der Disjunktion:
W(ANBVC)=W({(AANB)V(ANQD)).

Beweis. Wir begniigen uns mit dem Beweis von 1.) und von 7.). Die anderen ergénzen Sie
nach demselben Prinzip. Wir erstellen sukzessive die Wahrheitstafeln der beiden Aussagen
und sehen dass die entsprechenden Wahrheitswerte gleich sind. Es ist darauf zu achten,
dass alle Kombinationen der Wahrheitswerte der Ausgangsaussagen vorkommen, also 2,
4 oder 8. Die Zahlen in der zweiten Reihe geben an, in welcher Reihenfolge die Spalten
auszufiillen sind.

1)
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-1 (=]A A

31211

w| f|w|w

flwl| f|f
Die Gleichheit der ersten und der letzten Spalte beweisen die Behauptung.
7.)

AN (BIVIO|MA|ANIB)|VIA|IANICO

1131 2] 1 1121 (3]1]2]1

wlwlw| lw|lw|w|w|lw| w|lw,|wWw|Ww

wiw|w | lw|f|w|w|w]|w|w]/[f]Hf

wiw| f|lwlwilw|f|]f|w|w|w|wWw

w| f| f |f| f]w|[f| f | f|w]|f]f

flflw|w|w f | flw /| f| f|f]w

f1flw|w| f f | flw | f| £ | f|f

flf] flw|w flf] f{f] f|f|w

f1f] f|f] f f 1 f] £ £ f[f]|f
WEeil die beiden mit 3 iiberschiebenen Spalten iibereinstimmen, ist der Beweis erbracht.

q.e.d.

Wihrend der gerade angeschriebene Satz noch einigermaflen einleuchtend ist, haben Anféinger
meist Schwierigkeiten mit den Verneinungen von Konjunktionen und Diskunktionen.

Satz 1.3. Seien A, B Aussagen. Dann gilt:

1.) Verneinung der Konjunktion:

W(=(AAB))=W(=AV -B).

(Das —-Zeichen bindet stirker als V, sodass die rechte Seite als W ((—=B) V (—A)) zu lesen
ist.)

2.) Verneinung der Disjunktion:

W(=(AV B))=W(=AA-B).

Beweis. 1.) Mit Wahrheitstafel (4 Kombinationen). Ubung.

2.) Aus 1.) und Satz 1.2 1.): Setze C' := =A und D := =B." Nach 1.) sind dann C'V D
und —(=C A =D) dquivalent. Also sind auch die Verneinungen —(C'V D) und =C' A =D
aquivalent. Indem wir C' zu A und D zu B umtaufen, steht die Behauptung da.  q.e.d.

1.2 Implikation und Aquivalenz

Wir kommen jetzt zu zwei wichtigen Verkniipfungen von Aussagen, die bei Beweisen und
bei Algorithmen besonders wichtig sind.

Definition 1.4. Seien A, B Aussagen.

Die Implikation A = B, auch gelesen als A impliziert B oder B folgt aus A, bezeichnet
die Aussage =AV B.

Die Aquivalenz A < B, auch gelesen als A dquivalent zu B, bezeichnet die Aussage

I'Das Zeichen := bedeutet: Was links steht wird durch das, was rechts steht, definiert.
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(A= B)AN(B=A).

Wir hatten bereits frither iiber die Wahrheitswerte Aquivalenz definiert. Wenn wir es hier
nochmals definieren, miissen wir zeigen, dass es dasselbe ist.
1.) Die Wahrheitstafel fiir die Implikation ist (zeilenweise):

A w w f f
B w [ w .
A=>B‘W f w w

Insbesondere ist = nicht kommutativ in dem Sinne, dass A = B &quivalent (im Sinne
von Definition 1.1 2) ist mit B = A. Manchmal schreibt man letzteres auch als A < B,
gelesen als A folgt aus B. Man beachte, dass die Umgangssprache an dieser Stelle sehr
unsauber ist.

2.) Die Wahrheitstafel fiir die Aquivalenz ist :

A w w f f
B w  w .
A@B‘W f f w

Insbesondere sind A und B genau dann #quivalent, wenn ihre Wahrheitswerte iiberein-
stimmen, d. h. die neue Definition steht im Einklang mit Definition 1.1 2.).

Die Wahrheitstafel der Implikation macht am Anfang manchmal Schwierigkeiten mit der
Anschauung. Aber man mache sich klar, dass man aus einer falschen Annahme alles
Moégliche folgern kann: Die Folgerung ist richtig, aber {iber die Richtigkeit des Gefolgerten
weil man nichts. In Beweisen und bei Algorithmen folgert man immer aus richtigen oder
zumindest als richtig angenommene Aussagen. Zwei Eigenschaften der Implikation sind
im Hinblick auf Beweise wichtig:

Bemerkung 1.5. Sind A, B,C Aussagen so gilt :
1.) (Kontraposition)
(A= B) & (-B = -A).
2.) (Transitivitdt) Gilt A= B und B = C, so gilt auch A = C.
Mit anderen Worten: (A= B) A (B = C)) = (A= C) ist immer eine wahre Aussage.
3.) (Ringschluss) Gilt A = B und B = C und C' = A, so sind je zwei der drei Aussagen
A, B, C dquivalent.
4.) (Widerspruchsbeweis) Sei A eine Aussage und F' eine falsche Aussage. Dann gilt:

As (A= F)
Beweis. 1.) Ein letztes Mal per Wahrheitstafel:
(Al=|B)|<|(—-|B|=|-|4)
1 {21142 |1(3]|2]|1
wl lw|w|w|f|w|w|f]|w
w | f flwlw/|]f]f|f|w
f lw|lw /| w|f|w|w|w]|f{
flw|f|lw|lw/|f|w]|w]|f
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Weil in der Spalte unter 4 nur w vorkommt, ist die Behauptung gezeigt.
2.) Ubung.
3.) Sofort aus 2.) q.e.d.

Seltener braucht man das ,,entweder oder und das ,,weder noch“. Wir lassen es als Ubung
diese beiden auf die drei Grundverkniifungen zuriickzufithren. Man beachte, es gibt manch-
mal mehrere dquivalente Moglichkeiten.

2 Mengen.

Lernziel: Einfache Notation, Konstruktionen und Identitdten der Mengenlehre: Teilmen-
gen, Potenzmenge, Vereinigung und Durchschnitt, kartesische Produkte, Vergleich mit
Aussagenlogik, Umgang mit Quantoren

2.1 Notation

In diesem Abschnitt mochte ich Thnen nicht erklaren, was eine Menge ist, sondern eher,
wie man Mengen konstruieren, manipulieren und benutzen kann. Eine Menge ist eine An-
sammlung von Objekten, den sogenannten Elementen der Menge. Beispiele fiir Mengen
kennt der eine oder andere schon aus der Schule.

Beispiel. 1.) N:={1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen.

2.) A:={3,5,7,11,13,17}, die Menge der Primzahlen zwischen 3 und 17. Es gibt ver-
schiedene Beschreibungen fiir dieselbe Menge:

Aufzdhlende Form: A; = {3,5,7,11,13,17}

oder auch A, = {11,13,17,5,3,5,7}.

(In einer Menge kommt es nicht auf die Reihenfolge der Elemente an und es kommt kein
Element mehrfach vor.)

Beschreibende Form:

A3 ={n € N |3 <n <17 und n ist Primzahl }.
Definition 2.1. (Notation Mengen)

1.) Ist M eine Menge und a ein Element von M, so schreiben wir a € M. Ist a kein
Element von M, so sagen wir a ¢ M.

2.) Zwei Mengen M und N sind gleich, kurz M = N, genau dann wenn sie dieselben
Elemente enthalten, also a € M genau dann wenn a € N.

3.) Die Menge, die keine Elemente enthdlt, heifst die leere Menge 0 oder auch {}.

4.) Fine Menge N heifst Teilmenge der Menge M, N C M, falls fiir alle Elemente
a € N qilt, dass a € M. In Formeln:
(NCM)=(ae N=>aec M)



10 KAPITEL 1. AUSSAGEN, MENGEN, ABBILDUNGEN

5.) Fir eine Menge M heifst
Pot(M) :={T | T C M},
also die Menge aller Teilmengen von M, die Potenzmenge von M.

Beispiel 1.) ) € M fiir jede Menge M.

2.) Eine beschreibende Form fiir die leere Menge ist z.B. E = {n € N | n < 0}.

3.) Pot({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Man beachte, dass die Elemente dieser Menge ihrerseits wieder Mengen sind, was anfangs
etwas verwirrend sein kann:

{3} € Pot({1,2,3}) & 3 € {1,2,3}.

Ubung: Zeigen Sie unter Benutzung von Definition 2.1 2.) dass die drei Beschreibungen
in Beispiel oben die gleiche Menge beschreiben, also A; = Ay = Aj gilt. (Beachte: Um die
Gleichheit zweier Mengen, sagen wir A, B zu zeigen, miissen wir die Aquivalenz z € A <
x € B zeigen, also zwei Implikationen.)

Beispiel. RussELLsche Antinomie (B. RUSSEL?, E. ZERMELO?)

Sei M eine Menge.
Ny:={aeM|a¢a}

ist dann auch eine Menge.

Behauptung: Ny, & M.

Beweis: Angenommen N, € M. Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

1.) Ny € Ny, so folgt aus der Definition von Ny, (von links nach rechts gelesen), dass
Nyr € Ny, Widerspruch.

2.) Ny € Ny, so folgt aus der Beschreibung von Ny, (von rechts nach links gelesen), dass
Ny € Ny sein muss. Ein Widerspruch.

Also ist die Behauptung bewiesen.

Insbesondere bildet die Gesamtheit G aller Mengen keine Menge, ansonsten wére auch
N eine Menge und damit Ng € G (im Widerspruch zur oben bewiesenen Behauptung).

2.2 Mengenoperationen (2. Vorlesung)

Wir wollen in Analogie zu den drei Verkniipfungen von Aussagen die Entsprechungen fiir
Mengen einfithren. Manchmal sind die Akzente hier etwas anders, aber eigentlich 1483t
sich alles iibertragen. Wir présentieren die Definitionen zusammen mit den zugehérigen
VENN*-Diagrammen, die ein sich selbst erklirender Appell an die Anschauung sind.

Definition 2.2. Sei M eine Menge mit Teilmengen A, B C M.
1)ANB:={me M |me A undm € B} heifit der Durchschnitt der Mengen A und
B.

2BERTRAND ARTHUR WILLIAM RUSSELL 1872 - 1970

SERNST FRIEDRICH FERDINAND ZERMELO 1871 - 1953
4JOHN VENN 1834 - 1923
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2) AUB:={m e M | m € A oder m € B} heifit die Vereinigung der Mengen A und

B.

3)A:=M\A:={meM|m¢g A} heifit das Komplement von A in M.

4) A\B:={meM|meAundm ¢ B} = AN B heifit die Differenzmenge A ohne

B.

Wir haben also durch N, U, ™ Verkniifungen auf Pot(M). Diese gehorchen Gesetzen, die
in genauer Analogie zu den Eigenschaften von A, V, = stehen, die wir in Satz 1.2 kennen-
gelernt hatten.
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Satz 2.3. Seien A, B,C' C M . Dann gilt:

1.) A=A

2.) Kommutativitdt des Durchschnittes:

ANB=BnNA.

3.) Kommutativitidt der Vereinigung:

AUuB=BUA.

4.) Assoziativitit des Durchschittes:
AN(BNC)=(AnB)NnC.

5.) Assoziativitit der Vereinigung:
AU(BUC)=(AuB)UC.

6.) Distributivitit der Vereinigung gegeniiber dem Schnitt:
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

7.) Distributivitit des Schnittes gegeniiber der Vereinigung:
AN(BUC)=(ANnB)UANCQO).

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Satz 1.2. Wir wollen exemplarisch 6.) beweisen und
gleichzeitig das zugehorige VENN-Diagramm als Erinnerungsstiitze, Kurznotation fiir den

Beweis angeben.

re AU(BNC) &
reAVee (BNO) <
re€AV(reBAzel)&
(re AVez e B)AN(zre AVze(l) &
(e AUB)A(z € AUC) &
re(AUB)N(AUCQ))

VENN-Diagramme:

q.e.d.

Ubung: Man beweise die iibrigen Aussagen des letzten Satzes und male die zugehorigen

VENN-Diagramme. Diese Ubung sollten Sie als sehr einfach empfinden.
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Analog zu Satz 1.3 gilt natiirlich der folgende Satz, dessen Beweis wir auch als Ubungs-
aufgabe lassen:

Satz 2.4. Seien A,B C M . Dann gilt:
1.)ANB=AUB.
2.)AUB = ANB.

Man konnte jetzt in volliger Analogie zur Aussagenlogik weitermachen. Aber das Analo-
gon der Implikation bei Mengen ist nicht so wichtig; hingegen spielt die symmetrische
Differenz, also das Analogon zum ausschlieBenden Oder, eine wichtigere Rolle, wie Sie
in der Ubung sehen werden.

Eine weitere wichtige mengentheoretische Konstruktion ist das kartesische Produkt. Es
unterscheidet sich grundsétzlich von den bisherigen Operationen U, N, , die aus Teilmen-
gen einer Menge eine neue Teilmenge machten. Rein formal kommt hier eine Teilmenge
der Potenzmenge heraus, aber die Idee her wird eine neue Menge konstruiert.

Definition 2.5. (formale Definition) Seien M, N Mengen.
1) Firm € M und n € N bezeichnet

(m,n) = {{m},{m,n}}
das geordnete Paar der beiden Elemente.

2)
M x N :={(m,n)|me M,ne N}

heifit das kartesische Produkt® der Mengen M und N oder auch die Paarmenge.

Bemerkung 2.6. (anschauliche Definition des kartesischen Produkts)
Fiir (my,ny), (mg,ng) € M x N gilt:
(mqy,n1) = (ma,ng) genau dann, wenn m; = mo und Ny = ny.

Beweis. (mq1,n1) = {{m1},{mi,n1}} ist eine Menge. Diese enthilt ein Element, falls
my = ny ist, ansonsten zwei Elemente. Ist m; = nq, so ist (mq,ny) = (mg,ny) genau
dann, wenn (mgy,ny) auch nur ein Element enthélt und dieses Element gleich {m;} ist,
also genau dann, wenn my = ny = my ist. Gilt aber m; # ny, so hat (my,ny) zwei
Elemente (die ihrerseits wieder Mengen sind) und sich durch die Anzahl ihrer Elemente
unterscheiden: {m; } enthélt genau ein Element und {my, n;} enhilt genau zwei Elemente.
Also gilt (mq,n1) = (ma,n2) genau dann wenn {m;} = {ms} und {my,n1} = {ma, no}
also genau dann wenn m; = my und n; = ny gelten. q.e.d.

Einfache Beispiele.

1.) R x R kann man als reelle Ebene visualisieren. Dies setzt natiirlich die Visualisierung
von R als Zahlengerade voraus.

2.) {a,b} x {1,2,3} ={(a, 1), (a,2),(a,3), (b1 :
3.){1,2} x{2,3,4} = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,2), (2 3), (2,4)}.
4.) M x = 0.

SRENE DESCARTES 1596 - 1650




14 KAPITEL 1. AUSSAGEN, MENGEN, ABBILDUNGEN

2.3 Quantoren und Mengenfamilien.

Wir miissen unsere sprachlichen Ausdrucksmoglichkeiten erweitern. Beispielsweise konnen
wir den Durchschnitt zweier Teilmengen einer Menge bilden und damit durch Iteration
auch den Durchschnitt endlich vieler Teilmengen. Aber das reicht nicht aus, insbesondere
dann nicht, wenn wir es mit unendlichen Mengen zu tun haben.

Definition 2.7. Ist M eine Menge so schreiben wir:

1.) statt “fir alle Elemente m der Menge M (gilt ...)” kiirzer “ fir alle m € M (gilt
.. )7 oder noch kirzer “Nm e M (gilt ...)",

2.) statt “es gibt ein Element m € M (mit ... )“ oder “es ezistiert ein Element m € M
(mit ... )« kirzer “Gm € M (mit ...)".

Als Anwendung dieses neuen Ausdrucksmoglichkeit kénnen wir den Durchschnitt und die
Vereinigung von einer Menge von Teilmengen definieren.

Definition 2.8. Sei U eine Menge von Teilmengen einer Menge M, also U C Pot(M).
1.) Der Durchschnitt von U (oder der Mengen aus U) ist definiert als

ﬂT = {meM|meT firaleT eU}
Teu
= {meM|VTecl git meT}.

2.) Die Vereinigung von U (oder der Mengen aus U) definiert als
U T = {meM|meT fir (mindestens) ein T € U}

Teu
= {meM|3Tecld mitmeT}.

Beispiel Definiert man fiir n € N die Menge T,, := {d € N | d teilt n} (also die Menge

aller Teiler von n), so ist
NT.={1}, JT.=N

neN neN
Beweis: (,cy T = {1}, denn 1 € T, fiir alle n und 77 = {1}.
U, cnTn =N, dan €T, fiir alle n € N.

neN -1

Bemerkung 2.9. Sei M eine nicht leere Menge. Ist U := () C Pot(M), so gilt
(NT=Mund | JT=0
Teu Teu

Beweis. Wir beweisen die erste Behauptung und lassen die zweite als Ubung:

(1T = {meM|VTecUgiltmeT}
Teu
{meM| TeU=meT}

= M

denn die Pramisse “T" € U* der Implikation “T' € Y = m € T ist nie erfiillt, da U = (),
sodass die Implikation immer richtig ist. q.e.d.
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Bemerkung 2.10. Sei [ eine Menge und (T;);cr eine Mengenfamilie mit T; C M Dann
qilt:

1) -
Nr-Ur

el el
2.) -
Jr-Nx

el el

Beweis. 1.) an der Tafel vorgemacht q.e.d.

3 Abbildungen. (3. Vorlesung)

3.1 Definition und erste Beispiele

Lernziele: Definition von Abbildung, Defintionsbereich, Wertebereich, Bild, bijektive Ab-
bildungen
Motivierendes Beispiel: Der Graph von f: R — R, z + 2.

Definition 3.1. Seien M, N Mengen.

1) Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist eine Teilmenge f C M x N
des kartesischen Produktes M x N mit folgender Bedingung:

Fiir jedes m € M gibt es genau ein n € N mit (m,n) € f. Man nennt n auch das
(beziiglich f) m zugeordnete Element und schreibt n = f(m) statt (m,n) € f.° Statt
S ©€ M x N Abbildung“ schreibt man:

f:M—N

oder ausfihrlicher:

f:M— N:mw— f(m).

2) Ist f + M — N eine Abbildung, so heifit M der Definitionsbereich von f, N der
Wertebereich und fiir T' C M heifst

J(T) :={f(m) | meT}HCS N)
das Bild von T unter f, im Falle T = M heifst Bild(f) := f(M) das Bild von f.

Man beachte, eigentlich sind Abbildungen iiber zwei Bedingungen definiert, eine Existenz-
und eine Eindeutigkeitsbedingung.
Beispiel. Sei M := N := R. Dann ist der Kreis

ki={(z,y) eRxR|2*+4* =1}

6Manchmal nennt man auch das, was wir als Funktion bezeichnet haben, den Graph einer Funktion
und stellt sich die Funktion als Zuordnung vor.
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keine Abbildung von M = R nach N = R. Erstens gibt es nicht zu jedem z € M ein
y € N mit (z,y) € k, z. B. nicht fiir x = 2. Diesen Ubelstand kann man dadurch beheben,
dass man R durch das abgeschlossene Intervall

M:=[-11 ={zeR|-1<z<1}

ersetzt. Zweitens existieren fiir jedes x mit —1 < z < 1 zwei y € N mit (z,y) € k. Wir
konnen diesen Ubelstand auch beheben, indem wir zwei Abbildungen definieren:

ki:[-1,1] — Riz—V1—2a?
ky:[-1,1] — Riz+— —V1—2?

und wir erhalten k = k; Uks, wobei £y und ky Abbildungen sind, £ jedoch nicht mehr. Der
Definitionsbereich fiir beide k; ist M = [—1, 1], der Wertebereich N = R und die Bilder
sind k1([—1,1]) = [0,1] und ks([-1,1]) = [-1,0].

Noch ein Beispiel fiir Funktionen und nicht-Funktionen von 3 nach 4. Wenn man ein neues

Konzept einfiihrt, schaut man zunéchst, ob alte Konzepte damit in Beziehung stehen. Wir
gehen unsere bisherigen Betrachtungen durch.
Beispiel. 1.) Sei A eine Menge von Aussagen. Die Zuweisung der Wahrheitswerte ist eine
Abbildung:

W:A—{w, f}: A— W(A).

2.) Sei M eine Menge, P := Pot(M). Dann ist ~ : P — P eine Abbildung. Ebenso sind U
und N: P x P — P Abbildungen.

Das néichste Konzept, welches wir in der Sprache der Abbildungen umformulieren wollen,
ist das der Teilmenge.

Bemerkung 3.2. Sei M eine Menge.
1) Jede Teilmenge T C M wvon M legt eine Abbildung xr : M — {0,1} fest durch
die Vorschrift: xp(m) = 1 genau dann, wenn m € T. xr heifit die charakteristische
Funktion von T'. Sie ist gegeben durch

1, meT
XT.M—>{O,1}.m|—>{O’ mgT

2) Jede Abbildung o : M — {0,1} legt eine Teilmenge T von M fest, nimlich T := {m €
M | a(m) = 1}, sodass o = xr.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass o = y ist in 2). Zwei Abbildungen f und g sind gleich,
genau dann wenn sie den gleichen Definitionsbereich M und Wertebereich haben und wenn
fiir alle m € M die Funktionswerte f(m) = g(m) gleich sind. Der Definitionsbereich von
a und von xr ist jedesmal M, der Wertebereich ist {0,1}. Es gilt fiir m € M, dass
a(m) = 1 genau dann wenn m € T also genau dann wenn xr(m) = 1 ist. Ansonsten ist
a(m) = xr(m) = 0. Also stimmen die beiden Abbildungen iiberein. q.e.d.

Die Konstruktion im zweiten Teil der Bemerkung ist von allgemeiner Bedeutung. Wir
unterstreichen dies durch eine Definition:
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Definition 3.3. Sei f : M — N eine Abbildung. Firn € N heifst

f7{n}) ={me M| f(m)=n} (S M)
die Faser von f tiber n, die Faser von n, oder volles Urbild von n.

Beispiel. 1) Sei ' C M und xr : M — {0, 1} die charakteristische Funktion von 7. Dann
ist xp'({1}) =T, xp'({0}) = M\ T.

2) Faser von f: R xR — R, (z,y) — z.

3) Fasern von g : R x R — R, (z,y) — y sind Funktionen.

Wir besprechen einen besonders wichtigen Fall von Abbildungen, wo alle Fasern einele-
mentig sind.

Satz 3.4. Sei f: M — N eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1) 71 :={(n,m) € N x M | (m,n) € f} ist eine Abbildung von N nach M, also

71N — M.

2) Fiir jedes n € N besteht die Faser f~'({n}) von f diber n aus genau einem Element
von M.

Ist eine und damit auch die andere dieser Bedingungen erfillt, so heifit f bijektiv oder
eine Bijektion und f~' : N — M die zu f inverse Abbildung oder auch Umkehr-
funktion (die dann auch bijektiv ist).

Beweis. 1) = 2) Wir nehmen an, dass das oben definierte f~! C N x M eine Abbildung
von N nach M ist. Sei n € N. Man verifiziert fiir die Faser f~!({n}) von f iiber n:

) ={f"(n)}

(Man beachte die unterschiedlichen Bedeutungen von f~!, einmal gem#fi Definition 3.3
und einmal geméfl der Definition aus Satz 3.4 1.) Die Gleichheit dieser beiden Mengen
zeigt man dadurch, dass man verifiziert, dass jede der beiden Mengen in der anderen
enthalten ist:

Sei also m € f~'({n}), d.h. (m,n) € f. Dann ist (n,m) € f~! nach Definition von f~!
und somit m = f~(n) € {f~}(n)}. Somit gilt f~1({n}) C {f~'(n)}.

Fiir die umgekehrte Richtung geniigt es, das einzige Element m := f~!(n) zu betrachten.
Dann ist (n,m) € f~!, also (m,n) € f und somit f(m) = n, also m € f~*({n}). Daher
auch {f~*(n)} € f~*({n}) und die beiden Mengen sind gleich.

2) = 1) Wir miissen zeigen, dass f~! := {(n,m) € N x M | (m,n) € f} eine Abbildung
von N nach M ist, also, dass fiir jedes n € N genau ein m € M existiert mit (n,m) € f~1.
Sei alson € N. Dann besteht wegen 2) die Faser f~!({n}) aus genau einem Element, dieses
werde mit m bezeichnet. Dann ist m € M und (m,n) € f. Somit nach Definition (n,m) €
1. Weiter ist m eindeutig, denn seien m, m’ € M mit (n,m) € f~! und (n,m’) € f~1.
Dann gilt (m,n) € f und (m/,n) € f, also m € f~({n}) und m’ € f~'({n}). Da diese
Faser aber genau ein Element enthélt folgt damit m = m/. q.e.d.
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Wie wird man also vorgehen, wenn man zeigen will, dass eine Abbildung f : M — N
bijektiv ist? Typischerweise wird man eine Abbildung g : N — M suchen, die ein Kanditat
fiir die Umkehrabbildung ist. Alsdann wird man zeigen: Fiir alle m € M und alle n € N
gilt:

f(m) =n & g(n) =m.
Damit ist dann gezeigt, dass f bijektiv ist und g = f~! die Umkehrfunktion ist.
Beispiel. Eine Teilmenge f C R x R ist genau dann eine Funktion, wenn jede Parallele
(= {a} xR fiir a € R) zur y-Achse (= {0} x R) den Graphen, also f, genau einmal
schneidet. Sie ist bijektiv genau dann, wenn zusétzlich jede Parallele (= R x {a} fur
a € R) zur z-Achse (= R x {0}) den Graphen auch genau einmal schneidet. Dann erhélt
man die Umkehrfunktion durch Vertauschen der Rollen von x- und y-Achse.
Beispiel. Sei S eine Menge. Die Diagonale

A(S):={(s,s)|s€S}CSxS

ist eine Abbildung von S in sich. Diese Abbildung wird die Identititsabbildung von S
genannt und mit idg bezeichnet, also

idg: 9 —S:sms.
Zum Beweis der Bijektivitét iiberzeugt man sich davon, dass idg gleich ihrer Umkehr-
funktion ist.
Definition 3.5. Fir Mengen M, N wird die Menge aller Abbildungen von M nach N mit
NM bezeichnet. (Also f: M — N bedeutet dasselbe wie f € N*.)
N .={f|f: M — N}
Bemerkung 3.6. Sei M eine Menge. Dann ist
x : Pot(M) — {0, 1} : T+ xp
eine Bijektion mit inverser Bijektion
{0, 1} — Pot(M) : a — a*({1}).

Beweis. An der Tafel. Bezug zur Bemerkung (3.2). q.e.d.

3.2 Abzihlen. (4. Vorlesung)

Beispiele fiir Mengen N := {1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen

Ny :=Zs¢:={0,1,2,3,...}, Menge der natiirliche Zahlen mit Null.
Z=A...-3,-2,-1,0,1,,2,,3,...}, die Menge der ganzen Zahlen.

R, die Menge aller reellen Zahlen, deren Charakterisierung Sie in der Analysis |
kennenlernen.

Q={f€R|acZbec N}, die Menge der rationalen Zahlen.
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Fir n € Ny bezeichne n :={1,2,3,...,n} ={a € N|a < n}.
Es ist 0 = 0.

Wiederholung: Bijektive Abbildungen. Eine Teilmenge f C M x N heifit Funktion,
falls fiir alle m € M genau ein n € N existiert mit (m,n) € f. Schreiben: n = f(m).
Eine Abbildung f : M — N heifit bijektiv (oder eine Bijektion), falls fiir alle n € N
genau ein m € M existiert, mit f(m) = n (die Faser von jedem Element im Wertebereich
also genau ein Element hat). Dann ist f~' : N — M, f(m) — m eine Funktion, die
sogenannte Umkehrfunktion.

Klar: Ist f: M — N eine Bijektion, so auch f=!': N — M.

Zwei Mengen, zwischen denen eine bijektive Abbildung existiert, wird man anschaulich
gesprochen als gleich grof3 ansehen.

Definition 3.7. Eine Menge M heifst endlich, falls eine Zahln € Z>, und eine Bijektion
¢ :n — M ezistieren. Man schreibt |M| = n und sagt M hat n Elemente. ¢ heifit eine
Abzihlfunktion fir M. FExistiert keine Abzdhlfunktion, so heifst M unendlich.

FEine Menge M heifst abzahlbar, falls M endlich ist oder eine Bijektion ( : N — M
existiert. Anderenfalls heifst M iiberabzihlbar.

Vormachen: Zeige, dass eine Menge M nicht gleichzeitig 2 und n Elemente haben kann
mit n > 2,n € N.
Satz 3.8. Sei M eine Menge von endlichen Mengen. Dann ist
M —Zsy: X — |X]|
eine wohldefinierte Abbildung. Insbesondere gilt |n| = n fir alle n € Z>.
Beweis. Spater. q.e.d.

Folgerung 3.9. Seien M, N endliche Mengen. Dann gilt:
1.) Sind M, N disjunkt, d. h. M NN =0, dann gilt

M UN| = [M]|+]|N|.

2.) Allgemein gilt
|[MUN| = |M|+|N|—|MnNN]|,

was man auch oft schreibt als
IMUN|+ |MNN|=|M|+|N|.

3.)
|M x N|=[M]|-[N].
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Beweis. 1.) Bei Vereinigungen von paarweie disjunkten Mengen benutzen wir das Symbol
W statt U. Wir wollen also zeigen | MW N| = |M|+|N|. Zu diesem Zweck seien o : |[M| — M
und 3 : |N| — N Bijektionen. Dann ist

a(i) i€ |M|

M|l +IN|—- MWUN :7+— . e
e { 6wy <ol

auch eine Bijektion (Nachweis Ubung), was die Behauptung zeigt. (Frage: Wo und wie ist
Satz 3.8 eingegangen?)
2.) Wir haben:
M = (M-—N)W(MNN)
N = (N-M)yJ(MNN)
MUN = (M—-N)w(MAN)W(N - M)

und bekommen nach 1.):

M| = |M —N|+|MnNN|
IN| = |[N— M|+ |MnNN|
IMUN| = |[M—-N|+|MNN|+|N—-M|.

Zieht man die Summe der ersten beiden Gleichungen von der dritten ab, so steht die
Behauptung da.
3.) Wir lassen es als Ubungsaufgabe, eine entsprechende Bijektion anzugeben. q.e.d.

Hier sind zwei Beispiele fiir zwei abzdhlbar unendliche Mengen.
Satz 3.10. Z und N x N sind abzdihlbar unendlich.

Beweis. Dass beide Mengen unendlich sind, ist klar. Wir zeigen nur, dass sie abzédhlbar

sind.
Definiere ¢ : N — Z durch

C(n) = n/2 falls n gerade
n)= —(n—1)/2 falls n ungerade.

Dann ist ¢ eine Bijektion. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

—2z+1 falls z2<0

U:ZHN:'ZH{% falls z > 0.

Da beides offenbar Abbildungen sind, muss also nur noch fiir alle n € N und alle z € Z
die Aquivalenz

n=n(z) & z=((n)
gezeigt werden, was wir als Ubung lassen.
Fiir N x N ist dies schon etwas trickreicher und beruht auf dem ersten Cantorschen Dia-
gonalverfahren. Man stellt sich N x N als nach rechts und unten unendliches Rechteck
vor. Fiir jedes n € N haben wir dann eine “Diagonale”

D(n):={(a,b) e NxNja+b—-1=n}={(1,n),(2,n—1),...,(n, 1)},
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die aus genau n Elementen besteht. Dann liegt (a,b) € N x N auf der Diagonalen D(a +
b— 1) an der a-ten Stelle, sodass sich fiir (a,b) in der Abzéhlung die Nummer

(az n)+a=(@+b—1)(a+b—2)/2+a

n=1

anbietet. Die Abbildung
a:NXxN—-=N:(a,b)— (a+b—-1)(a+b—-2)/2+a
ist die Umkehrabbildung der gewiinschten Bijektion. q.e.d.

Ubung: Zeige, dass « eine Bijektion ist, d. h. dass fiir jedes n € N genau ein (a,b) € NxN
existiert mit a((a,b)) = n. (Hinweis: Satz 3.8 kann natiirlich benutzt werden.)

Definition 3.11. Sei f : M — N eine Abbildung und O # T C M eine Teilmenge von
M. Dann heifst die Abbildung

fir:T — N :t— f(t)

die Einschrankung von f auf T'.

Ubung: Zeige, dass in dieser Situation die Einschrinkung
eT:NM—>NT:f»—>f‘T

eine Abbildung ist. Vergleiche die Fasern dieser Einschrinkung mit N¥-7.

Hier nun die Evidenz fiir [N™| = |N|™| bei endlichen Mengen M, N.

Satz 3.12. Seien M, N beliebige Mengen und M = S WT mit nicht leeren Teilmengen
S, T C M von M. Dann ist

a: N L N9 x NT . f (fis, fir)
eine bijektive Abbildung.
Beweis. Hier ist die Umkehrabbildung:

C:N°x NT = N . (g,h) — (g, h)
mit

‘ v g(x) fallsx e S
C((g,h)):SWT N.xr—>{ h(z) fallszeT.

(Eigentlich miisste man (((g, h)) schreiben, was aber uniiblich ist.) Beachte, da x entweder
in S oder in T liegt, haben wir eine widerspruchsfreie Definition. Wir zeigen, dass « (wie
auseinanderschneiden) und ¢ (wie zusammensetzen) invers zueinander sind, d. h. fiir alle

f € N%¥T und (g,h) € N° x NT gilt:
a(f) = (g.h) < C((g; 1) = f,

was wir als sehr einfache Ubung lassen. q.e.d.
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Beispiel (Tupelmenge X™) Sei X eine Menge.
Eine Abbildung
fin—Xie fi= f(i)

heiflt eine X-wertige Folge der Léange n oder n-Tupel mit Werten in X, denn die iibliche
Notation fiir ein solches f ist

f=UM),02), - f(n) = (fis far o )

(Manchmal 1&8t man sogar die Klammern weg.) Die Menge aller n-Tupel wird mit X"
statt X™ bezeichnet.

Wir wollen uns den Unterschied zwischen Mengen und Folgen klarmachen, indem wir fiir
den Fall X := {1,2,3}die Abbildung

X3 — POt(X) : (Gl, ag,ag) — {@1, ag,ag}
studieren. Beispielsweise sind 6 Folgen in der Faser von {1, 2,3}, ndmlich
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2, 1).

Man ist somit geneigt zu sagen, dass eine endliche Folge so etwas wie eine endliche Menge
mit einer Reihenfolge ist. Das ist aber nur ein Teil der Wahrheit. Den zweiten Unterschied
zwischen Folgen und Mengen sieht man, wenn man die Faser von {1, 2} untersucht. Z. B.
sind (1,1,2),(2,1,1) in dieser Faser. (Wieviele Elemente hat die Faser?) Also bei der Folge
konnen auch noch Wiederholungen eingebaut sein, die bei Mengen ja unberiicksichtigt
bleiben.

Nehmen wir z. B. X := {a,b,¢,...,z}, das Alphabet. Dann wiirde man ein Wort aus 4
Buchstaben (nicht notwendig verschieden) als ein Element von X*, also als Folge, ansehen.
Das Bild dieser Folge lédsst die Bildung vieler Folgen mit diesem Bild zu. Manche von ihnen
nennt die Umgangssprache Anagramm. (Welche genau? Z. B. ist “lauf” ein Anagramm
von “faul”.)

Ubung: Zeige, dass
M x M — M?: {{m},{m,n}} — {(1,m),(2,n)}

eine Bijektion ist. Wir werden in Zukunft nicht mehr zwischen diesen beiden Mengen
unterscheiden. Unsere identische Notation (m,n) fiir die Elemente beider Mengen deutet
dies bereits an und ist durch diese Aufgabe gerechtfertigt.

Beginn 5. Vorlesung

An dieser Stelle ist an einen beriihmten klassischen Satz zu erinnern, welcher auf dem
zweiten Cantorschen Diagonalverfahren beruht, mit dem CANTOR bewiesen hat, dass
die Menge R der reellen Zahlen {iberabzéhlbar ist. Wir setzen das Resultat in einen etwas
anderen Kontext.

Satz 3.13. 1.) Pot(N) ist dberabzihlbar.
2.) Potenai(N) := {A C N| A endlich } ist abzihlbar.
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Beweis. 1.) Angenommen Pot(N) ist abzihlbar. Dann existiert eine bijektive Abbildung
(:N—=Pot(N):n— A,

Wenn ( bijektiv ist, ist insbesondere Bild(¢) = Pot(N). Wir bekommen also einen Wi-
derspruch, wenn wir eine Teilmenge 7" C N angeben, die nicht im Bild von ( liegt. Diese
Folge liefert uns das zweite CANTORsche Diagonalverfahren:

T:={keN|kdA.

Dann ist 7' ¢ Bild((), denn angenommen 7' = ((n) fiir ein n € N. Dann gilt also T' = A,
und somit

(*x) VkeN: keT & ke A,

Diese Aussage ist aber falsch, da ihre Verneinung richtig ist. Betrachte ndamlich k£ = n.
Dann gilt n € T' < n & A,

2.) Der Beweis wird von der Notation her einfacher, wenn wir N durch Ny ersetzen. Die
Abbildung

Qe POtendl(NO) - ZZO T — Z XT(Z) . 2Z = Z QZ
1€Np €T
ist wohldefiniert, denn in der Summe kommen nur endlich viele Summanden # 0 vor. Z.
B a(p) = 0 und a({0,1,3,5}) = 2° + 2! 4 23 4 25 = 43. Wir verzichten auf einen formalen
Beweis, dass a bijektiv ist, sondern iiberlegen z. B. nur, was die Faser von « iiber 135 ist.

135 = 1+2-67
— 14+2-(1+2-33)
= 1+2-(14+2-(1+2-16))
20 4ot 422 4 o7
Also kann die Faser nur {{0,1,2,7}} sein (warum doppelte Klammern?) und ist es auch

in der Tat. Entsprechend miisste man jetzt jede Faser behandeln: Jede von ihnen muss
einelementig sein. q.e.d.

3.3 Komposition von Abbildungen.

Lernziel: Komposition von Abbildungen, injektive Abbildungen und Linksinverse, surjek-
tive Abbildungen und Rechtsinverse, Charakterisierung endlicher Mengen.

Wir wollen jetzt etwas mit den Abbildungen machen: Abbildungen in andere Abbildungen
einsetzen.

Lemma 3.14. Sind f : S — T und g : T — U Abbildungen, so ist

es existiert eint € T mat }

gof={sw) €SXUL e und (tu) € g

eine Abbildung von S nach U: go f: S — U.
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Beweis. go f C S x U ist klar. Sei s € S. Dann existiert ein t € T' mit (s, ) € f, ndmlich
t = f(s). Da g auch Abbildung ist, existiert auch ein v € U mit (¢t,u) € g, ndmlich
u=g(t). Also ist (s,u) € go f. (Damit ist die Existenz des Bildes verifiziert, jetzt kommt
die Eindeutigkeit:) Seien (s,u), (s,u’) € go f. Dann gibt es t € T mit (s,t) € f,(t,u) € g
und ¢ € T mit (s,t') € f, (t',u’) € g. Da f Abbildung ist, folgt ¢ = ¢'. Also folgt jetzt, da
g Abbildung ist, u = u'. q.e.d.

Definition 3.15. Die in Lemma 3.14 definierte Abbildung

gof:85—=U:s—g(f(s))
heifit die Komposition (oder Hintereinanderausfihrung) von f mit g.

Beispiel. 0) Ist ) # T' C M eine Teilmenge, so ist die Einbettung vy : T — M, 1p(t) :=t
eine Funktion. 1y = {(¢t,t) | t € T} C T x M. (Achtung ¢ unterscheidet sich von der
identischen Funktion idr.)

1) Ist f : M — N eine Abbildung und ) # T C M eine Teilmenge mit zugehoriger
Einbettung ¢ : T'— M : t +— t, so gilt fiir die Einschréankung von f auf T’

fr=Tfou
2.) Ist f: M — N eine bijektive Abbildung, so gilt
fof'=idy und fro f=idy.

3) Fiir n € N und z € Z bezeichnet z mod n (sprich z modulo n) die eindeutige Zahl
r € 7,0 <r <n mit
2z =qn + r fiir ein q € Z,

also der kleinste nichtnegative Rest, der beim Dividieren von z durch n bleibt. Sei also
Wn L — 7 : z+— z mod n,

dann gilt: 1, 0 pt, = fin.

Eine absolut grundlegende Eigenschaft der Komposition ist die Assoziativitidt. Der fol-

gende Satz ist zwar sehr einfach zu beweisen, jedoch grundlegend fiir die gesamte Grup-
pentheorie und vieles andere in der Mathematik.

Satz 3.16. (Assoziativitdt der Komposition von Abbildungen) Sind o : A — B, (3 :
B — C,v:C — D Abbildungen, so gilt

(YoB)oa=ryo(foa)

(Man beachte, yo 3: B — D und foa: A— C, so dass alle Kompositionen auf beiden
Seiten der Gleichung wohldefinierte Abbildungen von A nach D sind.)



3. ABBILDUNGEN. (3. VORLESUNG) 25

Beweis. Sei a € A. Dann gilt: einerseits

((yoB)oa)(a) = (vo B)(ala)) = v(B(a(a)))

und andererseits

(yo (Boa))a) =~((Boa)a)) =~(5(ala)))

Ubung: Sei v : M — N eine bijektive Abbildung. Man zeige:

7 MM S NV a—voaor!

ist eine Bijektion.

Wir hatten gesagt, eine Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn die Faser iiber jedem
Element des Wertebereiches genau ein Element hat. Dies kann man auf zwei Arten ab-
schwéchen.

Definition 3.17. Sei f : M — N eine Abbildung.

1) f heifit injektiv oder eineindeutig, falls jede Faser von f aus hochstens einem Ele-
ment besteht, d. h., zu jedem n € N existiert hochstens ein m € M mit f(m) = n.

2) f heifit surjektiv oder eine Abbildung auf N, falls keine Faser von f leer ist, d. h.

zu jedem n € N existiert mindestens ein m € M mit f(m) = n, mit anderen Worten:
Bild(f) = N.

Beispiele:
1) Sei T'C M eine Teilmenge von M. Dann ist die Einbettung

i T — M t—t

injektiv (oder eine Injektion).
Ist « : M — T — T irgendeine Abbildung, so ist

m falls me T

7r:]\4—>T:m'_){oz(m) falls m ¢ T

surjektiv (oder Surjektion), allerdings nicht so kanonisch wie t7. Beachte: o o v = idy.
2) Sei M eine nicht leere endliche Menge. Dann ist

| |: Pot(M) — {0,1,...,|M|}: T~ |T)|

eine surjektive Abbildung, die fiir [M| > 1 nicht bijektiv ist. Die Faser von | | iiber n ,
0 < n < |M| besteht aus allen n-elementigen Teilmengen von M, Pot, (M) :=| |7*(n) =
{T'C M[|T|=n}.

Bijektive Abbildungen « : M — N waren dadurch gekennzeichnet, dass o' : N — M
eine Abbildung war. Es gilt dann o' o a = idy und a o ! = idy. Hier ist eine

Charakterisierung von injektiven und von surjektiven Abbildungen.
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Satz 3.18. Sei o : M — N eine Abbildung. Es gilt:

1) «v ist genau dann injektiv, wenn eine Abbildung 5 : N — M mit f o« = idy, existiert.
Jedes derartige (B ist surjektiv und heifft auch Linksinverses von «.

2) a ist genau dann surjektiv, wenn eine Abbildung v : N — M mit a oy = idy ezistiert.
Jedes derartige ~y ist injektiv und heifit auch Rechtsinverses von «.

Beweis. 1) Sei «v injektiv. Fiir n € N mit n € a(M) existiert ein eindeutiges m € M mit
a(m) = n, da « injektiv ist. Wir definieren G(n) := m. Fiir n € N mit n € a(M) wihle
ein beliebiges m € M und setze 5(n) := m. Klar: § ist Abbildung von N nach M und
ﬁ o = ldM

Sei nun # : N — M ein Linksinverses von «a, d. h. § o a = idy,. Sind m, m’ € M mit
a(m) = a(m’), so gilt

m = idy(m)
= Bla(m))
= Bla(m))
= m/’

d. h. « ist injektiv.

Seinun §: N — M eine beliebige Abbildung mit o« = id,;. Behauptung: 3 ist surjektiv.
Bew.: Sei m € M, dann gilt m = idy;(m) = B(a(m)), d. h. m € S(N). Dam € M beliebig
vorgegeben war, ist somit [ surjektiv.

2) Sei nun « surjektiv. Dann ist o' ({n}) # 0 fiir jedes n € N. Definiere v : N — M so
dass y(n) € a=*({n}) fiir alle n € N. Dann gilt aoy: N — N,ao~(n) = a(y(n)) =n
nach Wahl von 7(n) und somit oy = idy.

Sei nun v : N — M ein beliebiges Rechtsinverses von «. Dann ist a o v = idy und somit
gilt fiir allen € N

n=1idy(n) = (@ ov)(n) = a(y(n)) € Bild(«a)

also ist « surjektiv. Weiter gilt v ist injektiv, denn seien ny,ny € N mit y(n;) = v(ng).
Dann
ny = idy(m) = (o) (m) = a(y(m)) = a(y(n2)) = na.

q.e.d.

Bemerkung. Im Allgemeinen sind Links- und Rechtsinverse nicht eindeutig bestimmt.
1,) Die Funktion f : Z — Z : a — 2a, ist injektiv, hat also ein Linksinverses, z.B.

NN R falls a ungerade ist
9 ’ a/2 falls a gerade ist.
Jedoch kann man die ungeraden Zahlen (die ja nicht im Bild der Funktion f sind), auf
beliebige ganze Zahlen abbilden. Eine andere Linksinverse wére z.B.

. ' (a—1)/2 falls a ungerade ist
g:l—2Lia— { a/2 falls a gerade ist.
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2.) Ebenso hat die surjektive, nicht injektive Funktion

_ _ a falls a ungerade ist
g:L—Liar { a/2 falls a gerade ist.

mehrere Rechtsinverse, u. a. das f aus 1.) Finde andere Rechstinverse!

Folgerung 3.19. FEine Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv
ist. In dem Fall ist die Umkehrabbildung das eindeutig bestimmte Links- und Rechtsinver-
se.

Wir beschlieBen den Abschnitt mit einer Charakterisierung endlicher Mengen, die aller-
dings die Wohldefiniertheit der Anzahl der Elemente einer endlichen Menge benutzt, die
wir noch nicht bewiesen hatten, ebenso dass eine unendliche Menge immer eine abzihl-
bar unendliche Teilmenge besitzt. Dies werden wir bei der vollstdndigen Induktion dann
nachtragen.

Satz 3.20. Sei M eine Menge. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) M st endlich.

2) Jede injektive Abbildung n: M — M wvon M in sich ist auch surjektiv.
3) Jede surjektive Abbildung T : M — M von M auf sich ist auch injektiv.

Beweis. (Spéter) q.e.d.

Das HiLBERTsche ” Hotel: Das ist ein Hotel mit abzihlbar unendlich vielen Zimmern
Z = {z; | i € N} der Einfachheit halber seien dies alles Einzelzimmer. Das Hotel ist voll
belegt, in Zimmer z; wohnt der Gast g; (fiir alle i € N). Jetzt kommt ein weiterer Gast g
an und mochte in dem Hotel {ibernachten. Der Portier will ihn schon wegschicken, da das
Hotel ja voll ist, aber da meint der Mathematiker Hilbert zum neuen Gast: Sicher kinnen
Sie bei uns wohnen, es wird gleich ein Zimmer fiir Sie frei. Hilbert bittet jeden Gast g; in
das Zimmer z;,; umzuziehen und siehe da, Zimmer z; wird frei. Dieses gibt es dem Gast
g.

Jetzt kommt auch noch ein ganzer Reisebus mit abzéhlbar unendlich vielen neuen Gésten
R = {r; | i € N} an und alle mochten in dem nach wie vor vollen Hotel iibernachten. Dem
Portier wird dies zu viel, aber Hilbert bleibt ganz ruhig und kann jedem neuen Gast ein
Zimmer geben.

Ubung: Wie stellt er dies an? Welche injektive Funktion ¢ : G = {g; | i € N} — Z =
{zi | i € N} kann er wéhlen, sodass er eine Bijektion R — Z — Bild(c) bekommt?

"DaviD HILBERT 1862 - 1943
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4 Partitionen und Aquivalenzrelationen. (6. Vorle-
sung)

Lernziel: Relationen als Teilmengen kartesischer Produkte, Aquivalenzrelationen und Par-
titionen, Gleichwertigkeit der beiden Begriffe und inhaltliche Ausdeutung, enger Zusam-
menhang mit Abbildungen.

Relationen in ihrer allgemeinen Form verallgemeinern den Funktionsbegriff: Sie sind ein-
fach Teilmengen eines kartesischen Produktes. In dieser Allgemeinheit sind sie fiir einen
Anfinger nicht niitzlich. Daher beschrénken wir uns auf Relationen auf einer Menge,
die dann bestimmte Beziehungen der Elemente der Menge untereinander modellieren
sollen. Der wichtigste Begriff ist der der Aquivalenzrelation, der den Gleichheitsbegriff
abschwicht und den Begriff der “Gleichheit unter einem bestimmten Gesichtspunkt” for-
malisiert.

Definition 4.1. Sei M eine Menge.

1) Eine Relation R auf M ist eine Teilmenge von M x M. Statt (m,n) € R schreibt
man auch mRn und sagt, m steht in Relation R zu n.

2) Eine Relation R auf M heifit reflexiv, falls mRm gilt fir alle m € M.

3) Fine Relation R auf M heiffit symmetrisch, falls mRn immer nRm fir alle m,n € M
impliziert.

4) Fine Relation R auf M heif$t transitiv, falls aus mRn und nRo stets mRo fiir alle
m,n,o € M folgt.

5) Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation R auf M heifst Aquivalenzrela-
tion. Statt mRn sagt man auch m und n sind (beziglich R) dquivalent.

6) Ist R eine Aquivalenzrelation auf M und m € M, so bezeichnet

m|gr :={n € M | nRm}
die Aquivalenzklasse von m.

Beispiele 1) < ist eine Relation auf R in bekannter Weise in der Ebene visualisiert. <
ist reflexiv (im Unterschied zu <), nicht symmetrisch, allerdings transitiv. Insbesondere
ist < keine Aquivalenzrelation, sehr wohl aber =, der Durchschnitt von < und >.

2) R:= M x M ist eine Aquivalenzrelation auf M.

3) ) € M x M ist symmetrisch, transitiv, aber nicht reflexiv, falls M # ().

4) Sei M eine Menge von Aussagen. Dann ist < eine Aquivalenzrelation auf M.

5) Sei M = {Gup | a,b € R} wobei G,p := {(x,ax +0b) | x € R} die Gerade durch
(0,b) mit Steigung a sei. Dann ist Parallelitit von Geraden eine Aquivalenzrelation auf
M, Gu,p ~ G.q genau dann wenn a = c.

Bemerkung 4.2. Sei ' : M — N eine Abbildung (I' wie Gesichtspunkt). Dann ist
~rC M x M definiert durch m ~p m’ genau dann, wenn T'(m) = T'(m/), eine Aquiva-
lenzrelation. Die Aquivalenzrelation ~r heifit Bildgleichheit beziglich I'. Die Aquiva-
lenzklassen sind genau die nichtleeren Fasern der Abbildung T.
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Beweis. ~r ist eine Teilmenge von M x M, also eine Relation. Sie ist reflexiv, da fiir
alle m € M der Funktionswert I'(m) = I'(m) definiert ist. Sie ist transitiv, denn ist
['(a) = I'(b) und T'(b) = I'(¢), so auch I'(a) = I'(c) da Gleichheit transitiv ist. Ebenso
folgt die Symmetrie von ~r aus der Symmetrie von =. q.e.d.

Die vier Aquivalenzrelationen aus dem vorherigen Beipiel kann man von hierher sehr klar
verstehen:

Bei 1) mit der Gleichheit als Aquivalenzrelation nimmt man I' := idg,

Bei 2) nimmt man eine konstante Funktion I' := k, : M — {a}.

Bei 4) nimmt man I' := W : M — {0, 1} als die Wahrheitsfunktion.

Bei 5) nimmt man I' : M — R : G, — a als die Steigung.

Aquivalenzrelationen sind inhaltlich, jedoch nicht formal dasselbe wie Partitionen, also
Aufteilungen einer Mengen.

Definition 4.3. Sei M eine Menge.
0) Zwei Teilmengen X,Y von M heiflen disjunkt, falls X NY = ).
1) Eine Partition P von M ist eine Teilmenge P C Pot(M) mit

a) firalle X € PX#0, b) M= ] X undc) XNY = fir alle X,Y € P,X #Y.

XeP

Also ist M die disjunkte Vereinigung der Mengen aus P und man schreibt die letzten
beiden Bedingungen kurz so:
M=|HXx
XeP

2) Sei P eine Partition auf M. Die Elemente von P heiffen auch Klassen. Ist X eine
Klasse, so nennt man ein Element von X auch Vertreter der Klasse. Eine Teilmenge
von M, die aus jeder Klasse von P genau einen Vertreter enthdlt, nennt man auch Ver-
tretermenge oder Transversale. Eine Abbildung v : P — M mit v(X) € X fir alle
X € P heifit Vertreterabbildung oder auch Transversale.

Ist P eine Partition von M, so gehort jedes Element von M zu genau einem X € P, d. h.
fpeM—P:m—XePmitmeX

ist eine Ab_bildung, genannt die natiirliche Abbildung zu P. Hier ist der Zusammenhang
zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen.

Satz 4.4. Sei M eine Menge.
1) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so bilden Aquivalenzklassen definiert durch

[mo] :== [mol~ :={m e M | m ~ my}

fiir mg € M eine Partition von M. Diese wird tiblicherweise mit M/ ~ bezeichnet.

2) Ist P eine Partition von M, so ist ~p definiert durch m ~p n genau dann, wenn ein
X € P existiert mit m € X und n € X eine Aquivalenzrelation.

3) Es gilt M/ ~p= P fiir alle Partitionen P von M und ~y/~y=~ fiir jede Aquivalenz-
relation ~ auf M.
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Beweis. 1) Sei P := M/ ~={[m]. | m € M}. Zu zeigen: P ist eine Partition von M.

0 ¢ P, da jede Aquivalenzklasse [m]. sicherlich das Element m € M enthlt (da ~
reflexiv ist).

Uxep X = M, da jedes m € M in seiner Aquivalenzklasse m € [m]. € P liegt.

Die wichtigste Eigenschaft ist

’ Zwei Aquivalenzklassen sind entweder disjunkt oder gleich. ‘

Dazu seien a,b € M mit [a]. N [b] # 0. Wir miissen zeigen, dass dann [a]. = [b]. gilt.
Dazu sei ¢ € [a]~N[b]~. Dann gilt ¢ ~ a und ¢ ~ b, also auch a ~ ¢ und ¢ ~ b (Symmetrie)
und wegen der Transitivitdt damit auch a ~ b.

Zeigen nur [a]. C [b]., die Umkehrung geht dann genauso und insgesamt ergibt sich die
Gleichheit der beiden Aquivalenzklassen.

Dazu sei d € [a]~. Dann ist d ~ a und wegen a ~ b und der Transitivitit gilt dann auch
d ~ b und somit d € [b]..

2) Ubung.

3) Sei P eine Partition auf M. Dann ist M/ ~p= {[m]~, | m € M}. Um zu zeigen, dass
diese Partition wieder gleich P ist, bemerken wir, dass

[m]., ={n € M| esgibt ein X € Pmit me€ X und n € X}

genau das Element X von P ist, welches m enthilt. Also ist M/ ~p={X | X € P} = P.
Sei andererseits ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir jedes Paar m,n € M miissen wir
zeigen, dass m ~ n genau dann, wenn m ~ /-~y n gilt. Beides heifit aber, dass m und n
zu derselben Menge von M/ ~ gehoren. q.e.d.

Teil 3) von Satz 4.4 kann man auch so ausdriicken:
Bemerkung 4.5. Die Abbildungen
part : { Aquivalenzrelationen auf M} — { Partitionen von M} i~ M/ ~

und
aequ : { Partitionen von MY} — {Aquivalenzrelationen auf M} : P rr~p

sind zueinander inverse Bijektionen. Insbesondere gibt es auf einer Menge genausoviele
Partitionen wie Aquivalenzrelationen.

Ein wichtiges Wort zur Philosophie von M/ ~: Per Definition ist dies zwar eine Partition
der Menge M, aber die Idee ist, die Elemente von M/ ~ nicht als Teilmengen von M
anzusehen, sondern als Elemente einer neuen Menge.

Satz 4.6. (1) Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gibt es eine
Menge P und eine surjektive Abbildung T : M — P, sodass ~=n~r. Jede Aquivalenzrela-
tion ist also Bildgleichheit unter einer surjektiven Abbildung.

(2) Ist T' : M — N eine surjektive Abbildung und P := M/ ~rp die zur Bildgleichheit
gehorige Partition, so ist f : P — N : [m].. — I'(m) eine wohldefinierte Bijektion.

(3) Sind Ty : M — Py und 'y : M — Py zwei surjektive Abbildungen, so gilt ~pr, = ~r,
genau dann, wenn eine Bijektion f : Py — Py existiert mit I'y = foI'y.
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Beweis. (1) Sei P := M/ ~ die Menge aller Aquivalenzklassen und definiere I' : M — P
m — [m]~. Dann ist I surjektiv und die Fasern von I' sind genau die Aquivalenzklassen
von ~.

(2) Wohldefiniertheit: Sei [m;] = [ms]. Dann ist aber auch I'(m;) = I'(ms) und damit das
Bild von [m] unter f unabhingig von der Wahl des Vertreters m. Die Abbildung f ist
injektiv, denn

f(lma]) = f(lme]) < T(my) = T(mg) < [ma] = [m].

AuBerdem ist f surjektiv, da I' surjektiv ist.
(3) Ist T'y = f o T’y fiir eine Bijektion f, so gilt fir m,n € M

[y(m) = T1(n) & f(T1(m)) = f(T1(n)) & Ta(m) = Ty(n)

also sind die Aquivalenzrelationen ~p, und ~r, gleich. Sind umgekehrt die Aquivalenzrela-
tionen gleich, so natiirlich auch die durch sie definierten Partitionen M/ ~p,= M/ ~p,=:
P. Nach (2) gibt es dann aber eine Bijektion zwischen P und N; und auch zwischen P
und Ns. q.e.d.

Ubung: Wieviele dreiklassige Aquivalenzrelationen gibt es auf 77 (Hinweis: Benutze den
letzten Satz und zéhle zuerst die surjektiven Abbildungen 7 — 3. Wieviele von diesen erge-
ben dieselbe Aquivalenzrelation auf 7? Suche auch alternative Moglichkeiten des Zéhlens.)

Das nachfolgende Beispiel soll uns zeigen, dass der Umgang mit Aquivalenzklassen allen
sehr geldufig ist, wenn auch nur unbewusst und in sehr ausgewéhlten, allerdings wichtigen
Beispielen.

Historisch war der Ubergang von den natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ... zu den ganzen Zahlen,
wo noch 0, —1,—2, ... hinzukamen, ein recht langwieriger Prozess. Wie kann man diesen
ausdriicken durch die gerade einfiihrten Konzepte? Wir nehmen an, wir kennen N, d. h.
wir gehen von den natiirlichen Zahlen aus.

Beispiel Definiere

Z:=NxN/~ mit (m,n) ~ (m,n') & n+m =n"+m

Wenn Sie die Menge der ganzen Zahlen Z schon als bekannt voraussetzen und N einge-
bettet in Z ist, dann ist

¢©:Z—Z,[(m,n)] —m—n
eine Bijektion:
Beweis. ¢ ist “wohldefiniert” (eine Abbildung). ¢ ist injektiv (nach Definition von ~).
© ist surjektiv (leicht).
Setzt man Z nicht als bekannt voraus, sondern benutzt Z um die ganzen Zahlen zu kon-
struieren, so ist einiges zu iiberlegen:
1.) Wie finden wir N in Z wieder? Antwort:

v:N—=Z:nw—[(n+1,1)
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ist injektiv (Beweis spédter) (v wie natiirliche Einbettung), also wir identifizieren n € N
mit [(n + 1,1)]. € Z.
2.) Wie addiert man in Z, sodass sich die Addition von N fortsetzt und andererseits
[((m,n)]. eine Losung von )y +n = m ist? Genauer:
a) v(a) +v(b) = v(a+b) fiir alle a,b € N und
b) [(m,n)]~ + v(n) = v(m) fir alle m,n € N.
Antwort:
+ L XL — T ([(m,n)], [(s,0)]~) — [(m + 5,0+ 1))~

ist wohldefiniert, also vertreterunabhéngig, und erfiillt a) und b). (Beweis spéter).
Wir sehen sehr leicht, dass Z gegeben ist durch

=2 = [(1,3)] e =1 = [(1,2)]y 0 5= [(L, D))o 1 o= [(2,1)] 0, 2 := [(3, 1)]es ..

Mit anderen Worten ganze Zahlen sind nichts anderes als Aquivalenzklassen von Glei-
chungen, wie wir sie oben sahen.

Beispiel 4.7. (Rationale Zahlen) Sei

M :=7ZxN={(a,b) | a € Z und b € N}.
Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~C M x M durch

(a,b) ~ (¢,d) genau dann wenn ad = be.

Die Aquivalenzklasse [(a,b)]~ wird mit & bezeichnet. Aquivalenzklassen kinnen wir addie-
ren und multiplizieren.:

[@@Hﬂaﬁ=%+gzwgmzum+mwn
und a cC ac
[(a7b)] ’ [(Cv d)] = Z ) E = @ = [(CLC, bd)]

Wir miissen zeigen, dass dies wohldefinierte Verkniipfungen sind, also nicht von der Wahl
des Vertreters (a,b) € § abhdngen. Sei z.B. (a,b) ~ (a',0') und (c,d) ~ (c',d’). Dann ist
also ab' = a’b und cd' = dd. Dann gilt auch (ac,bd) ~ (a’c',b'd"), denn

ach'd = (ab')(cd') = (a'b)(dd) = a'd'bd

und ebenso (Ubung) (ad + be,bd) ~ (a'd + ¢, b'd'). Kein Mensch denkt bei dem Bruch

7 an eine Menge von Paaren ganzer Zahlen, sondern interpretiert ¢ als ein Element der
Menge aller rationalen Zahlen. Das Kiirzen ist eine Prozedur, die in jeder Aquivalenzklasse
g einen eindeutigen Vertreter (gekirzter Bruch) findet, und so eine Art Normalform fiir die
Elemente in der Aquivalenzklasse bestimmt. Diese Normalform macht es leichter, Briiche

(also Aquivalenzklassen) zu vergleichen.
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5 Vollstindige Induktion und Rekursion (7. Vorle-
sung)

Lernziele: Axiomatik der natiirlichen Zahlen, Rekursion und verschieden Versionen der
vollstandigen Induktion, Addition natiirlicher Zahlen. Potenzierung von Abbildungen,
Anordnung der natiirlichen Zahlen.

5.1 Axiome und Prinzipien

Definition 5.1. (PEANO-Axiome) Sei N eine Menge und v : N — N eine Abbildung.
(N, v) erfiillt die PEANOS-Aziome, falls gilt:

(1) v ist injektiv und N — Bild(v) besteht aus genau einem Element. Dieses Element sei
mit 1n bezeichnet.

(2) Ist M C N eine Teilmenge von N mit den beiden Eigenschaften

(a) In € M und (b) v(M) C M
so ist M = N.

Ist N irgendeine Menge, fir die eine Abbildung v mit den obigen Figenschaften existiert,
so sagen wir auch, dass N die PEANO-Axiome erfillt.

Man sollte etwa folgende Visualisierung vor Augen haben, wobei der erste Punkt 1 ist:

o — 00— 00— 00— 0 —

Man beachte, dass N — v(N) : n — v(n) eine Bijektion ist. Also N steht in Bijektion
zu einer echten Teilmenge. v heifft iiblicherweise Nachfolgerabbildung und das Inverse
m:=v': N —{ly} — N die Vorgingerabbildung.

Wir stellen uns auf denselben Standpunkt wie LEOPOLD KRONECKER’, der gesagt hat:
,Die natiirlichen Zahlen sind vom lieben Gott geschaffen, alles andere in der Mathematik
ist nur Menschenwerk.“ Dieser Standpunkt ist nicht der einzige, den man einnehmen kann.
RICHARD DEDEKIND!Y hat gesagt: ,,Die natiirlichen Zahlen sind freie Schépfungen des
menschlichen Geistes.“ Wir werden spéter eine mogliche Konstruktion der natiirlichen
Zahlen sehen, die auf JOHN VON NEUMANN!!, dem Pionier der Computer, zuriickgeht.
Da wir jetzt nicht die Zeit haben, uns in weitere Einzelheiten zu verlieren, machen wir
uns KRONECKERs Standpunkt zu eigen und gehen von folgender Bemerkung aus.

Bemerkung 5.2. (Aziom) Die Menge der natirlichen Zahlen N := {1,2,3,4, ...} erfillt
die PEANO-Aziome mit 1y = 1 und v(n) :==n+1 fir allen € N und m(n) =n — 1 fir
allen € N—{1}.

8GIUSEPPE PEANO 1858 - 1932

9LEOPOLD KRONECKER 1823 - 1891

10 JuLius WILHELM RICHARD DEDEKIND 1831 - 1916
1 JouN VON NEUMANN 1903 - 1957
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Aus den PEANO-Axiomen leiten wir jetzt zwei wichtige Prinzipien her: das Beweisprinzip
der vollstéandige Induktion und die Definition durch Rekursion. Beide sind volkstiimlich ge-
sprochen wissenschaftliche Umschreibungen dessen, was man sonst mit “u.s.w.” abkiirzt,
also eine mathematisch fundierte Methode, “und so weiter” zu sagen.

Satz 5.3. (Vollstindige Induktion)

Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Gilt der
Induktionsanfang: A(1)

und der

Induktionsschluss: A(n) = A(n+ 1) fir alle n € N,
so gilt A(n) fiir alle n € N.

Beweis. Sei
M :={n € N| A(n) ist wahr }.

Dann ist M C N und wir miissen zeigen, dass M = N ist. Dazu benutzen wir das 2.
PEANO-Axiom. Denn nach Voraussetzung gilt 1 € M. AuBlerdem gilt fiir jedes m € M
auch dass m + 1 € M liegt. Also erfiillt M die Voraussetzung des 2. PEANO-Axioms und
somit ist M = N. q.e.d.

Bei der Definition durch Rekursion haben wir gleich Gelegenheit, das neue Beweisprinzip
anzuwenden.

Satz 5.4. (Definition durch Rekursion)
Sei M eine Menge und fiir jedes n € N sei o, : M™ — M eine Abbildung. Ist m € M, so
gibt es eine eindeutige Funktion f: N — M mat

f) = fi=mund f(n+1) = forz = an(fr,- ., fn)-

Beweis. Sei T :={n € N | f(1),..., f(n) wohldefiniert }.

Offenbar gilt 1 € T, d. h. die Induktionsverankerung ist gegeben.

Wir nehmen nun an, dass n € T' gilt.

Dann ist f,41 = an(fi,..., fn) € M wohldefiniert, d. h. n+1 € T.

Nach Satz 5.3 ist also T'= N und die Behauptung bewiesen. q.e.d.

Satz 5.5. (Eindeutigkeit der natiirlichen Zahlen) Sei (N, v) eine Menge mit Nach-
folgerfunktion, die die PEANO-Aziome erfillt. Dann gibt es eine eindeutige Bijektion
¢ :N—= N mit p(n+1) =v(p(n)) fir alle n € N.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien ¢ : N — N und ¢’ : N — N zwei solche Bijektionen und sei

M :={neNJpn)=¢(n)}

Wir wollen zeigen, dass M = N gilt und benutzen dazu das 2. PEANO-Axiom. Angenom-
men (1) # 1y. Dann hitte p(1) einen Vorgénger in N, der aber auch ein Urbild in N
hat, welches dann aber Vorgénger von 1 in N sein muss. Da dies ein Widerspruch ist, folgt
p(1) = 1x.

Ebenso erhilt man ¢'(1) = 1y und damit 1 € M.
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Sei nun n € M. Wir wollen zeigen, dass dann auch n + 1 € M ist woraus nach dem 2.
PEANO-Axiom dann M = N folgt. Es ist

neM

pn+1) =v(pn) = v(¢'(n) = ¢n+1).

Existenz: Definieren ¢ : N — N rekursiv durch ¢(1) := 1y. Ist ¢(n) schon definiert, so
setzen wir ¢(n + 1) := v(¢(n)). Dies definiert eine Funktion ¢ : N — N nach Satz 5.4.
Um zu zeigen, dass ¢ bijektiv ist, zeigen wir, dass das analog definierte ¢ : N — N mit
Y(1y) =1 und ¢¥(v(n)) :=¢(n) + 1 fiir alle n € N sowohl rechts- als auch linksinvers zu
© 1ist:

Yo : N — N erfiillt dass

(op)(1) = d(p(1)) = ¥(1n) = 1 und (Yop)(n+1) = (¥ (p(n))) = ¥(p(n))+1=n+1

fir alle n € N. Also nach dem Prinzip der Rekursion (oder auch dem Eindeutigkeitsteil
dieses Beweises, da auch idy diese Bedingungen erfiillt) gilt ¢ o ¢ = idy.
Ebenso zeigt man, dass ¢ o1 = idy gilt. q.e.d.

Dieser Satz zeigt, dass die Menge N der natiirlichen Zahlen mit der Nachfolgerfunkti-
onv:N— N:nw~— n+1im wesentlichen (d.h. bis auf eine eindeutig bestimmte,
die Nachfolgerfunktion und die 1 respektierende Bijektion) die einzige Menge ist, die die
Peano-Axiome erfiillt. Dieses “im wesentlichen” schliefit aber z.B. auch die Menge der
ganzen Zahlen Z, die ja nach Satz 3.10 in Bijektion zu N steht, mit ein. Denn allgemein
gilt:

Ubung: Ist M eine Menge mit einer Bijektion f : M — N, so erfiillt (M, ) die Peano-
Axiome, wenn man 1,7 := f~1(1) und v(m) := f~'(f(m) + 1) definiert. Benutze dies, um
das Prinzip der vollsténdigen Induktion fiir Mengen wie {k, k+1,k+2,...} zu formulieren
und zu begriinden. (Hinweis: Diese Menge ist gleich Bild(v*). Potenzen von Abbildungen
werden gleich definiert.)

Definition 5.6. (Potenzen einer Abbildung)
Sei v : M — M eine Abbildung. Die Potenzen o™ mit n € N von « sind (rekursiv)

definiert durch

1

a' =« und o™t

=a" o« fiir allen € N.

Nach Satz 5.4 ist damit offenbar eine Folge in MM definiert.

Bemerkung 5.7. Man konnte jetzt auf die Idee kommen, eine zweite Folge in M™M zu
definieren durch

oM = a und o™ .= a0 o™ fiir alle n € N.

Dann gilt o = o™ fiir alle n € N.

Beweis: Induktionsverankerung: o = oY) ist klar, da beide Seiten nach Definition gleich
a sind.

Induktionsannahme: o = o™,
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Induktionsschluss: Zeige aus der Induktionsannahme folgt ot = a1,

o™t = a"oa (Definition)
= a™ o« (Induktionsvoraussetzung)

= (aoa™ VYoa (Definition)

n—1)

= ao(a"Voa) (Assoziativitit von o)

= ao(a" 'oa) (Induktionsvoraussetzung)
= «aoa" (Definition)
= aoa™ (Induktionsvoraussetzung)

= oY (Definition)

Wenn wir diesen Beweis analysieren, finden wir zwei Variationen des Induktionsprinzips:
Erstens der Induktionsschritt geht nicht durch fir n = 1, denn 1 — 1 ist nicht definiert.
Zweitens haben wir die Induktionsvoraussetzung nicht nur fiir n benutzt sondern auch fir
n — 1. Um dies zu beheben beweisen wir die Aussage

A(n) : " = o™ A = oD

Dann ist A(1) klar.

Der Induktionsschluss geht i.w. wie oben: A(n) = A(n +1):

Es ist klar, dass A(n) = o™ = o"™V). Es gendigt also zu zeigen, dass A(n) = "2 =
a2 und dies geht wie oben, wobei n durch n+ 1 ersetzt wird.

Bemerkung 5.8. Ist « injektiv, so auch o™ injektiv fir jedes n € N, wie man sehr leicht
durch Induktion einsieht, da die Komposition injektiver Abbidlungen wieder injektiv ist.

Bemerkung 5.9. Wir definieren die Addition natiirlicher Zahlen
+:NxN—=N,(n,m)—v"n)=n+m

Es gilt fir allen,m e N (n+m)+1=n+ (m+1), denn firn,m € Nist (n+m)+1=

v(v™(n)) =v™t(n) =n+ (m+1).

Lemma 5.10. Sie a: M — M eine Abbildung und m,n € N. Dann gilt:

1.) o™ =™ o .

2.) Q"M =™ o a™.

Beweis. 1.) Induktion nach m (fiir alle n € N).
Als A(m) = fiir alle n € N gilt o™t = a™ o o™.
A(1): Ist in Bemerkung 5.7 gezeigt worden.
A(m) = A(m +1):
) — o (tmH (Bemerkung 5.9)

= aoa™™ (Beispiel 5.7)

= «ao(a™oa") (Induktionsvoraussetzung)

= (aoa™)oa™ (Assoziativitit)

= o™ oa™ (Beispiel 5.7)
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2.) Sehr einfache Ubung. q.e.d.

Die gerade eingefithrte Addition hat eine Reihe wichtiger Eigenschaften.
Satz 5.11. 1.) (Assoziativgesetz) Fir alle a,b € N gilt

a+ (b+n)=(a+b)+n fir alen € N.
2.) (Kommutativgesetz der Addition) Fir alle a,n € N gilt:
a+n=n+a.
3.) (Additives Kiirzen) Fir a,b,n € N gilt: Aus a+n =0b+n folgt a = b.

Beweis. 1.) Wir zeigen a + (b+n) = (a + b) + n fiir alle n € N. Aber dies ist folgt aus
Lemma 5.10 1:

(a+b)+n=v"(a+b) = ("or)(a) =v"""(a) =a+ (b+n).

2.)a+1=1+a fir alle a € N beweist sich durch Induktion mit Hilfe von 1. Nun folgt
der allgemeine Fall aus Lemma 5.10:

(a+n)+1=1+(a+n)=v*"1)=1v""1)=14+(n+a)=(n+a)+1

Der Vergleich des ersten und letzten Ausdruck liefert wegen der Injektivitét der Nachfol-
gerfunktion a + n =n + a.

3.) v ist injektiv, also auch v (Beweis durch Induktion iiber n). Nun ist v"(a) = a +n
also a +n = b+ n genau dann wenn v"(a) = v"(b) genau dann wenn a = b wegen der
Injektivitat von v™. q.e.d.

5.2 Anordnung der natiirlichen Zahlen

Eng mit der Addition ist die Anordnung der natiirlichen Zahlen verbunden.

Definition 5.12. Auf N ist eine Relation, genannt Kleiner-Relation, in Zeichen <,

festgelegt durch
{(a,b) € N x N|b € Bild(v*)}.

a < b wird gelesen als a kleiner b.

Lemma 5.13. 1) Fir a,b € N gilt: a < b genau dann, wenn ein ¢ € N ezistiert mit

a+c=0b. Wir schreiben ¢ = b — a, denn dieses c ist eindeutig bestimmd.
2) Fir alle a € N ist N\ Bild(v*) = a.
3) < ist transitiv, d.h. ist a < b und b < ¢ so ist a < c.

Beweis. 1.) a < b genau dann, wenn b € Bild(r*), also genau dann wenn ein ¢ € N
existiert mit b = v%(c) = ¢+ a = a + c. Dieses c ist eindeutig, da v* injektiv ist.
2.) Induktion nach a. a = 1 nach Peano 1). Ist jetzt N\ Bild(v*) = a, so ist

y(N)\ Bild(v*t!) = (N \ Bild(v*)) = {1+ 1,2+ 1,...,a+ 1}
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Also N\ Bild(v**!) = a + 1.
3.) Ist a < bund b < ¢ so gibt es 2,y € N mit b = v%(x) und ¢ = °(y) = v¥(b). Dann ist

c=v"(b) = (v (x)) = v/ (x) = v (v"(2))
und daher ¢ € Bild(v?) also a < c. q.e.d.
Hier sind die wichtigsten Eingenschaften der Kleinerrelation.

Satz 5.14. 1.) N ist durch < total geordnet, d. h., fir je zwei a,b € N gilt genau eines
von a < b,a=1>0 oderb < a.

Kommentar: Im letzten Fall schreibt man auch a > b, lies a grofier b. Die ersten beiden
Fille fafit man zusammen durch a < b, lies a kleiner oder gleich b, die letzten beiden durch
a > b, lies a grofler oder gleich b.

2.) N ist durch < wohlgeordnet, d. h., fir jede nicht leere Teilmenge M C N existiert
ein eindeutiges a € M mit

a < m fir alle m € M.

Man nennt a das Minimum von M, kurz a = min(M).
3.) < ist mit der Addition vertrdglich, d. h. fir alle a,b,c € N gilt: a < b genau dann,
wenn a+c < b+ c ist.

Beweis. 1.) Angenommen a £ b, also b € N—v*(N) ={1,2,...,a} =a. Dann gilt a = b
oder a € Bild(1?) also b < a.

2.) Sei m € M. Falls m = 1, sind wir fertig. Sonst ist {x € M|z < m} C m endlich.
Wegen 1.) gibt es ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element in dieser Menge (Induktion).
Wegen 1.) erfiillt dieses kleinste Element a dann aber auch a < m fiir alle m € M.

3.) Es ist a < b genau dann wenn ein x € N existiert mit v*(x) = b. Wir wenden die
injektive Abbildung v¢ auf diese Gleichung an und erhalten

Vi (x) = b e v (v*(x)) = vi(b) & v (x) =b+c

q.e.d.

Ubung: Zeige < ist eine partielle Ordung auf N, d. h. < ist transitiv, reflexiv und anti-
symmetrisch, wobei letzteres bedeutet: a < b und b < a impliziert a = b. Man beachte,
dass die Mengeninklusion ebenfalls eine partielle Ordnung ist, und zwar auf Pot(M) fiir
jede Menge M # (). Sobald aber M mehr als ein Element enthilt, ist es keine totale
Ordnung mehr.

Die Wohlordnung auf N erlaubt eine weitere Umformulierung des Induktionsprinzips:

Folgerung 5.15. (Prinzip des kleinsten Verbrechers) Fiir jedes n € N sei A(n) eine
Aussage. Sei
M :={n € N|A(n) falsch} CN

Wir wollen zeigen, dass M = 0 und fiihren M # 0 zu einem Widerspruch, indem wir
zergen, dass M kein kleinstes Element besitzt.
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Beispiel. Wir zeigen, dass ¢ : Pote,a(No) — No, T — > oo xr(i)2" surjektiv ist. D.h.
A(n) is die Aussage: Es gibt eine endliche Teilmenge T" von Ny, so dass Y, 2" = n ist.
Sei M :={n € Ny | A(n) ist falsch }. Ist M # 0, so hat M ein kleinstes Element, dieses
nennen wir mg. Es ist mg # 0, denn Y, 42" = 0, also 0 = ¢(0). Unterscheide die beiden
Félle: mg = 2m gerade und mg = 2m + 1 ungerade.

Ist mg = 2m, so ist wegen mg # 0 das m < mg und da mg minimal ist gibt es eine endliche
Teilmenge 17" von Ny mit

Z 2t = m.

i€T
Sei S:={i+1]|i€ T} Dann ist

ZTzZQiH =2m = my

i€s i€T
ein Widerspruch.

Ist mg = 2m+1 so ist ebenfalls m € Ny und m < my. Also gibt es ein 7' mit ). .. 20 = m.
Setze nun S :={i+1|i € T} U{0} um den entsprechenden Widerspruch zu erhalten.

Es gibt noch eine Variante der vollsténdigen Induktion, die hierhin gehort, welche schon
in Beispiel 5.7 angekiindigt wurde und die wir als Ubungsaufgabe lassen:

Bemerkung 5.16. Fir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Gilt der
Induktionsanfang: A(1)

und der

Induktionsschluss: A(i) fir alle i < n impliziert A(n + 1) fir alle n € N,
so gilt A(n) fiir allen € N.

Beweis. Ubung. q.e.d.

Nachtrag der fehlenden Beweise aus Abschnitt 3:

Satz 3.6: Ist M eine Menge von endlichen Mengen, so ist |- | : M — NU {0}, X — |X|
eine wohldefinierte Abbildung.

Erinnerung: Eine Menge X heifit endlich, falls eine Zahl n € NU {0} und eine Bijektion

¢ :n — X existieren. Dann nennt man |X| := n die Anzahl der Elemente von X.
Beweis von Satz 3.6: (a) Seien n,m € N. Falls eine Bijektion ¢ : n — m existiert, gilt
n =m.

Angenommen die Behauptung ist falsch fiir ein n € N. Dann ist sicherlich n > 1. Sei
n = ng minimal in der Menge aller n € N fiir die eine Bijektion ¢ : n — m mit n # m.
Die Einschrénkung von ¢ auf n — 1 ist bijektiv von n — 1 auf m — {¢(n)}. Setze

a falls a < ¢(n)
a—1 fallsa> ¢(n)

pim= fpm) ~m=1iar { ,
sodass po ¢,—1 : n—1 — m —1 bijektiv ist, alson —1 = m — 1, d. h. n = m, ein
Widerspruch.

(b) Sei nun X eine endliche Menge, n,m € Nund ¢ : n — X sowie (' : m — X
Bijektionen. Dann ist auch (7' o ¢’ : m — n bijektiv, also n = m.

Ende der 8. Vorlesung, am 6.11.2013

Lemma. Ist M eine unendliche Menge, so gibt es eine injektive Abbildung N — M.
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Beweis. Ubung q.e.d.

Satz 3.20 Sei M eine Menge. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) M ist endlich.

2) Jede injektive Abbildung n: M — M von M in sich ist auch surjektiv.
3) Jede surjektive Abbildung 7 : M — M von M auf sich ist auch injektiv.

Beweis. 1) = 2) Sei |[M| =n und ¢ : n — M eine Abzdhlung, also eine Bijektion. Ist
n: M — M injektiv, so auch no( : n — M. Also ist no ( : n — n(M) bijektiv und somit
In(M)| =n=|M|, d. h. n(M) = M und n ist surjektiv.

2) = 3) Ist 7 : M — M surjektiv, so hat 7 nach 3.18 ein Rechtsinverses n, welches injektiv
ist. Gem#B der Voraussetzung 2) ist 7 dann aber auch surjektiv, d. h. bijektiv. Also ist
klar, dass 7 die inverse Abbildung von 7 ist und somit injektiv. (Man hétte auch wieder
mit 3.18 schliefen konnen.)

3) = 1) Wir zeigen, dass die Negierung von 1) die Negierung von 3) impliziert. M nicht
endlich. Dann gibt es eine injektive Abbildung f : N — M, also eine Folge fi, fa,... mit
fi # f; fur ¢ # 7, fi € M. Wir benutzen diese Folge, um eine surjektive, nicht injektive
Abbildung von N auf M zu iibertragen. Klar:

1—1 1>1

1 1=1

ist eine solche Abbildung. Als surjektive, nicht injektive Abbildung von M auf sich bietet
sich also an:

a:N—>N:iv—>{

fici m=f; fireini>1
T-M—->M:m—< fi m=Ff
m  m¢ f(N)
Es ist klar, dass diese Abbildung wohldefiniert, surjektiv und nicht injektiv ist. q.e.d.

5.3 Das allgemeine Assoziativgesetz

Hat man Summen von mehr als zwei Summanden, so gibt es mehrere Moglichkeiten zu
klammern. Dass dies in Anwesenheit des Assoiativgesetzes keine Rolle spielt, wollen wir
im Rahmen der Einfithrung des Summenzeichens bzw. Produktzeichens sehen.

Definition 5.17. Sei M eine nicht leere Menge mit einer Verkniipfung + : M x M — M.
Fiir jede Folge a = (ap)neny : N — M definiert man die zugehirige Summengfolge oder
Reihe (377 | a;)nen rekursiv durch

1 n+1 n
g a; = a; und g a; = ( g a;) + api1-
i=1 =1 =1

Das n-te Glied der Summenfolge heifit die Summe der a; von i = 1 bis n. Entsprechend
heif$t das n-te Glied der Summenfolge zu aov* die Summe Z?:kkﬂ a; der a; von i =k+1
bisn + k.

Wird die Verkniipfung multiplikativ, also als - : M x M — M, geschreiben, so schreibt
man [ statt > und spricht von der Produktfolge, und das n-te Glied der Produktfolge

heifit das Produkt der a; von i =1 bis n.
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Man beachte, dass der Wahl des Namens Summe oder Produkt nur mit der Wahl des
Namens der Verkniipfung zu tun hat, nicht jedoch mit den Eigenschaften der Verkniipfung.
Entsprechend git der néchste Satz auch in der multikplikativen Notation, obwohl wir ihn
nur additiv aussprechen.

Satz 5.18. (Allgemeines Assoziativgesetz). Sei M eine nicht leere Menge mit einer
assoziativen Verknipfung + : M x M — M. Fir jede Folge a = (ap)neny : N — M und
jedes k,n e Nmit 1 < k <n gilt:

n

k n
E a; + E a; = E a;,
i=1 =1

i=k+1

Beweis. Induktion nach n > k bei festem k. Der Induktionsanfang n = k + 1 ist die
Defintion des Summenzeichens. Induktionsannahme:

n

(Z@i)+(z a;) :Zai,

1=1 i=k+1
Dann gilt:
k n+1 k n
ZCLi + Z a; = Zai + (( Z a;) + apt1)
=1 i=k+1 i=1 i=k+1
k n
= (Z a; + Z a;) + ni1
i=1 i=k+1
= (Z ai) + Ap+1
it
- Y
=1

q.e.d.

Also bei assoziativen Verkniipfungen kann man die Klammern auch weglassen. Das all-
gemeine Kommutativgesetz ist erheblich anspruchvoller zu beweisen. Wir formulieren es
ohne Beweis.

Satz 5.19. (Allgemeines Kommutativgesetz). Sei M eine nicht leere Menge mit
einer assoziativen und kommutativen Verkniipfung + : M X M — M. Fir allen € N und
jedes n-Tupel (ay, ..., a,) € M™ und jede Bijektion o :n — n gilt:

Z a; = Z A (i)
=1 =1
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5.4 Produkt und Potenzen natiirlicher Zahlen

Nach diesem allgemeinen Exkurs kommen wir wieder zu den Verkniipfungen natiirlicher
Zahlen.

Definition 5.20. Das Produkt natiirlicher Zahlen ist definiert als Verkniipfung

:NXN—>N:(n,m)»—>n~m::nm::Zm

=1

(wobei wir also von der konstanten Folge mit a; = m ausgehen).

Satz 5.21. Fiir alle m,m’,n,o € N gilt:

0.) (Einselement) 1 -n=n-1=n.

1.) (Distributivgesetz) (m +m')n = mn + m'n.
2.) (Kommutativgesetz) mn = nm.

3.) (Assoziativgesetz) (mn)o = m(no).

4.) (Kiirzen) Aus mn = m'n folgt m =m’'.

5.) m < m' impliziert mn < m'n.

Beweis. 0.) Sofort klar.

1,) Sofort aus dem allgemeinen Assoziativgesetz 5.18 fiir Addition.

Denn (m +m/)n =S n =S n+ ZTml =" n+ ZT:/1 n =mn+m'n.

2.) Induktion nach m.

Sei A(m) die Aussage, fiir alle n € N gilt mn = nm. Dann ist A(1) richtig wegen 0. Fiir
den Induktionsschluss rechnen wir

(m—i—l)némn—l—lnoi‘/nm—knl:Zm+215é92(m+1):n(m+1).

3.) Induktion nach m unter Benutzung von 1.) (Ubung).

4.) folgt aus 5.), denn sei mn = m'n. Dann gilt entweder m < m’ und dann mit 5.) auch
mn < m/n, oder m > m’ und dann auch mn > m'n wegen 5.) oder m = m’. Da die ersten
beiden Moglichkeiten auf einen Widerspruch fithren gilt also m = m/.

5.) Interessanterweise scheint 4.) nicht so leicht, wenn iiberhaupt durch Induktion nach
n beweisbar. Dieses ist das erste Mal, dass Sie das Phdnomen sehen, dass eine stiarkere
Behauptung durch Induktion beweisbar ist, eine schwichere daraus folgende jedoch nicht,
eben weil die Induktionsvoraussetzung zu schwach fiir den Induktionsschritt wird.

Sei A(n) die Aussage m < m/' = nm < nm'.

Dann gilt A(1) trivialerweise (wegen 0).

Fiir den Induktionsschluss bemerken wir

(n+1) ZHm:ZZ:lm—irm—nm—i—m (IV)

<nm'+m<nm' +m' =3, m +m =sumtim' = (n+ 1)m’

wobei wir benutzt haben, dass fiir a,b,c € N gilt a < b genau dann wenn a + ¢ < b + ¢,
das war Satz 5.14 3). q.e.d.
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Ubung: Sei M eine nicht leere Menge und a : M — M. Zeige fiir n,m € N gilt:

Definition 5.22. Das Potenzieren natirlicher Zahlen ist definiert als

NXNHN:(n,m)Hnm::Hn
i=1

Der Ubergang von der Multiplikation zum Potenzieren ist sehr anlog zu dem Ubergang
von der Addition zur Multiplikation. Der folgende Satz sollte also in Analogie zu Satz 5.21
gesehen werden, ebenso wie sein Beweis. Man beachte aber. dass diese Analogie nicht zu
weit geht, denn man hat kein Kommutativgesetz mehr, wie der erste Teil zeigt.

Satz 5.23. Fiir alle m,m’,n,o € N gilt:
1.)m* =m und 1™ = 1.

2.) nmtm = pm g

3.) (mm/)" =m™ - (m/)".

’

4.) (™)™ = nmm,

Beweis. 1.) Klar.

2.) Sofort aus dem allgemeinen Assoziativgesetz 5.18 fiir Multiplikation.

3.) Ubung aus dem Kommutativgesetz fiir Multiplikation.

4.) Ubung. q.e.d.

Ubung: Was ist zur Vertriiglichkeit der Kleiner-Relation mit dem Potenzieren zu sagen
und zu beweisen?

Um in Zukunft lastige Fallunterscheidungen zu vermeiden, setzen wir unsere Verkniipfun-
gen von N x N — N auf Ny x Ny — Ny in bekannter Weise fort, so dass die diversen
Regeln giiltig bleiben. Das einzige, was verboten ist, ist den Ausdruck 0° zu bilden, also
Potenzieren ist nur definiert als Abbildung Ny x Ny — {(0,0)} — Ny. Um dies zu beheben
definieren wir 0° := 1.

Ende der 9.Vorlesung am 12.11.2013

5.5 Wichtige Folgen natiirlicher Zahlen (10.Vorlesung)

Lernziel: Formeln fiir wichtige Anzahlen, Binomialkoeffizienten, Abbildungen mit kon-
stanter Fasergrofe.

Ubung: Seien M, N endliche Mengen mit m bzw. n Elementen, m,n € N. Dann gibt
es eine Bijektion NM — n™, die Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit respektiert.
Hinweis: Geh von Bijektionen M — m und N — n aus und betrachte das Diagramm

M — N
! 1

m — n
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Wir werden dies als Rechtfertigung nehmen, wenn wir mit den konkreten endlichen Men-
gen m statt mit abstrakten endlichen Mengen arbeiten. Die wichtigsten Folgen natiirlicher
Zahlen haben meistens einen kombinatorischen Hintergrund. Sie tauchen in unterschied-
lichen Zusammenhéngen immer wieder auf.

Definition 5.24. 1.) Sei 0! := 1 und n! := (n—1)!-n fir alle n € N. Das Folgenglied n!
heifit die n-Fakutat oder Fakultat von n.

2.) Die Menge der bijektiven Abbildungen von M in sich wird mit Sy, auch symmetri-
sche Gruppe auf M genannt, bezeichnet. Statt S,, schreibt man S,, fir n € N.

3.) Fir Mengen M,N bezeichne (N™);,; bazw. (N™)gyr; die Menge der injektiven bzuw.
surjektiven Abbildungen von M nach N

Der Name symmetrische Gruppe spielt darauf an, dass mit Komposition und Invertie-
ren zwei Verkniipfungen auf S),; definiert sind, die den sogenannten Gruppenaxiomen
geniigen. Davon werden wir aber erst spéter horen.

Satz 5.25. 1.) Firn € N gilt: |S,| = n!.
2.) Firn,m € N gilt [n™| = n".
3.) Firn,m € N mit n < m gilt

n—1

(m")inj =m(m — 1)~ (m —n+1) = [[(m -1

i=0
Beweis. 1.) Zunéchst ein etwas volkstiimlicher Beweis oder eine Plausibilitdtsbetrachtung,
die wir dann zu einem richtigen Beweis umformulieren wollen: Sei f € S,,. Fiir f(1)
hat man n Moglichkeiten. Nachdem f(1) festgelegt ist, hat man fiir f(2) noch n — 1
Méglichkeiten, also insgesamt n(n — 1) Moglichkeiten. Danach bleiben fiir f(3) noch n—2
Moglichkeiten etc.. Am Ende haben wir |S,| = nl.
Der allgemeine Beweis ergibt sich als Spezialfall aus 3.).
2.) Vollstindige Induktion mit Hilfe von Satz 3.12,der besagt, dass N°¥T und N° x NT
gleichviele Elemente enthalten.
3.) Die Formel ist klar fiir n = 1. Betrachte

€1 (m")ing —= (M inj = f = fin1-

Dies ist eine surjektive Abbildung. Es ist ndmlich sogar so, dass jede Abbildung ¢ €
(m"1);n; sich auf genau m — (n — 1) = |m — Bild(p)| Arten sich zu einer injektiven
Abbildung n — m fortsetzen ldsst. Da jede Abbildung sich in genau einer Faser von e
befindet, jede Faser m — (n — 1) Elemente enhélt und die Induktionsvoraussetzung die
Anzahl der Fasern liefert, folgt die Behauptung, indem wir das Produkt nehmen. q.e.d.

Man darf es mit den Formeln allein nicht bewenden lassen, sondern soll sich zumindest
durch Betrachtung der Anfangsglieder einen Eindruck iiber Gréfienordnung und Wachs-
tum der Folgen bzw. Doppelfolgen verschaffen. Ich lasse es in diesem Stadium als Ubung.

Man vermisst im letzten Satz sicherlich eine Aussage iiber die Anzahl der surjektiven
Abbildungen. Diese ist nicht ganz so einfach. Wir werden in einem Wiederholungskapitel,
wo wir uns mehr auf die Kombinatorik konzentrieren werden, zuriickkommen.
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Definition 5.26. Die Binomialkoeffizienten sind als Glieder der Doppelfolge

NOXNOHNO:(n,k)H(n> ::{ 0 Jallsk>n

k —k!(n;k)! sonst
definiert.

Achtung: Wir Werden gleich sehen, dass ( o€ Ny ist fiir alle n, & € Ny. Genau genom-
men haben wir ¢ fiir beliebige a,b € Ny noch nicht definiert. Ist jedoch b # 0 und gibt
es ein ¢ € Ny mlt bc = a, so ist dieses ¢ eindeutig bestimmt und wird mit ¢ = ¢ € N
bezeichnet.

Erinnerung: Fiir eine Menge M und k € Ny bezeichnet Poty (M) := {T' C M | |T| = k}
die Menge der k-elementigen Teilmengen von M.

P = ()

Insbesondere st (Z) € Ny fiir alle n,k € Ny und somit sind die Binomialkoeffizienten
wohldefiniert.

Satz 5.27. Fir n,k € Ny gilt:

Beweis. Definiere

¢ (0")inj — Potr(n) : ¢((ay,...,ar)) = {a1,...,ax}.

Dann ist ¢ surjektiv. Die Faser von {aq, ..., ax} ist

o '({Ha1,...,ax}}y) = {(by,...,b) €nf| {by,....bp} ={a1,...,ax}}
= {(aw(1)7-~-7an(k>|7T€Sk}

Alsoist |7 ({{ay,...,ar}})| = |Sk| = k! fiir beliebiges {a1, ..., ar} € Potx(n). Da (n*),;
die disjunkte Vereinigung der Fasern von ¢ ist gilt

[(2")ins| = | Poty(n)] - &!

| Poty,(n)] = MZ# N (D

Satz 5.28. (einige Identitdten fir Binomialkoeffizienten) Seien k,n € Ny mit k < n.
(@) (i) = ()

(6) k() = (")

(c) (i) = (") + (}). (Additionstheorem der Binomialkoeffizienten)

(4) 3o (1) = 2"

also

q.e.d.
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Beweis. (a) direkt aus der Definition oder aber auch: Die Komplementabbildung
Chx : Potg(n) — Pot,_r(n) : M —n\ M

ist eine Bijektion (die Umkehrabbildung ist wieder C,, ;).
(b) Das kann man auch direkt nachrechnen aber auch hier steckt wieder eine Bijektion
dahinter: Sei

X :={(a,M)|ae M, M e Poty(n)}

und
Y :={(a,N)|a€nNCn\{a},|N|=k—1}.

Dann ist | X| = k(}) und |Y| = n(}~}). Die Abbildung
p: X =Y :(a, M) (a, M\{a})
ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung
e 'Y = X :(a,N) (a,NU{a}).

Also | X| = |Y].
(c) Ebenfalls durch Nachrechnen oder besser: Die Abbildung

M n+1¢M

¢ : Poty(n + 1) — Poty(n) & Poty_(n) MH{ M\{n+1} n+leM

ist eine Bijektion. Also

("Zl) = | Poty(n+ 1)] = | Poty(n) & Pty (n ”‘( ) (kﬁl)'

Pot(n U + Poti(n

(d) Es ist

also wegen | Pot(n)| = [{0,1}"] folgt

- n
Pot(n)| = Pot( :
- ol = 2 1Pt = 35 )

q.e.d.
Beispiel. Definiere die aufsteigende Mengenfolge durch

Pot' (@) := Pot(0), Pot™"!((}) := Pot(Pot™(())
Offenbar gilt fiir a,, := | Pot™(0)|
a1 =1,0,11 = 2% also as = 2,a3 = 2% =4, a4 = 2 = 16, a5 = 2'° = 65536

Zum Vergleich: Die Physiker haben irgendwann einmal die Anzahl der Protonen im Uni-
versum auf 136 - 22°0 geschitzt, also eine Zahl, die deutlich kleiner als ag ist.



Kapitel 2

Reelle und komplexe Zahlen

In diesem Kapitel wollen wir einerseits axiomatisch die reellen und komplexen Zahlen
einfithren, ohne einen Existenzbewies zu fithren und andererseits geometrisches Verstand-
nis dieser beiden grundlegenden Koérper mehr heuristisch erarbeiten.

6 Axiome fiir Gruppen, Ringe und Korper

Lernziel: Gruppenaxiome und ihre Bedeutung, Rechnen in Korpern im Sinne von Addie-
ren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren. Beispiele von Koérpern: Q, R, IFs.

Eine natiirliche Vorgehensweise wére nach dem vorangegangenen Kapitel, aus den natiirli-
chen Zahlen die ganzen Zahlen, aus diesen die rationalen Zahlen, daraus wieder die reellen
Zahlen und schliellich aus diesen wiedrum die komplexen Zahlen zu konstruieren. Wir
verschieben diese Konstruktionen auf ein spéteres Kapitel und werden die reellen Zah-
len axiomatisch einfithren, d. h. ein Axiomensystem fiir sie anzugeben und einfach ihre
Existenz zu glauben. Danach geben wir eine Konstruktion der komplexen Zahlen aus den
reellen Zahlen an und versuchen eine geometrische Vorstellung dieser beiden Koérper zu
erzeugen und den Umgang mit ihnen einzuiiben.

6.1 Gruppen 11. Vorlesung am 19.11.2013

Jetzt ist der Zeitpunkt gekommen, wo wir erstmalig axiomatisch an unsere Probleme her-
angehen wollen. Es geht also darum, dass man sich fragt: Was ist der allgemeinste Rahmen
fiir meine Schliisse und Rechnungen? Kann ich aus einer Rechnung in einer konkreten Si-
tuation auf eine allgemeine Vermutung kommen und diese dann durch Ubertragung der
Schliisse auch beweisen? Kann ich Analogien zwischen Situationen sehen, wo der Auflen-
stehende keine Gemeinsamkeiten ahnt? Der erste Begriff, den wir kennenlernen wollen, ist
der der Gruppe, welcher sich im Laufe des 19. Jahrhunderts herausgebildet hat. Zunéchst
werden wir ihn nur zur Definition von Zahlbereichen heranziehen, spiter werden wir sehen,
daf} er auch auflerhalb der Zahlbereiche eine grundlegende Rolle spielt.

Definition 6.1. Sei G eine nicht leere Menge und - : G x G — G eine Verkniipfung auf
G.

47
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(a) Man nennt (G,-) Gruppe, falls - folgende drei Aziome erfiillt:
1) (Assoziativgesetz)
- (y-2)=(z-y) 2
fiir alle x,y,z € G.
2) (Einselement oder neutrales Element) Es existiert ein Element 1 € G mit

l-g=g-1=g

fiir alle g € G.

DIESES EINSELEMENT IST DANN EINDEUTIG BESTIMMT, DENN SEIEN 1 UND 1’ ZWEI
EINSELEMENTE IN G. DANN GILT 1 =1-1"=1".

3) (Inverses Element) Zu jedem g € G emistiert ein g~' € G mit

DIESES INVERSE ELEMENT IST DANN EINDEUTIG BESTIMMT, DENN SEIEN h UND A/
ZWEI INVERSE ELEMENTE ZU g € G. DANN GILT

h=h-1=h(gh') = (hg)h! =10 =N

Oft schreibt man gh statt g - h.

(b) G heifit abelsche Gruppe oder kommutative Gruppe falls zusdtzlich noch das
Kommutativgesetz 4) gilt:
4) (Kommutativgesetz) Fiir alle g,h € G gilt

gh = hg.

Bei kommutativen Gruppen wird manchmal + statt - als Verkniipfungssymbol genommen.
(Im Unterschied zu - lGfit man + nicht weg.)

(c) (G,-) heifst Halbgruppe, falls 1) erfillt ist, Monoid oder Halbgruppe mit Eins,
falls 1) und 2) erfillt sind.

Bemerkung: Es gilt (gh)™' = h7'g™".
1

Beweis: Wir miissen wegen der Eindeutigkeit des Inversen nur zeigen, dass h~lg™! ein
Inverses von gh ist.

: ghh gt = gg ' =1
(h~'g ") (gh) = h g 'g)h= h'h=1

Moéglicherweise haben Sie Schwierigkeiten, sich die Gruppenaxiome zu merken. Vielleicht
ist es hilfreich, die drei Axiome in Beziehung zu den drei Axiomen der Aquivalenzrelation
zu sehen: Assoziativitét entspricht Transitivitdat, Existenz der Einselementes der Reflexi-
vitdt und Existenz des Inversen der Symmetrie. Diese Zusammenhénge sind nicht zuféllig,
aber wir werden sie erst sehr viel spéter verstehen.

Viele Unterpunkte des folgenden Beispiels benutzen bereits Eigenschaften der reellen Zah-
len, die wir nach wie vor als im Prinzip bekannt vorausssetzen.
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Beispiele. 1.) Fiir (N, +) gilt nur das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz. (Kom-
mutative Halbgruppe).
2.) (Z,+) ist eine Gruppe.
3.) Da die Komposition von Abbildungen assoziativ ist, ist (M™, o) eine Halbgruppe mit
1 =1idy, fiir jede Menge M. Diese ist nicht kommutativ, sobald M mehr als ein Element
enthélt. (Nicht kommutatives Monoid)
4.) (Syr == Sym(M) = {f € MM|f bijektiv},o) ist eine Gruppe fiir jede Menge M.
Diese ist nicht kommutativ, sobald M mehr als zwei Elemente enthélt. In Falle M :=n
fiir n € N schreibt man 5, statt S,,. Man nennt Sy, die symmetrische Gruppe auf M.
5.) R? eine kommutative Gruppe mit der komponentenweiser Addition: Fiir a,b € R?
definiert man:

a+b = (a1 +b1,a2+b2)

Die Nullabbildung ist immer das neutrale Element oder 0-Element, wie man bei der
additiven Sprechweise statt 1-Element sagt.

Bemerkung 6.2. 1.) Fir Gruppen gilt das allgemeine Assoziativgesetz nach Satz 5.18.
2.) Fiir abelsche Gruppen gilt das allgemeine Kommutativgesetz nach Satz 5.19.
3.) Fine nicht leere Teilmenge H einer Gruppe (G, -) heifst Untergruppe von G, falls

H-H:= {h1h2|h1,h2 S H} CH

und
H ' .= {hfl|h €EH}CH.

(Wie sehen diese Bedingungen bei abelschen Gruppen in additiver Schreibweise aus?)

4.) Ist H < G Untergruppe von (G,-). Dann definiert g, ~g g2 :< g7 'gs € H eine Aqui-
valenzrelation auf G, auch Kongruenzrelation genannt. Die Kongruenzklassen heiffen
Nebenklassen oder Restklassen nach H und sind von der Form gH := {ghlh € H}.
(Man verifiziere, dass eine Aquivalenzrelation vorliegt unter dem Gesichtpunkt, wie Gruppen-
und Aquivalenzaziome einander entsprechen. )

Bemerkung: Ist H Untergruppe von G, kurz H < (. Dann gilt 15 = 14, d. h. H hat
dasselbe 1-Element wie G, denn 14 hat sicherlich die Eigenschaften eines Einselements
fir H C G und wegen 1¢ = hh™! fiir jedes h € H ist 15 € H.
Beispiele. 1.) (Z,+) < (R,+). (Die Menge der Restklassen ldsst sich anschaulich als
Kreis deuten.)
2.) Fiir 0 # a € R? ist

{(ray,ray)|r € R} < R?

eine Gerade durch den Nullpunkt. Die Restklassen sind die hierzu parallelen Geraden.
3.) Fiir s,t € R sei
asy :R—R:aw— sa+t.

Beachte, geometrisch bedeutet R die Zahlengerade, o ist die Streckung der Zahlenge-
rade mit Streckzentrum 0 und Streckfaktor s. Weiter bedeutet a; ; die Translation oder
Verschiebung der Zahlengeraden um ¢.

Es gilt a,; € Sg, falls s # 0. Genauer

Affl(R) = {as7t|8 eR— {0},t € R} S S]R-
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Zum Beweis der letzten Behauptung, beachte
Qg p1 O Olgt = lggl /45t

und
-1

0537,5 = 055—1’,3—115.
(Einzelheiten Ubung).
Ubung: Seien 71,75 € R und ¢, g2 € R je zwei verschiedene Punkte. (Wenn man geome-
trisch denkt, sagt man hdufig Punkt statt Element.) Zeige: Es gibt genau ein o € Aff;(R)
mit «a(r;) = ¢; fiir ¢ = 1,2. ( Man {iberlege sich, was unsere Gruppe mit der 2-Punkt-
Skalierung von Temperaturskalen zu tun hat. Wie sieht z. B. die Umrechnung von Grad
Celsius in Grad Fahrenheit.)

Fiir uns haben Gruppen zweierlei Bedeutung: Sie treten in den nachfolgenden Definitionen
von Ringen und Korpern, also Zahlbereichen im weitesten Sinne, wieder auf als Teile
der Definitionen. Zweitens haben Gruppen ein Eigenleben, welches fast alle Teile der
Mathematik beeinflufit. Auf dieses kommen wir spéter zuriick.

6.2 Ringe 11. Vorlesung am 19.11.2013

Bei den natiirlichen Zahlen hatten wir bereits zwei Verkniipfungen, Addition und Multipli-
kation. Aber erst (Z, +, -) erfiillt die Ringaxiome, die man braucht, um eine befriedigende
Theorie aufzubauen. Ringe spielen sowohl in Algebra, Geometrie als auch Analysis eine
grundlegende Rolle.

Definition 6.3. Sei R eine nicht leere Menge mit zwei (inneren) Verknipfungen + (ge-
nannt Addition) und - (genannt Multiplikation).

(a) (R,+,") heifit ein Ring mit Fins, falls

1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0;

2) (R,-) ist ein Monoid mit 1-Element 1 # 0 1.

3) Es gelten die beiden Distributivgesetze:

a(b+c) = ab+ ac fiir alle a,b,c € R.

und
(b+ c)a = ba + ca fir alle a,b,c € R.

(b) Falls zusdtzlich die Multiplikation kommutativ ist, spricht man von einem kommu-
tativen Ring mit Eins.

Offenbar ist (Z, 4+, -) ein kommutativer Ring mit Eins.

Bemerkung 6.4. Sei R ein Ring und a € R. Dann gilt:
1.) 0a = 0 = a0.
2.) (=1)a = —a.

!Prinzipiell kann man bei Ringen und kommutativen Ringen mit Eins noch auf den Zusatz 1 # 0
verzichten. Im Falle 1 = 0 gibt es jedoch keine weiteren Elemente in dem Ring.
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Beweis. 1.) 0a = (0 + 0)a = 0a + Oa, also durch Subtraktion von Oa erhélt man Oa = 0.
Die Identitat a0 = 0 folgt analog.
2.) Esist a+ (—1)a=(1+(—1))a=0a=0. q.e.d.

Die natiirlichen Zahlen und die ganzen Zahlen spielen bei jedem Ring eine besondere
Rolle, die ersteren beim Potenzieren, die letzteren beim Multiplizieren.

Bemerkung 6.5. Sei (R, +,) ein Ring.
1.) Man hat eine Abbildung

0 falls z =10
ZXR—R:(z,r)—zr:=4¢ YT falls z >0
=>4 falls z <0

die den beiden Distributivgesetzen gendigt.
2.) Man hat eine Abbildung

NOXR—>R:(n,7’)»—>7’”::HT

i=1

welche den iblichen Potenzgesetzen geniigt, falls R kommutativ mit Eins ist. (Das leere
Produkt ist als 1 definiert.)

3) In einem kommutativen Ring R mit Eins gilt das allgemeine Assoziativgesetz fir die
Addition, d. h. bei Summen von mehr als zwei Summanden kann man die Klammern
weglassen. Entsprechendes gilt fir die Multiplikation. Es gilt das allgemeine Kommuta-
tivgesetz fiir Addition und Multiplikation, d. h. auf die Reihenfolge von Summanden bzw.
Faktoren braucht man auch nicht zu achten.

Satz 6.6. (Allgemeines Distributivgesetz)
Sei R ein Ring, n,m € N und A € R™*™. Dann gilt:

11> 4= IT40

i=1 j=1 penm™ i=1

Beweis. Als Vorbereitung zeigt man durch eine einfache Induktion iiber m

n m n

O a)O b)) =D ab

i=1 j=1 i=1 j=1

fiir a;,b; € R (Ubung).
Den eigentlichen Beweis fithren wir durch Induktion iiber die Anzahl m der Faktoren.
Der Induktionsanfang m = 1 ist klar, da kein Produkt gebildet wird. Angenommen die



52 KAPITEL 2. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

Behauptung gilt fiir m. Sei also A € R(™*D*" Dann gilt:

m+1 n m n n

1> 4 = (HZA@)';AMM

i=1 j=1 i=1 j=1
m

= (O T A0 Y Aniy
j=1

penm j=1

m—+1
= > 11 4w
penmtL i=1

wobei der letzte Schritt auf Grund der Vorbereitung méglich ist: Jedes ¢ € n™ lésst sich
auf genau n Weisen zu einem ¢ € ™+ weil man alle Zahlen von 1 bis n als Wert 1)(m-+1)
zu wihlen hat. q.e.d.

Wer sich daran reibt, dass alle Summen auf der linken Seite gleich viele Summanden
haben, kann sich vorstellen, dass einige Summanden Null sein kénnen.

Folgerung 6.7. (Binomischer Lehrsatz).
Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins. Fir a,b € R und n € N gilt:

(a+b)" = Xn: (Z) akpnk

k=0

Beweis. Im allgemeinen Distributivgesetz wéhlen wir m :=n und n := 2 und A;; := a
und A = b fiir ¢ = 1,...,n. Wegen der Kommutativitiat der Multiplikation gilt fiir
p € 2% mit [p~ ({1})] =k

ﬁ Algo(z) = akb”_k.

=1

Da die Anzahl dieser Abbildungen ¢ gleich (Z) ist, folgt die Behauptung. q.e.d.

Ubung: Definiere den Begriff des Teilrings eines Ringes und zeige, dass (Z, +, -) keinen
echten Teilring mit Eins enthélt.
Ende der 11. Vorlesung am 19.11.2013

Bemerkung: Ist GG eine Gruppe und g € G, so ist
pg: G — G,x— 29

eine bijektive Abbildung mit Umkehrabbildung p;l = Pg-1.
Bemerkung: Es gibt genau einen Ring mit 2 Elementen: Fy := ({0, 1}, +, ) wobei + und
- definiert sind als

+]0 1 -]o 1

010 1 0/0 0

11 0 10 1
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Ubung: Fiir jede Primzahl p gibt es genau einen Ring mit p Elementen F, Firp=3
ergibt sich F3 = ({0, 1,a}, +, ) mit a = —1 wie folgt

Q=
Q =
— QR

6.3 Korper 12. Vorlesung am 20.11.2013

Wie das Beispiel der ganzen Zahlen zeigt, kann man in einem kommutativen Ring mit
Eins im Allgemeinen nicht durch Zahlen # 0 dividieren. Wenn dies doch der Fall ist,
spricht man von einem Korper.

Definition 6.8. Ein kommutativer Ring (K, +,-) mit Eins heifst Korper, falls K* =
K — {0} mit der Multiplikation, also (K*,-) eine abelsche Gruppe ist.

Bemerkung 6.9. Sei K ein Kérper. Statt a-b~! schreibt man auch g fiir allea € K,b €
K*. Man hat fir a,c € K,b,d € K*:

@, c_adtch g% C_ %
b dT  bd b AT b
Beweis.
a ¢ bda bdc
bd- (= 4+ 2) = =4 ==
G+ 3 b T
= da + be.

Teilt man die Gleichheit zwischen dem ersten und letzten Ausdruck durch bd, so folgt die
erste Behauptung nach Kiirzen. Die zweite lassen wir als Ubung. q.e.d.

Beispiele:
1) (R,+,-), kurz R, ist ein Korper: der reelle Zahlkorper.
2) (Q,+, ) mit

Q= {%]a,b €Z,b+£0}CR

ist ein Korper (Teilkorper von R): der rationale Zahlkérper Q. Man iiberzeugt sich leicht,
dass Q keinen echten Teilkorper mehr enthélt, wohl aber viele Teilringe.

3) Z ist kein Korper, sondern nur ein kommutativer Ring mit 1.

4) Fy und F5 von oben sind Koérper.

7 Axiome fiir den reellen Zahlko6rper

Lernziele: Axiome und Beispiele fiir angeordnete Korper, Axiom der oberen Grenze, reeller
Zahlkorper, R als Zahlengerade, ARCHIMEDisches Axiom, Abstand und Absolutbetrag,
univariate quadratische Gleichungen.
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7.1 Angeordnete Korper 12. Vorlesung am 20.11.2013

Sie haben bereits in der Analysis Anordnungen von Korpern studiert. Damit Sie nicht
einschlafen, mach ich es etwas anders und sehr kurz.

Definition 7.1. Sei K ein Kérper. Eine Teilmenge P C K heifit Anordnung? auf K,
falls

1) P+ P .= {pl —i—p2|p1,p2 € P} C P und PP = {p1p2|p1,p2 € P} C P.

2.) K=Puw{0}w (—P).

(K, P) heifit dann ein angeordneter Korper.

Beispiel: Ist K ein angeordneter Kérper so gilt immer 1 = 12 € P und —1 € —P.
Insbesondere ist 1 # —1, also kann Fy nicht angeordnet werden. Es ist auch —1 # 1 + 1,
also kann [F3 nicht angeordnet werden.

Bemerkung 7.2. Ist (K, P) ein angeordneter Korper, so definiert man
<={(a,b) e K xKlb—a€ P} CKxK

oder <:=< U = als zugehirige Totalordnung und P = {a € K|0 < a} = K-o.

Ubung: Verifiziere die bekannten Eigenschaften fiir <, definiere Intervalle in K, obere
und untere Schranken von Mengen.

Lemma 7.3. Sei K ein angeordneter Kéorper. Dann ist
a:N—>K:nr—>n1zZl
i=1

die einzige injektive Abbildung, die vertrdglich (siehe Beweis) ist mit der Anordnung, der
Addition und der Multiplikation.

Beweis. Offenbar hat K genau ein Element a mit > = a und a # 0, sodass es neben
a keine weitere Abbildung mit den genannten Eigenschaften gibt. Offenbar gilt 0 < 1.
Indem wir auf beide Seiten 1 addieren, folgt 1 < 2-1 und allgemeiner n-1 < (n+1)-1
fiir alle n € N. Also a(i) < a(j) < i < j fiir alle ¢, 7 € N. Somit ist @ ordnungstreu und
injektiv. Die Additivitdt von a:

afi+ ) = a(i) + a(j)

fiir alle ¢,j € N folgt bereits aus Bemerkung 6.5 1. Die Multiplikativitdt gilt auch im
allgemeineren Rahmen von Ringen (Ubung). q.e.d.

Beispiel: Das entsprechende « : N — [F3 ist nicht injektiv.

Wir kénnen und werden also N als eine Teilmenge des angeordneten Korpers K ansehen,
indem wir n € N mit a(n) identifizieren. Ebenso ist Z = {[(n,m)] | n,m € N} in K

2Genauer sollte man sagen, die Menge der positiven Elemente einer Anordnung von K.
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eingebettet durch [(n,m)] — «(n) — a(m). Analog kénnen und werden wir auch die
rationalen Zahlen Q := {[(a,b)] | a € Z,b € N} in K eingebettet betrachten, da durch
« eindeutige mit der Multiplikation und Addition vertréigliche Abbildungen von Z (bzw.
Q) nach K definiert werden. Diese sind ebenfalls injektiv (Achtung hier benutzen wir die
Tatsache, dass K angeordnet ist).

Also

NCZCQCK

fiir jeden angeordneten Korper K.

Definition 7.4. Fin angeordneter Korper heifit ordnungsvollstandig?, falls jede nach
oben beschrinkte Menge ) # M C K eine kleinste obere Schranke, also ein Supremum
sup(M) hat, d. h. fiir alle ) # M C K gilt

So(M):={ae Klm<aVme M} # 0= 3 sup(M) € S,(M) mit
sup(M) < s Vs € S,(M).

(Die Menge S,(M) der oberen Schranken von M hat eine untere Schranke, die in S,(M)
liegt, also auch obere Schranke von M ist.)

Ubung: Man zeige, dass die Ordnungsvollstindigkeit dazu dquivalent ist, dass jede nach
unten beschrinkte Menge eine kleinste untere Schranke, kurz ein Infimum hat. (Hinweis:
Die Multiplikation mit —1 dreht die Ordnungsrelation um.)

Beispiel. Q (mit der bekannten Anordnung) ist nicht ordnungsvollstéindig.

Beweis. M := {a € Q|a® < 2} ist nach oben beschréinkt, z. B. 2 € S,(M). Denn offenbar
istae M =a>2<2<4=2%alsoa< 2.

Weiter gilt S,(M) ={b€ Q| b>0A2<b} (Ubung).

Wiirde also s := sup(M) existieren, so gilt s> = 2. Da s eine positive rationale Zahl ist,
bekommen wir a,b € N mit s = a/b, d. h.

a? = 27,

was der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z widerspricht, denn 2 kidme links mit gerader
und rechts mit ungerader Vielfachheit vor. q.e.d.

7.2 Der reelle Zahlkorper 12. Vorlesung am 20.11.2013

Definition 7.5. Ein angeordneter ordnungsvollstindiger Korper, kurz vollstindiger an-
geordneter Korper, heifst reeller Zahlkorper und wird mit R bezeichnet.

3In der Analysisvorlesung haben Sie an dieser Stelle einfach ,vollstéindig“gesagt.
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Diese etwas komische Definition bedarf eines Kommentares. Es zeigt sich, dass erstens
ein derartiger Korper existiert und zweitens, dass je zwei solche Kérper auf genau eine
Art identifiziert werden konnen, sodass Anordnung, Addition und Multiplikation mit der
Identifikation vertréiglich sind. Wir werden diese Behauptungen spéter beweisen. Ab jetzt
bezeichnet R einen festen vollstdndigen angeordneten Korper.

An Tafel die Eindeutigkeit erliautert.

Ende der 12. Vorlesung am 20.11.2013

Ab jetzt arbeiten wir nur noch mit unserer Kopie von R.

Wir wollen eine wichtige Folgerung aus dem Supremumaxiom ziehen.

Satz 7.6. (ARCHIMEDisches Axiom)
Seien a,b € Ryg. Dann existiert ein n € N mit na > b.

Beweis. Nach Division durch a konnen wir oBdA a = 1 annehmen. Angenommen es
existiert ein b > 0 mit n < b fiir alle n € N. Dann gibt es eine kleinste obere Schranke
by < b fiir N. Da es sich um die kleinste obere Schranke handelt, existiert ein n € N mit
n > by — 1. Also ist n+ 1 > by, was ein Widerspruch ist, denn n+1 € N und by war obere
Schranke fiir N. q.e.d.

7.3 Absolutbetrag und Abstand, 13. Vorlesung 26.11.2013

Fiir das geometrische Verstdndnis der Zahlengerade sind die verwandten Begriffe des
Absolutbetrages und des Abstandes wichtig.

Definition 7.7.
a falls a >0

R —Ryp:
) i a'—){—a falls a < 0

heifst der Absolutbetrag auf R und
d:RxR—R:(a,b)— |a—b
heifit die Abstandsfunktion auf R.
Bemerkung: Der Abstand erfiillt folgende Eigenschaften einer Metrik:
1.) d(a,b) > 0 fiir alle a,b € R und d(a,b) =0 < a =b.

2.) d(a,b) = d(b,a) fiir alle a,b € R.
3.) d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) fir alle a,b,c € R.

Wir wollen den Absolutbetrag benutzen, um die Struktur der multiplikativen Gruppe
R* = (R*,-) der reellen Zahlen zu untersuchen. Dazu brauchen wir zwei neue Begriffe.
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Definition 7.8. Seien (G,-) und (H,-) Gruppen. Eine Abbildung
p:G—H
heifit Homomorphismus, genauer Gruppenhomomorphimus, falls

p(9192) = p(91)p(g2)  Vo1,92 € G
qilt. Ist ¢ zusdtzlich noch bijektiv, so heiffit ¢ Isomorphismus.

Bemerkung 7.9. Seien (G, -) und (H,-) Gruppen. Dann wird das CARTESIsche Produkt
G x H mat der komponentenweisen Multiplikation

(G x H) x (GxH)—GxH:((g1,h), (g2, h2)) = (9192, h1ha)
zu einer Gruppe, genannt das direkte Produkt G x H von G und H. Es sind
¢ GXxH—-G:(g,h)—gundmy:GxH—H:(g,h)—h

Gruppenhomomorphismen.

Ubung: Ist ¢ : G — H ein Gruppenisomorphismus, dann auch ¢~ : H — G.

Ubung: Zwei Gruppen G, H heiBen isomorph, genau dann wenn ein Isomorphismus
¢ : G — H existiert. In Zeichen G = H. Zeigen Sie, dass Isomorphie von Gruppen eine
Aquivalenzrelation ist.

Satz 7.10. 1.)
||+ (R ) = (Rso, ) : a |

und
a

sign: (R*,:) —» ({£1},") :a— al

sind Gruppenhomomorphismen.

(| |,sign) : R* — Rog x {£1} : a — (|al,sign(a))

1st ein Gruppenisomorphismus.
3.) Seia € P=R.g, a# 1. Dann ist

pot, : (R, +) — (Rsg,-) : x +— a”.
ist ein Gruppenisomorphismus mit inversem Isomorphismus
loga : (R>07 ) - (Ra +) T loga<r)

Beweis. 1.) Einfache Ubung.
2.) Offenbar ist nach 1.) die Abbildung ein Homomorphismus, also multiplikativ. Wir
miissen die Bijektivitédt zeigen. Dies tun wir durch Angabe des inversen Isomorphismus:

Rso x {£1} = R": (p, s) > ps.

3.) Dies werden Sie spéter in der Analysis beweisen. q.e.d.
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7.4 Quadratische Gleichungen, 13. Vorlesung 26.11.2013
Satz 7.11. Die Abbildung
q:Rsp:={a€Rja>0} - Rsg: 1 2?
ist bijektiv. Die Umkehrabbildung wird als Quadratwurzelfunktion, kurz \/ , bezeichnet.

Beweis. Zeigen zundchst dass g streng monoton steigend ist, d. h. a,b € R>o mit a < b
impliziert g(a) < q(b), also a? < b?. Dies folgt, da

b’ —a?’=(b—a) (b+a) >0denn b>aund a,b € Rxg
—— ——
€P  eP+PCP

Die strenge Monotonie impliziert, dass ¢ injektiv ist. Wir miissen noch zeigen, dass ¢
surjektiv ist. Sei ¢ € R>g. Da 02 = 0 ist konnen wir annehmen, dass ¢ > 0 gilt. Betrachte
zuerst den Fall ¢ > 1. Wieder ist ¢ = 1 klar. Fur ¢ > 1 ist dann

M, = {a € Rla® < ¢}
durch ¢ nach oben beschréinkt und wir sehen (Ubung), dass
sup(M,)? = ¢, also v/c = sup(M,).

Ist 0 < ¢ < 1,80 gilt 1 <1/c und man bekommt \/c = 1/4/1/c.
Jedenfalls ist klar, dass ¢ und / invers zueinander sind. q.e.d.

Folgerung 7.12. Die Faser von
Q:R—R:z— 22
tiber r ist leer fir r < 0, die einelementige Menge {0} fiir r = 0 und die zweielementige
Menge {\/r,—/r} firr > 0.
Beweis. Wegen (—1)? = 1 sofort aus 7.11. q.e.d.

Folgerung 7.13. Der Absolutbetrag | | und Q haben dieselben Fasern, d. h. die Aqui-
valenzrelationen der Bildgleichheit stimmen tiberein: ~| |=~q, ebenso thre Bilder, welche
R sind. Also existiert nach Satz 4.4 eine Bijektion, welche die beiden Abbildungen ver-
bindet. In der Tat gilt

go| [ =@, also q([a]) = Q(a) Ya € R,

d. h. q:Rsg— Rxq ist diese Bijektion.

Alle sind bestens mit der quadratischen Ergédnzung vertraut. Also bekommen wir eine
weitere Folgerung.

Folgerung 7.14. Seien a,b € R. Genau dann hat die quadratische Gleichung x*+ax+b =
0 eine Lisung in R, wenn die Diskriminante d := a® — 4b gilt d > 0.

Ubung: Zeige die Diskriminante einer quadratischen Gleichung ist das Quadrat der Dif-
ferenz der beiden Losungen. Wann hat man also genau eine Losung?
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8 Der komplexe Zahlk6rper

Lernziele: Naive Konstruktion aus R, Rolle der komplexen Konjugation, Polarzerlegung
und Analyse der multiplikativen Gruppe C*, die affine Gruppe Aff;(C) und GAusSsche
Zahlenebene, ebene EUKLIDische Geometrie.

8.1 Konstruktion aus dem reellen Zahlk6rper, 13. Vorlesung
26.11.2013

Dass in R nicht jede quadratische Gleichung eine Losung hat, ist ein Defizit, welches
aber eng mit der Anordnung des Korpers verbunden ist. Auf Grund der quadratischen
Ergénzung ist sofort klar: Enthélt ein Korper K den Koérper R als Teilkérper und eine
Losung von 22 + 1, so hat jede reelle quadratische Gleichung eine Losung in K. Zwei
Fragen stellen sich: Gibt es {iberhaupt einen solchen Korper K7 Wenn ja, hat K selbst
Losungen fiir jede seiner quadratischen Gleichungen?

Lemma 8.1. Fulls ein Korper K existiert, der R als Teilkorper und eine Lisung i von
22 + 1 enthdlt, so bildet

Cy, :={a+ bila,b € R}

ewnen Teilkérper von K.
Beweis. Wegen des Kommutativgesetzes fiir die Addition und des Distributivgestzes ist
ChpxCp—=Cp:(a+bi,c+di)— (a+c)+ (b+d)i

die einzige Moglichkeit fiir die Addition in Cj,. Man rechnet leicht nach, dass (Cp,, +) eine
abelsche Gruppe ist. Wie sieht es mit der Multiplikation aus: Es muss wegen Kommuta-
tivgesetze und Distributivgesetze

(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i

sein fiir alle a, b, ¢, d € R. Da K ein Korper ist, zeigt unsere Rechnung, dass C;, ein Teilring
von K ist. Es ist in der Tat ein Teilkérper, denn

a —b

b,,lz .
@b =t e e

fiir (a,b) € R* — {(0,0)}. q.e.d.
Ende der 13. Vorlesung am 26.11.2013

Das letzte Lemma ist mit Vorsicht zu genieflen: Es sagt nicht, dass ein solcher Korper Cy,
existiert, sondern nur, dass er eindeutig (bis auf Isomorphie) ist, falls er existiert. Aber,
was wichtiger ist, es gibt uns einen Konstruktionshinweis. Den nehmen wir sehr ernst,
denn das Lemma sagt ja, wenn diese Formeln nicht funktionieren, dann geht es gar nicht.
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Definition 8.2. Der komplexe Zahlkorper C = (C, +, ) ist definiert wie folgt:

1.) Als Menge und additive Gruppe (C,+) := (R? +) (vgl. Beispiel zu Beginn des Kapi-
tels)

2.) Die Multiplikation ist definiert durch

:CxC—C:((a,b),(c,d)) — (ac—bd,ad + bc)

Satz 8.3. 1.) (C,+, ") ist ein Korper.

2.)1:R — C:aw— (a0) ist injektiv und vertraglich mit Addition und Multiplikation,
sodass wir R mit 1(R) identifizieren, d.h. a = (a,0) setzen fir alle a € R und somit R als
Teilkorper von C ansehen. (v ist ein injektiver Kérperhomomorphismus).

Insbesondere hat man mit i := (0,1) eine eindeutige Darstellung z = a+bi fir jedes z € C
mit a,b € R.

3.) C kann nicht angeordnet werden.

Beweis. 1.) Man rechnet die Kérperaxiome nach unter Benutzung der Tatsache, dass R
ein Korper ist. (Spater werden wir dies konzeptueller machen. Jetzt ist es eine lange, aber
leichte Aufgabe.)

2.) Die Injektivitét ist klar, ebenso die Additivitdt und Multiplikativitéit von ¢, z. B.

tla+0b)=(a+0b,0)=(a,0)+ (b,0) = (a) +¢(b)  Va,beR.

3.) Angenommen P C C ist eine Anordnung. Dann ist offenbar (Ubung) 1 € P, d. h.
1€ Pund —1 € —P. Wegen C = PW {0} W (—P) haben wir fiir i zwei Moglichkeiten:
i € Poderi € —P.Dai?= —1und P? C P entfillt die erste Moglichkeit. Die zweite
impliziert —i € P, welches denselben Widerspruch liefert. Also hat C keine Anordnung.
q.e.d.

Es stellt sich die Frage, ob R als Teilkorper von C besonders ausgezeichnet ist. Dies ist
in der Tat der Fall und héngt mit der Einbettung der natiirlichen Zahlen und damit auch
der rationalen Zahlen in C zusammen. Wir konnen dies aber erst spater, wenn wir {iber
Grenzwerte gesprochen haben, beweisen. An dieser Stelle begniigen wir uns mit einer
Abbildung, die die Rolle der reellen Zahlen heraustellt.

Definition 8.4. Die Abbildung
“T:C—-C:z=a+bi—zZ:=a—bi (a,b e R)

heifit komplexe Konjugation.

Hier sind die geometrischen und algebraischen Eigenschaften der komplexen Konjugation.

Satz 8.5. 1.) Die kompleze Konjugation ist ein Korperautomorphismus, d. h. sie ist
bijektiv, additiv und multiplikativ. Sie ist dariberhinaus zu sich selbst invers.
2.) Die reellen Zahlen bilden die Fizpunkte der komplezen Konjugation, d. h.

R =Fix(7) :={z € C|z = z}.
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Beweis. 1.) Offenbar ist ~ selbstinvers und insbesondere bijektiv. Die Additivitdt von
~ ist offensichtlich, d. h. ein Gruppenisomorphismus ~ : (C,+) — (C,+) liegt vor, da
Definitions- und Werteberech iibereinstimmen, spricht man von einem (Gruppen-) Auto-
morphismus. Die Homomorphieeigenschaft fiir die Multiplikation miissen wir nachrechnen:

(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ be)i
= (ac—bd) — (ad + bc)i
= (a—bi)(c— di)
= (a+bi)- (c+di)
2.) Klar. q.e.d.

8.2 Die GAusssche Zahlenebene

Spricht man geometrisch, so sagt man nicht, dass R ein Teilkérper von C ist (das wére
algebraisch gesprochen), sondern man stellt sich C als Ebene R? vor und bezeichnet den
Teilkorper R von C, also Fix(7) als die reelle Achse und die Menge der Antifixpunkte
von

{zeC|zZ=—z}=Ri:={ri|reR}

als die imagindre Achse. Die komplexe Konjugation ist dann eine Spieglung an der
reellen Achse, die die imagindre Achse in sich iiberfiihrt.

Bemerkung Fiir z = a + bi € C mit a,b € R heiBt a der Realteil Re(z) und b der
Imaginirteil Im(z) von z. Dann gilt

Re(z) = Z;Z und Im(z) = 22_,2
i

und Re, Im sind Gruppenhomomorphismen (C,+) — (R, +).

(Beweis als Ubung.)

Wir hatten bei den reellen Zahlen den Absolutbetrag besprochen, der einerseits einen
Gruppenhomomorphismus von R* auf Ry, definierte und andererseits eine Metrik, also
etwas Geometrisches auf R induzierte. Mit Hilfe der komplexen Konjugation kénnen wir
den Absolutbetrag von R auf C fortsetzen.

Definition 8.6.
| |:C—>Rsp:z|2|:=V2Z
heifst der Absolutbetrag oder einfach Betrag der komplexen Zahlen.
Satz 8.7. 1.) Der Absolutbetrag der komplexen Zahlen ist wohldefiniert und setzt den der
reellen Zahlen fort.
2.) Fir ze€ C qgilt |2| =0< z=0.
3.) Fiir z1,z5 € C gilt |2122] = |21]|22|. Insbesondere ist die Einschrinkung

C* = Ryp: 2z |7
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ein Gruppenhomomorphismus.
4.) Es gilt die Dreiecksungleichung:

|Zl+22| S |Zl|+|22| VZl,ZQ GC.
Beweis. 1.) Sei z = a + bi mit a,b € R. Dann haben wir
2Z=a>+b >0,

sodass die Quadratwurzel definiert und somit |z| wohldefiniert ist. Falls z € R, also b = 0,
ist |z| = |a| also gleich dem fiir R definierten Absolutbetrag von z.

2.) Klar mit Beweis von 1.).

3.) Dies folgt aus der Multiplikativitat von

|21Z2|2 = R1R221722 = 2172272172 = (|21||22|)2

Die Injektivitédt des Quadrierens auf R, vgl. Satz 7.11 liefert die Behauptung.

4.) Die Behauptung ist klar, falls z; = 0. Im Fall z; # 0 konnen wir wegen 3.) nach
Division durch z; annehmen, dass z; = 1 ist. Sei dann 2z, = a + bi mit a,b € R. Die
Behauptung ist dann dquivalent zu

(1+a)?+02<1+Va?+b?
Da Quadrieren auf R, streng monoton steigend ist, ist dies dquivalent zu
(I+a)’+b0 <1+2Va?2+ b0 +a*+ b

also zu

a<+va?+b?
was nach Quadrieren zu der offensichtlichen Ungleichung

a? < a? + b?
aquivalent ist. q.e.d.
Dieser grundlegende Satz hat zwei Arten von wichtigen Konsequenzen: fiir die Geometrie
von C und fiir die gruppentheoretische Struktur von C*.

Folgerung 8.8. Die Abbildung
d:CxC—Rxo:(p,g) — [p—dq
ist eine Metrik auf C. Wir sagen d(p, q) ist der Abstand von q und q in C.

Beweis. 1.) d(p,q) = 0 <= p = ¢ ist klar.

2.) d(p,q) = d(q,p) Vp, q € C ist auch klar.

3.) d(p,q) < d(q,7r)+ d(r,p)Vp, q,r € C folgt aus der Dreiecksungleichung.
q.e.d.
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Ende der 14. Vorlesung am 26.11.

Folgerung 8.9. 1.) Der Einheitskreis S' := {z € C| |z| =1 } < C* ist eine Untergruppe
von C*.

2.)

. z
¢:C —>]R>0><51:21—>(|z|,‘?|)

st ein Isomorphismus, genannt Polarzerlegung.

Beweis. 1.) (Sei z = c+si € S mit ¢, s € R. Dann gilt 2 € S* & 2 +5? = 1, so dass der
Name Einheitskreis nach PYTAGORAS* gerechtfertigt erscheint.) Die Behauptung folgt
sofort aus der Multiplikativitdt von | | und 1-1 = 1.

2.) Die Homomorphieeigenschaft ist klar. Man rechnet nach, dass

Rog x ST — C*: (r,n) — mn

die Umkehrabbildung ist, sodass ein Isomorphismus vorliegt. q.e.d.

Zwar hitte man das CARTESIsche Produkt einer Geraden mit einem Kreis eher als Kreis-
zylinder vorgestellt, aber bis auf Verzerrungen stimmt dies mit C* = R?—{(0,0)} iiberein.
Wir wollen jetzt S! als Gruppe genauer analysieren und brauchen dazu einige Eigenscha-
ten des Sinus und des Cosinus, die wir ohne Beweis auflisten:

Satz 8.10. 1.) Die Sinus- und die Cosinusfunktion sind 27m-periodische Abbildungen
sin,cos : R —» R

d. h. sin(x + 27) = sin(x) und cos(z + 27) = cos(x) fir alle x € R. Dabei ist 2w der
Umfang des FEinheitskreises. (Nach Satz 4.6 sind diese Funktionen also eigentlich auf
R/277Z definiert.)

2.) Die Bilder von sin und cos sind das abgeschlossene Intervall [—1,1].

3.) Es gilt cos(z)? + sin(x)* = 1 fiir alle x € R.

4.) Auf dem Intervall [0, ] ist cos streng monoton fallend von cos(0) = 1 bis cos(m) = —1.
Weiter gilt cos(—z) = cos(z) fir alle x € R.

5.) sin(x) = cos(x — 7/2) fir alle x € R.

6.) Es gelten die Additionstheoreme

cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)
sin(a +b) = cos(a)sin(b) 4 sin(a) cos(b)

fur alle a,b € R.
7.) Die Bogenlinge der Kurve

[0,a] — R? : t — (cos(t),sin(t))

ist fir 0 < a < 27 gleich a. Daher heifit a auch der (positiv) orientierte Winkel zwischen
(1,0) und (cos(a),sin(a)) mit Scheitelpunkt (0,0).

4PYTHAGORAS von Samos etwa 569 - 475 v. C.
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Beweis. in der Analysis. q.e.d.

Satz 8.11. 1.) R/277Z = {a + 27Z| a € R} ist eine Gruppe beziiglich der vertreterweise
definierten Addition:

(a +27Z) + (b+ 27Z) := (a + b) + 2nZ Va,b € R.

und
v:(R,+) = (R/27Z,+) : a — a + 27Z

ist ein Gruppenhomomorphismus.

2.) Die Abbildung
¢: (R, +) — St cos(t) +sin(t)i

st ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, der tiiber v faktorisiert mit Hilfe von
VY (R/27Z,+) — (S*,-) 1 t + 27Z > cos(t) + sin(t)i,

d. h. pov=p.

3.) 1 ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. 1.) Es ist nur die Vertreterunabhéngigkeit der neu definierten Addition zu zeigen.
(an Tafel vormachen). Der Rest folgt sofort aus den Gruppeneigenschaften von (R, +).
2.) Wir zeigen zuerst die Surjektivitiit von . Sei ¢ + si € S'. Wegen ¢ + s* = 1 gibt
es nach Satz 8.10 genau ein t € [0,7] mit cos(t) = c. (Dieses t heifit auch der (nicht
orientierte) Winkel zwischen 1 und ¢ + si.) Im Falle s > 0 gilt ¢ + si = cos(t) + sin(t)q,
sonst ¢ + si = cos(2m — t) + sin(27 — t)i. Jedenfalls ist bereits die Einschriankung von ¢
auf das halboffene Intervall [0, 27) bijektiv und ¢ selbst surjektiv.

Dass ¢ ein Homomorphismus ist, ist dquivalent zu den Additionstheoremen fiir sin und
cos, die wir jetzt nie wieder vergessen konnen.

Da sin und cos periodisch sind mit der Periode 27, zeigt uns der Anfang dieses Beweises,
dass die Fasern von ¢ gerade die Restklassen von R nach 27Z sind. Somit ist ¢ nicht nur
wohldefiniert, sondern sogar bijektiv. ¢ o v = ¢ gilt nach Definition.

3.) Sofort aus 2.) q.e.d.

Halten wir die folgende Form der Polarzerlegung fest: Jedes z € C* kann geschrieben
werden als

z = r(cos(p) + sin(y)i)

mit eindeutigem r = |z| und eindeutigem ¢ € [0,27), genannt das Argument arg(z)
von z, und die Multiplikation erfolgt durch Multiplikation der Betrdge und Addition
(mod 27) der Winkel.

Die Polarkoordinaten einer komplexen Zahl z # 0 sind definiert als (|z|, arg(z)) €
R.g x [0, 27).

Folgerung 8.12. Jede quadratische Gleichung x* + ax + b mit a,b € C hat eine Lisung
in C, genauer zwei Lisungen, wenn die Diskriminante d := a® — 4b ungleich Null ist,
sonst genau eine Ldsung, der man tiblicherweise die Vielfachheit 2 gibt, weil in diesem
Fall 2* + ax + b = (v + a/2)*.



8. DER KOMPLEXE ZAHLKORPER 65

Beweis. Wegen der quadratischen Ergénzung brauchen wir nur die Gleichung 2? = z =
r(cos(¢) + sin(¢)i) zu untersuchen. Diese hat die Losungen £+/r(cos(y/2) + sin(p/2)i),
also in Polarkoordianten /r(cos(¢/2) +sin(y/2)i) und /r(cos(p/2 + ) +sin(p/2 + m)i).
q.e.d.

Ubung: Finde alle komplexen Losungen der Gleichungen z? = 1 und 27 = —1. Zeige,
dass die Losungen der ersten Gleichung eine Untergruppe von S!' bilden. Tun dies die
Losungen der zweiten Gleichung auch?

8.3 EukLIDische Geometrie, 16. Vorlesung am 4.12.

Wir betrachten jetzt das CARTESIsche Produkt R? als Modell einer Ebene, so wie wir R
das Modell einer Geraden betrachtet haben. Unsere Betrachtung héitte sehr gut vor die
Einfithrung der komplexen Zahlen gepasst. An dieser Stelle haben wir jedoch den Vorteil,
dass uns diverse geometrische Strukturen, die iiblicherweise mit dem R? in Verbindung
gebracht werden, bereits durch die komplexen Zahlen, genauer durch die GAUSSsche Zah-
lenebene geschenkt werden. Man muss sich jedoch vor Augen halten, dass Begriffe wie
Abstand, Skalarprodukt, Winkel, Strecke, affine Abbildung etc. aus einem sehr viel all-
gemeineren Kontext kommen. Dass sie uns iiber die GAUSSsche Zahlenebene fiir den R?
geradezu geschenkt werden, nehmen wir dankbar an.

Definition 8.13. Sein € N. Dann wird R™ mit der komponentenweisen Addition
—|—iRn XR”—>R”7(a1,...,an)—i—(bl,...,bn) = (a1+b1,...,an+bn)

zu einer abelschen Gruppe. Auf R™ heifst die (dufere) Verkniipfung

R xR" — R": (s,a) — sa:=s-a:=(say,...,sa,)
die Multiplikation mit Skalaren und fir festes s € R die Abbildung

0s: R"—=R":a~ sa

die Streckung um den Faktor s mit Zentrum 0 := (0,...,0).
Bemerkung: Die Multiplikation mit Skalaren erfiillt die folgenden Rechenregeln:
s(a+b) = sa+ sbVs € R,a,b € R" (Distributivgesetz), d. h. o, ist ein Gruppenhomo-
morphismus von (R", +).
(s +t)a=sa+taVs,t € R,a € R" (Distributivgesetz).

(st)a = s(ta) Vs,t € R,a € R™ (,,Assoziativgesetz“), d. h. 05y = 0500y .
la =a Va € R", d. h. 09 = idg».

(Beweis als Ubung)
Definition 8.14. Sein € N. Dann heifit

O:R" xR - R:(a,b) — Y ab;

i=1
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das Standardskalarprodukt auf R"™, die von ® induzierte quadratische Form
q:R”HR:quD(a,a):Zaf
i=1

heifst Quadratsumme und

| |:R" = Rso:a+— /P(a,a)
heif$t die zugehorige Langenfunktion.

Bemerkung 8.15. 0.) Die Lingenfunktion ist durch den Satz von Pythagoras motiviert.
(an Tafel erliutern)

1.) Fiir n = 2 ist die Qudadratsumme bzw. Lingenfunktion bereits in C betrachtet worden
als 2Z bzw. /7%,

2.) Fiir beliebiges n lisst sich die Quadratsumme aus der Ldangenfunktion reproduzieren:

q(a) = |a* Ya € R"

und das Standardskalarprodukt aus der Quadratsumme:

D(a,b) = 1 (g(a+b) ~ gla) — (b)) Ya,b € "

3.) Das Standardskalarprodukt hat folgende Figenschaften:

a) (Linearitit in der ersten Komponente) ®(a + da’,b) = ®(a,b) + ®(da’,b) und P(sa,b) =
sP(a,b) Va,a',b € R", s € R.

b) (Symmetrie) ®(a,b) = ®(b,a) Va,b € R".

c.) (Positive Definitheit) ®(a,a) > 0 Va € R™ — {0}.

Ende der 15. Vorlesung am 3.12.

Damit einerseits fiir die Lange die Dreiecksungleichung gilt und wir andererseits einen
Winkel zwischen zwei Vektoren definieren konnen, brauchen wir die folgende Ungleichung.

Lemma 8.16. (CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung®) Seien a,b € R™. Dann gilt:
®(a,a)®(b,b) — ®(a,b)* > 0.

Bewess. Es ist

n

(Z CL?)(Z b?)—(z aibi)Q = Z(afb?—albza]b]) = Za?b?—?azbza]b]+a?bf = Z(aibj—ajbi)Q Z 0.
7j=1

i=1 = i=1 ij i<j i<j

q.e.d.

SAUGUSTIN Lours CAUCHY 1789 - 1857, HERMANN AMANDUS SCHWARZ 1843 - 1921
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Folgerung 8.17. 1.) Die Lingenfunktion | | auf R™ erfillt die Dreiecksungleichung:
la +b| < |a| + [0 Va,b € R".
2.) (R"™,d) ist ein metrischer Raum, wobei
d:R"xR" — R : (a,b) — |a—10|,

d. h. der Abstand d ist eine Metrik vgl. Folgerung 8.8.
3.) Fir a,b € R" — {0} gibt es ein eindeutiges o € [0, 7], genannt der (nicht orientierte)
Winkel £(a,b) von a,b, mit

®(a,b)

cos(a) = —|a||b|

Beweis. 1.) u. 2.) Ubung analog zum 2-dimensionalen Fall.
3.) Aus der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung und den Eigenschaften des Cosinus. q.e.d.

Besonders ausgezeichnet ist der Fall, wenn der Winkel /2 ist, also ein rechter Winkel.
Man sagt dann, dass die Vektoren orthogonal zueinander sind oder senkrecht aufein-
ander stehen: ®(a,b) = 0.

Es gibt jetzt zwei Arten von geometrischen Eigenschaften zu diskutieren, und zwar diejeni-
gen, wo 0 ausgezeichnet ist und diejenigen, wo kein Punkt ausgezeichnet ist. Wir beginnen
mit den ersteren.

Definition 8.18. Sei 6 : R — R" eine Abbildung.
1.) 0 heifst linear, falls O(sa + tb) = s0(a) + tO(b) fir alle s,t € R,a,b € R™.
2.) Ist 0 linear, so heifit 6 orthogonal, falls |6(a)| = |a| fir alle a € R™.

Klar: Lineare Abbildungen bilden 0 auf 0 ab.

Lemma 8.19. 1.) Lineare Abbildungen 6 bilden Strecken, also Teilmengen von R™ der
Form

V(a,b) :=={(1 —s)a+sb|sec|0,1]} mita,beR"

auf Strecken ab, genauer die Verbindungsstrecke V(a,b) wird auf die Verbindungsstrecke
V(6(a),0(b)) abgebildet: O(V (a,b)) = V(0(a),8(D)).
2.) Lineare Abbildungen 0 bilden Geraden G(a,b) mit a,b € R" a # b, auf Geraden oder

einpunktige Mengen (degenerierte Geraden) ab, wobei
G(a,b) :=={(1 —s)a+sb | s € R} mit a,b e R".

Genauer die Gerade G(a,b) durch a,b,a # b wird auf G(0(a),0(b)), welches im Falle
0(a) = 0(b) zu einer einpunktigen Menge degeneriert, abgebildet: 0(G(a, b)) = G(0(a),0(b)).
3.) Orthogonale Abbildungen 0 respektieren Skalarprodukte und Winkel, d. h.

o(0(a),0(0)) = ®(a,b)  Va,be R
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und

£(a,b) = £(0(a),0(b)) Va,b € R" — {0}.
Insbesondere ist 0 bijektiv.

Beweis. 1.) 2.) sofort aus der Definition. Leichte Ubung.
3.) Wir zeigen zuerst, dass 6 injektiv ist. Sei also a,b € R™ und #(a) = 6(b). Dann ist
O(a —b) =0, also |a — b| =0, also a = b.

B(0(a),00) = 5(0(0)+00) — [0(a) — 0O)P)
= S8+ DP ~ 6@ - 60)P)

1
5(la+ 0" —laf* = o)
= ®(a,b)

Somit ist wegen der Injektivitdt die Winkelinvarianz auch klar.
Die Surjektivitéit schwieriger, es wird in der Vorlesung Lineare Algebra 1 bewiesen werden.
q.e.d.

Bemerkung 8.20. Die Menge alle linearen Abbildungen von R™ nach R™ bildet einen
Ring, wobei die Addition werteweise definiert ist und die Multiplikation die Komposition
von Abbildungen dient.

Die bijektiven linearen Abbildungen von R™ bilden eine Untergruppe GL(R") (generelle
lineare Gruppe) von Sgn.

Beweis. Als Ubung. Beachten Sie, dass die zweite Aussage ganz allgemein fiir Ringe (mit
Eins) gilt: Ist (R, +, ) ein Ring, so ist seine Einheitengruppe

URR):={acR|3eR: ab=ba=1)}

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation in R. Dazu miissen Sie nur zeigen, dass die
Multiplikation nicht aus U(R) herausfithrt und Elemente von U(R) multiplikativ Inverse
in U(R) besitzen. O

Folgerung 8.21. Fiir n =2 gibt es zwei Mdglichkeiten fiir orthogonale Abbildungen, die
wir mit Hilfe der Identifikation R? = C so schreiben konnen:

1.)a,:C — C:aw~ za fir ein eindeutiges 2 € S*. Diese orthogonale Abbildung heifit
die Drehung um arg(z) (vgl. Definition nach Satz 8.11).

2.) a,o” : C — C. Diese Abbildung heifit die (Orthogonal-)Spieglung an der Geraden
G(0,w) mit w? = z.

Beweis. Sei 6 eine orthogonale Abbildung von R? = C. Da 1,7 senkrecht aufeinander
stehen und Lénge 1 haben, gilt dies auch fiir (1), 6(7). Sei z := 6(1). Dann folgt z € S*,
sagen wir z = cos(t) +isin(t) fiir ein eindeutiges t € [0,27). Da 6(i) € S' auf 2 senkrecht
steht, gibt es nur zwei Moglichkeiten:

0(i) = —sin(t) + i cos(t) = zi oder 0(i) = sin(t) — i cos(t) = z - (—1).
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Wegen der Linearitéit von € sieht man im ersten Fall # = a, und im zweiten 6 = a, o~
Wir miissen zeigen, dass in beiden Fillen orthogonale Abbildungen vorliegen. Die Linea-
ritat ist eine einfache Ubungsaufgabe. Weiter:

d(a,(a), ay(a)) = zaza = P(a,a)

und

O (. (a),a.(a)) = zaza = ®(a,a)
Im zweiten Fall miissen wir noch den Namen Spieglung an der Geraden G(0, w) rechtfer-
tigen. Wegen w? = z haben wir w € S! und somit

o, (W) = ww = w
d. h. w ist ein Fixpunkt und damit bleibt G(0, w) punktweise fest. Fiir die beiden Elemente
s € S1, die auf w senkrecht stehen, bleiben nur noch zwei Moglichkeiten: Entweder bleiben
beide fest oder sie werden vertauscht. Im ersten Fall ldge aber die Identitédtsabbildung vor,
was nicht sein kann. Also haben wir eine Spieglung. q.e.d.

Bemerkung 8.22. Dic orthogonalen Abbildungen von R? bilden eine Gruppe O(R?) =
O(R?% @) genannt orthogonale Gruppe des R?, von denen die Drehungen eine Unter-
gruppe SO(R?) = SO(R?, ®) genannt spezielle orthogonale Gruppe des R?. Letztere
ist kommutativ und isomorph zu S' = R/2nZ. Erstere ist nicht kommutativ:

o, 0 =" oqs.

Wir wollen genauer verstehen, was der Unterschied ist zwischen der orthogonalen und
der speziellen orthogonalen Gruppe. Dazu fithren wir den orientierten Flacheninhalt ein.
Wenn n > 2 ist, spricht man von einem orientierten Volumen. Zur Motivation werfen wir
einen kurzen Blick auf den eindimensionalen Fall: Messen wir die Strecke in R von 0 bis
1 werden wir sagen 1 — 0 = 1. Messen wir die Strecke von 1 bis 0, so werden wir sagen,
dass dies genau so lang ist wie die verschobenen Strecke von 0 bis —1, also —1 —0 = —1.
Jedenfalls trigt das Vorzeichen Information. Auflerdem haben wir gesehen, dass wir immer
von Null aus messen konnen. Jetzt zur Definition fiir den zweidimensionalen Fall:

Definition 8.23. 1.) Seien a,b € R?. Dann ist das von (a,b) aufgespannte Parallelo-
gramm P(a,b) durch

P(a,b) .= {sa+tb| 0 <s,t <1} CR?

gegeben.
2.) Ein orientierter Flicheninhalt oder Determinante auf R? ist eine Abbildung

f:R*xR*—R: (a,b) — f(a,b)

mit folgenden Eigenschaften:

a) f ist linear in der ersten Komponente, d. h. f(sa+ta’,b) = sf(a,b) +tf(a’,b) fir alle
5,t € R und alle a,a’,b € R2.

b) f ist schiefsymmetrisch, d. h. f(a,b) = —f(b,a) fiir alle a,b € R2.

c.) f((1,0),(0,1)) = 1.
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Satz 8.24. Ein orientierter Flicheninhalt auf R? existiert und ist eindeutig. Er ist gegeben
durch
f:R?xR? = R:(a,b) — arby — ash

Beweis. Eindeutigkeit: Da f schiefsymmetrisch ist und linear in der ersten Komponente,
ist f auch linear in der zweiten Komponente. Also haben wir

fla,b) = f(ai(1,0) +az(0,1),b)
= a1 f((1,0),b) +a2f((0,1),b)
= a1 f((1,0),b1(1,0) + b2(0, 1)) + a2 f((0,1),b1(1,0) + b2(0,1))
= a1bi1 f((1,0),(1,0)) + a1b2f((1,0), (0, 1)) +
+ab1 £((0,1), (1,0)) + a2b2f((0, 1), (0,1))
= (a1by — asby) f((1,0),(0,1))
AR

1

Existenz: Man rechnet nach, dass die angegebene Formel alle 3 Bedingungen erfiillt. q.e.d.

Man wird nun | f(a, b)| als den Flicheninhalt des Parallelogramms definieren. Die folgende
Ubung bringt die Orientierung, also das Vorzeichen des orientierten Fldcheninhaltes, in
Verbindung mit dem orientieren Winkel.

Ubung: Zeige, f(1,2) = sin(a) fiir z € S', wo a der orientierte Winkel zwischen 1 und z
ist. Wann ist insbesondere der orientierte Flédcheninhalt positiv und wann negativ?

Mit dem Begriff des orientierten Flicheninhaltes kann man den Unterschied zwischen
Spieglungen und Drehungen klar fassen: Erstere erhalten die Orientierung, letztere &ndern
sie. Genauer:

Definition 8.25. Sei 0 : R? — R? eine lineare Abbildung. Dann heifit

f(6((1,0)),6((0,1)))
f((1,0),(0,1))

die orientierte Fliachenverzerrung von 6.

Jo =

Ubung: Zeige, dass man statt mit ((1,0), (0,1)) auch andere Paare (a,b) € (R?)? nehmen
kann, um dieselbe orientierte Flachenverzerrung zu bekommen. Welche Bedingung muss
(a,b) erfiillen?

Satz 8.26. Die orientierte Fldachenverzerrung einer orthogonalen Abbildung ist +1, und
zwar 1 bei Drehungen und —1 bei Spieglungen. Insbesondere ist die orientierte Flichen-
verzerrung ein surjektiver Homomorphismus O(R?) — ({#£1},-).

Beweis. Ubung. q.e.d.



Kapitel 3

Korper und Ringe konstruktiv

In diesem Kapitel wollen wir einerseits die Existenzbeweise fiir den Ring der ganzen
Zahlen, den Korper der rationalen Zahlen und den Korper der reellen Zahlen behandeln
und iiber Polynome und Restklassenringe sprechen.

9 Ringe, 17. Vorlesung am 10.12.

Lernziel: Konstruktion der ganzen aus den natiirliche Zahlen, Umgang mit Aquivalenz-
klassen in diversen Situationen, erweiterter EUKLIDischer Algorithmus, endliche Rest-
klassenkorper von Z, Polynomringe allgemein, univariate Polynomringe iiber Kérpern
mit erweiterten EUKLIDischen Algorithmus und Restklassenkorpern.

9.1 Die ganzen Zahlen

Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen. Nach den Peano Axiomen wissen wir:
1) Es gibt eine injektive Abbildung v : N — N mit N\ »(N) = {1}.
2) Ist M eine Teilmenge von N mit 1 € M und v(M) C M, dann ist M = N.

Aus diesen beiden Axiomen, haben wir die Addition, Multiplikation und die Anordnung
auf der Menge der natiirlichen Zahlen definiert und ihre wesentlichen Eigenschaften herge-
leitet. Wir haben auf gezeigt, dass diese Eigenschaften die Menge der natiirlichen Zahlen
eindeutig charakterisieren (Satz 5.5).

Warum gibt es aber zunéchst einmal die natiirlichen Zahlen? Die folgende Definition
konstruiert eine Menge, die die Peano-Axiome erfiillt, aus dem Nichts (also der leeren
Menge): Wegen Satz 5.5 kénnen wir diese Menge mit der Menge der natiirlichen Zahlen
identifizieren.

Definition 9.1. (Skizze) Wir definieren rekursiv eine Menge N mit injektiver Nachfol-
gerfunktion v : N — N durch 1x := {0} und firn € N seiv(n) :=nU{n} € N.

Beachten Sie: Die Existenz einer solchen Menge N muss man fordern. Dass dann N die
Peano-Axiome erfiillt kann man beweisen vgl. Halmos, “Naive Mengenlehre”, Seite 60 ff.

Es gilt v(1n) = {0,{0}}, v(v(1n)) = {0,{0},{0,{0}}} usw.

71
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Man kénnte genausogut mit Oy := () anfangen und dann 1y := QU {0} = {0} setzen und
hétte dann die Menge Ny aus der leeren Menge konstruiert.

Bemerkung 9.2. Die Abbildung | | : N — N,n +— |n| ist eine Bijektion mit |v(n)| =
In| + 1 fiir allen € N.

Erinnerung 9.3.
Z:=NxN/~ mit (m,n)~ (m,n)n+m =n"+m

Dabei wollten wir bei (m,n) an die Gleichung oder besser Lisung der Gleichung & (mny +
n =m denken.

Satz 9.4. 1.) Durch
+:ZXZL—TZ:([(mn),[(s,t)]) — [(m+s,n+1)]

ist eine wohldefinierte Addition auf Z festgelegt.
2.) Durch

2 LxT— T ([(m,n)]~, [(s,8)]2) — [(ms + nt,mt + ns)]~

ist eine wohldefinierte Multiplikation auf Z festgelegt.

3)f N = Z:nw— [(n+1,1)]. ist injektiv und mit Multiplikation und Addition
vertraglich.

4.) (Z,+,~) 15t ein kommutativer Ring mit Eins, der die natiirlichen Zahlen, genauer
(N, +,-) enthdlt. Weiter haben wir eine Totalordnung auf Z definiert durch s < t <
t — s € N, weche vertrdglich mit der Addition ist.

Beweis. Haben Sie i.w. in Ubungsblatt 3, Aufgabe 8 gesehen. q.e.d.

Bezeichnungen 9.5. Statt Z schreiben wir Z, statt [(m,n)] kurz m —n, statt [(1,14m)]
kurz —m und statt [(n,n)] kurz 0 fir alle n,m € N, sodass

Z= -N w{0}w N.
~—

{—n|neN}

Definition 9.6. Sei R ein Ring mit Fins. Die Einheitengruppe R* von R ist definiert
als

R :={reR|F € Rmitrr' =r'r =1}

Offenbar bildet die Einheitengruppe eine Gruppe beziiglich der Ringmultiplikation. Hier
sind einige Beispiele:

Beispiele:

1) Z2* ={1,-1}.

2.) Ist K ein Korper, so gilt K* = K — {0}
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9.2 Der EukLiDische Algorithmus fiir ganze Zahlen

Definition 9.7. Seien a,b € Z.

a) a ist ein Teiler von b (geschrieben a | b), wenn ein x € Z existiert mit mit ax = b.
Teiler(b) := { Teiler von b}.

b) Sei (a,b) # (0,0). Eine Zahlt € 7 heifst ein grof3ter gemeinsamer Teiler von a und
b (geschrieben t = ggT(a,b)), falls Teiler(a)NTeiler(b) = Teiler(t). Wir setzen ggT(0,0) :=
0.

c) Sei t,x,y € Z. Dann heifit t = xa + yb eine Darstellung von t durch a,b. Eine
Darstellung von t := ggT(a,b) durch a,b heifit eine BEzouT-Identitét® fiir a,b.

Bemerkung 9.8. Seien a,b,c € Z und e, f € Z*.

a)alb < ea]| fb.

b)albAblc=alc

c)albANb|la=ac{eb|eecZ}

d)albANalc= al|zb+yc firalez,yeZ

e) Der grifste gemeinsame Teiler von a, b ist bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig
bestimmt.

Beweis. Ubung. q.e.d.

Bemerkung 9.9. a) Fir b € Z sei

b b>0
|b|"{ —b b<0

der Absolutbetrag von b (die Einschrinkung des reellen Absolutbetrags) und

1, b>0,
sgn(b) =< 0, b=0,
1, b<o.

Dann ist |b| = sgn(b) - b bzw. b = sgn(b) - |b].
b) Seien a,b € Z mit b # 0. Dann gibt es ein q,r € Z mit

a=gb+r und 0 <r <]|b.
r heifst auch der kleinste nicht negative Rest von a modulo b. Abkiirzung: r = a mod b.
Algorithmus 9.10. (EukLIDischer Algorithmus)

Gegeben: a,b € 7.
Gesucht: ggT(a,b) sowie x,y € Z mit xa + yb = ggT(a,b)

Algorithmus:
Falls a = 0 ist, so gib |b| aus, ist b =0 so gib |a| aus. Sonst
Sopre 10T la|, zo:=1, y;:=0,

= |b|, T = 0, Y1 ‘= 1.

lETIENNE BizouT 1730 - 1783
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Fir i > 1 sei q; definiert durch iy = qir; +7 mit 0 < r < |ry| (vgl. 9.9). Setze nun

Tit1 : r= Ti-1— G,

Litl = Li—1 — GiTi,

Yi+1 = Yi—1 — qilY;-

Nach endlich vielen Schritten hat man das erste n € N mit v, = 0.

Dann ist r, = ggT(|al, |b]) v ggT(a,b) und r, = x, - sgn(a) -a + y, - sgn(b) -b.

=z =y

Beweis. Der EUKLIDische Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab, da fiir
1> 1 gilt: 7, > 0und r; 1 <1y
Des Weiteren ist r, = ggT(a,b), da fiir 1 < i < n gilt:

Ubung
geT(ric1,mi) = ~ggT(ri,rim1 — qiri) = g8 T(rs, 1ig1).

AuBlerdem ist offensichtlich ggT(r,,0) = |r,| = r,. Damit ist also gezeigt, dass der Eu-
KLIDische Algorithmus nach endlich vielen Schritten den ggT'(a,b) liefert.
Weiterhin gilt fiir alle 0 <1i < n:r; = z; - |a|] + y; - |b], denn:

TA Fiir i = 0,1 gilt die Aussage per Definition von r;, x;, y;.
IV Es sei 2 <@ < n, und die Behauptung gelte fiir  — 1 und ¢ — 2.

IS Dann ist
zilal + y;|b] = (xi—2 — qi—1%i—1)|al + (Yi—2 — Gi—1Yi—1) D]

= (z;_2|a| + yi—2|b]) — qi—1(xi—1]a] + yi—1]b]) 4 Ti—2 — qi—1Ti—1 = Ty.

Mit 9.9 b) erhalten wir also r, = x,|a| + yn|b| = (2, - sgn(a)) - a + (y, - sgn(b)) - b. O
Beispiel: a := 1002, b := 912:

12| 7] =10 11
6 2| 71|78

?
0
1
2 90| 10 1) -1
3
4
)

Also ist der ggT(1002,912) = 6 = 71 - 1002 — 78 - 912.
Variante: Berechne nur die r; und ¢;, erhalte so r,, = ggT(a, b), und ersetze dann riickwérts
von ¢ = n bis 2 jedes r; durch r;_o — ¢;_17;_1:

g T(1002,912) = 6 = 90 — 7 - 12

=90—-7-(912—-10-90) =71-90 — 7-912
=71-(1002-912) — 7-912 =71 - 1002 — 78 - 912.
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Folgerung 9.11. Seien a,b € Z. Dann existiert der ggT'(a,b) und eine BEZOUT-Identit it
fiir a,b.

Beweis. Der Fall (a,b) = (0,0) ist klar. Sei oBdA b # 0. Setze a; := a,ay := b und
definiere wie im EUKLIDischen Algorithmus ag durch |as| < |as] und a1 = q1as + ag fiir
ein ¢; € Z (entweder iiber den kleinsten postiven Rest oder alternativ iiber den absolut
kleinsten Rest bei der Division). Entsprechend konstruiert man aus as, a3 das néichste
Folgenglied a, und den Quotienten go bis zum ersten Mal a; = 0.

Behauptung: a,, 148t sich durch a, b darstellen fiir alle n < 1.

Dies 148t sich durch Induktion beweisen. Ich gebe nur die Idee: ai,as,as lassen sich
offensichtlich durch ¢ = a; und b = ay darstellen. Beim Induktionsschritt ldsst sich
a,+1 nach Konstruktion durch a,,a,_; darstellen. Nach Induktionsannahme lassen sich
y, ay_1 durch a,b darstellen. Setzen wir diese beiden Darststellungen in die von a, 1
durch a,, a,_; ein, so erhalten wir eine Darstellung von a,1.

An Ende haben wir die gesuchte BEzoUT-Identitéit. q.e.d.

Beispiel:

Die FiBoNACCI-Folge? F := (1,1,2,3,5,8,13,21,34,--+) mit F; = F, = 1 und F,; =
F, + F,,_4 fir n > 2 liefert, wenn man den EUKLIDischen Algorithmus auf zwei hin-
tereinanderliegende Glieder F;,, F,,_; anwendet, ungefahr n — 3 Schritte im Verfahren bei
Division mit nicht negativen kleinsten Resten. Arbeitet man mit absolut kleinsten Resten,
so scheint sich das Verfahren auf etwa die Hélfte der Schritte zu reduzieren:

34=2- 21—1—( 8) also  (—8)=34-2-21

21 =—3-(=8)+(=3) also (=3)= 1—|—3 (—8)=3-34—-5-21
—8=3-(=3)+1  also 1=-8-3(-3) )——8 34+13-21
—3=-3-1+0 also 0=-3+3-1=-21-34+34-21

Wir hitten bereits in der vorletzten Zeile aufhéren kénnen, weil dort bereits eine BEZOUT-
Identitat stand. Indem wir aber Vielfache der letzten Zeile zu der vorletzten addieren,
bekommen wir alle BEZOUT-Identitéten,

1 =(—8—212)34 + (13 + 34x)21 fiir alle z € Z

die den groBten gemeinsamen Teiler 1 durch 34 und 21 darstellen. Ubrigens ist es inter-
essant zu sehen, dass die fritheren FIBONACCI-Zahlen immer wieder bis aufs Vorzeichen
als Koeffizienten auftauchen in den Darstellungen.

Weihnachtsiibung: Fiir die Fibonacci Folge (F},) gilt fiir alle n,m € N:

(a) Foim = Fonabn+ Fo o

(b) F), teilt F,,.

(c) 88T (F, Fin) = Fegr(nm)-

Ende der 17. Vorlesung am 10.12.2013

Definition 9.12. Fine Zahl p € Z heifst Primzahl, falls p > 1 und

fir alle n,m € Z gilt plnm = pn oder p|m

2LEONARDO P1sano FiBonAcct 1170 - 1250
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Bemerkung 9.13. 1 < p € Z ist eine Primzahl genau dann wenn Teiler(p) = {1, —1,p, —p}.

Beweis. = (gilt immer): Sei p eine Primzahl. Es gilt immer Teiler(p) 2 {1,—1,p, —p}.
Sei also d ein Teiler von p. Dann gibt es a € Z mit p = da. Wegen p | p folgt also p | d
(und dann ist @ = +1, d = £p) oder p | a (und dann ist d = +1, a = +p). < (Hier
brauchen wir die BEzoUT-Identitét):

Angenommen p {n A p{m. Dann gibt es a,b,¢,d € Z mit

l=ap+bnund 1 = cp+ dm.

Indem wir diese beiden BEzoUT-Identitidten miteinander multiplizieren bekommen wir
e, f € Z mit
1=ep+ fnm,

also p 1 mn. q.e.d.

Satz 9.14. Jedes Element a # 0 von Z hat eine bis auf Rethenfolge und Vorzeichen
eindeutige Produktzerlegung in Primfaktoren.

Beweis. Sei a € Z,a # 0. Ist a = 1, so ist a =leeres Produkt und —1 = —leeres Produkt.
Sei also (Ha > 1. Ist a prim, so sind wir fertig. Anderenfalls existieren b, ¢ € Z mit a = bc
und 1 < |b],|e| < |a|. Faktorisiere die Faktoren weiter. Nach endlich vielen Schritten
hat man eine Zerlegung in Primfaktoren. Die Eindeutigkeit dieser Zerlegung folgt mit
Bemerkung 9.13. Angenommen a = p;...ps = qi ...q mit ¢, p; Primzahlen. Dann gilt
p1 | qi--.q, also gibt es ein ¢ mit p; | ¢;. Da ¢; prim ist folgt mit Bemerkung 9.13,
dass p; = ¢;. Nach Teilen durch p; erhalten wir eine kiirzere Produktdarstellung. Also
folgt durch Induktion iiber s, dass es eine Bijektion o : {1,...,s} — {1,...,t} gibt mit
Di = qo(;) fiir alle ¢. Insbesondere ist s = t. Il

Man kann nun aus Z diverse neue Ringe und sogar Korper konstruieren: Dies geht einer-
seits durch Bereichsvergroberung oder durch Bereichserweiterung von statten. Wir folgen
zuerst dem ersten Prinzip.

9.3 Restklassenkoérper von Z, 18.Vorlesung am 11.12.

In Bemerkung 6.2 4 hatten wir iiber Kongruenzrelationen gesprochen, die in der Si-
tuation betrachtet werden, wo eine Gruppe G mit einer Untergruppe H gegeben ist.
Die Aquivalenzklassen ¢gH mit ¢ € G hatten wir Restklassen genannt. Im Allgemei-
nen vererbt die Gruppe ihre Gruppenstruktur nicht auf die Menge der Restklassen, weil
gH-kH := {st|s € gH,t € kH} in den meisten Fillen keine Restklasse nach H ist, sondern
die Vereinigung von mehreren Restklassen. Wir wollen ein wichtiges Beispiel studieren, in
dem sich nicht nur die Gruppenstruktur auf die Restklassenmenge vererbt, sondern noch
viel mehr Struktur erhalten bleibt. Es handelt sich um die additive Gruppe von Ringen
und als Untergruppe nimmt man sogenannte Ideale, die sicherstellen, dass die Restklas-
sen vermoge der vertreterweise definierten Addition und Multiplikation wieder einen Ring

bilden.
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Satz 9.15. Seim € Z. Dann ist
mZ :={mn | ne€Z} < (Z,+),

und die zugehorige Kongruenzrelation = oder genauer =, ist vertrdglich sowohl mit der
Addition als auch mit der Multiplikation von Z, sodass die Restklassen

k+mZ:={k+mn|n¢€Z}, kelZ

beziiglich der vetreterweisen Addition und Multiplikation einen kommutativen Ring (Z/mZ,+,-)
mit Eins bilden. Im Falle m & 7* gilt 1 # 0 in Z/mZ.

Beweis. Dass mZ Untergruppe von (Z, +) ist, ist klar. Wir zeigen die Vertraglichkeit der
Aquivalenzrelation =,,, sowohl mit der Addition als auch mit der Multiplikation. Seien
also k =, ¥ und j = j/ (mod m). Dann behaupten wir: k+j =, ¥’ + 7 und kj =, k'5’ .
Zum Beweis: k =, k' impliziert m | k — k" und entsprechend m | j — 7', sodass m auch
die Summe teilt, alsom | (k+j) — (K +j'), d h.k+j=, K + 7,

Zum Produkt: m | k—k" impliziert m | j(k—k’). Entsprechend bekommen wir m | k'(j—7'),
also teilt m auch die Summe, d. h. m | jk — j'K', also kj =, k5.

Damit sind die vertreterweise definierten Addition und Multiplikation wohldefiniert:

[7] + [k] := [j + k] und [j][k] := [jk] Vj, k € Z mit [j] := j + mZ.

Séamtliche Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze vererben sich auf Z/mZ. Wei-
ter ist [0] das Null- und [1] das Einselement, —[j] = [—j], sodass wirklich ein kommutativer
Ring mit Eins vorliegt. q.e.d.

Folgerung 9.16. m =7, : Z — Z/mZ : j — j + mZ ist ein surjektiver Ringhomomor-
phismus, dessen Fasern gerade die Elemente von Z/mZ sind.
Wegen der Division mit Rest gilt Z/mZ = {[0], [1], ..., [m — 1]}.

Diese Ringe haben allerdings gewchnungsbediirftige Eigentiimlichkeiten:
1.) Sei m = 4. Dann gilt (2 + 4Z)? = 0 ohne dass 2 + 47 gleich Null wire. (Nilpotentes
Element).
2.) m = 6. Dann gilt (44 67Z)(3 + 6Z) = 0 ohne dass 4 + 6Z oder 3 + 67Z nilpotent wiren
(nicht nilpotente Nullteiler).
3.) m = 1001. Dann ist 12 + 1001Z invertierbar: Wir berechnen eine BEzouT-Identitéit
fiir 12, 1001:

—417-12+5-1001 =1

und wenden 7ygp; an, um
—417)[12] = [1

zu erhalten.
Ubung: Wie kann man 73, g, w17 sehr leicht iiber die iterierte Quersumme bzw. iterier-

te alternierenden Quersumme im Dezimalsystem leicht ausrechnen? Z. B. m11(34566) =
m1(6 —6+5—443) =m1(4) = [4]. Wie kann man 7y oder w99 bestimmen? Wie kann
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man dies zur Kontrolle von Rechnungen mit ganzen Zahlen einsetzen?

Ubung: Zeige: Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf Z, welche vertriiglich mit der Addition
und Multiplikation von ganzen Zahlen ist, so existiert ein m € Z mit ~ = =,,,.

Wir heben jetzt den wichtigsten Fall in Satz 9.15 heraus, der uns unendlich viele neue
Korper beschert.

Satz 9.17. Seip € N eine Primzahl. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper
F, von p Elementen, nimlich F, = Z/pZ.

Beweis. Existenz: Wir zeigen, dass Z/pZ ein Korper ist. Zu diesem Zweck brauchen wir
nur zu zeigen, dass 0 # [j] € Z/pZ invertierbar ist. Da p { j und p prim ist, haben wir
1 = ggT(i,p) und bekommen eine BEzoUT-Identitét fiir j, p: Es existieren z,y € Z mit

r) +yp =1,

sodass [z] = [j]71.
Eindeutigkeit: (Dies haben Sie schon in der Ubung gesehen)
Sei F' ein Korper mit p Elementen. Offenbar (vgl. Bemerkung 6.5) hat man einen Ring-
homomorphismus
f=Z—F:i—1i-1

Da (F,+) eine Gruppe von p Elementen ist, wiirde eine Untergruppe entweder nur 1 oder
p Elemente haben, weil keine anderen Teiler von p existieren und alle Restklassen nach
einer Untergruppe gleich viele Elemente enthalten. Also ist f surjektiv und f~1({0p}) =
pZ C Z. Aus dem Distributivgesetz in F folgt, dass F' nur eine Multiplikation zulésst. Es
folgt dass

FZ/pZ — F,[j] = f(5)
ein wohldefinierter Ringisomorphismus ist. q.e.d.

Ubung: Zeige |(Z/p"Z)*| = (p — 1)p"~" fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n.

9.4 Der Polynomring iiber einem Korper, 19.Vorlesung am 17.12.

Bemerkung 9.18. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 (z.B. ein Kérper). Die Menge
der endlichen Folgen

(RY) enar == {(ag, ..., a,) | n € Ng,a; € R fiir alle i € {0,...,n}}

wird mit komponentenweiser Addition zu einer abelschen Gruppe (R?Sdl, +). Wir definie-
ren eine Multiplikation - ReNr?dl X ReNri’dl — Ri‘gdl durch

(agy...,an)(boy...,bm) == (Coy- -, Cmin), wobei cg := Z ab; € R.
i+j=k

Dann wird (Ri?dl,—h -) zu einem kommutativen Réng mit 1 = (1,0,...,0). (R§gdl,+, )
0

heifit der Polynomring iber R. Anstelle von (R.°,,+,-) schreibt man auch R|x] und
fiir (ag, - ..,a,) € R[z] das Polynom p = a,z" + ...+ ajz' + ap.
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Der Beweis ist elementares Nachrechnen. Der Polynomring ist ein Spezialfall einer all-
gemeineren Konstruktion, dem Halbgruppenring, die ich unten néher spezifiziere. Die
Multiplikation ergibt sich aus dem Distributivgesetz und der Vorschrift z"2™ = z"*t™
wie Sie es aus der Schule gewohnt sind.

Y

Bemerkung 9.19. (a) Zwei Polynome sind gleich, genau dann wenn alle ihre Koeffizi-
enten tbereinstimmen.

(b) Die Abbildung R — R[z],a — a = (a,0,...,0) ist ein injektiver Ringhomomorphismus
vermdge dem wir R als Teilring von R|x] ansehen.

Definition 9.20. Sei K ein Korper.
1.) Ist r € K, so heifit

n

& Klz] = K : p=p(z) :Zaixiep(r) ::Zairi

=0
der zu r gehérige Einsetzungshomomorphismus.
2.) Firp=p(z) € K[z] heifit

p: K — K:r—p(r)

die von p induzierte Polynomfunktion.

Ubung: Zeige fiir p = p(x) € K[z] und
1.) r ist Nullstelle von p, d. h. p(r)
2.) r ist Wurzel von p, d. h. €
3.) x —r teilt p(z) in K[z, d.
Zu 3.) berechne man

ﬁ
. P

=3
N — —~

I

o |l

(@™ + ap12™ 1+t aw+ag): (z—1) =
an "V (apr + an_ )" 2 4 o+ (" a1 ™2 4 L+ ag)z mit Rest p(r).

Spéter werden wir sehen, dass wir nicht nur Zahlen in Polynome einsetzen kénnen sondern
noch viel kompliziertere Elemente aus diversen Ringen. Wir belassen es hier bei den
Korperelementen aus K und betrachten den Fall, wo wir das einzusetzende Korperelement
noch variabel lassen.

Satz 9.21. Sei K ein Kérper. Dann ist KX mit der werteweisen Addition und Multipli-
kation, also f +g : K — K :rw— f(r)+g(r) und fg: K — K :r — f(r)g(r), ein
kommutativer Ring mit Eins. Weiter ist

K[x]—>KK:pr—>]5

ein Ringhomomorphismus. Das Bild dieses Homomorphismus besteht aus allen Polynom-
funktionen von K.
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—_~—

Beweis. Wir miissen zeigen p + ¢ = p+ ¢ und pg = pq fiir alle p =3, a;a’, g =, bia' €
K[z]. Fir r € K gilt:

Da r geliebig war, ist somit p/—l\—/q = p + ¢ gezeigt. Ebenso folgt pg = pg aus:

(pg)(r) = Z(Z(akbi—k)ri
= ;akrkijrj
= p(r)g(r)
= (pQ)(r)
q.e.d.

Beispiel: Fy[z] — FgQ ist surjektiv aber nicht injektiv. Da in [Fy fiir alle Elemente a gilt,
dass a® + a = 0 ist, haben das Nullpolynom 0 € Fy[x] und p := 22 + = € Fy[z] dasselbe
Bild in F5?, p(a) = 0 fiir alle a € F,.

9.5 Der EukLiDische Algorithmus fiir Polynomringe iiber Kérpern

Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass der Polynomring K{[z| {iber einem Korper K
vielerlei Ahnlichkeit mit dem Ring Z der ganzen Zahlen hat und insbesondere einen Eu-
KLIDischen Algorithmus zulésst. Diese Tatsache hat viele wichtige Konsequenzen. Zuerst
muss man sich fragen, wie man die Division mit Rest {ibertréigt, insbesondere, wie man
sieht, dass der Rest wirklich “kleiner” geworden ist. Im folgenden bezeichnet K immer
einen Korper.

Definition 9.22. Sei p(x) := a,2"+ ...+ ap € K|z| mit a,, # 0. Dann heiffit n der Grad
von p(x).

Der Grad ist also fiir jedes Polynom # 0 definiert und liefert unmittelbar die folgenden
Einsichten:

Bemerkung 9.23. 1.) p,q € K[x] — {0}. Dann gilt: Grad(pq) = Grad(p) + Grad(q).
2.) Insbesondere ist K|x]* = K* und K|[z] hat keine Nullteiler # 0. Ein Polynom vom
Grad n heifit normiert, falls der fiihrende Koeflizient, also der Koeffizient von x",
gleich Eins ist.
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Beispiel. In (Z/47Z)[z] gilt Grad((2z* + 1)(2x + 2)) = Grad(2z +2) = 1. Teil 1) benutzt
also wesentlich, dass ein Kérper keine Nullteiler hat.

Definition 9.24. Seien p,q € Klx|. Wir sagen p teilt q (p | q), falls es ein Polynom
a € Klx] gibt mit ¢ = ap. Teiler(q) := {p € K|x] | p| q} ist die Menge der Teiler von q.
FEin Polynom t € K[x] heifit gréBter gemeinsamer Teiler von p und q, t = ggT(p, q),
falls Teiler(q)NTeiler(p) = Teiler(t).

Fin Polynom p heifit irreduzibel, falls Teiler(p) = K[z]* U pK|x]*.

Klar: a €Teiler(p) = Grad(a) <= Grad(p).

Ubung: Ein Polynom in K[z] vom Grad 2 oder 3 ist genau dann irreduzibel, wenn es
keine Nullstellen in K hat. Wie steht es mit Polynomen vom Grad 47

Lemma 9.25. (Division mit Rest in K|x]) Seien a,b € K[z] — {0} mit m := Grad(b).
Dann gibt es eindeutige q,r € K[x] mit r = 0 oder Grad(r) < m und a = qgb+r

Beweis. Existenz: Wenn a = 0 oder n := Grad(a) < m ist nicht zu zeigen. Anderenfalls
kann man sehr leicht den Grad von a = a,2™ + ...+ ap um mindestens eins erniedrigen:
Ersetze a durch a — a,, /b, 2" "™b. Nach maximal n — m Schritten summiert man die Vor-
faktoren von b zu ¢ auf und hat die Existenz von ¢ und r.

Eindeutigkeit: Sei a = ¢'b+ 1’ eine weitere Identitdt mit den obigen Eigenschaften. Dann
folgt durch Differenzenbildung:

0=(q—q¢)b+ (r—1").
Im Falle q # ¢’ folgt b | » — r', was aber aus Gradgriinden nicht moglich ist. q.e.d.

Durch dieses Lemma wird nun vieles moglich, was wir bereits beim Ring Z der ganzen
Zahlen gesehen hatten:

Folgerung 9.26. Sei K ein Korper. Fiir den Polynomring K [x] gilt:

1.) In K[z] hat man einen erweiterten EUKLIDischen Algorithmus.

2.) Insbesondere hat jedes Polynom eine bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutige mul-
tiplikative Zerlegung in normierte irreduzible (=prime) Polynome und eine Einheit.

3.) Ist p = p(x) € K[z] vom Grad > 1, dann bilden die Restklassen

[r] :=r+ pK[z] ={r+ps|se Klx]}

unter der vertreterweise definierten Addition und Multiplikation eine Restklassenring K |x]/pK [x].
Ist n = Grad(p), so liefert die Division mit Rest fiir jede Klasse in K[x]/pK|x] einen ein-
deutigen Vertreter vom Grad < n,

Kla)/pK[2] = {lg) | ¢ € K[z),q = 0 oder Grad(q) < n}.

K[z]/pK|z] ist genau dann ein Kérper, wenn p irreduzibel ist. In diesem Fall enthilt
F = Klz|/pK|z] den Grundkérper K als Teilkérper, und [x] € F ist eine Wurzel von

p().
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Beweis. Alles geht analog zum Fall der ganzen Zahlen.

1.) Mit der Division mit Rest erhalten Sie einen Euklidischen Algorithmus, der wie bei Z
eine BEzouT-Identitét ggT(p, q) = ap + bg mit a,b € K|z] konstruiert.

2.) Primelemente sind Polynome p mit der Eigenschaft p | ab=-p | a V p | b. Dass prim
und irreduzibel in K[z] dasselbe bedeuten, iibertréigt sich sehr leicht mit der BEZOUT-
[dentitét.

3.) Einzelheiten lassen wir als Ubung. Nur eins ist neu:

K ist eingebettet in F' und es gilt p([z]) = [p(z)] = 0. q.e.d.

Beispiel (Von oben.) Es gilt Fy[z] /(22 +2)Fyz] = F5?. Wir definieren dazu o : Fo[x]/(2?+
1)Fy[z] durch ¢([p]) = p. Dann ist ¢ wohldefiniert, da fiir [p] = [q] gilt, dass (z?+z) | (p—q)
also ¢ = p+ a(xz® + z) und somit ¢ = p + ax?+x = p da 22+ 2 die Nullfunktion
ist. Da das Rechnen im Restklassenring vertreterweise erfolgt und ~ : Fo[z] — Fy? ein

Ringhomomorphismus ist, folgt auch dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Die Bijektivitét
zeigt man z.B. durch Angabe der Umkehrfunktion

P f e [(F(1) + F(0)a + fO)):
Beispiel (Algebraische Konstruktion von C aus R)
2 + 1 € R[z] ist irreduzibel, also ist C := R[z]/(z? + 1)R[z] ein Korper.
¢ Rlz]/(z* + 1)R[x] 2 C, [ax + b] — ai + b
ist ein Korperisomorphismus. Es gilt fiir a, b, ¢, d € R:

[az+b]-[cx+d] = [acz®+(ad+bc)r+bd] = aclz)*+(ad+be)[z]+bd[1] = (bd—ac)[1]+(ad-+bc)[z]
Ubung: Sei 22 +az+b € Rlx] irreduzibel, also a>—4b < 0. Zeige R[z]/(2*+az+b)R[z] = C.

Beispiel (Der Korper mit vier Elementen)
22+ 2 + 1 € Fyfz] ist irreduzibel. Also ist Fy := Fy[z]/(2? + 2 + 1)Fy[z] ein Korper mit
Elementen
Fy={0,1,w = [z],w+ 1}
Es gilt w? = w + 1.

Lemma 9.27. Ist p(z) € Q[z] vom Grad n > 0 und normiert mit ganzzahligen Koeffizi-
enten, so gilt: Jede rationale Wurzel von p(x) liegt bereits in Z und teilt p(0).

Beweis. Sei a/b € Q Wurzel von p(x) mit a € Z und b € Z — {0} teilerfremd. Dann ist
p(a/b) = 0, also auch 0" 'p(a/b) = 0, also b | a”, d. h. b = £1 und a/b € Z. Sei also
0oBdA b =1 und a € Z Nullstelle von p(x). Schreibe p(x) = zq(x)+ p(0). Durch Einsetzen
von a folgt, dass ag(a) = —p(0), also a ein Teiler von p(0) ist. q.e.d.

Beispiel. Da 1 und —1 keine Nullstellen von 2* + z + 1 € Q[x] sind, ist dieses Poly-
nom irreduzibel. Wir wollen [z* + 2 — 1]7! € Q[z]/(2* + z + 1)Q[x], welches nach der
Ubungsaufgabe ein Korper ist, berechnen:

e+l = (~1+2)(2*+r—-1)+32z

?+r—-1 = 1/3(x+1)3z -1
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woraus man durch Einsetzen eine BEzouT-Identitéit erhélt, deren Koeffizient von 22+ —1
den Vertreter der inversen Restklasse liefert.
Weihnachten !!

9.6 Der Polynomring als Halbgruppenring.

(wird weggelassen )

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren kennenlernen, wie man aus einem Monoid
M, z. B. (Z>¢,+), und einen kommutativen Ring R mit Eins einen neuen Ring RM, den
sogenannten Monoidring oder Halbgruppenring RM, konstruiert.

Definition 9.28. Sei (M, -) eine Halbgruppe mit Eins und R ein kommutativer Ring mit
Eins.
1.) Fiir f € R™ heifit
{a€ M| f(a) # 0}
der Trager von f.
2.) RM st eine kommutative Gruppe vermége der werteweisen Addition:

+:RMx RM - RM . (fg)— f+yg
mil
f+g:M— R:mw— f(m)+g(m).
3.) Auf RM haben wir eine duflere Verkniipfung mit R, die ebenfalls werteweise definiert
15t:
Rx RM — RM: (r, f) > rf
mil
rf:M—R:m—r1r-f(m).
4.) Fiirm e M sei
1 fallsa=m
0 fallsa#m

Ist M additiv geschrieben, so schreiben wir ™ statt x(m).
5.) RM bestehe aus allen Elementen von RM mit endlichem Triger.

x(m):M—>R:al—>{

Offenbar gilt:

Bemerkung 9.29. 1.) R ist eine Untergruppe von RM | abgeschlossen unter Multipli-
kation mit Elementen von R.

2.) Fiir jedes m € M gilt z(m) € RM.

3.) Jedes Element f € RM kann eindeutig als sogenannte Linearkombination der x(m)
mit m im Triger von f und Koeffizienten aus R geschrieben werden:

f= fmam).

Man beachte, dass alle bis auf endlich viele Summanden Null sind, so dass die Summation
ergentlich tiber den Trager von f statt M geht.
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Satz 9.30. Sei (M, ) eine Halbgruppe mit Eins und R ein kommutativer Ring mit 1 # 0.
Dann st der Halbgruppenring RM wvon M dber R definiert als die abelsche Gruppe
(RM +) mit der Multiplikation

RY xRN = RY : (g9, f)— [f-g

mit
(f-9)(k) == > f(m)g(n).

(m,n)eM xM,m-n=k

Also insgesondere x(my)x(msy) = x(myms) Ymy, me € M.
1.) RM st ein Ring mit Eins (mit duferer Verkniipfung mit R).
2.) Die Abbildung

x: M — RM :mw— x(m)

st ingektiv und multiplikativ, also
x(mims) = x(my)x(ma) Ymy, ms € M

(sodass man M in RM wiederfindet). Insbesondere ist x(1) das Einselement von RM und
RM 1ist genau dann kommutativ, wenn M kommutativ ist.

Beweis. 1.) Die Multiplikation ist wohldefiniert und distributiv, wie man sofort sieht.
Dariiberhinaus ist sie R-bihomogen, d. h. fiir r € R ind f,g € RM gilt:

(rf)-g=r(f-9)=f-(rg).

Daher und weil jedes Element R-Linearkombination endlich vieler z(m) ist, reduziert sich
das Assoziativgesetz der Multiplikation auf die Assoziativitéit der Produkte der z(m):

x(mq)(z(me)x(ms) = (x(mq)x(ms))x(ms) Ymy, me, ms € M.

Dies ist aber klar nach Defintion der z(m) wegen der Assoziativitéit von M: Beide Seiten
sind gleich z(mymaomg). Der Rest ist jetzt klar. q.e.d.

Beispiele.

1.) Den Polynomring R[z] erhélt man, indem man als Halbgruppe Ny = (Zx¢, +) wéhlt.
2.) Der Gruppenring von (Z,+) iiber R wird mit R[z,2~!] bezeichnet. Er besteht aus
(endlichen) R-Linearkombinationen von

et l=a2% =2t 2% 28,
und heit der Ring der LAURENT-Polynome? in einer Variablen x iiber R.
3.) Der Gruppenring ZCj einer zyklischen Gruppe Cg := {1, z,2?%, ..., 2% 2% = 1,...} {iber
Z besteht also aus den Z-Linearkombinationen von 1,z,...,2° (eigentlich miissten wir
1,z(x), z(x?),... schreiben, aber wir sind nicht zur Umsténdlichkeit verpflichtet, solange
wir vor Augen haben, dass wir nicht im Polynomring sind) und gerechnet wird in den
Exponenten modulo 6.

SPIERRE ALPHONSE LAURENT 1813 — 1854
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4.) Sei M := Ny x Ny mit der komponentenweisen Addition. Dann besteht RM aus den
R-Linearkombinationen der z(* mit (a, b) € Ny x Ny. Statt (+? schreibt man auch z¢z}.
Man nennt den Halbgruppenring auch Polynomring R[zq,zs| in zwei Variablen zq, xs.
Man sieht sofort, dass

R[z1][z2] — R[z1, 29) : Z Zawxl - Zaw (i.5)
)

ein Ringisomorphismus ist, weshalb Wir die beiden Ringe auch identifizieren.
5.) Wie wiirde man den Ring R[zF!, 25| der LAURENT-Polynome in zwei Variablen auf-
fassen?

10 Quotientenkorper, 20. Vorlesung am 7.1.14

Lernziele: Rationaler Zahlkorper und rationaler Funktionenkorper als Beispiele der Quo-
tientenkorperbildung, Normalformen der Elemente in diesen Korpern, Anordnung des
rationalen Zahlkorpers

10.1 Konstruktion der rationalen aus den ganzen Zahlen

Beim Ubergang von N nach Z wollten wir Gleichungen der Form x + a = b mit a,b € N
l6sen, kiirzten diese Gleichungen als (a,b) ab und sahen zwei Gleichungen als dquiva-
lent an, wenn begriindeter Verdacht bestand, dass sie dieselbe Losung haben sollten. Die
Aquivalenzklassen waren dann die Losungen. Es lieBen sich Normalformen herstellen und
Rechenoperationen definieren. Dasselbe Programm wollen wir jetzt als Konstruktion des
Korpers Q der rationalen Zahlen aus dem Ring Z der ganzen Zahlen absolvieren. Die
Gleichungen, die wir dieses Mal l6sen wollen sind

br =amit b€ Z —{0},a € Z,
die wir wiederum als (a, b) abkiirzen wollen.
Definition 10.1. (Rationale Zahlen) 1.) Auf
M =7 xZyz ={(a,b) |a€Z und b e Z — {0}}
sei die Aquivalenzrelation ~ gegeben durch
(a,b) ~ (c,d) genau dann wenn ad = be.

Die Aquivalenzklasse [(a, b))~ wird mit % bezeichnet.
2.) Aquivalenzklassen werden addiert und multipliziert wie folgt:
ad + be

(@.0)] + [(e.d)] = 5+ 5 = =27 = [(ad + be, b

und ¢ ac
= — = [(ac, bd)].

(@b ed) =55 =5

Ial RS
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Wir miissen zeigen, dass dies wohldefinierte Verkniipfungen sind, also nicht von der Wahl
des Vertreters (a,b) € § abhéngen.

Lemma 10.2. 1.) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf M.

2.) Die Addition und Multiplikation der Aquivalenzklassen ist wohldefiniert. d. h. ist un-
abhdngig von den gewdhlten Vertretern.

3.) Es gibt einen eindeutigen Vertreter (a,b) einer jeden Aquivalenzklasse mit b € N und
geT(a,b) = 1. Man sagt dann, a/b ist durchgekiirzt oder in Normalform/(, was etwas
unscharf ist, weil man sich ja auf das Paar (a,b) beziehen sollte innerhalb der Aquiva-

lenzklasse a/b).

Beweis. 1.) ~ ist symmetrisch und reflexiv (leichte Ubung). Fiir die Transitivitdt benoti-
gen wir eine Figenschaft des Rings Z: Er ist nullteilerfrei, d.h. aus ab = 0 folgt a = 0
oder b = 0.

Sei also (a,b) ~ (¢,d) und (c¢,d) ~ (e, f). Dann gilt ad = be und ¢f = de. Also auch

adf = cbf = bde = d(af —be) = 0L af = be.

2.) Sei (a,b) ~ (a/,b") und (¢,d) ~ (¢/,d"). Dann ist also ab’ = a’b und c¢d’ = ¢/d. Dann gilt
auch (ac,bd) ~ (a'd,b'd’), denn

ach'd = (ab')(cd') = (a'b)(dd) = a'dbd

und ebenso (Ubung) (ad + be, bd) ~ (a'd’ 4+ V', V'd').

3.) Die Existenz ist klar, lduft unter dem Stichwort kiirzen und kann mit Hilfe des Eu-
KLIDischen Algorithmus durchgefithrt werden. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus der ein-
deutigen Primfaktorzerlegung in Z: Sei a/b = ¢/d mit a,¢c € Z und b,d € N, sodass
geT(a,b) = ggT(c,d) = 1. Dann gilt ad = bc. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung
folgt dann a|c und ¢|a. D. h. a und ¢ unterscheiden sich nur durch eine Einheit als Faktor.
Ebenso b und d. Da zudem b,d € N folgt b = d und damit auch a = c. q.e.d.

Man beachte die Idee der Normalformen: Hat man sie, so ist der schwierige Vergleich von
Aquivalenzklassen auf Gleichheit auf den einfachen Vergleich der Gleichheit von Elemen-
ten reduziert.

Satz 10.3. Sei Q := M/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Dann gilt:

1.) (Q,+, ) ist ein Kérper, genannt der Korper der rationalen Zahlen.

2.)1:7Z — Q:aw $ ist ein injektiver Ringhomomorphismus, sodass wir in Zukunft
a € Z mit a/1 € Q identifizieren, also Z als Teilring von Q auffassen.

3.) P:={% | a,b € N} ist eine Anordnung auf Q, sodass (Q, P) ein angeordneter Kirper
ist. Die zugehorige Totalordung < setzt die Ordnung auf Z. fort.

Beweis. Addition und Multiplikation sind wohldefiniert, wie wir schon in Lemma 10.2
gesehen haben. Assoziativitdt und Kommutativitat der Multiplikation ergeben sich direkt
aus den entsprechenden Gesetzen fiir die Multiplikation in Z. Das Einselement ist % und

fiir a # 0 ist -
an -
G2
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Assoziativitdt und Kommutativitdt der Addition ergeben sich auch direkt aus der Kom-
mutativitdt und Assoziativitdt der Addition in Z, weil man oEdA denselben Nenner fiir
die involvierten Elemente annehmen kann. Das Nullelement ist 0 = % und das additiv

Inverse ist —(%) = 3*. Zum Distributivgesetz seien a,b,c € Z,d, e, f € N.

d e

a b\ c ae—l—dbg distz. aec + dbc
f ed f edf

Umgekehrt ergibt sich

ac bc ac  bc acef +bedf  ace+ bed

Y B e A
Man kann auch (E d = e annehmen, dann ist der Beweis sofort auf das Distributivgesetz

in Z zuriickgefiihrt.
3.) Ubung. q.e.d.

Bemerkung 10.4. Der Absolutbetrag auf Q ist die Funktion |-|: Q — Qs_o definiert

durch
‘%‘ = % € Q fir alle a,b € Z,b # 0.

Er setzt den Absolutbetrag der ganzen Zahlen fort und definiert einen Abstand zwischen
zwet rationalen Zahlen s,t:

d(s,t) == |s—t| = |t —s|.
Dieser Abstand ist eine Metrik, so dass (Q,d) ein metrischer Raum ist.
Ubung: Zwischen je zwei verschiedenen rationalen Zahlen liegen unendlich viele weitere
rationale Zahlen, d. h. fiir a,b € Q mit a < b ist
{ceQ|a<c<b}

unendlich. Man beschreibe das Wachstum der Folge

1
a, = |{c € =Z| a < c < b}|.
n

10.2 Konstruktion der rationalen Funktionen aus den Polyno-
men

Wir wollen schauen, was von der Konstruktion von Q aus Z wird, wenn man sie auf den
Polynomring K[z] iiber einem Korper K anwendet. Wir lassen die Beweise als Ubungs-
aufgaben.

Definition 10.5. (Rationale Funktionen) 1.) Auf

M = K[z] x K[z]z = {(a,b) | a € K[z] und b € K[x] —{0}}
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sei die Aquivalenzrelation ~ gegeben durch durch
(a,b) ~ (¢,d) genau dann wenn ad = be.

Die Aquivalenzklasse [(a,b)]~ wird mit ¢ bezeichnet.
2.) Aquivalenzklassen kinnen addiert und multipliziert werden wie folgt:

(0] + ()] = &4 & = “U22 (a4 e, ba)
und a c ac
[(a,0)] - [(e; D)) = o - = = += = [(ac, bd)].

Lemma 10.6. 1.) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf M.

2.) Die Addition und Multiplikation der Aquivalenzklassen ist wohldefiniert. d. h. ist un-
abhdngig von den gewdihlten Vertretern.

3.) Es gibt einen eindeutigen Vertreter (a,b) einer jeden Aquivalenzklasse mit b € K|x] —
{0} normiert und ggT(a,b) = 1.

Satz 10.7. Sei K(z) := M/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Dann gilt:

1.) (K(x),+,-) ist ein Kdrper, genannt der Korper der rationalen Funktionen.

2.)1: Klx] — K(x) : p — ¥ ist ein injektiver Ringhomomorphismus, sodass wir in Zu-
kunft p € K|x] mit p/1 € K(z) identifizieren, also K[x] als Teilring von K(z) auffassen.

Da wir keine Anordnung auf K[z| haben, kénnen wir sie auch nicht fortsetzen. Man kann

sich jedoch fragen, was mit dem Grad passiert.

Bemerkung 10.8. Die Abbildung
Grad : K(z) — {0} — Z: % — Grad(a) — Grad(b)

setzt die Gradabbildung von K[x] fort. Sie ist multiplikativ und erfillt die Ungleichung

Grad(a + b) < max(Grad(a), Grad(b)) Va,b € K(x).

Es fragt sich, ob eine rationale Funktion auch eine Abbildung K — K induziert, dhnlich
wie bei den Polynomen. Die Antwort lautet beinahe, denn der Definitionsbereich ist nicht
mehr K sondern hiéngt vom Nenner ab.

Ubung: Man diskutiere Begriffe wie Polstelle und hebbare Liicke der induzierten Abbil-
dungen rationaler Funktionen von K — A — K, wo A eine (von der Situation abhéngige)
endliche Teilmenge von K ist und K € {R,C}.
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11 Der Korper der reellen Zahlen. Am 21. und 28.1.,
22. und 23. Vorlesung

Lernziele: Konstruktion des reellen Zahlkorpers aus rationalen CAUCHY-Folgen, Dezi-
malbruchentwicklung, Grenzwerte von Folgen, rationale Zahlen und periodische Dezimal-
briiche,

Wir hatten bereits frither gesehen, dass der Koérper QQ zwar angeordnet ist, aber nicht
ordnungsvollstdndig, also nicht notwendig ein Supremum fiir eine nach oben beschrinkte
Menge enthélt. Z. B. haben rationale CAUCHY-Folgen nicht unbedingt einen rationalen
Grenzwert. Wir werden in gewohnter Manier aus unseren Wiinschen eine Konstruktion
machen, die die Wiinsche erfiillt.

11.1 Der Ring der rationalen CAucHY-Folgen.

Erinnerung 11.1. Sei M eine Menge und R ein Ring. Dann bildet die Menge der Ab-
bildungen RM von M nach R einen Ring durch bildweise Addition und Multiplikation

(f +9)(m) = f(m)+g(m)
(f-9)(m) = f(m)-g(m)
fiir alle f,g € RM m € M.

Definition 11.2. 1.) Eine rationale Folge (an)nen € QY heifft CAucHY-Folge, falls es
fir alle e € Q,e >0 ein N € N ¢ibt, so dass

la, — an,| < € fir alle n,m > N.

2.) Eine rationale Folge (ay,)nen € QN heifit Nullfolge falls es fiir alle € € Q,e > 0 ein
N € N ¢ibt, so dass
la,| < € fiir alle n > N.

Lemma 11.3. Jede Nullfolge ist eine CAUCHY -Folge.

Beweis. Sei (an)nen eine Nullfolge und € > 0. Dann gibt es N € N mit |a,| < 3¢ fiir alle
n > N. Dann ist fir n,m > N

Ian - am| S |an| + |am| S €.
q.e.d.

Lemma 11.4. (CAUCHY-Folgen sind beschrankt.) Sei (an)nen €ine CAUCHY-Folge. Dann
ist auch (|an|)nen eine CAUCHY-Folge, und es gibt ein S € Q mit |a,| < S fiir alle n € N.

Beweis. Es ist |a,| — |am| < |an — an| da |a,| < |a, — am| + |an,| nach der Dreiecksun-
gleichung. Ebenso gilt |a,,| — |aa| < |an — ap| also ist mit (a,)neny auch (Ja,|)nen eine
CaucHy-Folge. Zu € > 0 gibt es also ein N € N mit ||a,| — |an|| < € fir alle n,m > N.
Setzt man s := |ay| + € so gilt fir n > N, dass

|an| < lan| — |an|| + lan| < e+ lan] < s

also |a,| < S :=max{|a|,...,|an_1], s} fiir alle n € N. q.e.d.
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Satz 11.5. Die Menge aller rationalen CAUCHY-Folgen bildet beziiglich komponentenwei-
ser Addition und Multiplikation einen Ring C(Q).

Beweis. Wir wissen schon, dass Q, die Menge aller rationalen Folgen, einen Ring bzgl.
komponentenweiser Addition und Multiplikation bildet. Es geniigt also zu zeigen, dass
C(Q) ein Teilring ist, also 0 und 1 enthélt (klar, da konstante Folgen CAUCHY-Folgen
sind), und Summe und Produkt von CAuCHY-Folgen wieder CAUCHY-Folgen sind: Seien
(an)neny und (by,)nen zwei CAUCHY-Folgen, und € > 0. Dann gibt es ein N € N mit

lan — am| < g und |b, — by, < % fir alle n,m > N.
Fiir diese n,m > N ist dann aber auch
[(an + bn) = (am + bi)| < |an — am| + by — b | < €.

Nach Lemma 11.4 gibt es ein 0 < S € Q mit |a,| < S und |b,| < S fir alle n € N. Sei
N € N so gewiahlt, dass

lan, — am| < % und |b, — by, < % fir alle n,m > N.

Dann ist fiir n,m > N

|anbn - ambm| - |an(bn - bm) + bm(an - CLm)|
< an||bn = bl + [bml|an — am
< Se/(25) + Se/(25) = ¢

q.e.d.

Spétestens jetzt ist die Marschroute klar: Stellen wir uns vor, dass wir R schon haben,
dann sollte
C(Q) —R: (ay) — lim a,

n—oo

ein surjektiver Ringhomomorphismus sein mit den Nullfolgen als Faser iiber Null. Dies
gibt uns eine Konstruktionsméoglichkeit von R, wenn wir es noch nicht haben. Zunéchst
ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 11.6. Sei (a,)nen € C(Q) eine CAUCHY-Folge, die keine Nullfolge ist. Dann gibt
es ein s >0 und ein N € N sodass entweder a,, > s fir alle n > N oder a, < —s fir alle
n>N

Beweis. Da (ay)nen keine Nullfolge ist, gibt es ein € > 0 so dass fiir alle N € N ein
n = n(e, N) > N existiert mit |a,| > €. Da (a,)nen eine CAUCHY-Folge ist, gibt es zu
diesem € ein N’ € N mit |a,, — a,,| < }16 fir alle n,m > N'. Setze ng := n(e, N'). Nun gilt

aber fiir m > N’

1 1 1
| — | < 16 d. h. —Ze<am—ano < €
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also

Ay — ZE < Ay < Gy + Ze.
Setze s := |an,| — 3¢ (> 2¢). Im Falle a,, < 0 nchmen wir die rechte Ungleichung und
bekommen a,, < —s. Im Falle a,, > 0 nehmen wir die linke Ungleichung und bekommen
A > S. q.e.d.

11.2 Definition der reellen Zahlen

Definition 11.7. Auf der Menge C(Q) der CAUCHY-Folgen in Q sei die Aquivalenzrela-
tion ~ gegeben durch

(an)nen ~ (bn)nen < (an — by)nen ist eine Nullfolge .

Es ist sehr leicht zu sehen, dass ~ eine Aquivalenzrelation definiert. Genauso wie bei den
Kongruenzrelationen =,, auf Z bzw. =; auf K[X] wollen wir zeigen, dass diese Aquivalenz-
relation mit Multiplikation und Addition vertraglich ist, die vertreterweise Multiplikation
und Addition also eine Ringstruktur auf der Menge der Aquivalenzklassen definiert. Dieser
so erhaltene Ring ist dann der Korper der reellen Zahlen.

Lemma 11.8. Seien a := (ap)nen, @' = (a)nen, b = (bp)nen, V' := (U),)nen rationale
CAucHY-Folgen mit a ~ a' und b ~ b'. Dann ist auch

ab~adt unda+b~a +V.

Beweis. Fiir die Summe ist dies recht leicht. Also betrachten wir hier nur das Produkt.
Wir miissen zeigen, dass (a,b, — al bl )nen eine Nullfolge ist. Da a und b’ beides CAUCHY-
Folge sind, gibt es ein S € Q mit |a,| < S und |b),| < S fir allen € N. Sei e > 0. Daa—ad’
und b— ' Nullfolgen sind, gibt es ein N € N mit |a, —al,| < ¢/(25) und |b, —¥,| < €/(295)
fir alle n > N. Fiir diese n ist dann

|anbn — anby| = |an(bn — b)) + by, (an — a)]
< anbn = B3] + 1B [an — a
< Se/(25) + Se/(25) <e.

q.e.d.

Satz 11.9. Die Menge der Aquivalenzklassen von CAUCHY-Folgen bildet einen Kirper

R := {[(an)nEN]N | (an>n€N S C(Q)}

den Korper der reellen Zahlen. Man schreibt tiblicherweise lim,, ., a,, statt [(a,)nen]~-

Beweis. Nach Lemma 11.8 und Satz 11.5 ist R mit vertreterweiser Addition und Multi-
plikation ein kommutativer Ring mit Eins = [(1),en]~, das Nullelement ist die Klasse der
Nullfolgen. Es ist noch zu zeigen, dass die Klasse jeder CAUCHY-Folge, die keine Nullfolge
ist, ein multiplikativ Inverses besitzt. Sei also (a,)neny € C(Q) keine Nullfolge. Dann gibt
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es nach Lemma 11.6 ein N € N und ein s > 0 mit |a,| > s fiir alle n > N. Insbesondere
ist fiir diese n das Folgenglied a,, # 0 und es hat daher in Q ein multiplikativ Inverses.
Definiere die Folge o' € QY durch

. 1 n<N
a’l n>N.

Dann ist (a/,)nen eine CAUuCHY-Folge (Ubung) und es gilt

[al~[a]« = [(Dnen]~

denn die Folge (a,a!, — 1),y ist eine Nullfolge, da ihre Folgenglieder fiir n > N alle gleich
0 sind. q.e.d.

Ubung: Zeige, dass man Q als Teilkdrper von R auffassen kann, indem man jede ratio-
nale Zahl mit der Aquivalenzklasse der zugehorigen konstanten Folge identifiziert. Zeige
weiter, dass lim,, . : C(Q) — R ein surjektiver Ringhomomorphismus ist.

11.3 Anordnung, Abstand, Betrag.

Hier ist unsere Anordnung von R:

Definition 11.10. Pr C R bestehe aus allen o := [(an)nen|~ fir die ein e € Q, € > 0
existiert und ein N € N mit a,, > € fiir alle n > N.

Aus Lemma 11.6 bekommt man direkt R = —FPg W {0} W Pg, so dass nun mit wenig
Aufwand aus der Tatsache, dass Q ein geordneter Korper ist, R als angeordneten Korper
erhalt. (Vergl. Definition 7.1.)

Folgerung 11.11. (R, +.-, Pr) ist ein angeordneter Korper, welcher (Q,+,-, P) als an-
geordneten Teilkorper enhdlt, wobei P = Pr N Q die gewohnliche Anordnung von Q ist.

Die zugehorige Totalordnung auf R wird natiirlich wieder mit < bezeichnet. Unser Haupt-
ziel ist nun, die Ordnungsvollstangikeit von R zu zeigen. Der Weg dahin wird uns einige
Einsichten liefern, die fiir sich genommen wichtig sind. Zunéchst ist der Abolutbetrag wie
bei den rationalen Zahlen definiert:

Definition 11.12. 1.) Der Absolutbetrag auf R ist

«Q a>0

| |:R—>R20:ai—>|a|::{ 4 <0

2.) Der Abstand d(«a, 3) zweier reeller Zahlen o, (3 ist

d(e, ) := oo — 3.
Ubung: Dieser Abstand ist eine Metrik, d.h. es gilt fiir alle o, 3,y € R
1.) d(e, 8) > 0 und d(e, f) =0 < a = [.

2) d(a, B) =d(f, ).
3.) d(a, B) +d(B,7) = d(a, 7).
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11.4 Rationale Zahlen als reelle Zahlen.

Wir wollen nun sehen, wie QQ in R eingebettet ist.
Lemma 11.13. Fiir jedes e € R mit € > 0 gibt es ein b € N mit % < €.

Beweis. Sei € = [(€,)nen] > 0. Dann ist (e,,)nen keine Nullfolge und es gibt nach Lemma,
116ein0<s=%2 € Qmita>2und ein N € N mit ¢, > s fir alle n > N. Dann ist

aber € — 1 = [(€n — 3)nen] > 0. q.e.d.

b

a
b

Ubung: Zeige Lemma 11.13 ist dquivalent zum ARCHIMEDischen Axiom: Fiir jedes r € R
existiert ein n € N mit r < n.

Satz 11.14. Q liegt dicht in R, d.h. fiir jedes o = [(an)nen] und jedes € € R, € > 0 gibt
es eina € Q mit |a —al <e.

Beweis. Wegen Lemma 11.13 gibt es ein e € Q mit 0 < e < €. Da (a,)nen eine rationale
CaucHyY-Folge ist, gibt es ein N € N mit |a,, — a,,| < e fiir alle n,m > N. Setze a := ay.
q.e.d.

Es ist nun instruktiv, einen zweiten Beweis dieser Tatsache zu geben, der gleichzeitig eine
(fast) normierte CAUCHY-Folge in jeder Aquivalenzklasse aussucht und unter dem Namen
Dezimalbruchentwicklung bekannt ist.

Beispiel 11.15. (Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen)
1.) Sei z € Ny eine Folge mit z; € {0,1,...,9} fiiri > 2. Dann ist a € QY definiert durch

Zit1
10¢

ap = 21, Qi41 = Q; +

offenbar eine CAUCHY-Folge, denn

i )
a; = Z 10],]71 und |a; — ajyx] < I_(VZ 1077 101
j=1

Leider ist die so definierte Abbildung

{z e Nj|z €{0,1,..., 9}fiirz'>2}—>]R20:
k

Z = 101 = kﬂoo 101._1 . Z1,R223%24 ...

i=1

nicht injektiv, denn z. B.

=9
Zloi:

=1
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hat sowohl die Folge z = (0,9,9,9,9,9,...) also auch z := (1,0,0,0,0,...) m Urbild.
2.) Die obige Abbildung ist aber surjektiv. Um eine Rechstinverse zu konstruieren, brau-
chen wir die GAUss-Klammer:

| | R—=Z:a—max{k€Z | k<a}=z€Z mitz<a<z+1.

Die gesuchte Rechtsinverse heifst Dezimalbruchentwicklung und ist gegeben durch

RZO _)NI§ Lar (LCIL LCQJ7 L<3J7)

mit ¢, == a und (ipy = 10(¢ — | G)) fiiri > 1. Wir lassen es als Ubungsaufgabe zu zeigen,
dass diese Abbildung rechtsinvers zu der aus 1.) ist. Dies liefert sowohl einen normierten
Vertreter in jeder ~-Klasse von rationalen CAUCHY-Folgen als auch einen alternativen
Beweis von Satz 11.14.

Beispiel. % = 0,1, wie man durch schriftliche Division sieht und mithilfe der geometri-
schen Reihe
1 =
T
i=0
beweist, denn es ist
R . 1 10 1
0,1= nN'=——-1=—-1=-.
’ ; 1—-1/10 9 9

Ebenso ergibt sich - = 0,09.
Umgekehrt findet man

) b 81 3
0,081 = 81 Z 10007 = — = =
- 999 ~ 37

11.5 Ordnungsvollstindigkeit des reellen Zahlkorpers.

Definition 11.16. 1.) Eine reelle Folge (ay,)nen € RY heifft CAucHY-Folge falls es fiir
alle e e Rye >0 ein N € N ¢ibt, so dass

|, — oo | < € fiir alle n,m > N.

2.) Eine reelle Folge (ay,)neny € RY heifit konvergent gegen 3 € R, falls es fir alle
ceeR,e>0ein N eN gibt, so dass

|3 — an| < € fiir allen > N.

Satz 11.17. (Vollstindigkeitssatz) Jede CAUCHY-Folge reeller Zahlen konvergiert ge-
gen eine reelle Zahl.
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Beweis. Sei (ay,)neny € RY eine reelle CAUCHY-Folge. Fiir jedes n € N withlen wir ein
a, € Q mit |y, — a,| < £. Dann ist (a,)nen € C(Q), denn es gilt

1 1
|an—am|§|an—an|+|an—am|+|am—am|<E+|an—am|+a.

Sei B := [(an)nen]~ € R. Dann konvergiert (a,,),en gegen (3, da

|6_O‘n| < |ﬁ_an‘+|an_an’

beliebig klein wird fiir grofle n. q.e.d.

Jetzt konnen wir fiir unseren konstruierten Korper R das Axiom der oberen Grenze veri-
fizieren.

Hauptsatz 11.18. R ist ordnungsvollstindig. d. h. jede nach oben beschrdnkte Teilmenge
M # 0 von R hat ein Supremum sup(M), also eine kleinste obere Schranke. Insbesondere
existiert ein angeordneter ordnungsvollstindiger Korper, vgl. Def. 7.5.

Beweis. Unser Beweis ist im Geiste der Dezimalbruchentwicklung, wie in Beispiel 11.15
dargestellt. Sei ) # M C R nach oben beschrinkt durch b € R. Wir kénnen oBdA
annehmen, dass M ein positives Element enthélt. Die halboffenen Intervalle

[a,a+1)={reR|a<z<a+1}

mit a € Ny partitionieren Rs¢ =Uuen, [@,a + 1). Insbesondere gibt es ein eindeutiges
grofites z; € Ng mit M N [z1, 21 + 1) # (). Beachte M N [z; + 1,21 +2) = (. Alsdann gibt
es ein eindeutiges grofites zo € {0,1,...,9} = —1 + 10 mit i

MnN [21 +22/10, Z1 + (22 + 1)/10) 7£ @

(Beachte diese 10 Intervalle bilden eine Partition von [z, 21 + 1).)
Weiter gibt es ein eindeutiges grofites z3 € —1 4 10 mit

M N[z + 22/10 + 23/10%, 21 + 25/10 + (25 + 1) /10%) # 0

etc. Die formale rekursive Definition lassen wir als Ubung. Jedenfalls bekommen wir eine
rationale CAUCHY-Folge a = (ap)neny mit a, = >, 2,10'7* mit einem Grenzwert s :=
la].. € R. Esist klar, dass keine obere Schranke kleiner als irgendeine der Teilsummen a,, =
S 2i/107 1 ist. Andererseits ist klar, dass fiir jedes n das Element 10"+ >"" | 2,101

eine obere Schranke fiir M ist. Aber

lim 210" = lim (10" + > %10'77),

n—o0 4 n—oo -
=1 =1

sodass [a]. = lim, oo > i, 2,1017" = sup(M) gilt. q.e.d.

Nach dem Existenzsatz bleibt noch die Frage nach der Eindeutigkeit, die wir nur skizzie-
ren, aber die Einzelheiten sprengen nicht den Rahmen einer Ubungsaufgabe.
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Hauptsatz 11.19. Sei (K, +, -, P) ein ordnungsvollstindiger angeordneter Korper. Dann
gibt es genau einen ordnungstreuen Korperisomorphismus ¢ : K — R.

Beweis. K ist angeordnet, also ist die Abbildung N — K, n — 1+...4+1 (n Summanden)
nach Lemma 7.3 injektiv. Somit ist auch Q — K, ¥ — ab™! injektiv und K enthilt die
rationalen Zahlen als Teilkorper. Wegen n < n + 1 fiir alle n € N, ist die Anordnung auf
@ genau die Einschrinkung der Anordnung von K auf Q. Man sieht, dass Q dicht in K
liegt, denn wie bei den reellen Zahlen partitionieren die Intervalle (n,n + 1] mit n € Ny

die Menge P. Ist @ € P beliebig so gibt es ein eindeutiges n € Ny mit o € (n,n + 1], also
a—n e (0,1] :Uil (5 15]. Wie bei der Zifferndarstellung reeller Zahlen konstruieren
wir eine Folge (ar = n + Y., 2107 € QY mit o — a,| < 107%. Da 107 beliebig klein
wird, konnen wir also o durch rationale Zahlen (ay) beliebig genau approximieren.

Aus der Ordnungsvollstandigkeit folgt, dass K vollsténdig ist. Insbesondere hat jede ratio-
nale CAUCHY-Folge a einen eindeutigen Grenzwert in K, den wir mit g lim a bezeichnen.

Der offensichtliche surjektive Ringhomomorphismus
C(Q) — K:a— glima

induziert das Inverse des gesuchten ordnungstreuen Korperisomorphismus ¢ : K — R;
R — K :lima — glima,

und dieser ist auch offenbar der einzig mogliche Isomorphismus, der die Anordnung und
damit die Grenzwerte erhalt. q.e.d.

12 Kettenbriiche, letzte Vorlesung am 3.2.

12.1 Kettenbriiche und gute Approximationen

Definition 12.1. (Kettenbruchentwicklung) Sei o« > 0 eine reelle Zahl. Wir ordnen
rekursiv eine Folge oy, oy, ... von reellen Zahlen und ag, aq, ... von natirlichen Zahlen zu
(wobei ag = 0 zugelassen ist) vermdge

1
ap = a, a0 = |ap], app = ——, Qny1 = |1 |
fiir n € Ny solange a,, # «, ist. Es gilt dann
| ] =ao+ :
a=lag,a,...,0,, Quit] = a
0, 1 +1 0 a T T 1 1
an+an+1
[ag, . .., a,] heifit der n-te Naherungsbruch von «, die Folge [ag, ay,as, . ..] die Ketten-
bruchentwicklung von o und «,, die n-te Restzahl. Die Kettenbruchentwicklung von
a heifst endlich, falls o = |ao, ..., a,] fir einn, also o, = a, € Z.
Beispiel: % = [1,6,2], denn
315 = 273 + 42
273 = 6-42 + 21

42

2-21
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315\ _ | (35— 273\ I EICT
273 B 273 Cl4a2]
273 N\ _ | (2642 | | |42 _,
42 B 42 S 2t ¢

Satz 12.2. Die Kettenbruchentwicklung von o € R<q st genau dann endlich, wenn o €

Q.

und

Beweis. Bricht die Kettenbruchentwicklung von « ab, so liegt o = [ag, a4, ..., a,] € Q,
da alle a; € N liegen.

Ist a = 3 in Q so erhilt man die Kettenbruchentwicklung von «, indem man den Eu-
klidischen Algorithmus auf (a,b) anwendet (a > b > 0). Dieser ist endlich, also auch die
Kettenbruchentwicklung:

Ist némlich a = ¢b+r, so ist ¢ = || und

a
b

(%_q>_1:a—bqb:7§“

so dass die Kettenbruchentwicklung und der Euklidische Algorithmus die gleiche Rekur-
sion liefern. q.e.d.

Satz 12.3. Firn € N seien A, B, € N mit ggT(A,, B,) = 1, so dass % = [bo, b1, ..., by
der n-te Ndaherungsbruch einer Kettenbruchentwicklung ist. Dann gilt: "

(CI,) AO = bo, BO = 1, Al = ble + 1, Bl = blBQ, und furn Z 2:

A, =b, A 1+ A, 5, B,=0,B,1+ B,,_s.

(b)) ApnBnp_1 — A, 1B, = (—1)""%.

Beweis. (a) Induktion iiber n. n = 0,1 Klar.
Induktionsschluss:

A, bpi1 A, + A, b, bt A, _ A, _
w1 bt Aoy (b b ) At A vy e ]
Bn+1 bn+1Bn + Bn—l (bn + bn+1)Bn71 + Bn72

wobei wir im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung benutzen.
(b) Folgt aus (a) mit Induktion iiber n, denn es ist

Aanfl_Anlen = (bnAnfl_FAan)anl_Anfl(annfl_'_anQ) = An72anl_Anlenf2-
Fiir n = 1 ist (b) klar durch Einsetzen. q.e.d.

Satz 12.4. Sei o = [by, by, ba, ...] € Ryq eine Kettenbruchentwicklung. Dann ist

A, 1 1

0< ()" (a——5-) < < —.
_< )(a Bn) Ban—H _B»,QZ
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Beweis.
o= tim an ZAn (A An) (A A
n—oco By, B, Byt B, B 12 By
A, 1 1 1
_Dn oy —(—qyl( _ +.“).
Bn BanJrl Bn+an+2 Bn+QBn+3
Also ist

0<(1W( AQ 1 ( 1 L >< 1
— o — — | = — — R
a Bn Ban+1 Bn+1Bn+2 Bn+ZBn+3 - Ban+1

da B, monoton steigend ist. Wegen B, .1 > B, erhilt man die letzte Ungleichung. q.e.d.

Bemerkung 12.5. Sei o € Ro( nicht rational und g—: der n-te Ndherungsbruch in der
Kettenbruchentwicklung von «. Dann ist

D M A ac B A A

— < =< —=—<..<a<..<—<=—/<—.

BO BQ B4 B5 B3 Bl

Bemerkung 12.6. Eine rationale Zahl § heift gute Approximation fiir o € Ry, falls
fiir alle S € Q mit £ # ¢ und 0 <d < b gilt

|dae — ¢| > |bar — al.

Dann gilt: Jede gute Approrimation von o kommt als Ndherungsbruch in der Kettenbru-
chentwicklung von o vor.

Beweis. Sei § eine gute Approximation fiir a € Rso, a,b € N und a = [ag, a1, as, .. ]

die Kettenbruchentwicklung von . Angenommen § ¢ {g—’; | k € No} (sonst ist nichts zu
zeigen).
Dann ist ¢ > ag, denn

a
1>a—a02|ba—a|2a—g.

Weiter ist § < % denn sonst ist 7> % > o und daher

a A a
b-—:ﬂ—_’b———>%—:—:
b —af =bla =T >b\Hm =gl =gy = 5o =

1 1 1

a

aber es ist |a — ag| < i ein Widerspruch dazu, dass § eine gute Approximation ist. Also
gibt es ein k € N, so dass { zwischen dem £ — 1-ten und dem k + 1-ten Nédherungsbruch
liegt. Dann ist also

I Ay A
BkBk_l Bk Bk—l

A

a 1
b Bi

>
~ bBr

4da der 2. Faktor ein Bruch # 0 mit Nenner Bb ist
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und somit b > By, wobei wieder bei der letzten Ungleichung benutzt wurde, dass § # 3 A i

Da ¢ zwischen dem k —1-ten und dem k + 1-ten Nidherungsbruch liegt ist a Welter entfernt
von ¢ als der k + 1-te Néherungsbruch und daher

’ ‘ 'Ak—i-l a 1
a— —| = e

Biia bBr+1
also nach Multiplikation mit b: [ba—a| > 5—. Wegen Satz 12.4 ist aber | Bya—A| < B
also |Bya — Ag| < |bar — a| was wegen b > Bk ein Widerspruch ist zu der Tatsache, dass
7 eine gute Approximation ist. q.e.d.

12.2 Periodische Kettenbriiche und quadratische Gleichungen.

Beispiel: Wir wollen die Kettenbruchentwicklung von v/2 bestimmen, also die der posi-
tiven Losung x € R mit 22 = 2. Es ist

1
z+1

=2 @@-Dzt+l)=1a(r—-1)=

Also ist

= =11,2,1 =11,2,2,1 =...=[1,2,2,2,..]=1[1,2].
I+ +2+L 12,142 =11,2,2,1+1] [1,2,2,2,...]=1,2]

1+x
Satz 12.7. (ohne Beweis) Sei v € R, a > 1. Die Kettenbruchentwicklung von o wird nach

ewner eventuellen Vorperiode periodisch, genau dann wenn « eine rationale quadratische
Gleichung erfillt.

Lemma 12.8. (Euler) Hat a > 0 eine periodische Kettenbruchentwicklung, so gibt es
a,b € Q mit o> +aa+b=0.

Beweis. Wir kénnen (E annehmen, dass die Kettenbruchentwicklung von « rein periodisch
ist, also keine Vorperiode hat, da dies durch Addition rationaler Zahlen und ggf. Invertie-

ren erreicht werden kann (vergleiche Tutorium). Sei also o = [bo, ..., bx] = [bo, ..., bk, &
und g—z = [bo, ..., by] fiir n =k — 1 und n = k, die Ndherungsbriiche. Dann ist
aAp + Agy
a=[by,...,bp,a] = ———F—
b e aBy, + By
und somit

BkOéz + (Bk,1 — Ak)Oé — Ak,1 = 0.

U
Beispiel. Sei o = [1] = [1,1,...]. Dann gilt @ = 1+ 1, also a® — a — 1 = 0. Mithilfe von

quadratischer Ergénzung findet man o = %g’ der goldene Schnitt.
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12.3 Die Kettenbruchentwicklung der Eulerschen Zahl.

In der Analysis Vorlesung haben Sie die Euler’sche Zahl kennengelernt
= - 1 2, 7182818286
=3 ke
k=0

Berechnet man die Kettenbruchentwicklung von e, so findet mane = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,...] =
[1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,...], was die Vermutung nahelegt, dass

gilt.
Satz 12.9. Sei (a;)ien, definiert durch as; = agio = 1, agiyn = 20 fir i € Ny und
Ea = lag, a1, ..., a,] der n-te Niherungsbruch (n # 1). Dann ist e = [ap,a1,a2,...] =
lim,, o B2,

n

Bemerkung 12.10. FEs gilt po = 1,p1 = 1,po =2, o= 1,1 = 0,02 = 1 und fiirn > 1
15t

D3n = P3n—1 1 P3n—2, Q3n = Q3n—1 1+ q3n—2,

DP3n+1 = 20P3n + P3n—1, Bnil = 2NG3n + @3n—1,

D3n+2 = P3n+1 T P3n, 3n+2 = @3n+1 + Q3n

Lemma 12.11. Setze

1 n . 1 n 1 n+1 o 1 n 1 . n _1 n+1
A / @) gy B / A i) PR / Mewdx
0 0 0 n:

n! n!
Dann gilt fir n > 0: Ap = q3n€ — P3n, Bn = pan+1 — @anr1e und Cp, = p3nia — @any2e.
Beweis. Wegen der Rekursionsformeln fiir p,, und ¢,, in Bemerkung 12.10 geniigt es
Ao = fol e’dr = e [j= e — 1 = qoe — po,
By = [, we'dx = (ze” — ) =1 = p1 — qie,

Co = fol(ac —1)e"dx = By — Ay = 2 — e = ps — e
zu beachten und die Rekursionsformeln

(a) An = _anl - CYn—l
(b) Bn = —2nAn + Cn—l
(c) C, =B,— A,

zu beweisen um dann das Lemma mit vollstédndiger Induktion folgern zu kénnen. Die
dritte Formel (c) ergibt sich direkt aus Bemerkung 12.10.
Um (a) zu zeigen, also A, + B,,_1 + C,_1 = 0 berechnen wir

d (a"(z—-1)" )\ a™e-1)" a"z-"" " NHe-1)"
%( n! e)_ n! T (n—1)! ot (n—1)! ‘
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mit der Produktregel. Also ist

n — 1"
Ap+ By +Choy = <Meff) 5= 0.

n!

Fiir (b), also B,, + 2nA,, — C,,_1 = 0 berechnen wir analog

d n _1n+1 n+1 —1)" n — 1) n—1 —1)"
J O e W (e VO Ut ) O A
dx n! n! (n)! (n—1)!
wobei hier einige Zwischenschritte fehlen. q.e.d.

Beweis. (Von Satz 12.9) Es gilt lim,, .o, A, = 0, lim,,_.o, B, = 0 und lim,, ., C,, = 0, also
lim,, o gne — pn, = 0 und somit (da ¢, > 1 fir n > 2) lim,, Z—: =e. q.e.d.
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Kapitel 4

Ergianzungen und Wiederholung

13 Gleichungssysteme, Einschub am 14.1.2014, 21.
Vorl.

13.1 Fasern einer Abbildung

Was ist ein Gleichungssystem? Was bedeutet es, ein Gleichungssystem zu 16sen? Zunéchst
eine ganz allgemeine Bemerkung zum allgemeinen Verstédndnis auch im Sinne unserer
Philosophie, dass wir Abbildungen als Hauptelement unserer Sprache benutzen wollen.

Bemerkung 13.1. Seien M, N Mengen und f : M — N eine Abbildung. Fir jedes
n € N st das zu f und n gehorige Gleichungssystem gegeben durch

f(m) =n,

und seine Lésungsmenge ist gerade die Faser f~1({n}).

Ubung: Seien f,g : M — N Abbildungen. Wie kann man das ,verallgemeinerte Glei-
chungssytem* f(m) = g(m) als Gleichungssystem im obigen Sinne auffassen mit derselben
Losungsmenge?

Also das Losen von Gleichungssystemen kann aufgefasst werden als spezielle Untersuchung
von Abbildungen. Oftmals sind dies besonders wichtige Untersuchungen mit vielféltigen
Anwendungen. Wir wollen einige wichtige Beispiele studieren.

Beispiel 13.2. 1.) Sei p(x) € Rlz] — {0} vom Grad n. Dann hat das zu p,0 gehorige
Gleichungssystem hichstens n Losungen. Fir jede Lisung a € R gilt namlich x — a|p(x),

sodass
I @-a) | px),

a,p(a)=0
und ein Vergleich der Grade die Behauptung in Fvidenz setzt.
2.) Sei p(x) € Clz] — {0} vom Grad n. Dann hat das zu p,0 gehorige Gleichungssystem
hochstens n Losungen, in der Regel sogar n. Denn C ist algebraisch abgeschlossen, d.
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h. jedes Polynom hat eine Wurzel, zerfdllt also multiplikativ in Linearfaktoren.

3.) Sei K ein Korper und Klz,y| = Klz|[y] der Polynomring in zwei Variablen (der
Polynomring vom (Polynom-)Ring K|[z|). p = p(z,y) = ZieNg a;x" - y? € Klx,y]. Dann
induziert p eine Abbildung

p:K?— K :s=(s1,59) > p(s) := p(s1,59) := Z a;st - s
ieN2

Allgemeiner sei p = (p1,...,pm) € Klz,y|™ fir ein m € N. Dann induziert p eine
Abbildung

prK?— K™ : s (pi(s),...,pm(s))
Das zu p und b € K™ gehérige Gleichungssystem
pl(S) = b17 <o 7pm(3) = bm

heifit polynomial. Z.B. K =R, 22+ y?> =1, o+ 3y = 1. Man rechnet leicht nach, dass
dieses Gleichungssystem genau 2 Losungen hat, die man als Schnittpunkte von einem
Kreis und einer Gerade finden kann.

13.2 Die Substitutionsmethode

Definition 13.3. 1. Sei K ein Kdrper und n € N. Wir definieren den Polynomring
in n Veranderlichen rekursiv iber

(a) ist n =1, so haben wir den Polynomring bereits in Bemerkung (9.18) definiert,
Bezeichnung: K|xq],

(b) ist n > 1, so definiere den Polynomring in n Verdnderlichen als Polynom-

ring zum Ring Klxy,...,2,_1], dem Polynomring in n — 1 Verdinderlichen
X1, .., Tn_1, Bezeichnung: Klxy, ..., x,| = K[z1,..., 2, 1][x,] mit Verinder-
lichen xq,...,x,.

2. Seip € Klxy,...,x,]|. Dann existieren Koeffizienten a; € K fiir alle i € Ny, wobei
nur endlich viele # 0 sind, und es gilt

— ,il.__ in
p—g ;T x,".

1eNG

3. Fiir i € N} definiere |i| := iy + ...+ i,. Ist p # 0 so heifst das griofite |i| mit a; # 0
der (Total-)Grad von p und wird mit Grad(p) bezeichnet.

Wir wollen jetzt eine Methode kennenlernen, die fiir polynomiale Gleichungssysteme, de-
ren zugehorigen Polynome allesamt Grad 1 haben, die Losungsmenge bestimmt. Solche
Gleichungssysteme heiflen auch linear. Aber manchmal funktioniert die Methode auch
fiir etwas allgemeinere polynomiale Gleichungssysteme. Grundlage der Methode ist die
folgende Bemerkung.
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Bemerkung 13.4. Sei K ein Korper und e :== x, — p(x1,...,2,1) € K[z1,...,2,] mit
p(x1,. .., xp1) € Klxy, ..., 20 1].
1.) Dann definiert

Oc: Klxy,...,0,] = Klxy, ..., 20 1] :

Q<x17 s 7$n> — q(xh cee 7xn717p<x17 s 7$n71)>

einen surjektiven Ringhomomorphismus.
2.) Seig=(g1,---,9m) € Klz1,...,2,]™ mit g1 = e. Setze h := (0c(g2),...,0e(gm)) €

Klzy1,...,xn1)™ . Dann gilt fiir die Lisungsmengen
10, .00 = {(b1, - b1, p(B)) b = (b, .-y bp1) € BH{(0,...,0)}).
—_—— T

Beispiel 13.5. Wir wollen das Gleichungssystem

ZE1+$2+$3+1 = 0
I2+$3+2l‘4+3 =0
$1+$3+$4+4 =0

losen. Also in der obigen Terminologie:
g=(r1+my+a3+ 1m0 +x3+ 224+ 3,21 + 23+ 4+ 4).
Wir eliminieren x4 aus der letzten Gleichung:
T4 = —x1 — X3 — 4

und setzen in die erste und zweite Gleichung ein. (Da die erste kein x4 enthdlt, bleibt sich
unverdndert. Wir erhalten

h:=(x1+xe+ 23+ 1,29 — 23 — 227 — 5).

Wir eliminieren xs aus der letzten neuen Gleichung:

T3 =29 —2T1 — D
und setzen in die erste neue Gleichung ein:

k= (—x1+2x2—4).
Diese Gleichung konnen wir nach xo auflosen:
xo =1/221 4 2.

Setzen wnr dies in die Gleichung fiir x3 ein, wo wird auch x3 durch s, alleine ausgedriickt.

T3 — —3/2.T1 — 3.
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In den ersten Ausdruck fir x4 eingestzt, erhalten wir auch x4 durch s; alleine ausgedriickt
(Normalerweise hatte man auch noch den Ausdruck fir xo dort einsetzen missen.):

Ty = 1/2!131 — 1.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass wir eine Bijektion zwischen der Losungsmen-
ge und dem Korper K haben, iiber den die einzige Voraussetzung ist, das 2 # 0 gilt.
Die Abbildung von K auf die Losungsmenge nennt man auch eine Parametrisierung der
Losungsmenge. Wiren wir bereit gewesen, nach xo statt nach x, aufzuldsen, hditten wir
keine Beschrinkung fir den Korper gehabt.

Manchmal hat man Gliick und kann auch polynomiale Gleichungssysteme mit dieser Me-
thode behandeln, wo nicht sdmtliche Gleichungen den Grad 1 haben:

Beispiel 13.6. (Fortsetzung)

x2—|—y2 = 1
r+3y = 1

Wir eliminieren x aus der zweiten Gleichung: x = 1—3y und setzen in die erste Gleichung
ein und erhalten eine quadratische Gleichung fiir t, also —6t + 10t = 0. Man sieht, das
mam genau zwei Ldsungen hat:

2
t=0undt=—.
3
Setzt man diese beiden Losungen in die Gleichung fiir x ein, so hat man das System
geldst. Dies kann man geometrisch so ausdriicken, dass der Einheitskreis von der Geraden
x4+ 3y = 1 zwer mal geschnitten wird.

13.3 Lineare-affine Geometrie

Weiter sei K ein Korper. Wir wollen lineare Gleichungssysteme in drei Verénderlichen
x,1y, z geometrisch interpretieren.

Definition 13.7. Eine Ebene E in K3 ist gegeben durch die Lisungsmenge g—*({0}) fiir
ein g € Klz,y, z| vom Grad 1.

Ubung: Zeige, dass jede Ebene das beschreibende Polynom bis auf K-Vielfache eindeu-
tig bestimmt. Zeige weiter, dass die Gleichung nach mindestens einer der Variablen x, y, 2
aufgelost werden kann und dass somit die Ebene durch den K? parametrisiert werden
kann.

Satz 13.8. Zwei verschiedene Ebenen Ey, E; C K® haben entweder keine gemeinsamen
Punkte oder der Durchschnitt ldsst sich durch K parametrisieren. Der erste Fall tritt
genau dann auf, wenn ay,ay € K emistieren, sodass ayg1 + asgo € K* gilt, wobei g;
eine beschreibende Gleichung fiir E; ist. Im ersten Fall sagt man, die beiden Ebenen sind
parallel; im zweiten Fall sagt man, die beiden Ebenen schneiden sich in einer Geraden.
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Beweis. Sei die Ebene E; gegeben durch g;~'((0,0,0)) mit g; € K[z, y, 2], fiir i = 1,2.
Definiere g := (g1,92) € K|z,y,2]* und damit gilt £y N Ey = g '((0,0,0)). Schreibe
gi = a;x + by + ¢;z + d; mit a;,b;,¢;,d; € K, fiir ¢ = 1,2. Wir konnen g, nach einer
Variablen auflésen, 0.B.d.A. nach z, also 0.B.d.A. ¢; = 1. Definiere e := g5 = 2z — p
mit p := —agx — boy — dy. Dann ist 0.(g1) = a1z + by + c1(—asx — boy — do) + dy =
(CLl — Cla2>ZL’ + (bl — Clbg)y + (dl — Cldg) und

77((0,0,0)) = {(k1, ko, —asky — boks — dv) | oe(g1)((k1, k2)) = 0}.
Es konnen folgende Félle auftreten:
1. 0.(g1) = 0, dann folgt g3 — 190 = 0, also Fy = Ej.
2. Grad(o.(¢1)) =0, d.h. g1 — c192 € K* und Fj, E5 sind parallel.
3. Grad(c.(g1)) =1 und g((0,0,0)) beschreibt eine Gerade.

q.e.d.

Es ist klar, dass eine Gerade viele Ebenenpaare hat, deren Schnitt sie ist. Wir fragen, wie
der Schnitt einer Geraden mit einer Ebene aussehen kann.

Satz 13.9. Der Durchschnitt einer Geraden mit einer Ebene im K? ist entweder leer, die
Gerade oder aus einem Punkt bestehend. Im ersten Fall sagt man, dass die Gerade und
die Ebene (schwach) parallel sind.

Beweis. Ubung q.e.d.

Der letzte Satz schliefit auch die Analyse des Durchschnittes dreier Ebenen mit ein. Der
Normalfall ist also, dass diese drei Ebenen sich in genau einem Punkt scheiden. Alle
anderen Fille sind recht speziell. Wir beenden den Abschnitt mit der Analyse eines Ge-
radenpaares in K3.

Satz 13.10. Liegen zwei verschiedene Geraden im K3 in einer Ebene, so gibt es zwei
Mdglichkeiten: Entweder sie haben leeren Schnitt, in welchem Fall sie parallel heifien,
oder sie schneiden sich in genau einem Punkt. Gibt es keine Ebene, die die zwei Gera-
den enthdlt, so heiffen die beiden Geraden windschief zueienander. Sie liegen dann in
unterschiedlichen Ebenen einer eindeutig bestimmten Ebenenschar von parallelen Ebenen.

Beweis. Ubung q.e.d.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Betrachtungen dieses Abschnittes fiir jeden Korper
giiltig sind.
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