Ubungsblatt 7

Mathematische Grundlagen, Prof. Dr. Nebe, WS 2013/14

Prisenzaufgabe

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei (K,+,-) ein Kérper und a € K*. Zeige, dass die Abbildungen
to: K > K, b—~b+a
M K=K b—a-b

Bijektionen sind.

Tutoriumsaufgaben

Aufgabe 2. Definiere die Begriffe Ring- und Koérperhomomorphismus und Ring- und Korpe-
risomorphismus. Welche der folgenden Abbildungen sind Gruppen- bzw. Ring- bzw. Korper-
homomorphismen?

(i) t, und A, aus Aufgabe 1.

(i) (R* ®,®) = (R,+,), fr> f(0)
(iii) (R*,-) = (Rso,), a > |a] und (R, +,-) = (R, +,-), a+> |a| .
(iv) sign: (R*,-) = ({£1},"), a— .

Aufgabe 3. Sei C wie in (8.2) definiert. Zeige, dass C ein Korper ist.

Aufgabe 4. Es sei 2z := 35j2ii € C. Berechne Realteil, Imaginirteil und Betrag von z und 2.

Hausaufgaben

Bitte wirf deine bearbeiteten Hausaufgaben bis Montag, 9.12.2013, 10:00 Uhr in den Zettel-
kasten am Lehrstuhl D fiir Mathematik (Sammelbau 2. Stock) ein.

Aufgabe 5 (4 Punkte). Definiere
Q(V5) :={a+bV/5€R | a,b e Q}.

Dann ist Q(v/5) eine Untergruppe von (R, +). Zeige:
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(i) Q(v/5) ist Teilkorper von R.
(ii) o : Q(v5) = Q(v/5), a+ bV/5 — a — by/5 ist ein Kérperisomorphismus.

(iii) Q ist der Fixkorper von o, d.h. Q = Fix(c) := {a + bV/5 € Q(\/5) | o(a + bV/5) =
a+ bV/5}.

Aufgabe 6 (4 Punkte). Sei die Ordnung < auf R wie in der Vorlesung definiert, d.h.
a<b<< b—ae P fira,b e R. Definiere die Ordnung < auf R {iber a < b genau dann, wenn
a < boder a =0 fiir a,b € R. Zeige:

(i) < ist partielle und totale Ordnung
(ii) Sind a,b € R mit a < b, so existiert ein ¢ € R mit a < ¢ und ¢ < b.

(iii) Jede nach unten beschriankte Teilmenge von R hat eine grofite untere Schranke (ein
Infimum).

Aufgabe 7 (4 Punkte).

(i) Seien (G, -) und (H,-) Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeige,
dass p(1g) = 15 und p(g 1) = p(g)~! fiir alle g € G gilt.

(ii) Fur welche s,t € Rist ot : (R, +) = (R, +), = — sz 4+t ein Gruppenhomomorphis-
mus”?

Aufgabe 8 (Zusatzaufgabe, 4 Bonuspunkte). Betrachte die symmetrische Gruppe S3 auf
drei Punkten.

(i) Bestimme alle Untergruppen von Ss.

(ii) Sei N := {m € S3 | #® = id} und bezeichne mit S3/N die Menge aller (Links-)Neben-
klassen nach N. Zeige, dass S3/N via

S3/N x S3/N — S3/N, (1N, g2N) — g192N

zu einer Gruppe wird.

(iii) Was passiert, wenn man N := {id, {(1,2), (2, 1), (3,3)}} betrachtet?



