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Die sporadische Gruppe M,, als
Automorphismengruppe des Golaycodes

von David Dursthoff

Die meisten Abschnitte dieses Textes beruhen auf dem Buch , Twelve Sporadic Groups“ von
Robert L. Griess, Jr., siehe [Gr|. Die endlichen einfachen Gruppen werdem im 1. Kapitel kurz
vorgestellt. Im 2. Kapitel werden einige benétigte Sdtze iiber Gruppen zusammengefasst. Das
3. Kapitel behandelt den Hexacode, einen [8,3,4]-Code, und gibt eine kurze Zusammenfassung
iiber Codes. Die Konstruktion des bindren Golaycodes ist das Hauptthema des 4. Kapitels.
Die Eindeutigkeit und die Einfachheit der Automorphismengruppe, May, wird im 5. Kapitel
bewiesen. Im letzten Kapitel wird dann kurz Mas, eine ebenfalls einfache Untergruppe von Moy
behandelt.
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1 Endliche einfache Gruppen und ihre Klassifikation

Eine endliche einfache Gruppe ist eine nicht-triviale endliche Gruppe, die nur triviale Normal-
teiler besitzt ({1} und die Gruppe selbst). Aus den einfachen Gruppen kann man alle endliche
Gruppen zusammensetzen.

Satz 1.1 (Klassifikationssatz endlicher einfacher Gruppen)
G sei eine endliche einfache Gruppe.
Dann ist G von einem der folgenden Typen:

o G ist zyklisch von Primzahlordnung (falls G abelsch).
o (G ist eine alternierende Gruppe A, mit Grad n > 5.
e G ist eine Gruppe vom Lie-Typ (siehe Tabelle 1)

o G ist eine von 26 sporadischen Gruppen (siehe Tabelle 2)

Der Beweis des Satzes war im Februar 1981 vollendet. An ihm wurde mehrere Jahrzehnte von
Dutzenden von Mathematikern gearbeitet. Dazu wurden auch auf Computerergebnisse zuriick-
gegriffen.Der Beweis hat eine Lénge von ca. 15.000 Seiten, verteilt auf 300 bis 500 einzelne
Artikel (nicht alle verdffentlicht).

Tabelle 1: Die 16 Serien endlicher einfacher Gruppen vom Lie-Typ

Serie Parameter Name
PSL(n,q) | n>2, (n,q)~(2,2),(2,3) proj. spez. lin. Gruppen
PSU(n,q) n >3, (n,q) # (3,2) proj. unitare Gruppen
PSp(2m,q) m>2, (m,q) # (2,2) proj. symplektische Gruppen

Qomt1 > 3, q ungerade orthogonale Gruppen

PQS m >4 proj. orthog. Gruppen

PQ, m >4 "

Ga(q) q>3

Fy(q)

Es(q)

E7(q)

Es(q)

*Fs(q)

3D4(q) Steinberg-Trialitdts-Gruppen

2Bs(q) q = 22mt1 Suzuki-Gruppen

2Gy(q) g = 32m 1 Ree-Gruppen

2Fu(q) q =22+l Ree-Gruppen

2Fy(2) Tits-Gruppe
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Tabelle 2: Die 26 sporadischen Gruppen

Bezeichnung Ordnung | ...inPrimzahlzerlegung
(Entdeckungs — /
Konstruktionsjahr)
M;i; (1861) 7920 | 2%.32.5-11
Mo (1861) 95040 | 26-33.5-11
J1 (1965) 175560 | 23-3-5-7-11-19
My (1861) 443520 | 27-32.5.7-11
J2,,(1968) 604800 | 27-33.5%.7
Moz (1861) 10200960 | 27 -32-5-7-11-23
HS (1967) 44352000 | 22-32.5%.7-11
J3 (1968/69) 50232960 | 27-3%.5.17-19
Moy (1861) 244823040 | 219.33.5.7.11-23
MecL (1969) 898128000 | 27-3¢.53.7.11
He (1969) 4030387200 | 210.33.52. 73 .17
Ru (1972/73) 145926144000 | 214.33.53.7.13-29
Suz (1969) 448345497600 | 213 .37.52.7.11-23
ON (1973) 460815505920 |29 -3%.5.73.11-19-31
Coz (1969) 495766656000 | 210.37.53.7.11-23
Cog (1969) 42305421312000 | 2 .36 .53.7.11.23
Figy (1971) 64561751654400 | 217.39.52.7.11-23
Fs, HN (1973/76) 273030912000000 | 215 - 310.53.72.13.19- 31
Ly (1972/73) 51765179004000000 | 28 - 37 - 56.7.11-31-37-67
F3,Th (196973/76) 90745943887872000 | 2'4.36.56.7.11-19
Figg (1971) 4089470473293004800 | 218 - 313.52.7.11-13-17-23
Co1 (1969) 4157776806543360000 | 221 - 32 .5%.72.11-13-23
Jy (1976/80) 86775571046077562880 | 22 - 33 . 5u7 - 1132329 - 31 - 37 - 43
Figg (1971) 1255205709190661721292800 | 22 - 316.52.73.11.13-17-23-29
Fy, B (1973/77) 4154781481226426191177580 | 241 . 313 . 56.72.11.13 .17 - 19
544000000 | 23 -31 - 47
Fi, M (1973/81) | 808017424794512875886459904 | 246 . 320 . 59.76.112.133 .17 - 19
961710757005754368000000000 | 23-29 - 31 - 41 - 47 - 59 - 71

Die 26 sporadischen Gruppen sind die einfachen Gruppen, die sich nicht in die anderen
Familien einordnen lassen. Sie wurden von 1861 bis 1981 entdeckt und konstruiert. Die grofite
Gruppe, das Monster M, wurde 1981 von Robert L. Griess, Jr. konstruiert. Sie hat eine Ordnung
von zirka 8 - 10°3. Dass M einfach ist bewiesen im Jahre 1973 Bernard Fischer und Robert L.
Griess, Jr. unabhéngig voneinander. 20 der sporadischen Gruppen lassen sich aus dem Monster
konstruieren. Sie bilden die Happy Famely. Die 6 Ausnahmen (Jy, J3, Jy, ON, Ru, und Ly)
werden auch als Parias bezeichnet.

Die ersten fiinf sporadischen Gruppen, die Mathieu-Gruppen Mi1, My2, Mao, Mog, Msy ent-
deckte Emile Léonard Mathieu (1835-1890). Erst hundert Jahre spéter, im Jahre 1965, entdeckte
Zvonimir Janko die nachste sporadische Gruppe, J;.

In diesem Vortrag wird Moy als Automorphismengruppe des erweiterten bindren Golaycodes
konstruiert und bewiesen, dass sie eindeutig und einfach ist. Als einfache Folgerung erhélt man
die Konstruktion und die Einfachheit von Msz. Die Mathieu-Gruppen Ms4 und Mo sind 5-fach
transitiv auf 24 bzw. 12 Punkten (d.h. sie bilden 5 verschiedene Punkte auf jede Wahl von 5
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verschiedenen Punten ab). Die Mathieu-Gruppen Mss und My sind noch 4-fach transitiv auf
23 bzw. 11 Punkten. My ist noch 3-fach transitiv auf 22 Punkten. My, Moz, Mis und My
sind mit den Symmetrischen Gruppen S, und den Alternierenden Gruppen A,, zusammen die
einzigen 4-fach transitiven Permutationsgruppen (n > 5 und m > 6).

Eine gute Zusammenfassung der Geschichte der Entdeckung der sporadischen Gruppen geben
auch [Hi] und [Go].
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2 Satze aus der Gruppentheorie

Lemma 2.1 Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. G operiere primitiv Menge M.
Wenn N nicht trivial auf M operiert, so operiert es N transitiv.

Beweis: Sei M = {Nmy,..., Nm,} die Partition der Bahnen unter N. Dann ist {N,,,, ..., N, }
G-invariant, denn: Sei g € G

gNm; = Ngm; = Nm; fiir gm; € Nm;

Damit ist {Nmy, ..., Nmyp} = {{m}| m € M} oder [{Nmy,...,Nmy}| = 1. Da N nicht trivial
operiert, existiert ein m € M mit |[Nm| > 1. Also gilt der Fall [{Nmj, ..., Nmy}| = 1 und damit
N transitiv. ]

Satz 2.2 (Burnsides Satz vom normalen p-Komplement)

Sei G eine Gruppe, p eine Primzahl und P eine p-Sylowuntergruppe von G mit P < Z(Ng(P)).
Dann hat G ein normales p-Komplement, d.h. es existiert ein N < G mit NN P = {1} und

G=NP.

Beweis: Siehe [Go2| oder [1].

Lemma 2.3 Sei G eine p-Gruppe, d.h. |G| = p®.
Dann gilt |Aut(G)| = p’n mit b < a, prn und n teilt |GL(a,p)| = [15=¢ (% — p°).

Beweis: Siehe z.B. [Hu], S. 273ff.

Lemma 2.4 Sein > 1 und m =n oder m =n+ 1. x sei ein n-Zykel in Sp,.
Dann sind Zentralisator und Normalisator gegeben durch

Cs,,(r) =<z > wund Ng,, (v) =<z > X(Z/nZ)*
Beweis: sieche Ubung 3, A6 zur Computeralgebra, SS 2010.

Lemma 2.5 (Frattini-Argument)
Sei G eine Gruppe, K Normalteiler und P < K. G lasse die K-Konjugationsklasse von P inva-
riant.

Dann gilt G = Ng(P)K.

Beweis: Sei g € G. Dann gilt g~ Pg = k™! Pk fiir ein k € K. Dann ist aber gk~! € Ng(p), also
g = (gk~ ')k € Ng(P)K. O
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3 Der Hexacode

In diesem Kapitel betrachten wir einen Code iiber F$. ( , ) sei die semilineare symmetrische

Bilinearform mit (z,) := 3.0, o(a;) - y; fiir 2,5 € F§. ¢ bezeichne den einzigen nicht-trivialen
Korperautomorphismus auf Fy, den Frobeniusautomorphismus (o(c) = ¢? =: ).

BEsist Fy := {0,1,w,0} mit w>? =T =w+ 1, @ = w und @w = 1.
Zunéchst eine kurze Wiederholung der wichtigsten Eigenschaften von Codes.

Definition 3.1 Sei K ein Kérper.

e FEin Untervektorraum C < K™ mit Dimension k heifit (linearer) Code der Linge n und
Dimension k. Elemente von C heiflen Codewdrter.

e Der Hamming-Abstand zweier Codewdrter ¢,c’ € C ist definiert als d(c, ) = |{i] ¢; # ¢} }|.
Der Hamming-Abstand ist eine Metrik.

e Das Gewicht eines Codeworts c € C ist wt(c) = |[{i | ¢; # 0} = d(c,0).

e Das Minimalgewicht wt(C) eines Codes C ist definiert als das minimale Gewicht aller
Codewdrter ungleich 0. Der minimale Abstand zwischen Codewdrtern ist gleich dem Mini-
malgewicht.

o Ist C < K™ mit Dim(C) =: k und wt(C) =: d, so heifit C ein [n,k,d]-Code.
Definition 3.2 Sei K ein Kérper und C < K™ ein Code.

e Eine Monomialtransformation ist eine Abb. f € GL(n, K), die die Standard-Basisvektoren
e1 = (1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1) folgender Maflen abbildet:

fle;) =cieqy, i€ K*, 7€ 8S,.
(@)

Das heif§it, sie erhdlt die Menge der Erzeugnisse der Basisvektoren {< ey >,...,< e, >}.
Dann ist f ein Produkt aus einer Diagonalmatriz Diag(cy,...,cn) € Diag(n,K) := {f €
GL(n,K)| f Diagonalmatriz} und einer Permutationsmatriz, die man aus T erhdlt.
Schreibe Perm(n, K) als die Gruppe aller Permutationsmatrizen.

e Mon(n, K) bezeichne die Gruppe aller Monomialtrasformationen.

Mon(n, K) = Diag(n, K) x Perm(n, K) = K* .S, (1 bezeichnet dar Kranzprodukt)

e Die Gruppe der Korperautomorphismen Aut(K) operiert auf K™ koordinatenweise. Sei T’
die von den Korperautomorphismen induzierte Gruppe von Transformationen in I'L(n, K)
(Gruppe der bijektiven semilinearen Abbildungen). Dann definiere Mon*(n, K) als die
Gruppe aller semilinearen Monomialtransformationen, die ey, ...,e, folgendermaflen ab-

bilden:
flei)) = ciergy, ci € K, 7€ 8y, und f(av) =o(a)f(v) Va€ K, ve K"
fiir einen Kérperautomorphismus o.

e Mon*(n,K) = Mon(n,K) xI' = [Diag(n,K) x Perm(n,F)] x . Fine semilineare
Transformation f € Mon*(n,K) ldsst sich also durch f = (D,7,0) darstellen, D €
Diag(n,K), 7 € Sy, und o € Aut(K).
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e Die (semilineare) Automorphismengruppe des Codes C ist
Aut*(C) :={g € Mon™(n,K)|g(C) = C}.
Aut(n, K) := Aut*(n, K)NMon(n, K) ist die Gruppe aller linearen Codeautomorphismen.

o Zwei Codes C;D < K" heiflen dquivalent, falls ein g € Mon*(n, K) existiert, sodass
g9(C) = D gilt. Ezistiert so ein g aus Mon(n, K), so heifien C und D linear dquivalent.

Bemerkung 3.3 Ist K =y, so gilt Mon*(n, K) = Mon(n,K) = S,.

Nun zum Thema dieses Kapitels, der Untersuchung des Hexacodes.

Definition 3.4 Ein Hexacode bezeichnet einen [6,3,4]-Code iber Fy. Codewdrter eines He-
zacode heiflen Hexacodewdrter. H sei der Standard-Hezxacode, der von den folgenden Vektoren
erzeugt wird:

V1 = (Ww|ww|ww

= ( )
vy 1= (Ww|ww|ww)
= (w|ww|ww)
vy 1= (Ow|ww|ww)
Die Schreibweise wird spdter klar. Die Koordinaten 1&2, 3&4 und 5&6 bilden jeweils Koordinaten-

Blocke. Im Folgenden wird bewiesen, dass H tatsdchlich ein Hexacode ist. H ist sogar bis auf
Aquivalenz der einzige Hexacode. Fiir einen Beweis siehe [Gr].

Bemerkung 3.5

o Dim(H) = 3. Jeweils drei der oberen vier Vektoren bilden eine Basis.

o H ist selbst-orthogonal beziglich unserer Bilinearform (x,y) = > T;y;. Also ist ein Vektor
genau dann ein Codewort, wenn es orthogonal auf allen Codewdrtern des Erzeugendensys-
tem steht.

Lemma 3.6 Seix € Fg, S =X+ T9
Dann ist x € H genau dann, wenn

a) s =1x1+ 3 =23+ x4 = T5 + 6 und

1)(i+j+k+1)

b) vi+xj+ap = s-w Vie{1,2},j € {3,4},k € {5,6}

Bemerkung: s heifit Steigung, die zweite Bedingung nennen wir Hexacode- Kriterium.

Beweis: ,, = “ : Fur die Vektoren v; des Erzeugendensystem (s. Def.(3.4)) gelten die beiden
Bedingungen. Damit gelten sie auch fiir alle Linearkombinationen, also fiir alle Codeworter.
“ < ¢ g € F§ erfiille die beiden Kriterien = (x,v1) = Z?:l Ti V1 =

w=w+1

_ _ _ Py
TIWFTow+x3W+rgw+xs0+zew = w(xr] +x2) 1 +w (23 + x4) +x3+w (25 + 26) +25 =
—— —— ——
=S =S =S
Hexacode—Krit.
~~~

3ws + 1 + 23 + 25 = ws+ w3t — st ws =0 = ze< v >+
(7,v2) = 21w + T2W + T3w + T4W + T5@ + Tew = 3w + T2 + T4 + x5 = ws +w AL
0 = zE<v,vy >+

(x,v3) = 210+ Tow + T3wW + T4W0 + Tsw + TeW = WS+ 21 + T4+ T = WS+ w =wstws =
0 = ze<v,v,v3>=H=H O

=ws+ws =

1+4+6+1
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Satz 3.7
(i) Das Minimalgewicht von H ist 4. Hexacodewdérter haben ein Gewicht von 0, 4 oder 6.

(i) H ist ein Hezacode.

Beweis: Zu (i): Das Gewicht jedes Hexacodeworts ist durch 2 teilbar, da die Gewichte der Ele-
mente vy, ...,v4 des Erzeugendensystems durch 2 teilbar sind. Sei nun x € H mit wt(z) < 2.
Damit hat es die Steigung 0, da mindestens einer der Koordinatenblocke, (z1,z2), (x3,24)
oder (zs5,x¢), gleich (0,0) ist. Damit gilt z; # 0 und z; # 0 fiir einen Block i&j, i < j, und
zp =0Vk € {1,...,6}\{i,7} Seien k,l ¢ {i,j} in unterschiedlichen Blécken. Dann ist nach dem

. . _ i+k+I1+1 .
Hexacodekriterium 0 = w(~1) s = x; +x; + 2 = 74, also x; = 0 und ebenso x; = 0. Damit

ist aber « = 0, also gibt es keine Hexacodeworter mir Gewicht 2. v; ist ein Hexacodewort mit
Gewicht 6 und v; 4+ va = (11|11|00) eines mit 4.
Zu (ii): Nach Bem.(3.5) ist Dim(#H) = 3 und nach (i) wt(H) = 4. O

Satz 3.8 (Fehlerkorrektur-Eigenschaften des Hexacodes)

(i) 3 gegebene Koordinaten sind Teil eines eindeutigen Hexacodeworts, d.h. zu a;,, a;,, a;, € Fy
mit i1,12,13 € {1,...,6} pw. vers. existiert genau ein Hexacodewort h € H mit
hi, = a;, ¥j =1,2,3.

]

(i) Fir 5 gegebene Koordinaten gibt es genau ein Hexacodewort, dass mindestens 4 dieser
Koordinaten enthdlt, d.h. zu a;,, @iy, Qis, Giy, aiy € Fq mit iq,12,43,14,15 € {1,...,6} puw.
vers. ezistiert genau ein Hexacodewort h € H und ein k € {1,...,5} mit

hij = Qy; Vj € {1,...,5}\{/{}.

Beweis: Zu (i): Seien a;, , a;,, a;; € Fq mit i1, 49,43 € {1,...,6} und iy < i <i3z. U:H — F, hs
(hiy, hiy, his) sei die Projektion auf die drei Koordlnaten 11,12 und is.
U injektiv: Sei h € H mit U(h) = 0. Dann ist wt(h) < wt(U(h)) +3 =3 “E=p =0,

Dimensionsgrinde
—

U(H) = F3. Also ist ¥ ein Isomorphismus. ¥~ !(a;,, a;,,a;,) € H ist dann das
gesuchte Hexacodewort.

Zu (ii): Seien a;,, @iy, iy, @iy, Gis € Faq mit 41, 49,13,14, 15 € {1, ...,6} und i1 < 19 < i3 < iy <
is. Sei k € {1,...,6}\{i1,...,i5} die fehlende Koordinate und ¢ : F§ — F} sei die Projektion auf
die 5 anderen Koordinaten.

©ly ist injektiv: Sei h € H mit ¥(h) = 0. Dann ist wt(h) < wi(e(h)) +1=1 W=ty o,

Also ist p(H) ein [5,3,3]-Code. Fiir h € H def. S(h) := {z € F}| wt(p(h) — ) < 1}. Die S(h)
sind dann disjunkt und

U S(h) [ =D 1SR = [#H]-|S(h)| =4 - (1+5-3) = 4* = [F]].

heH heH

Also ist ¢(H) ein perfekter, 1-fehlerkorrigierender Code. Zu a := (ai,, ..., a;;) existiert dann
genau ein h € H mit a € S(h), also wt(¢(h) —a) < 1. h ist dann das Hexacodewort mit den
gewlinschten Eigenschaften. O

Nun untersuchen wir die Automorphismengruppe des Hexacodes. Die Gruppe Z = C3 ope-
riert auf H durch Multiplikation mit Potenzen von w.

S =S4 operiert auf H wie folgt:
Esist S =V XxT mit V =2 (Cy x Co und T' = S3. Dann operiert V, indem sie in 2 von
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den 3 Blocken die Koordinaten innerhalb der Blocke vertauscht. T operiert durch Permutation
der Blocke, wobei die Reihenfolge der Elemente jeweils gleich bleiben. Da die Gruppen jeweils
Basiselemente auf Basiselemente von H abbilden, ist die Operation wohldefiniert und es gilt
Z,S < Aut(H).

Satz 3.9 (Charakterisierung von Aut*(H))
Sei Aut*(H) = {9 € Mon*(6,F4)| g(H) = H} die Automorphismengruppe des Hezacodes.
Aut*(H) operiert auf X = {< e1 >,..,< eg >}. © : Aut*(H) — Sym(X) = Se sei die
Permutationsdarstellung.

Dann gilt

(i) ©'(S) = Sy und 7' (Aut*(H)) = Se
(i) Kern(n') = Z = Cs
(iii) |Aut*(H)| =3-6!=2*-3%.5 = 2160
(iv) 7' (Aut(H)) = Ag und damit |Aut(H)| = 23 -33 -5 = 1080
Beweis: Sei X = {1,...6} mit der tblichen Nummerierung. Dann ist
7(8) =< (1,3)(2,4), (1,2)(3,4), (1, 5)(2,6) >= 5.

S ist transitiv auf X, aber imprimitiv ({{< e1 >, < e2 >}, {< e3>, <es >}, {<e5 >, < es >}}
ist invariante Partition).

— O
O =

a := (A, o) mit o der nicht-triviale Kérperautomorphismus und A =

€l

Es ist a € Aut*(H) (o €* (6,F4) und a(v;) € H). Es gilt a® = Id : Sei h € H
= a?(h) = a(Diag(o(h1),0(h3),(hs),o(hs),wo(hs),@o(he))) =

Diag(hl, ha, hs, hg, wwhs, wwhg) =h
« operiert auf X als Transposition (2, 3). Also /(< a >) =< (2,3) > und damit

m(Aut*(H)) =< (1,3)(2,4),(1,2)(3,4),(1,5)(2,6),(2,3) >= Se.

Zu (ii): Sei p € Kern(n'). = g € Diag(6,F4) x T', g(00[11|11) = (00]ab|cd)

Steigung =0 Hexacode.— Krit.
= =

a=bAc=d 0=04+a+c = a=b=c=d.

Analog gilt g(e1) = ae1, g(es) = aea, also g = w’lg oder g = (w/lg,0), o bezeichne den
nicht-trivialen Kérperautomorphismus ¢ + c¢?. Damit ist Z =< w/lg >< Kern(n'). Wire
g = (W 1g,0), so wire auch (I, o) € Kern(n'). Es gilt aber (01/01|w@) € H (orthogonal auf allen
Codewortern des Erzeugendensystems) und o(01]01|ww) = (01|01|ww) ¢ H. Also Z = Kern(my).
Zu (iii): Nach (i) und (i) ist |Aut*(H)| = |[Kern(n')|6! = 3 - 6! = 2433 . 5.
Zu (iv) [Aut*(H) : Aut(H)] = |Aut(Fy)| = 2. Wegen Z = Kern(n') < Aut(H) ist damit
| (Aut(H))| = 6!/2, also 7' (Aut(H)) = Ag und |Aut(H)| =23 - 3% - 5 = 1080. O
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4 Der binare Golaycode

Definition 4.1 (Golaycode)

Der bindre Golaycode bezeichnet einen [24,12,8]-Code tber Fa.

Dies ist iblicherweise der erweiterte Golaycode, der aus dem [23,12,7]-Golaycode durch hinzufii-
gen eines Kontrolbits hervorgeht (sodass alle Codewdrter ein gerades Gewicht haben). In diesem
Vortrag verwende ich nur den erweiterten Golaycode. Bez.: C,Ca4, G.

Q bezeichne eine 24-elementige Menge. Dann ist Pot(Q) = {0, 1}, die Menge aller charak-
teristischen Funktionen, ein 24-dimensionaler Fo-Vektorraum mit

A+B = (A\B) U(B\A) = (AUB)\(ANB) VA, B € Pot(Q)

1A = A und 0A =( VA € Pot(Q)

Pot(9) ist also isomorph zu F3*.

Auf Pot(£2) kann man die Gewichtsfunktion definieren: wt : Pot(Q2) — Ng, A — |A|

Die Standard-Basis von Pot(f2) seien alle einelementigen Mengen {x}. Dann ist die Gruppe
der Monomialtransformationen Mon(Pot(2)) = Sym(2) = Sas, wobei Sym(§) auf Pot(Q)
durch Anwenden auf jedes Mengenelement operiert. Nach Bem.(3.3) ist

Mon™(Pot(2)) = Mon(Pot(2)) = Sym(2).

Mit AB := AN B wird Pot(2) zu einer Fo-Algebra.
Pot(Q)y :={A € Pot(Q) | |A| ist gerade} ist eine Teilalgebra von Pot(£2).
(A,B) := |AN B| (mod 2) ist eine symmetrische Bilinearform auf Pot((2).

) kann man in eine geordnete Partition = aus sechs 4-elementigen Mengen K1, ..., Kg zerle-
gen. Die K; heiflen Spalten. Dann sei [ : 2 — F,4 eine Abbildung, die eingeschrinkt auf jede der
K; bijektiv ist. [ heiflt eine skalare Labelabbildung.

Q kann man dann folgendermafien darstellen:

K1 K2 Kg K4 K5 KG

gle|~lo

Die Zeilen der oberen Darstellung sind die R. = [~(c) fiir ¢ € Fy.
Somit kann man ein z € Q mit (c,i) identifizieren, wobei ¢ = I(z) und i so gewahlt, dass
r € K; gilt. Q steht also in Bijektion zu der Menge Q=) := Fy x {1,...,6}. ¥ sei die Bijektion.

Zur skalaren Labelabbildung kann man einen Fa-Vektorraum-Homomorphismus

L:Pot(Q) = F}, A (L1(A), ..., Lg(A)) mit Li(A) == Y (=),
€ ANK;

die sogenannte (6-Tubel-)Labelabbildung definieren. Die £; sind die i-ten Komponenten der
Labelabbildung.

Jeder Menge kann man dann ein Label zuordnen. So hat zum Beispiel die Menge
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Kl K2 Kg K4 KE) KG
1

gle |~
—

das Label (01]01|ww).

Definition 4.2 Fine Menge A € Pot(Q2) heifst ausgewogen, falls |AN K;| gerade fir alle K;
bzw. ungerade fiir alle K; ist. Dann nennen wir A gerade oder von gerader Paritdt bzw. ungerade
oder von ungerader Paritdt.

A heifit wohlausgewogen, falls zusdtzlich |A N Ry| gerade bzw. ungerade ist.

Lemma 4.3

(i) Fir S,T € Pot(Q) ist igy : Pot(Q) — Fao, A — (A,S)+ (A, T) = (A,S+1T) eine
Linearform.

(i) Die Linearformen LK1, K)s 0 (K, Kg) UNd UKy Ry) Sind linear unabhdngig.
(iii) B := ﬂ?:2 Kern(i(k, k;)) hat Dimension 19 und es gilt: A € B < A ist ausgewogen.
(iv) W := BN Kern(i(g, r,)) hat Dimension 18 und es gilt: A € W < A ist wohlausgewogen.

Beweis: Zu (i): klar.

Zu (ii): Sei (a1, ...,a¢) € F§ mit f := a1i(k,,R) 2522 aji(r,,k;) = 0. Dann muss f aber auch
alle 1-el. Mengen in €2 auf 0 abbilden, also auch Elemente, die nur in K7 + K liegen. Damit gilt
az = ... = ag = 0. Es gilt ig, g, # 0, also ist auch a; = 0.

Zu (iii): Dim(Kern(i(k, k,))) = 23. Daig, ,)s - ik, K) L0, st Dim(B) =24—-5=19. A€
B ik, k) (A) =0 (mod 2) Vi=2,...,6 = [AN K| = [ANK;| Vi=2,...,6 & A ausgewogen.
Zu (iv): Dim(W) = Dim(B) -1 =18. AeW & A€ B A i, ry(A) =0 (mod 2) & A
wohlausgewogen. [l

Lemma 4.4 L bildet W auf F§ ab, ist also eingeschrinkt auf W immer noch surjektiv.

Beweis: Sei x € F§. S sei die 6-el. Menge, fiir die |A N K;| = 1Vi und £(S) = x gilt. Dann ist S
ausgewogen.

Falls z = (0, ...,0), so ist S nicht wohlausgewogen, aber S + K ist es. Also ist S+ K; € W
und L(S + K1) = .

Falls  # (0,...,0) und S nicht wohlausgewogen, so existiert ein ¢ € {1,...,6} mit £;(S) =
x; # 0. Dann ist S + K; wohlausgewogen und L£(S + K;) = x. O

Definition 4.5 G := W N L Y(H)
Codewdrter aus G sind also genau die Teilmengen von 2, die wohlausgewogen sind und ein
Hexacodewort als Label besitzen.

Satz 4.6 G ist ein Golaycode.

Beweis: v : F§ — F$/H sei der natiirliche Epimorphismus. Dann ist G = Kern(v o L|y). =
Dim(G) = Dim(W) — Dimp, (F§/H) = 18 — 6 = 12. Also ist G ein binirer [24,12,d]-Code.
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Bleibt zu zeigen, dass das Minimalgewicht d=8 ist: d < 8, da K1+ K3 € G. Sei nun B € G\{0}
mit wt(B) = |B| = d.

Falls B ungerade: Dann hat B in jeder Spalte mindestens ein Element, also wt(B) > 6. Da
B wohlausgewogen, liegen im Schnitt mit der Reihe Ry auch ungerade viele Elemente. Wére
wt(B) = 6, so hitte das Label £(B) ungerade viele Koordinaten gleich 0, ein Widerspruch zu
L(B) € H. Also hat B in einer Spalte 3 Elemente = |B| > 5+ 3 = 8.

Falls B gerade: = L;(B) # 0 < |BN K;| = 2. Also ist wt(B) = d > 2wt(L(B)).
Ann. d < 8 Dann ist wt(L(B)) < 4. = L(B) = 0. Y |B N K;| = 4 fir ein i. Da B
wohlausgewogen liegt eine weitere Spalte in B : |B N K| = 4 fiir ein j # 4, also |B| = d >
4 4+ 4 = 8, ein Widerspruch zur Annahme.

Also ist d = 8. O

Definition 4.7

e FEine geordnete Partition P von 2 aus 6 Mengen mit je 4 Elementen heifit ein geordnetes
Sextett, falls X1 + X9 € G VX1, X5 € P.

e P, bezeichne das zugehorige ungeordnete Sextett (die ungeordnete Partition).

e FEine skalare Labelabbildung ist eine Abbildung ¢ : Q — Fyq mit p|x bijektiv VX € P
fiir ein geordnetes Sextett P.

o O: Pot(Q) » F§, A (®1(A), ..., P6(A)) mit Di(A) =Y eank, p(x) ist die (6-Tupel-)
Labelabbildung der skalaren Labelabbildung . Die ®; sind die i-ten Komponenten der
Labelabbildung.

e = I, L (s.0.) sind die Standard-Vertreter von geordnetem Sextett, skalarer Labelabbildung
und 6-Tupel-Label- Abbildunyg.

Bemerkung 4.8 Sei (P, ) ein Paar aus geordneter Partition P = {X, ..., X¢} und skalarem
Label p.

e Analog zu oben kann man einen Golaycode mit P und ¢ konstruieren. Bezeichnung: G(P, ¢).

G bezeichne den Standard-Golaycode G(Z,1) = G.

e Die Wahl von P und ¢ ist nicht eindeutig. So ist zum Beispiel G({ K3, K4, K1, Ko, K5, Kg}, 1)
G. Auch Sextette mit verschiedenen ungeordneten Sextetten kénnen den gleichen Golaycode
erzeugen (mit verschiedenen Labelabbildungen).

o U:Q — Qpyyi=Fyx{l,...,6}, x> (I(x),7) mit v € X; ist eine Bijektion. Sie ermdglicht
eine einfache Beschreibung der Elemente von (), falls ein Sextett und eine Labelabbildung
fest gewdhlt sind.

Im folgenden Kapitel werden wir sehen, dass alle Golaycodes linear dquivalent sind. Zunéchst
untersuchen wir aber noch einige Figenschaften des Golaycodes G.

Bemerkung 4.9 Fiir ein h € H definiere Ay, == {z € Q | ¥(z) = (¢, i) € Q) mit ¢ = h;} die
6-el. Menge, die vom Label auf h abgebildet wird.

Dann ist By, := Ki + Ay ein Element vom Golaycode G.
Die By, fiir h € H und die ,,Doppelspalten” K; + K; erzeugen G.
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Satz 4.10
(i) Q€ G. Also ist mit jedem Codewort B auch sein Komplement Q + B ein Codewort.
(ii) G ist ein 4-dividierbarer Code

(iii) G ist selbst-orthogonal.

(iv) G hat das Gewichtspolynom A(z) = 1+ 75928 + 25762'2 4 759216 + 224,

Beweis: Zu (ii): Die Gewichte alles Codewoérter des Erzeugendensystems (s. Bem(4.9)) sind durch
4 teilbar, damit ist das Gewicht jedes Codeworts durch 4 teilbar. Siehe dazu den Beweis in [Wi].
Zu (iii): Nach (i) und(ii) gibt es nur Codeworter des Gewichts 0,8,12,16 und 24 (zu jedem
Gewicht gibt es tatsdchlich mindestens ein Codewort). Seien nun B,C € G. Dann gilt modulo
4:
0=wt(B+C)=wt(B)+wt(C)—2|BNC|=-2|BNC| (mod 4).

Also enthélt der Schnitt gerade viele Elemente. Damit gilt (B,C) = [|[BNC|] (mod 2) = 0, also
sind B und C orthogonal zueinander.

Zu (iv): Man verwende den Dualitéitssatz von Jessie MacWilliams tiber das Gewichtspoly-
mom, vergleiche dazu [Wi.

Nun ist es noch hilfreich den Cocode Pot(2)/G zu betrachten:

Satz 4.11 Sei A € Pot(2) mit |A| < 4.
Dann gilt:

(i) |Al<4 = VC e A+G, C#A qilt|C| >4
(ii) |A| =4 = Es ewistieren genau 6 Mengen Ay, ..., Ag mit |A;| =4 und A+G=A;+G.
(iii) Pot(Q)/G = {A+G| |A] <4}

Beweis: Zu (i): Sei A € Pot(€2) mit |A| < 4. Sei C' € Pot(Q) mit C # A und C+G = A+G. Dann
ist 0 # A+ C € G. Damit gilt 8 < wt(A + C) = wt(A) +wt(C) —2wt(ANC) = wt(C) > 4.
~—— —_——
<4 >0

Zu (ii): Nach (i) gibt es (%) + (3) + (%) + (%) = 2325 Elemente des Cocodes, die keine
Menge mit 4 Elementen enthlt. Bleiben |Pot(Q)/G| — 2325 = 1771 = 1 (%)) Elemente. Also gibt
es ein A € Pot(2) mit [A] =4 und M := {C € A+ G| |C| = 4} hat mindestens 6 Elemente.
Hat M gneu 6 Elemente, so folgt die Behauptung. Sein also Aj, Ay € M, A1 # As. Dann ist
8 < wi( A1+ As ) <444 = A;N Ay =0. Damit ist M = {Ay, ..., Ag} fiir passende

———
€G, da A1+G=A2+G

A;.

Zu (iii): Folgt aus (i) und (ii). O

Folgerung 4.12 Die A+ G fiir 4-el. Mengen A sind genau die ungeordneten Sextette. FEs gibt
%(244) = 1771 =7-11- 23 (ungeordnete) Sextette. Jede 4-elementige Menge ist Teil genau eines
Sextetts.
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Lemma 4.13 Seien P = {X1,..., Xg} und P' = {Y1,...,Ys} ungeordnete Sextette, P # P'.
Dann gilt:

(i) Ji,j mit | X;NY;| > 2.
(i) Gilt (evtl. nach Umnummerierung) | X1 NY1| = 3 und damit 0.B.d.A. | X1 NYs| =1 und
| XoNY1| =1, so folgt | XoNY3| =3 und | X; NY;|=1Vi,je {3,..,6}

Beweis: 0.B.d.A. | X1 NY1| > |X;NY;| Vi, 5 € {1,...,6}.
Zu (i): Annahme |X; NYi1| = 1 : Dann gelte, evtl. nach Umnummerierung, |X; N Ys| =
’Xl N Yg‘ = 1. Damit ist

wt(Xl—{—Xz—{—Yl—l-Yé):8+8—2’(X1+X2)Q(Y1+}/2)‘§16—23:10
>3

Also ist wt(X14+Xo+Y1+Y2) =8, da X1+ Xo+Y1+Ys € G. Dann muss |(X1+Xo)N(Y1+Y2)| = 4,
also | X2 NYa| =1, gelten. Es gelte weiterhin | X1 NY3| = | X1 NYy| = [XsnYi| =|X4yNnYi| =1
Damit ergibt sich mit dem gleichen Argument wie oben, folgende Gréfien der Schnitte X; NYj :

Yi Yo |Ys Yy |Ys Y
X1 1 1 1 1 0 0
Xo | 1 1 1 1 0 0
X;|1 1]1 1]0 0
Xa ] 1 1 1 1 0 0
X5 0 O 0 0
Xe| O 0 0 0

Dann gilt aber | X5 NY5| > 1 oder | X5 N Y| > 1. Ein Widerspruch zu | X7 NY;| maximal.

Zu (ii): Es gilt | X7 NY1| = 3. Dann gilt 0.B.d.A. | X1 NYs2| = [X2 NYj| = 1. Dann ist
wt(X1+X2+Y1+Y2) = 8+8—2’(X1+X2)Q(Y1—|—Y2)| >16—-2-5=6 = wt(X1+X2+Y1+)/§) =
0= Xi+Xo=Y14+Y, = |X2ﬂ1/2’ = 3.

Esist X1 +G+Y1+G=(X1+Y1)+Gmit | X; +Yi|=4+4—2cot3 =2 Fiird,j ¢ {1,2}
gilt dann |X; 4+ Y;| > 4 nach Satz(4,11), denn X; +Y; € X1 + Y2+ G). Also ist

Xl Y] = 1+ Y| A4
2 < 2 -

Die Verteilung der Schnitte ist dann

Yi Yo |Ys Yy |Ys Y
X1 | 3 1 0 0 0 0
Xo | 1 3 0 0 0 0
X;10 01 1]1 1
X4 0 0 1 1 1 1
X5 | 0 0 1 1 1 1
Xel0 01 1)1 1

Definition 4.14 (Steiner-System)
Ein Steinersystem S mit Paarametern (a,b,n), a,b,n € N, ist eine Familie S von b-elementigen
Mengen, die Teilmengen einer Menge @ mit n Elementen sind. Auflerdem gelte:

ACQmit |[Al=a = 3'BeS: ACB.
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Satz 4.15 Sei A € Pot(Q)) eine Menge mit 5 Elementen.
Dann gibt es genau ein 8-el. Codewort von G, das A enthdlt. Die Menge aller Codewdrter
mit Gewicht 8 ist also ein (5,8,24)-Steinersystem (auch Witt-Design genannt).

Beweis: Sei Gg :={B € G| |[B| =8} und A C Q mit |[A| =5.Sei C € Gmit n:=|A+C| <4
(ex. nach Satz(4.11)). n ist ungerade, da sonst wt(C) = |[A+ C| —|A|+2/ANC|=-5+]A+
C| + 2wt|A N C| ungerade wére.

Annahme n=1: Es ist 1 = wt(A + C) = wt(A) + wt(C) —2wt(ANC) & wt(C) =
—4+2wt(ANC) < —4+42-5=6. Ein Widerspruch.

Also ist n=3 und damit wt(ANC) = (5 -3 +wt(N))/2> (2+8)/2 =5. Wegen wt(A) =5
ist damit A C C. C € Gg, denn wt(C) = 3 —5+2-5 = 8. Es gibt hochstens ein solches C
aufgrund des Minimalabstands von G.
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5 Eigenschaften der Automorphismengruppe des Golaycodes

Die Automorphismengruppe unseres Golaycodes ist Aut*(G) = Aut(G) = {f € S| f(G) = G}.
Im Folgenden werden wir sehen, dass Aut(G) gleich My, der fiinften Mathieu-Gruppe, ist. Also
haben wir diese dann mit Myy := Aut(G) konstruiert.

Definition 5.1 0N := Stabayg)(Eu) operiert auf =, durch Anwenden. mo : M — SymZ, sei
die zugehorige Permutationsdarstellung und L der Kern.

Satz 5.2
(i) TS operiert auf Q beziiglich dem Sextett Z und dem Label | durch
FéxQ—Q, (v,2) = (v, T (c,q)) = v™(x) := T (c+ v;,1)
Schreibe m : F§ — Sym(Q), 71 (v) :=v™ fiir die Permutationsdarstellung. m ist injektiv.

(ii) Damit operiert FS auf Pot(Q) durch Anwenden der oberen Operation auf jedes Mengen-
element. Die Operation ist linear. m(F§) < Mon(Pot()) = Sym(Q)

(iii) H™ = m(H) < Aut(G).
(iv) Mon*(6,Fy) operiert auf Q0 beziiglich dem Sextett = und dem Label I durch
Mon*(6,F4) x Q — Q, (g,2) = (0, D,7), ¥ (c,i)) = g™ (2) := O Yo (c)D;, 7(i))

Schreibe ebenfalls w1 : Mon*(6,F4) — Sym(Q2), m1(g) := g™ fir die Permutationsdarstel-
lung. w1 st injektiv.

(v) Damit operiert Mon*(6,F4) auf Pot(Q) analog zu oben. Die Operation ist auch linear.
(vi) Aut*(H)™ = m1(Aut*(H)) < Aut(G).

Beweis: (i),(ii),(iv),(v) klar. Fiir v € H definiere A, := {z € Q[ ¥(z) = (c,1) € Q=) mit c = v;}
und B, := Kj + A, € G wie in Bem.(4.9).
Zu (i): Sei h € H. Zeige h™(G)) = G. Es ist

K™ (B,) = h™ (K1)4+h™ (A,) = K14+-{U ™ (v1+hy,4), ..., ¥ (v6+hg, 6)} = K1+Apyn = Byoyn Vo € H.

Auflerdem gilt h(K; + K;) = K; + K. Also bildet h dieses Erzeugendensystem (s. Bem (4.9))
von G auf sich ab. Also ist H < Aut(G).
Zu (v): Sei g = (D, 1,0) € Aut*(H), D € Diag(n,K), 7 € Sy, 0 € Aut(F4). Dann ist

9™ (By) = g™ (K1) + g™ (Ay) = K1) + {g™ (¥ (v3,0))] i = 1,...,6} =

Koy +{¥  (o(vi)Ds, 7(0))| i = 1,...,6} = K1y + Agmi) = K1+ Agri(v) + K1 + K1) =
Bgm (v) + K1 + KT(l)VU e H.
AuBerdem gilt g(K; + Kj) = K. ;) + K;(j), also auch Aut*(H) < Aut(G). O
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Folgerung 5.3
(i) (H > Aut(H))™ <N
(ii) H™ < L.
(iii) 7o : M — SymEZ,, ist surjektiv.

Beweis: Zu (i): H™, Aut*(H)™ < DM nach dem Satz oben. Es gilt H™ NAut*(H)™ = {Id}, denn
Aut*(H) erhélt die Zeile Ry, aber in H ist (0, ...,0) das einzige Element mit dieser Eigenschaft.
Damit ist (H x Aut*(H))™ = H™ x Aut*(H)™ <M.

Zu (ii): H™ erhalt die Spalten: h™ (K;) = K; Vh € H.

Zu (iii): Nach dem Satz uber die Eigenschaften von Aut*(#) (s. Satz(3.9)) operiert Aut*(H)
durch Anwenden auf der Menge {< e; >, ..., < eg >}. Aut*(H) operiert wie Sg auf der Menge.
Damit operiert es auch wie Sg auf den Spalten K, denn L(Pot(K;)) =< e; > . O

Satz 5.4 (Stabilisator eines ungeordneten Sextetts)
(i) Der Stabilisator des ungeordneten Sextetts M ist isomorph zu H x Aut*(H).
(ii) Stabm(K;) operiert wie Sy auf K.

Beweis: Zu (i): Es gilt |H x Aut*(H)| = 42 - 3 - 6! teilt |N|. Also reicht es zu zeigen: 4% - 3 - 6! =
(M| = |Bild(mo)| - |L| = 6!|L| < |L|=43-3.

Dies ist erfiillt, falls L =< H™,p™ > mit g € Aut*(H) und | < pp > | = 3 gilt. Definiere
p € Aut*(H) als die Abbildung , Multiplikation mit w*, d.h.: g™ =

Ky Ky | Kz Ki| Ks Kg
(@] (@] (@] [e] (e] (e]
N A A e A

Oder genauer: u™ (¥=1(c,i)) = U1 (w-c,i) ¥(c, i)z, pistin Aut*(H), da p = Diag(w, ..., w) €
Aut*(H).

L ><H™, u™ > ist klar.

L << H™ u™ >:Sei g € L. a; := g(¥~1(0,4)) ' h € H mit
h = (I(a1)l(az2)|l(as) * | * ). Indem man g durch g - A™ ersetzt, kann man 0.B.d.A. annehmen,
dass l(a1) = l(a2) = l(a3) = 0 gilt.

Wiahle A als die Menge

Fehlerkor. von H, s. Satz(3.8)
—

Ky Ko | Ks Ky | Ks; Kg
0 1 1
1 1
w 1
w| 1

Dann ist B = K1 + Ry € G das eindeutige 8-el. Codewort mit A C B.
9(A) = g(K1)+{g(¥71(0,1)),9(¥7(0,2)), g(¥7(0,3))} = K1 +{¥71(0,1),97%(0,2),971(0,3)} =

A A=g(A)C(B)

AP By =B = g(¥1(0,i)) = ¥L(0,§) Vi = 1,...,6

Lo := {f € L| f($7%0,i)) = ¥=1(0,i) Vi = 1,...,6} operiert auf jedem K; und insb. auf
jedem K} = K;\{0}.
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Es gilt also nun g € Lg. Zeige g €< p™ >: Zunéchst sei f € Ly so gewéhlt, dass f auf
einem K trivial operiert. Seien j,k,1,p,q € {1,...,6} so gewahlt, dass {{i,n}, {j,k},{p,q¢}} =
{{1,2},{3,4},{5,6}} gilt, also sie die Koordinatenblocke von H bilden. Fiir ¢ € F} definiere
B’ € G als das Codewort, das A" := K;\{¥"}(c,i)} + ¥71(0,5), (0,k)}) enthélt.

Firi=1, ¢c=w und (j,k) = (3,4) ist zum Beispiel B’ die Menge

K1 K2 Kg K4 K5 Kﬁ
0 1 1
1
w 1 1 1
w| 1
Beh.: B' = A"+ Psi' ({(c,n), (¢, p). (¢, q)})
Denn:
1 Il )
|B'NKp| =13’ Jallsm 7&2 und |B'N Ry| =3 = B’ wohlausgewogen
3, fallsm=1

Lon(B') = 0, fallsm=jV m=k
" - c, sonst

ist es ein Hexacodewort. Womit B’ die angegebene Form haben muss.
c,j,k beliebig gewahlt

Wegen g(A’) = A’ ist dann g(B') = B’ = f operiert auf jedem K; trivial.

Die Operation von L auf jeder der K liefert einen Homomorphismus von Lo nach Sym/(K}) =
S3 Somit induziert g ein Permutation aus S3. p”! induziert einen 3-Zykel auf jedem K7. Operiert
g auf einem K als 3-Zykel, so operiert gu™ oder g(p?)™ trivial auf diesem K} und damit trivial
auf .

Es bleibt noch auszuschliefen, dass g als Transposition auf jeder K operiert. Man nehme
an, dies gelte. O.B.d.A. fixiert g U=1(1,1) (sonst g durch gu™ oder g(u?)™ ersetzen). Dann
fixiert g aber die folgenden zwei Codeworter punktweise:

= L(B') ist (cc|ec|00), (ec|00|cc) oder (00]cc|ce). Also

K, Ky| K3 Ky|Ks Kg
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
w
w

K, Ky| Kz Ky|Ks Kg
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
w
w

Also fixiert g die ganze Zeile R;. Damit vertauscht g R, und Rz und operiert somit wie der
nicht-triviale Kérperautomorphismus von Fy4. Dieser liegt aber nicht in Aut*(H) (s. Satz(3.9))
und auch nicht in Aut(G), denn das Codewort

Ky Ky | Ks Ki| Ks; Kg
0] 1 1 1
1 1 1 1
w 1 1
w
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wiirde von g auf

Ky Ky | Ks Ky | K; Kg
0 1 1 1
1 1 1 1
w
w 1 1

abgebildet. Dieses ist aber kein Codewort, da die Menge das Label (01]|01|ww) ¢ H besitzt. Dies
ist ein Widerspruch zur Annahme g € Aut(G).

Also ist g €< p™ > . Damit ist L =< H™, p™ > und N = (H x Aut*(H))™.

Zu (i): Es ist L < Stabyn(K;). Oben haben wir gesehen, dass L wie A4 auf K; operiert.

1
a := (A, o) mit o der nicht-triviale Kérperautomorphismus und A =

w

Es ist a € Aut*(H) und o? = Id (es ist das selbe a wie in Satz(3.9)). a™ operiert auf K
als Transposition. Ist ¢ # 1, so wahle a entsprechend anders durch Vertauschen der Koordi-
natenblocke ({1,2},{3,4},{5,6}) in A. Insgesamt gibt es ein Element aus Stabyn(K;), das als
Transposition auf K; operiert. Also induziert Stabym(K;) Sym(K;) = Sy auf K;. O

Folgerung 5.5 M| = |H| - [Aut*(H)| =43.2%.33.5=210.33.5

Beweis: (3.9) (Ordnung von Aut*(H)) und (5.4) (Struktur von 91)

Lemma 5.6 Sei (P, ) ein Paar aus geordneter Partition mit sechs 4-el. Mengen und skalarem
Label.

Dann gibt es genau ein o € Sym(Q) mit o(P,p) = (E,1). Auflerdem ist dann o(G(P,p)) =
G(E=gG.

Beweis: (P, p) und (Z,1) ordnen jedem Element aus €2 jeweils eine eindeutige Koordinate aus F4 x
{1,...,6} zu. Also gibt es genau ein o € Sym(2), das die Koordinaten tibertragt. Trivialerweise
bildet o wohlausgewogen Mengen auf wohlausgewogen Mengen ab. Sei nun B € G(P, ¢), ¢ die
6-Tupel-Labelabbildung von (P, ) und P = {X1, ..., X3}. Dann ist

LEBN)=( Y U2))i=t.6=0 > &) )i=1.6=

z€o(B)NK; z€o(B)No(X;)

(> W' W) )iz = Y, 0¥)i=1..6 = P(B) € H.

yEBﬂKi yEBﬂXi
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Satz 5.7 (Erzeugen einer Labelabbildung)
Sein C ein Golaycode und P = {X1, ..., X¢} ein geordnetes Sextett (bzgl. C).
Dann gibt es genau 192 skalare Labelabbildungen ¢, sodass G(P, ) = C ist.

Beweis: M = X x Ay x Fy mit Ay := {(x,y) €2 xXa| z # y} ( ,Anti-Diagonale“), N := {¢
skalare Labelabbildung | C = G(P,¢)}. M hat die Kardinalitat 4 - 12 - 4 = 192. Das Ziel ist es,
eine Bijektion zwischen M und N zu finden.

Vorbemerkung 1: Fiir x € X,y € Xy und p € X3 bezeichne O(z,y,p) die eindeutige 8-el.
Menge, das die 5-el. Menge X7 — {z} + {y, p} enthélt. Da O(z,y,p);1 + X; fir alle 1 < i < 6
gerade ist, ist O(x,y,p) N X; eine 1-el. Menge.

Vorbemerkung 2: Seien nun x € Xi,y, 2z € Xy mit y # z und p, ¢ € X3. Dann ist O(z,y,p) N

O(z,z,q9) N (X3 4+ X4 + X5 + Xg) eine 1-el. Menge.
Bew.: O(z,y,p) # O(z,2,q) = 8 < |O(z,y,p) + O(z,2,9)| = |O(z,y,p)| + |0(x,2,9)| —
2|0(z,y,p) N O(x,2,q9)| = 16 — 2|0(x,y,p) N O(x,2,q9)| = 4 > |O(z,y,p) N O(x,z,q)| =
’Xl - {I‘H + |O(l‘,y,p) n O(SU, Z?Q) n (X3 + X4+ X5 +X6)| =3+ |O(ﬂf,y,p) N 0(377 Z, Q) n (X3 +
X4+ X5+ Xe)| = |O(z,y,p) NO(x,2,q) N (X3 + X4+ X5+ X6)| = 1 da sich zwei Codeworter
in einer Menge mit gerade vielen Elementen schneiden.

Sei w € X3 fest. F': N — M, +— (a, (b, c),d) mit p(a) = ¢(b) =0,¢(c) =0 und ¢(w) = 0.
F soll die gesuchte Bijektion sein.

Dazu ist zunéchst zu zeigen, dass F injektiv ist: Sei ¢ € N mit F(¢) = (a,(b,c),d) wie
oben. Zunéchst zeigen wir, dass dies ¢ auf (X3 + X4 + X5 + Xg) festlegt. Es ist O’ := O(a, ¢, w)
durch G(P, ) und (a, (b,c),w) eindeutig festgelegt. Ebenso h := ®(0O') = (01]0 * | x x) € H
durch O'; also durch F(y) festgelegt nach den Fehlerkorrektur-Eigenschaften von H (s. Satz
(3.8)). Es ist nach Steigung und Hexacode-Kriterium (s. Lemma(3.6)) {0, ha, hs, he} = F4. Og :=
O(a,b,q) fiir ein ¢ € X3, unabhéngig von ¢ eindeutig bestimmt. Dann ist wieder nach Bem.
(3,x) ®(02) = (00]AA|AN). Also haben alle Elemente aus O, N (X3 + X4 + X5+ X¢) das Label 6,
und zwar unabhéngig von ¢. Ebenso ist das Label der Elemente aus O, N (X3 + X4 + X5 + X§)
durch ¢(z) mit {z} = Oy N O’ festgelegt. Das Label von x wiederum ist durch h festgelegt.
Damit ist ¢ auf X3 + X4 + X5 + Xg durch F(p) festgelegt. Mit anderen Worten: Die Bijektion
Xs+ X4+ X5+ Xg < Fy x {3,4,5,6}, die Punkte aus © Koordinaten zuordnet, ist durch F(p)
festgelegt.

Jetzt wird ¢ auf X1 + Xo festgelegt: Fiir ¢ € Fy definiere B, € C als die 8-el. Menge, die
{01, 4),0710,5)} + X6\{¥1(0,6)} enthilt. Das Label ist ®(B.) = (cc|cc|00). Da B, unge-
rade, ist |B. N X;| = |B. N X2| = 1, womit die Element im Schnitt von B, und X; + Xo das
Label ¢ haben miissen. Damit ist ¢ auch auf X; + X5 festgelegt. F'(¢) bestimmt also das Label,
F ist somit injektiv.

Bleibt die Surjektivitdt zu zeigen: Sei (a, (b,c),d) € M. Gesucht ist ein Label ¢ : Q@ — Fy
mit F(¢) = (a, (b,¢), ) und G(P,p) = C. ® : Q — FY§ sei die zugehorige 6-Tupel-Labelabbildung
(bzgl. P). w € X3 ist fest gewahlt und es ist p(w) = 6§, ¢(a) = ¢(b) := 0 und p(c) =1
definiert.

P = {Th,...,Ts} sei das Sextett, das T1 := X;\{a} U {b} und T = (X1 + Xo)\T1 =
Xo\{b} U {a} enthilt. Nach Lemma (4.13) gilt dann |T; N X;| =1 Vi, j € {3,4,5,6}.

Zunéchst definieren wir ¢ auf X3+ X4+ X5+ X6 : O” := O(a, c,w), ®(0") = (01]60"|6"8"")
mit {0,0’,0”,0"} = Fy(s.Lemma(3.6)). Fir die 3 neuen Elemente in O” definieren wir ¢ als
9,0’ bzw. 0", je nach Zugehorigkeit zu X4, X5 oder X¢. Es ist |T; N 0" =1Vj = 3,...,6 (man
verwende 11 + T = O(a, ¢, ) mit X3 N7T3 = {a}, dann folgt mit der Vorb. 2 die Beh.). Auf T},
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j = 3,...,6 definieren wir das Label ¢ als A genau dann, wenn der im Schnitt mit O” liegende
Punkt bereits das Label X\ besitzt. In dem Fall definiere F) := T}.

Nun zum Labeln von X; + Xo: Fur s € Fy nehme ein Hexacodewort der Form h := (0s|cd|ef).
s ist die Steigung des Hexacodeworts und falls s # 0 gilt, so gilt wieder nach Lemma(3.6)
{c,d,e, f} =TF4. Ulcdef) := XgNF.+ X4 N Fy+ X5 N Fe + X¢ N Fy ist eine 4-el. Menge. Sei
U das (ungeordnete) Sextett, das Us := U(cdef) enthéilt. Fir s = 0 ist U=P’. Fiir s # 0 sind
die weiteren Elemente von U Uy := U(dcfe),Us := U(efed),Us := U(fedc) (analog definiert)
und zwei weitere 4-el. Mengen U := U(cdef); und Us := U(cdef)2, wobei Uy sich mit X; in 3
Elementen schneidet und mit X5 in einem und Us entsprechend umgekehrt. Fiir ¢ # s definiere
analog h' := (0t|dd'|e’ f') und U' = {U7,...,U}. Dann ist U # U’.

Esist a ¢ U; und a ¢ Uj, denn sonst wére a € Uy =T} fiir s = 0 und fir s # 0

’(T1+F0)Q(U1+U3)| = |(T10U1)|+‘F00U3‘ = |X1\{a}ﬂU1H-|{b}ﬂU1|+1 = 2+|{b}ﬁU1|—f—1 =4,

daTy +Fo, Uy +Us €C.= belU = ®U; +Us) = (x0|cdef) € H. Der Abstand zu h ist
kleiner als 4, womit (x0|cdef) = h, also * = 0 und s = 0 folgen wiirde, ein Widerspruch. Also
ist a ¢ U;. Fiir U7 gilt dies natiirlich entsprechend.

Damit gilt U3 N X7 = Ui N Xy, also [Uy NUj| =3 (da U #U" = U # U{) und somit mit
Lemma(4.13) |U; N Uj’] =1 fiir alle 4,5 € {3,...,6}.

Nun kann man dem eindeutigen Element, das in U; und X5 liegt das Label s geben. Dies ist
nach den Uberlegungen oben wohldefiniert. b wird damit tatséichlich das Label 0 gegeben, da b
in U(0000); = T} liegt. ¢ bekommt das Label 1, da man dafiir das Hexacodewort (01]66’|6”6™)
verwenden kann. Zur Definition des Labels auf X; verwende man analog Hexacodeworter des
Typs (s0|cdlef). a bekommt das Label 0.

Nun haben wir eine skalare Labelabbildung ¢ mit F(¢) = (a, (b, c),d) definiert. Bleibt zu
zeigen, dass damit tatséchlich der Golaycode konstruiert wird, d.h. G(P, ) = C.
Unter ® bekommt jede Doppelspalte K; + K; das Label (00]00/00) und die vier Mengen
T+ Fyy, A € Fy, jeweils das Label (00[AAA)). Diese Codewérter erzeugen einen 8-dimensionalen
Untervektorraum H von C und G(P, ). Weiterhin liegen die 6 Codeworter, die durch Hexaworter
der Form (Os|##|*%) bzw. (s0|*x*|*x), s # 0, konstruiert werden, in C und G(P, ¢), aber nicht in
H. Sie erzeugen damit C/H. Damit folgt C < G(P, ¢) und aus Dimensionsgriinden die Gleichheit.
]

Satz 5.8 Der Golaycode G ist bis auf lineare Aquivalenz eindeutig.

Beweis: Sei C ein Golaycode und P ein geordnetes Sextett. Dann gibt es nach dem vorherigen
Satz(5.7) eine skalare Labelabbildung , sodass C = G(P, ¢) ist. Dann existiert nach Lemma(5.6)
ein o € Sym(Q) = Mon(24,F9) mit o(C) = G(Z,1) = G. Also sind die Codes C und G linear
aquivalent. O

Lemma 5.9

(i) Es gibt eine Bijektion zwischen Aut(G) und {(P, )| P ist geordnetes Sextett, ¢ skalare
Labelabbildung, G(P,¢) = G}.

(i) Aut(G) operiert transitiv sowohl auf den geordneten wie auch auf den ungeordneten Sex-
tetten.
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Beweis: Zu (i): M := {(P, )| P ist geordnetes Sextett, ¢ skalare Labelabbildung, G(P, ¢) = G}
Dann ist
k:Aut(G) = M, g— g(E,1) (E Std.-Sextett, 1 Std.-Label)

eine Bijektion mit Umkehrabbildung

kH(P,p)) = g mit g(P,¢) = (Z,1)

Nach Lemma(5.6) existiert so ein g € Sym(2). Wegen G(P,¢) = G = G(E,1) ist g € Aut(G). g
ist eindeutig, also ist x bijektiv.

Zu (ii): Zu einem geordneten Sextett P gibt eine skalare Labelabbildung ¢ mit G(P, ¢) = G.
Mit dem gleichen Argument wie oben gibt es dann ein g € Aut(G) mit g(P,¢) = (E,1), also
g(P)==. O

Satz 5.10 |Aut(G)| = 244.823.040 = 2'0.33.5.7.11.23

—

Beweis: =, ist das zu = gehérende ungeordnete Sextett. Es gilt |Staba,g)(Zu)| = 26.3.6! =
210335 nach Folgerung(5.5). Auflerdem gibt es nach Folgerung(4.12) 1771 = 7-11-23 ungeordnete
Sextette. Insgesamt gilt damit

|Aut(G)] = |Aut(G)Eu| - |Stabaug)(Eu)| =2'0-3%-5.7-11-23

Satz 5.11 Aut(G) ist 5-fach transitiv auf ), aber nicht 6-fach transitiv.

Beweis: Sei (z1,...,x5) € Q° ein Tupel mit pw. unters. z;. Dann bildet Aut(G) dieses Tupel
folgendermaBen auf das Tupel (y1,...,y5) =

Kl K2 Kg K4 K5 K6
5)

gle|~lo
=W DN -

ab: Sei P das Sextett, das X := {z1, ..., 74} enthélt. Es sei x5 € X5. Wegen der Transitivitét
auf Sextetten ist 0.B.d.A. P = Z. Der Stabilisator des ungeordneten Sextetts 91 ist transitiv auf
den Spalten, also 0.B.d.A. X; = K; und Xy = K. Nach Satz(5.4)(ii) operiert der Stabilisator
von K; wie Sy auf K. Also gibt es ein g € Aut(G) mit g(z;) = y; Vi =1,...,4 und g(z5) € Ko.
Durch die Operation eines Elements aus < (01|01|ww) >< H kann man z5 auf ys abbilden.
Wire Aut(G) 6-fach transitiv, so wére Stabayg)({y1,-- ys}) transitiv auf Q\{y1,...,ys},
einer 19-el. Menge. 19 teilt aber nicht |Aut(G)|. O
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Satz 5.12 (Einfachheit von Msy) Die finfte Mathieugruppe ist definiert als May = Aut(G).
Dann ist May eine einfache Gruppe.

Beweis: Sei S eine 23-Sylowuntergruppe. Dann ist Ng,,(S) = S x Ca2 nach Lemma (2.4). Also
ist NM24(S) =S XU mit U < Cyg.
Ann. U = Cy : Dann folgt mit Sylows Sétzen

M.
|Sylag(May)| = Mol g0 g3 57 Zog3 g5 =19 £ 1 (mod 23)
’NM24(S)|

Ein Widerspruch. Also jetzt die Annahme U = (> :
= |Sylag(Mayg)| =12 - 11 = —6 #Z 1 (mod 23)
Wiederum ein Widerspruch zu den Sylow-Sétzen. Fehlt noch U = {1} :
= |Sylaz(Mag)| = 12-22 = 12 # 1 (mod 23)
Wieder ein Widerspruch. Also ist
N, (S) =8 x Ciy
Es ist tatsichlich |Sylas(May)| =122 =1 (mod 23).

Nun sei K < Mas, K # {1}, minimal.

1. Fall S C K : Nach dem Frattini-Argument ist dann Ny, (S)K = May. Falls Ng(S) = S,
so ist S < Z(Ng(S)). Dann hat K nach Burnsides Satz (2.2) ein normales 23-Komplement, d.h
es existiert ein N < K mit NN P = {1} und K = NS. Dann gilt auch N A Ma4, denn N ist die
einzige Untergruppe von K der Ordnung % (wegen S = Nk (S) gibt es nach den Sylow-Séatzen
| N| konjugierte Untergruppen zu S, also 22| N| = |K|—|N| Elemente der Ordnung 23). Aufgrund
der Minimalitét von K folgt N = {1} und K = S. Dies ist aber ein Widerspruch, da S nicht
normal ist, denn |Sylog(Maa)| > 1.

Also ist Nap,(S) = Ng(S) C K = K = May, also ist Myy einfach.

2. Fall SN K = {1} : Mit Lemma(2.1) und der Tatsache, dass M4 primitiv auf Q ist (da
2-fach transitiv), folgt 24| |K| und dann 3| | K|. Sei nun P eine 3-Sylowuntergruppe von K. Damit
ist nach dem Frattini-Argument May = Ny, (P)K.

= S C Ny, (P) = F¢:S— Aut(P) Homomorphismus
¢ ist der triviale Homomorphismus, da sonst 23 |Aut(P)| teilen miisste (|Aut(P)| = 3*m, m teilt
2 (33 —1)=2-8-26 =213 nach Satz(2.3)).
Also zentralisiert S jedes Element aus P. Sei z € P mit | <z > | = 3. Dann gilt

grg t=zVgeS & zlgr=gVge s

Damit wire <  >< Ny, (K). Dies ist aber ein Widerspruch, da |Njy,, (K)| nicht von 3 geteilt
wird. Damit folgt S N K # {1}, also die Einfachheit von May. O
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Bemerkung 5.13
o Moy < Soy ist bis auf Konjugation wohldefiniert und eindeutig.

o My, ist eine sporadische Gruppe.

Beweis: Im Kapitel haben wir gesehen, dass der Golaycode existiert und eindeutig bis auf lineare
Aquivalenz ist. Damit gilt dies auch fiir Moy = Aut(G).

Nach dem Klassifikationssatz {iber endliche einfache Gruppen gibt es keine einfache Gruppe
der Ordnung von Mayy, die eine zyklische Gruppe von Primzahlordnug, eine alternierende Gruppe
oder eine endliche Gruppe vom Lie-Typ ist. Also ist Moy eine Sporadische Gruppe, und zwar
die 9.-kleinste.
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6 Untergruppen von My,

Definition 6.1 Seia € ) fest.
Dann definiere Q* := Q\{a} und p: Q — Q* die Projektion auf Q*.

Bemerkung 6.2 p(G) ist der bindre [23,12,7]-Golaycode. Es einer der perfekten Codes. Die
Automorphismengruppe ist gerade Mag := Stabys,, (w). Mas ist die 4. Mathieugruppe, eine spo-
radische Gruppe (Beweis s.u.). Aus den Eigenschaften von May folgt

o Mo ist 4-fach transitiv auf 0*
Satz 6.3 Moy ist einfach.

Beweis: Der Beweis geht fast analog wie der zur Einfachheit von May.

Sei also S eine 23-Sylowuntergruppe. Dann ist Ng,,(S) = S x Ca2 nach Lemma (2.4). Also
ist Ny, (S) = S x U mit U < Coy. Wegen 24 = 1 (mod 23) hat Ny, (S) die gleiche Ordnung
wie N, (S) (s. Bew. zu Satz(5.12)). Also gilt

NMzs(S) =S x CH

Sei K < Mj3, K # {1}, minimal. K operiert transitiv auf Q*, da May primitiv operiert (s.
Lemma (2.1)). 23 teilt also |K|. = S C K.

Es gilt also der 1. Fall des Beweises zu (5.12). Analog folgt auch hier K = Mss. Damit ist
M3 einfach. O
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