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Kapitel 1

Einleitung

Ein algebraischer Zahlkörper ist ein endlicher Erweiterungskörper E von Q,
also [E : Q] <∞. Als Verallgemeinerung der Beziehung zwischen den ganzen
Zahlen Z und den rationalen Zahlen Q de�niert man den Ganzheitsring eines
Zahlkörpers.
Wir werden hauptsächlich quadratische Zahlkörper, also Zahlkörper E mit
[E : Q] = 2, behandeln. Man unterscheidet reell- und imaginär-quadratische
Zahlkörper. Als Erstes werden wir den Ganzheitsring eines quadratischen
Zahlkörpers bestimmen. Dann werden wir dessen Einheiten charakterisie-
ren. Im Falle imaginär-quadratischer Zahlkörper kann man diese Einhei-
ten konkret benennen. Um die Einheiten des Ganzheitsringes eines reell-
quadratischen Zahlkörpers zu bestimmen, werden Kettenbrüche eingeführt,
mit deren Hilfe man eine �Grundeinheit� berechnen kann. Mit dieser Grund-
einheit kann man nun alle weiteren Einheiten multiplikativ erzeugen.

Die Verallgemeinerung dieses Ergebnises ist der auf Dirichlet (1805-1859)
zurückgehende Einheitensatz.

Die meisten Aussagen und Beweise dieser Ausarbeitung stammen aus Koch:
Zahlentheorie, algebraische Zahlen und Funktionen ([Koc97]).
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Kapitel 2

Ganze Zahlen in quadratischen

Zahlkörpern

Als Erstes werden wir einige grundlegende Begri�e de�nieren, die speziell in
diesem Kapitel, aber auch später immer wieder nützlich sind.

2.1 De�nition (quadratischer Zahlkörper)

Einen Körper der Form E := Q[
√
d] = Q(

√
d) = {u + v

√
d|u, v ∈ Q} mit

d ∈ Z quadratfrei nennt man einen quadratischen Zahlkörper.
E ist imaginär-quadratisch falls d < 0 und reell-quadratisch falls d > 0.
Ein Element a /∈ Q aus einem reell-quadratischen Zahlkörper nennt man
quadratische Irrationalzahl.

Die folgenden De�nitionen sind analog zu denen in den komplexen Zahlen:

2.2 De�nition (konjugiertes Element, Norm, Spur)

Sei E = Q[
√
d] ein quadratischer Zahlkörper und

σ : E → E, (u+ v
√
d) 7→ (u− v

√
d) ,

so heiÿt σ(a) das konjugierte Element von a in Q[
√
d]. Seien

N : E → Q, (u+ v
√
d) 7→ (u+ v

√
d)(u− v

√
d) = u2 − v2d

und

S : E → Q, (u+ v
√
d) 7→ (u+ v

√
d) + (u− v

√
d) = 2u ,

dann heiÿen N (a) die Norm und S(a) die Spur von a in Q[
√
d].

2.3 Bemerkung

1. Die Konjugation σ ist ein Automorphismus.
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2. Die Norm N ist als Produkt von zwei Homomorphismen (Identität und
Konjugation) multiplikativ, d.h. N (a · b) = N (a) · N (b).

3. In imaginär-quadratischen Zahlkörpern gilt N (a) > 0 für alle a ∈
Q[
√
d] \ {0}.

2.4 Bemerkung

B(x, y) := 1
2S(x · σ(y)) ist eine Bilinearform auf E ∼= Q2.

Dabei ist B(x, x) = 1
2S(x·σ(x)) = N (x) die zugehörige Norm; dies entspricht

der in der Linearen Algebra de�nierten Norm.

2.5 De�nition (Körpererweiterung)

Sind K,E Körper, so dass K ein Teilring von E ist, so heiÿt E ein Erwei-
terungskörper von K und K ein Teilkörper von E und E/K eine Körperer-
weiterung.

2.6 Bemerkung

Hier wird K := Q und E := Q[
√
d] mit d ∈ Z quadratfrei, d.h. d = p1, ..., pn

mit pi ∈ P paarweise verschieden und n ∈ N betrachtet.

2.7 De�nition (algebraisch)

Es sei E/K eine Körpererweiterung.
Ein Element a ∈ E heiÿt algebraisch über K, wenn ein Polynom 0 6= P ∈
K[X] existiert mit P (a) = 0.

2.8 De�nition (ganze Zahlen)

Sei E/K (hier: Q[
√
d]/Q) eine Körpererweiterung und Γ (hier: Z) ein Ring

mit Quot(Γ) = K.
a ∈ E heiÿt ganz bezüglich Γ, wenn ein normiertes P ∈ Γ[X] existiert, so
dass P (a) = 0 gilt.

Wir nennen hier OE := {a ∈ E | a ist ganz bezüglich Γ} den ganzen Ab-
schluss von Γ in E.

2.9 Satz

OE , der ganze Abschluss von Γ in E, ist ein Ring. Er wird auch Ganzheitsring
genannt.

Um diesen Satz zu zeigen, benötigen wir eine Folgerung aus dem Laplacschen
Entwicklungssatz zur Berechnung von Determinanten:

2.10 Satz (Laplacescher Entwicklungssatz)

Sei A = (aij) eine (r×r)-Matrix über einem kommutativen Ring R mit Eins
und A∗ = (a∗ij) die adjungierte Matrix, d.h. a∗ij = (−1)i+j det(Aij), wobei
Aij aus A durch Herausstreichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.
Dann gilt

AA∗ = A∗A = det(A)E ,

wobei E die Einheitsmatrix vom Grad r ist.

4



2.11 Folgerung

Sei A wie in Satz 2.10 und x ∈ Rn ein Vektor. Dann gilt:

Ax = 0 ⇒ (det(A))x = 0 .

Beweis:

Ax = 0 ⇒ A∗Ax = 0 ⇒ det(A)Ex = 0
⇒ det(A)x = 0 . �

Damit können wir den folgenden Satz beweisen, aus dem wiederum wir
Satz 2.9 folgern:

2.12 Satz

Sei E/K eine Körpererweiterung. Endlich viele Elemente a1, . . . , an ∈ E sind
genau dann ganz über Γ ⊂ K, wenn Γ[a1, . . . , an] ⊆ E endlich erzeugt ist.

Beweis:

�⇒� : Mit vollständiger Induktion:

IA: n = 0:
Sei a ∈ E ganz. Dann gibt es ein normiertes f(X) ∈ Γ[X] vom Grad
k ∈ N mit f(a) = 0. Sei weiter g(X) ∈ Γ[X] beliebig. Dann gibt es
q(X), r(X) ∈ Γ[X], r(X) =

∑k−1
i=0 biX

i und deg(r(X)) < k, so dass

g(X) = q(X) · f(X) + r(X) ,

dann ist

g(a) = 0 + r(a) =
k−1∑
i=0

bia
i .

Also wird jedes g(a) ∈ Γ[a] von 1, a, a2, . . . , ak−1 erzeugt.

IS: n→ n+1: SeiR := Γ[a1, . . . , an]. Dann ist Γ[a1, . . . , an, an+1] = R[an+1]
und wir können wie oben zeigen, dass es endlich erzeugt ist.

�⇒� : Sei Γ[a1, . . . , an] als Γ-Modul endlich erzeugt und w1, . . . wk ein Er-
zeugendensystem. Ist nun b ∈ Γ[a1, . . . , an] beliebig, dann gibt es für i, j ∈ {1, . . . , k}
cij ∈ Γ, so dass

bwi =
r∑
j=1

cijwj für i = 1, . . . , k

⇒ 0 = bwi −
r∑
j=1

cijwj
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also

0 =


(b− c11)w1 − c12w2 − c13w3 − . . .− c1kwk
−c11w1 + (b− c12)w2 − c13w3 − . . .− c1kwk

. . .

−c11w1 − c12w2 − c13w3 − . . .+ (b− c1k)wk

 = (bE − (cij))w ,

wobei E die Einheitsmatrix und w = (w1, . . . , wk)tr ist. Nun gilt mit Folge-
rung 2.11

det(bE − (cij))w = 0 ⇒ det(bE − (cij)) = 0 .

Damit ist h(x) := det(xE − (cij)) normiert und es gilt h(b) = 0. Deshalb
folgt, dass b ganz in Γ ist. �

Beweis: (von Satz 2.9)

Es reicht zu zeigen, dass OE abgeschlossen bezüglich Addition und Multipli-
kation ist:
Seien a, b ∈ OE . Dann wissen wir aus Satz 2.12, dass Γ[a, b] endlich erzeugt
ist.
Da a + b und a · b in Γ[a, b] liegen, ist Γ[a, b] = Γ[a, b, a + b] = Γ[a, b, a · b]
und a+ b sowie a · b sind ganz. �

2.13 De�nition (Minimalpolynom)

Sei E/K eine Körpererweiterung und a ∈ E algebraisch über K. Ein nor-
miertes Polynom µa ∈ K[X] von minimalem Grad, für das gilt µa(a) = 0,
nennt man Minimalpolynom von a.

2.14 Lemma

Das Minimalpolynom von a ∈ E ist irreduzibel und eindeutig. Weiter teilt
es jedes andere P ∈ K[X] mit P (a) = 0.

Beweis:

Die Abbildung

ϕa : K[X]→ E, p(X) 7→ p(a)

ist ein Homomorphismus. Also ist das Bild ϕa(K[X]) und damit auchK[X]/Kern(ϕa)
ein Integritätsbereich, damit ist Kern(ϕa) ein Primideal (Bem 2.12, [Neb10]).

Weiter ist Kern(ϕa) ein Hauptideal, da K[X] ein Hauptidealbereich ist (A2,
[Neb10]).
Daher gilt 〈µa(X)〉 = Kern(ϕa). Wäre nämlich µa(a) = 0 und es gäbe ein
p(X) ∈ K[X], so dass p(X) nicht in 〈µa(X)〉 liegt, dann wäre das ein Wi-
derspruch dazu, dass µa minimalen Grad hat.
Also ist 〈µa(X)〉 ein Primideal und damit µa(X) irreduzibel.
Die Eindeutigkeit folgt, da das Minimalpolynom Erzeuger eines Hauptideals
und normiert ist. �
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Nun beginnt die konkrete Charakterisierung des Ganzheitsringes eines qua-
dratischen Zahlkörpers:

2.15 Lemma

Q[
√
d]/Q ist eine algebraische Körpererweiterung, d.h. alle Elemente aus

Q[
√
d] sind algebraisch bezüglich Q.

Die Minimalpolynome sind gegeben durch µa(x) = x − a, falls a ∈ Q und
durch µa(x) = x2 − S(a)x+N (a), falls a ∈ Q[

√
d] \Q.

Beweis:

Sei a ∈ Q[
√
d]. Dann gibt es u, v ∈ Q mit a := u+ v

√
d.

1.Fall: v = 0:

⇒ µa(x) = x− u ∈ Q[X].

2.Fall: v 6= 0: Da a irrational ist, muss deg(µa(x)) gröÿer als 1 sein. Sei
P (x) = x2 − S(a)x+N (a). Dann gilt

P (a) = a2 − S(a)a+N (a)

= a2 − (a+ σ(a))a+ aσ(a)

= a2 − a2 − σ(a)a+ σ(a)a = 0

Also µa(x) = P (x). �

2.16 Bemerkung

Die ganzen Zahlen in Q[
√
d] bezüglich Z sind genau die, deren Minimalpo-

lynom in Z[X] liegt.

Beweis:

Sei a ∈ Q[
√
d] mit µa(x) ∈ Z[X]. Dann folgt direkt, dass a ganz ist.

Sei nun a ∈ Q[
√
d] \ Z ganz. Dann gibt es ein g ∈ Z[X], g normiert mit

g(a) = 0.
Wählt man g so, dass es minimalen Grad hat, dann ist g irreduzibel in Z.
Also ist es (mit Satz 2.29, [Neb10]) auch irreduzibel in Q und damit gilt
µa(X) = g(X) ∈ Z[X]. �

2.17 Satz

Die Menge der ganzen Zahlen von Q[
√
d] bezüglich Z ist

ZQ[
√
d] := OQ[

√
d] =

{
Z[1+

√
d

2 ], falls d ≡ 1 (mod 4)
Z[
√
d], falls d ≡ 2 (mod 4) oder d ≡ 3 (mod 4)

.
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Beweis:

Aus Bemerkung 2.16 folgt Z ⊂ ZQ[
√
d].

Sei w :=
√
d falls d ≡ 2 (mod 4) oder d ≡ 3 (mod 4) und sei w := 1+

√
d

2

falls d ≡ 1 (mod 4). Sei weiter a := u + v
√
d ∈ Q[

√
d] mit v 6= 0 und

µa(x) = x2 − S(a)x+N (a).
a ist genau dann ganz, wenn S(a) = 2u ∈ Z und N (a) ∈ Z
⇒ u ∈ 1

2Z und N (a) ∈ Z.

Z[w] ⊆ ZQ[
√
d]: Es gilt S(w) ∈ Z und N (w) ∈ Z, also folgt Z[w] ⊆ ZQ[

√
d],

da wir aus Satz 2.9, wissen, dass Z[
√
d] ein Ring ist.

Z[w] ⊇ ZQ[
√
d]: Sei a ∈ ZQ[

√
d]. Dann gilt S(a) und N (a) ∈ Z. Ist u ∈ Z,

so folgt auch v ∈ Z, also a ∈ Z[w]. Sei nun u ∈ 1
2Z \ Z:

u ∈ 1
2

Z \ Z ⇒ u =
γ

2
mit γ ∈ Z und γ 6≡ 0 (mod 2)

⇒ γ2 ≡ 1 (mod 4)

⇒ γ2

4
− v2d ∈ Z

⇒ v =
ε

2
mit ε ∈ Z und ε2d ≡ 1 (mod 4)

⇒ d ≡ 1 (mod 4) und ε ≡ 1 (mod 2)

⇒ ZQ[
√
d] = Z[

1 +
√
d

2
] . �

2.18 Beispiel

d := 21, E := Q[
√

21],K := Q.

21 ≡ 1 (mod 4)⇒ ZQ[
√

21] = Z[1+
√

21
2 ]

Sei w := 1+
√

21
2 . Dann ergeben sich folgende Werte:

Element a Koe�zient zu 1 Koe�zient zu w µa(x) ganz?

9 9 0 x− 9 ja
1+
√

21
2 0 1 x2 − x− 5 ja

3− 10
√

21 13 −20 x2 − 26x− 8321 ja

1 +
√

21
2 − − x2 − 2x− 19

2 nein
2
8 + 23

√
21

8 − − x2 − 1
2 −

11105
64 nein
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Kapitel 3

Einheiten in quadratischen

Zahlkörpern

Vereinbarung: In diesem Kapitel sei immer d ∈ Z quadratfrei.

3.1 Satz

a ∈ ZQ[
√
d] ist genau dann eine Einheit, wenn N (a) ∈ Z∗ = {−1, 1}.

Beweis:

�⇒�: Angenommen a ∈ ZQ[
√
d] ist eine Einheit. Dann gibt es ein b ∈ ZQ[

√
d],

so dass ab = 1.
Dann gilt mit (Bemerkung 2.3): 1 = N (ab) = N (a)N (b)
⇒ N (a), N (b) ∈ Z∗ = {−1, 1}.

�⇐�: ±1 = N (a) = a · σ(a) ⇒ a−1 = ±σ(a). �

3.1 Einheiten in imaginär-quadratischen Zahlkör-

pern

3.2 Satz

Sei Q[
√
d] ein imaginär-quadratischer Zahlkörper, also d < 0 und sei c ∈ Q>0

beliebig, aber fest. Dann gilt:

{a ∈ OQ[
√
d] | N (a) ≤ c} <∞.

Beweis:

Da Z diskret und OQ[
√
d] ein endlich erzeugtes Z-Modul ist (vgl. Satz 2.17),

ist auch OQ[
√
d] diskret.

Weiter ist BN≤c := {a ∈ Q[
√
d] | N (a) ≤ c} kompakt, weil für d < 0 die

Norm positiv de�nit ist.
Deshalb ist

{a ∈ OQ[
√
d] | N (a) ≤ c} = OQ[

√
d] ∩ BN≤c
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endlich. �

Mit diesem Satz folgt schon, dass jeder imaginär-quadratische Zahlkörper
nur endlich viele Einheiten haben kann, da die Norm ja beschränkt ist. In
reell-quadratischen Zahlkörpern ist dagegen die Norm nicht positiv de�nit,
weshalb wir das Kompaktheitsargument nicht nutzen können.

3.3 Satz

Die Einheiten von einem imaginär-quadratischen Zahlkörper ZQ[
√
d], mit d <

0, sind

Z∗Q[
√
d]

=


〈i〉, falls d = −1

〈w〉 = 〈1+
√
d

2 〉 = {±1} ∪ {±1
2 ±

1
2

√
−3}, falls d = −3

{±1}, falls d /∈ {−1,−3}
.

Beweis:

d = −1: Sei a := u+v
√
−1 ∈ ZQ[

√
−1] eine Einheit. Dann gilt mit (Satz 3.1):

1 = N (a) = u2 + v2

⇒ (u, v) ∈ {(0,±1), (±1, 0)}
⇒ a ∈ {±1,±i} = 〈i〉.

d = −3: Sei a := y + z
√
−3
2 = 2y+z

2 + z
√
−3
2 = u

2 + z
√
−3
2 ∈ ZQ[

√
−3] mit

y, z ∈ Z und u = (2y + z) ∈ Z eine Einheit.

Dann gilt:
1 = N (a) = N (1

2)N (u+ z
√
−3) = 1

4(u2 + 3z2)
⇒ u2 + 3z2 = 4
⇒ (u ∈ {±1} und z ∈ {±1}) oder (u ∈ {±2} und z = 0)
⇒ a = ±1

2 ±
√
−3
2 oder a = ±1.

d /∈ {−1,−3}: 1. Fall: d ≡ 2, 3 (mod 4): ⇒ ZQ[
√
d] = Z⊕ Z

√
d.

Sei nun a ∈ ZQ[
√
d], dann gibt es u, v ∈ Z mit a = u+ v

√
d.

Ist a eine Einheit, so gilt N (a) = u2 − v2d = 1 d<−1⇒ u ∈ {±1}
und v = 0
⇒ a ∈ {±1}.

2. Fall: d ≡ 1 (mod 4): ⇒ ZQ[
√
d] = Z⊕ Z1+

√
d

2 .
Sei k so, dass −d = −4k − 1 mit k ∈ N. Sei a ∈ ZQ[

√
d] eine

Einheit. Dann gibt es r, s ∈ Z mit a = r + s1+
√
d

2 = 2r+s
2 + s

√
d

2 .
Setze u := 2r + s.

⇒ 1 = N (a) = u2−s2d
4 = u2+s2(4k+1)

4
k>0⇒ u ∈ {±2}, s = 0.

⇒ a ∈ {±1}. �
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3.4 Folgerung

Die Einheiten des Ganzheitsrings eines imaginär-quadratischen Zahlkörpers
sind genau die Einheitswurzeln, d.h.

a ∈ Z∗Q[
√
d]
⇔ ∃n ∈ N : an = 1 .

Beweis:

�⇒�: Folgt aus Satz 3.3.

�⇐�: Sei a ∈ ZQ[
√
d] eine Einheitswurzel. Dann gibt es ein n ∈ N, so dass

an = 1.
Deshalb ist 1 = N (an) = N (a)n und damit gilt N (a) = 1. �

3.2 Einheiten in reell-quadratischen Zahlkörpern

3.5 De�nition (reduziert)

Eine Zahl λ > 1 in einem reell-quadratischen Zahlkörper heiÿt reduziert,
wenn − 1

σ(λ) > 1 ist.

3.6 Lemma

Sei λ ∈ Q[
√
d] mit d > 0 eine quadratische Irrationalzahl.

Dann gibt es α, β, γ ∈ Z mit ggT(α, β, γ) = 1 und α > 0, so dass gilt

αλ2 − βλ− γ = 0 .

3.7 Lemma

Ist umgekehrt λ ∈ R \Q eine Lösung einer quadratischen Gleichung

αλ2 − βλ− γ = 0 ,

so ist λ Element aus einem reell-quadratischen Zahlkörper.

Beweis:

Mit der p,q-Formel gilt: λ ∈
{

β
2α ±

√
β2

4α2 + γ
α

}
.

Da λ ∈ R \ Q ist, wissen wir, dass der Term unter der Wurzel gröÿer 0
ist, daher gibt es ein d ∈ N, d > 1 quadratfrei und ein g ∈ Q, so dass

λ ∈
{
β
2α ± g

√
d
}
. �

Beweis:

Da λ nicht in Q liegt, gilt für das Minimalpolynom µa(X) von a: deg(µa(X)) = 2.
Multipliziere µa(X) noch mit einer geeigneten Zahl aus Q, so dass alle Koef-
�zienten aus Z sind und ihr gröÿter gemeinsamer Teiler Eins ist, dann folgt
die Behauptung. �
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3.8 De�nition (Diskriminante)

Sei λ ∈ Q[
√
d] mit d > 0 eine quadratische Irrationalzahl.

Gemäÿ Lemma 3.6 gibt es dann α, β, γ ∈ Z mit ggT(α, β, γ) = 1 und α > 0,
so dass gilt

αλ2 − βλ− γ = 0 .

Die Diskriminante D := β2 +4αγ dieser quadratischen Gleichung nennt man
Diskriminante von λ.

3.2.1 Kettenbrüche

Die Kettenbruchentwicklung dient hier als Hilfsmittel, um die Grundeinheit
zu konstruieren.

3.9 De�nition

Die Kettenbruchentwicklung von α ∈ R hat die Form

α = c0 +
1

c1 +
1

c2 +
1

c3 + · · ·

=: [c0, c1, c2, c3, . . .] ,

wobei die Folgen r1, r2, . . . und c0, c1, . . . rekursiv de�niert sind durch

r0 := α, ri :=
1

ri−1 − ci−1
und ci := bric .

Man nennt die ci Teilnenner und die ri Restzahlen. [c0, c1, . . . , cn] heiÿt der
n-te Näherungsbruch von α.

Vereinbarung: Im Folgenden seien immer ri die Restzahlen und ci die
Teilnenner des betrachteten Kettenbruchs.

3.10 Bemerkung

Sei [c0, c1, . . .] die Kettenbruchentwicklung von α. Dann gilt:

1. ri = ci + 1
ri+1

.

2. ri ≥ 1 für alle i ≥ 1.

Beweis:

1. ci + 1
ri+1

= ci + 1
1

ri−ci

= ci + ri − ci = ri.

2. 0 < ri − bric ≤ 1 ⇒ ri = 1
ri−bric ≥ 1. �
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3.11 Beispiel

Wir suchen die Kettenbruchentwicklung von 23
5 und 1+

√
5

2 :

i ri ci

0 23
5 4

1 5
3 1

2 3
2 1

3 2 2

Also ist

23
5 = [4, 1, 1, 2] = 4 +

1

1 +
1

1 +
1
2

.

i ri ci

0 1+
√

5
2 1

1 1+
√

5
2 1

2 1+
√

5
2 1

...
...

...

r0 = 1+
√

5
2 = 1 +

√
5−1
2 ⇒ c0 = 1

r1 = 1√
5−1
2

= 2√
5−1

= 1+
√

5
2 = r0

Also ist 1+
√

5
2 = [1, 1̄].

3.12 Satz

Die Kettenbruchentwicklung von α ∈ R bricht genau dann ab, wenn α ra-
tional ist.

Beweis:

�⇒�: Bricht die Kettenbruchentwicklung ab, so erhält man die rationale
Zahl, indem man die Nenner gleich macht.

�⇐�: Sei nun α rational, dann gibt es a, b ∈ Z, so dass α = a
b und ggT(a, b)=1.

Vergleicht man den Euklidischen Algorithmus für a und b mit dem
Kettenbruchalgorithmus für α, so stellt man fest, dass diese sich ent-
sprechen:

a = c0b+ y0

b = c1x1 + y1

x1 = c2x2 + y2

...

xn−1 = cnxn + 0

 a = [c0, c1, c2, . . . , cn], ri =
xi−1

xi
für i ∈ {1, . . . , n}, rn = an .

Daher muss auch der Kettenbruchalgorithmus nach endlich vielen Schrit-
ten abbrechen. �
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3.13 De�nition

Seien α, β, γ, δ ∈ R.(
α
β

)
und

(
γ
δ

)
heiÿen äquivalent, falls αδ = βγ gilt.

Wir schreiben

(
α
β

)
∼
(
γ
δ

)
.

3.14 Bemerkung

Gilt (
α
β

)
∼
(
γ
δ

)
,

dann gibt es ein ε ∈ R, so dass

ε

(
α
β

)
=
(
γ
δ

)
.

Beweis:

(
α
β

)
∼
(
γ
δ

)
⇒ αδ = βγ ⇔ αδ

δ

β
= γβ

δ

β

⇔
(
α
δ

β

)
δ = γδ ⇒ γ = α

δ

β

also folgt

δ

β

(
α
β

)
=
(
γ
δ

)
. �

3.15 Lemma

Sei α ∈ R und [c0, c1, . . .] die zugehörige Kettenbruchentwicklung. Einen
Schritt in der Kettenbruchentwicklung können wir (wie in Bemerkung 3.10)
darstellen als

ri = ci +
1
ri+1

⇔
(
ri
1

)
∼ Ai

(
ri+1

1

)
wobei

Ai :=
(
ci 1
1 0

)
.
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Beweis:

ri = ci +
1
ri+1

⇔ ri · ri+1 = ci · ri+1 + 1

⇔
(
ri
1

)
∼
(
ciri+1 + 1
ri+1

)
=
(
ci 1
1 0

)(
ri+1

1

)
=: Ai

(
ri+1

1

)
. �

3.16 De�nition

Seien Ai wie in Lemma 3.15. Weiter de�nieren wir

P−1 :=
(

1 0
0 1

)
, Pi := A0 · · ·Ai =:

(
pi pi−1

qi qi−1

)
∀i ≥ 0 .

Da Pi+1 = PiAi+1 gilt, folgt nun für i = 0, 1, 2, . . .:

pi+1 = ci+1pi + pi−1 und

qi+1 = ci+1qi + qi−1 .

3.17 De�nition

Seien Ai wie in Lemma 3.15. Weiter de�nieren wir

P−1 :=
(

1 0
0 1

)
, Pi := A0 · · ·Ai =:

(
pi pi−1

qi qi−1

)
∀i ≥ 0 .

Da Pi+1 = PiAi+1 gilt, folgt nun für i = 0, 1, 2, . . .:

pi+1 = ci+1pi + pi−1 und

qi+1 = ci+1qi + qi−1 .

Vereinbarung: Ist r ∈ R und [c0, . . . , cn] die zugehörige Kettenbruchent-
wicklung, so sind im Folgenden Pi, sowie pi und qi immer de�niert wie in
De�nition 3.17.

3.18 Folgerung

Sei r ∈ R, dann gilt:

1.

(
r
1

)
∼ Pn

(
rn+1

1

)
.

2. det(Ai) = −1 ∀i und det(Pi) = (−1)i+1.
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3. ggT(pn, qn) = 1.

4. 0 < pi < pi+1 sowie 0 < qi < qi+1 ∀i.

Beweis:

1. und 2.: folgen direkt aus der De�nition von An und Pn.

3.: Wegen pnqn−1 − qnpn−1 = det(Pn) ∈ {±1} und
ggT(pn, qn) | (pnqn−1 − qnpn−1)
folgt ggT(pn, qn) = 1.

4.: Es ist ci ≥ 1 (vgl. Bemerkung 3.10). Weiter gilt p−1, q0 = 0 und
p0, q−1 = 1. Damit sind die Folgen (pi)i≥0 und (qi)i≥0 streng mono-
ton wachsend. �

3.19 Satz

Ist r ∈ R irrational, so gilt

|r − pn
qn
| < 1

q2n

also

r = lim
n→∞

pn
qn

.

Beweis:

Da (
r
1

)
∼ Pn

(
rn+1

1

)
gilt

r(qnrn+1 + qn−1) = pnrn+1 + pn−1 ⇔ r =
pnrn+1 + pn−1

qnrn+1 + qn−1
.

Es folgt

r − pn
qn

=
pnrn+1 + pn−1

qnrn+1 + qn−1
− pn
qn

=
pnqnrn+1 + qnpn−1 − pnqnrn+1 − pnqn−1

qn(qnrn+1 + qn−1)

=
det(Pn)

qn(qnrn+1 + qn−1)
=

(−1)n+1

qn(qnrn+1 + qn−1)

und daher

|r − pn
qn
| = 1

qn(qnrn+1 + qn−1)
<

1
q2n
. �
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3.20 Satz

Sei βn = [a0, . . . , an] ∈ Q, mit n ≥ 1 und ai ∈ N ∀i ∈ {0, . . . n}. Dann ist
βn > 1 und die Kettenbruchentwicklung von βn ist gleich [a1, . . . , an], falls
an > 1 und [a1, . . . , an−2, an−1 + 1] falls an = 1.

Beweis:

Mit vollständiger Induktion:

I.A.: n = 1: Es gilt β1 = a0 + 1
a1
.

a1 = 1: Dann ist c0 = bβ1c = ba0 + 1
a1
c = ba0 + 1c = a0 + 1 = β1.

Also hat β1 die Kettenbruchentwicklung [a0 + 1].
a1 > 1: c0 = bβ1c = a0 und r1 = 1

a0+ 1
a1
−a0

= a1 = c1.

Also hat β1 die Kettenbruchentwicklung [a0, a1].

I.S.: n→ n+ 1: Es gilt βn = a0 + 1
a1,...,an

.

⇒ c0 = bβnc = a0

⇒ r1 =
1

βn − a0
= [a1, . . . , an]

Also hat r1 die Kettenbruchentwicklung [a1, . . . , an], falls an > 1 und
[a1, . . . , an−2, an−1 + 1], falls an = 1 ist.
βn hat damit die Kettenbruchentwicklung [a0, a1, . . . , an], falls an > 1
und [a0, a1, . . . , an−2, an−1 + 1], falls an = 1 ist. �

3.21 Satz

Die Zahl α ∈ R mit α > 1 habe die Näherungsbrüche [c0, . . . , cn] für n =
0, 1, . . .. Dann gilt

[c0, . . . , cn] =
pn
qn

.

Beweis:

Sei βn := [c0, . . . , cn].
Für n = 0 folgt die Behauptung, da p0 = ci und q0 = 1 ist.
Für n ≥ 1 kennen wir aus Satz 3.20 die Kettenbruchentwicklung von βn,
nämlich [c0, . . . , cn] oder [c0, . . . , cn−1 + 1] .

cn > 1: Dann gilt für die Kettenbruchentwicklung βn := [c0, . . . , cn].

⇒
(
βn
1

)
∼ Pn−1

(
cn
1

)
also

βn · (pn−1cn + pn−2) = qn−1cn + qn−2

⇒ βn =
qn−1cn + qn−2

pn−1cn + pn−2
=
pn
qn

.
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cn = 1: Dann ist die Kettenbruchentwicklung βn := [c0, . . . , cn−1 + 1].

⇒
(
βn
1

)
∼ Pn−2

(
cn−1 + 1

1

)
also

βn · (pn−2(cn−1 + 1) + pn−3) = qn−2(cn−1 + 1) + qn−3

⇒ βn =
qn−2(cn−1 + 1) + qn−3

pn−2(cn−1 + 1) + pn−3
=
pn−1 + pn−2

qn−1 + qn−2

cn=1=
pn
qn

. �

3.22 Folgerung

Die Zahl α > 1 habe die Näherungsbrüche [c0, . . . cn], dann gilt mit Satz 3.19
und Satz 3.21

α = lim
n→∞

pn
qn

= lim
n→∞

[c0, . . . , cn] .

3.23 Lemma

Die Zahl α > 1 habe die Näherungsbrüche [c0, . . . , cn]. Dann konvergiert die
Folge der (pn

qn
)n≥0 oszillierend gegen α und es gilt

p1

q1
<
p3

q3
< . . . < α < . . . <

p4

q4
<
p2

q2
.

Beweis:

Es gilt

pnqn−2 − qnpn−2

= (cnpn−1 + pn−2) · qn−2 − (cnqn−1 + qn−2) · pn−2

= cn(pn−1qn−2 − qn−1pn−2)
= cn det(Pn−1) = cn(−1)n ,

also

pn
qn
− pn−2

qn−2
=
pnqn−2 − qnpn−2

qnqn−2
=
cn(−1)n

qnqn−2
,

es folgt

p1

q1
<
p3

q3
< . . . <

p4

q4
<
p2

q2
.

Da wir schon wissen, dass pn

qn
gegen α konvergiert, gilt

p1

q1
<
p3

q3
< . . . < α < . . . <

p4

q4
<
p2

q2
. �
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3.24 Satz

Seien a0, a1, . . . beliebige natürliche Zahlen. Dann existiert

α := lim
n→∞

[a0, . . . , an]

und die Kettenbruchentwicklung von α ist [a0, a1, . . .] .

Beweis:

Da

pn
qn
− pn−1

qn−1
=
pnqn−1 − qnpn−1

qnqn−1
=

det(Pn)
qnqn−1

=
(−1)n+1

qnqn−1
,

konvergiert die Folge pn

qn
gegen ein α ∈ R. Aus Satz 3.20 folgt, dass [a1, . . . an]

oder [a1, . . . an−1 + 1] die Kettenbruchentwicklung von pn

qn
ist. Also gilt

α = lim
n→∞

pn
qn

= lim
n→∞

[a0, . . . , an]

und [a0, a1, . . .] ist die Kettenbruchentwicklung von α. �

3.2.2 Periodische Kettenbrüche

3.25 De�nition (periodische Kettenbrüche)

Der Kettenbruch einer (nicht rationalen wg. Satz 3.12) Zahl α = [c0, c1, . . .]
heiÿt periodisch, wenn es ein n0 ≥ 0 und ein k ≥ 1 gibt, so dass

cn+k = cn ∀n ≥ n0 .

Wir schreiben dafür α = [c0, . . . , cn0−1, cn0 , cn0+1, . . . , cn0+k−1].
α heiÿt rein periodisch, wenn n0 = 0 ist.

3.26 Satz (Euler)

Jeder periodische Kettenbruch stellt eine quadratische Irrationalzahl dar.

Beweis:

Sei α = [c0, . . . , cn0−1, cn0 , cn0+1, . . . , cn0+k−1] und seien ri mit i ≥ 0 die
zugehörigen Restzahlen, dann ist rn0 = [cn0 , cn0+1, . . . , cn0+k−1].
Wegen (

α
1

)
∼ Pn0

(
rn0

1

)
gilt

α · (rn0qn0 + qn0−1) = rn0pn0 + pn0−1

⇔ α =
rn0pn0 + pn0−1

rn0qn0 + qn0−1
.
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also

α ∈ Q[
√
d] für ein d ∈ N ⇔ rn0 ∈ Q[

√
d] .

Deshalb können wir o.B.d.A. annehmen, dass α eine rein periodische Ket-
tenbruchdarstellung hat. Sei

α = [c0, . . . , ck]

diese periodische Kettenbruchentwicklung von α. Dann ist

α = [c0, . . . , ck, α] .

Daher können wir schreiben(
α
1

)
∼ Pk

(
α
1

)
⇔ α(qkα+ qk−1) = pkα+ pk−1

⇔ qkα
2 − (pk − qk−1)α− pk−1 = 0 .

Da α nicht rational ist, folgt die Behauptung mit Lemma 3.7. �

3.27 Satz

Sei ϑ > 1 eine quadratische Irrationalzahl mit Diskriminante D. Dann ist D
auch die Diskriminante von allen Restzahlen ϑn von ϑ.

Beweis:

Durch vollständige Induktion:

IA: ϑ =: ϑ0 hat Diskriminante D := β2+4αγ mit zugehöriger quadratischer
Gleichung αϑ2 − βϑ− γ = 0, wobei ggT(α, β, γ) = 1 und α > 0 gilt.

IS: Sei [c0, c1, c2, c3, . . .] die Kettenbruchdarstellung von ϑ. Wir wissen aus
Bemerkung 3.10:

ϑn = cn +
1

ϑn+1

⇒ α

(
cn +

1
ϑn+1

)2

− β
(
cn +

1
ϑn+1

)
− γ = 0

⇔ αc2nϑ
2
n+1 + 2αcnϑn+1 + α− βcnϑ2

n+1 − βϑn+1 − γϑ2
n+1 = 0

⇔ (βcn + γ − αc2n)ϑ2
n+1 − (2αcn − β)ϑn+1 − α = 0

Nun gilt ggT(α, 2αcn−β)=ggT(α, β) und ggT(α, β) ist entweder gleich
1 oder t := ggT(α, β) - (βcn︸︷︷︸

t|

+ γ︸︷︷︸
t-

−αc2n)︸︷︷︸
t|

.

Also ist ggT(βcn + γ − αc2n, 2αcn − β, α) = 1.
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Wir nehmen o.B.d.A. an, dass (βcn+γ−αc2n) > 0 ist, denn sonst kann
man die quadratische Gleichung mit −1 multiplizieren. Die Diskrimi-
nante wird dadurch nicht verändert.

Die Diskriminante von ϑn+1 ist deshalb

Dϑn+1 = (2αcn − β)2 + 4α(βcn + γ − αc2n)

= 4α2c2n − 4αcnβ + β2 + 4αβcn + 4αγ − 4α2c2n

= β2 + 4αγ = Dϑn = D . �

3.28 Satz

Zu einer festen Diskriminante gibt es nur endlich viele reduzierte Irrational-
zahlen.

Beweis:

Sei ϑ reduziert und seien α, β, γ ∈ Z mit αϑ2−βϑ−γ = 0, wobei ggT(α, β, γ) =
1 und α > 0 gelten.

Dann gilt ϑ ∈ {β±
√
D

2α } mit D = β2 + 4αγ.

Da ϑ > 1 und − 1
σ(ϑ) > 1 sind, ist ϑ = β+

√
D

2α und σ(ϑ) = β−
√
D

2α .

Da |σ(ϑ)| < 1 ist, gilt S(ϑ) = ϑ+ σ(ϑ) = β
α > 0, daher ist β > 0.

Da σ(ϑ) < 0 ist, ist auch β −
√
D < 0.

Also gilt β ∈ (0,
√
D).

Weiter gilt

ϑ =
β +
√
D

2α
⇔ α =

β +
√
D

2ϑ
ϑ>1⇐⇒ α <

β +
√
D

2

und

σ(ϑ) =
β −
√
D

2α
⇔ α =

β −
√
D

2σ(ϑ)
σ(ϑ)>−1⇐⇒ α >

−β +
√
D

2

und deshalb

α ∈

(
−β +

√
D

2
,
β +
√
D

2

)
.

Da c durch a, b und D eindeutig bestimmt ist und da gilt a, b, c ∈ Z, ist
die Menge der reduzierten Zahlen zu einer bestimmten Diskriminante D
endlich. �

3.29 Bemerkung

Wir benutzen hier das Konjugierte σ(ϑ) wie in De�nition 2.2 mit d := D, D
ist hier i.A. aber nicht quadratfrei.
Beispiel: α = 4, β = 8, γ = 1 ⇒ D = 80.

Die Nullstelle 1 +
√

1 + 1
4 der zugehörigen quadratischen Gleichung ist re-

duziert.
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3.30 Satz

Sei ϑ > 1 eine quadratische Irrationalzahl. Dann sind die Restzahlen ϑn der
Kettenbruchentwicklung von ϑ von einer Stelle n = n0 an reduziert.

Beweis:

Wegen Bemerkung 3.10 ist ϑn ≥ 1 für alle i ≥ 1. Wäre ϑn = 1, so würde der
Kettenbruch abbrechen, ϑn wäre also keine quadratische Irrationalzahl.

Sei ϑ = u+ v
√
D = [c0, c1, . . .] und ϑn+1 = r+ s

√
D, wobei D die Diskrimi-

nante von ϑ ist, dann gilt

(
ϑ
1

)
∼ Pn

(
ϑn+1

1

)
mit Pn =

(
pn pn−1

qn qn−1

)
⇒
(
ϑn+1

1

)
∼ P−1

n

(
ϑ
1

)
mit P−1

n =
(
qn−1 −pn−1

−qn pn

)
⇔
(
u+ v

√
D

1

)
∼ P−1

n

(
r + s

√
D

1

)
Es folgt(

u− v
√
D

1

)
∼ P−1

n

(
r − s

√
D

1

)
⇔
(
σ(ϑn+1)

1

)
∼ P−1

n

(
σ(ϑ)

1

)
also

σ(ϑn+1) · (−qnσ(ϑ) + pn) = qn−1σ(ϑ)− pn−1

⇔− 1
σ(ϑn+1)

=
(qnσ(ϑ)− pn)qn−1

(qn−1σ(ϑ)− pn−1)qn−1
=

qnσ(ϑ)qn−1 − pnqn−1

(qn−1σ(ϑ)− pn−1)qn−1

=
qnσ(ϑ)qn−1 − qnpn−1 + qnpn−1 − pnqn−1

(qn−1σ(ϑ)− pn−1)qn−1

=
qn
qn−1

− det(Pn)
(qn−1σ(ϑ)− pn−1)qn−1

=
qn
qn−1

− (−1)n+1

(qn−1σ(ϑ)− pn−1)qn−1

⇔ − 1
σ(ϑn+1)

− 1 =
qn − qn−1

qn−1
− (−1)n+1

(qn−1σ(ϑ)− pn−1)qn−1

=
1

qn−1
·

qn − qn−1 −
(−1)n+1

qn−1

(
σ(ϑ)− pn−1

qn−1

)
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Da

lim
n→∞

(
σ(ϑ)− pn−1

qn−1

)
= σ(ϑ)− ϑ 6= 0 (vgl. Satz 3.19)

sowie

lim
n→∞

1
qn−1

= 0 und qn − qn−1 ≥ 1 für n > 2 (vgl. Folgerung 3.18)

gelten, gibt es ein n0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 gilt

− 1
σ(ϑn+1)

> 1 . �

3.31 Satz (Lagrange)

Sei ϑ eine quadratische Irrationalzahl. Dann hat ϑ eine periodische Ketten-
bruchentwicklung.

Beweis:

Diesen Satz folgern wir mithilfe der vorangehenden Sätze:
Sei ϑ eine quadratische Irrationalzahl. Dann folgt mit Satz 3.27, dass alle
Restzahlen von ϑ die gleiche Diskriminante haben. Mit Satz 3.30 gilt, dass
es ein n0 ∈ N gibt, so dass alle Restzahlen ϑn mit n ≥ n0 reduziert sind, und
schlieÿlich folgt daraus mit Satz 3.28, dass es ein n0 ∈ N und ein k ∈ N gibt,
so dass ϑn0 = ϑn0+k ist. Also ist die Kettenbruchentwicklung periodisch. �

3.32 Satz (Galois)

Eine quadratische Irrationalzahl ϑ hat eine rein periodische Kettenbruchent-
wicklung genau dann, wenn ϑ reduziert ist.

Beweis:

�⇒�: Angenommen, ϑ ist rein periodisch, also ϑ = [c0, . . . , ck].
Dann gibt es mit Satz 3.30 ein n0, so dass ϑn für alle n ≥ n0 reduziert
ist. Da ϑ rein periodisch ist, müssen alle Restzahlen, also auch ϑ selbst
reduziert sein.

�⇒�: Angenommen, ϑ ist reduziert.
Wir zeigen durch vollständige Induktion, dass mit ϑ alle weiteren Rest-
zahlen ϑn reduziert sind:

I.A.: ϑ = ϑ0 ist reduziert.

I.S.: ϑn → ϑn+1:
Da ϑn+1 > 1 und

ϑn = cn +
1

ϑn+1
(Bemerkung 3.10)
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folgt

σ(ϑn) = cn +
1

σ(ϑn+1)

⇒ 1
σ(ϑn+1)

= σ(ϑn)− cn < −cn ≤ −1 .

Also ist ϑn+1 ebenfalls reduziert.

Nun zeigen wir, dass mit ϑn = ϑn+k (wir wissen wegen dem Satz
von Lagrange (Satz 3.31), dass es so ein n und so ein k gibt) auch
ϑn−1 = ϑn−1+k gilt:
Wir wissen

ϑn−1 = cn−1 +
1
ϑn

und ϑn−1+k = cn−1+k +
1

ϑn+k
= cn−1+k +

1
ϑn

⇒ σ(ϑn−1) = cn−1 +
1

σ(ϑn)
und σ(ϑn−1+k) = cn−1+k +

1
σ(ϑn)

⇒ cn−1 = − 1
σ(ϑn)

+ σ(ϑn−1) und cn−1+k = − 1
σ(ϑn)

+ σ(ϑn−1+k)

σ(ϑn−1) und σ(ϑn−1+k) sind reduziert, also gilt

− 1
σ(ϑn−1)

< −1 und− 1
σ(ϑn−1+k)

< −1 .

Damit ist

0 < −σ(ϑn−1) < 1 und 0 < −σ(ϑn−1+k) < 1 ,

also

cn−1 =
⌊
− 1
σ(ϑn)

⌋
und cn−1+k =

⌊
− 1
σ(ϑn)

⌋
⇒ 1

ϑn−1 − cn−1
= ϑn =

1
ϑn−1+k − cn−1

⇒ ϑn−1 = ϑn−1+k . �

3.2.3 Berechnung der Grundeinheit einer Ordnung

In diesem Abschnitt werden wir nun die Einheiten eines reell-quadratischen
Zahlkörpers mit Hilfe der Kettenbrüche bestimmen. Das geht nicht nur für
den Ganzheitsring OQ[

√
d], sondern auch für allgemeinere Ordnungen, die wir

zu Beginn de�nieren.

24



Vereinbarung: In diesem Abschnitt sei w de�niert durch

w :=

{√
d, falls d ≡ 2 (mod 4) oder d ≡ 3 (mod 4) ,

1+
√
d

2 , falls d ≡ 1 (mod 4) .

3.33 De�nition (Ordnung)

Sei Γ ein Hauptidealring. Ein Ring {0} 6= O ⊆ OQ[
√
d] ist eine Ordnung, falls

gilt:

1. Γ ⊆ O,

2. O ist ein freier Γ-Modul in E vom Rang 2.

3.34 Satz

Der Ganzheitsring OQ[
√
d] ist eine Ordnung. Da

O ⊆ OQ[
√
d]

für alle Ordnungen O in E, nennt man ihn auch die Maximalordnung von
Q[
√
d].

Beweis:

Z ist ein Hauptidealring und beide Voraussetzungen an OQ[
√
d] sind erfüllt:

1. Z ⊆ OQ[
√
d] (, denn a ∈ Z⇒ µa(x) = x− a ∈ Z).

2. OQ[
√
d] ist ein Z-Modul in Q[

√
d], der von 〈1, w〉 erzeugt ist. �

3.35 Lemma

Sei O eine Ordnung. Dann gilt O = {α ∈ E | αO ⊆ O}.

Beweis:

Sei R := {α ∈ K|αO ⊆ O}. Dann gilt O ⊆ R wegen der Abgeschlossenheit
der Multiplikation in einem Ring.
Sei nun α ∈ E \ O. Dann ist α1O = α /∈ O. Also O = R. �

Vereinbarung: Da wir nun nur noch den Fall reell-quadratischer Zahl-
körper betrachten, setzen wir E = Q[

√
d] und OE = OQ[

√
d]. Auÿerdem sei

immer d ∈ N quadratfrei.

3.36 Satz

Sei O eine Ordnung in Q[
√
d]. Dann ist F (O) := {x ∈ Q | xZE ⊆ O} E Z

und es gibt ein f ∈ N, so dass F (O) = fZ.

Ferner wird O von (1, fw) erzeugt.

Beweis:

F (O) ⊆ Z, denn
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1. Fall: w =
√
d:

Sei x ∈ Q \ Z
⇒ x · 1 /∈ O ⊆ ZE ⇒ F (O) ⊆ Z.

2.Fall: w = 1+
√
d

2 :
Angenommen es gilt x ∈ Q \ 1

2Z, dann folgt wie oben x · 1 /∈ O.
Für x ∈ 1

2Z \ Z gilt x · 1+
√
d

2 /∈ O ⊆ ZE .
Daher folgt F (O) ⊆ Z.

Sei ϕ : Z→ ZE/O, x 7→ x(ZE/O).
Dann ist ϕ ein Ringhomomorphismus und Kern(ϕ) = F (O), also gilt F (O) E Z.

Da Z ein Hauptidealring ist, gibt es nun ein f ∈ Z, so dass fZ = F (O).

Es bleibt noch zu zeigen, dass O von (1, fw) erzeugt wird:

〈1, fw〉Z ⊆ O : Da fZ = {x ∈ Q | xZE ⊆ O}, folgt diese Inklusion direkt
aus der De�nition von f .

〈1, fw〉Z ⊇ O : Sei x ∈ O

⇒ x ∈ OE ,

dann gibt es a, b ∈ Z, so dass x = a+ bw

⇒ x− a = bw ∈ OE ⇒ b ∈ F (O)
⇒ f | b ⇒ x ∈ 〈1, fw〉Z . �

3.37 De�nition (Führer)

Sei O eine Z-Ordnung. Dann nennt man f aus Satz 3.36 den Führer von O.

Die folgende De�nition einer Diskriminante bezieht sich nicht auf Elemente
aus einem Ring, sondern auf eine Ordnung. Man kann aber nachrechnen, dass
die Diskriminante des Erzeugers w eines Ganzheitsringes eines quadratischen
Zahlkörpers der Diskriminante des Ganzheitsringes entspricht. Das gilt auch
für allgemeinere Ordnungen.

3.38 De�nition (Diskriminante einer Ordnung)

Sei O eine Z-Ordnung mit Z-Basis C. Weiter sei Φ(x, y) := S(x ·y) eine Bili-
nearform undG die zugehörige Gram-Matrix. Dann nennt man ∆(O) := det(G)
die Diskriminante von O.
3.39 Satz

Die Diskriminante von OE ist

dE := ∆(OE) =

{
d, falls d ≡ 1 (mod 4)
4d, falls d ≡ 2 (mod 4) oder d ≡ 3 (mod 4)

.
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Vereinbarung: Im Folgenden bezeichne dE immer die Diskriminante von
OE .
Beweis:

Die Z-Basis von OE ist (1, w), deshalb ist die Gram-Matrix für

d ≡ 1 (mod 4), also w = 1+
√
d

2 :

G =
(

Φ(1, 1) Φ(1, w)
Φ(w, 1) Φ(w,w)

)
=

(
S(1) S(1+

√
d

2 )
S(1+

√
d

2 ) S(1+2
√
d+d

4 )

)
=
(

2 1
1 1+d

2

)
⇒ dE = det(G) = d .

Analog für d ≡ 2 (mod 4) oder d ≡ 3 (mod 4), also w =
√
d:

G =
(

Φ(1, 1) Φ(1, w)
Φ(w, 1) Φ(w,w)

)
=
(
S(1) S(

√
d)

S(
√
d) S(d)

)
=
(

2 0
0 2d

)
⇒ dE = det(G) = 4d . �

3.40 Bemerkung (Zusammenhang mit der Diskriminante in 3.2)

Aus Lemma 2.15 kennen wir das Minimalpolynom von w,
µw(x) = x2 −S(w)x+N (w). Da w ganz ist, ist die Diskriminante D von w

D = S(w)2 − 4N (w) =

{
4d, falls w =

√
d

d, falls w = 1+
√
d

2

.

3.41 Satz

Die Diskriminante einer Ordnung O ⊂ ZE ist ∆(O) = f2 · dE , wobei f der
Führer von O ist.

Beweis:

Seien C = (1, w) und C ′ = (1, fw) die Z-Basen von OE und O, auÿerdem
sei G die Gram-Matrix aus dem Beweis von Satz 3.39, also det(G) = dE .
Dann ist die Basiswechselmatrix

CIdC
′

=
(

1 0
0 f

)
,

also folgt für ∆(O)

∆(O) = det((CIdC
′
)tr) det(G) det(CIdC

′
) = f2 · dE . �

3.42 Satz

Sei O eine Ordnung in Q[
√
d] und f der Führer von O. Dann ist die erste

Restzahl ϑ := 1
fw−bfwc von fw reduziert.
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Beweis:

w und damit auch fw ist irrational. Also gilt für die erste Restzahl ϑ von
fw: ϑ > 1. Für − 1

σ(ϑ) gilt

− 1
σ(ϑ)

= −σ(fw − bfwc) bfwc∈Z
= bfwc − σ(fw)

= bfwc − fσ(w) ≥ fbwc − fσ(w)
> fbwc ≥ 1

Also ist ϑ reduziert. �

Nun kommt das entscheidende Ergebnis dieses Abschnitts, das im Wesentli-
chen die Aussagen des Dirichletschen Einheitensatzes für reell-quadratische
Zahlkörper beinhaltet.

3.43 Satz (über Grundeinheiten)

Sei O eine Ordnung mit Führer f , ϑ eine reduzierte Zahl in E mit der
Diskriminante dEf

2 und [c0, . . . , ck] die Kettenbruchentwicklung von ϑ mit
kleinstmöglicher Periode k. Dann ist ε0 = qkϑ + qk−1 > 1 die Grundeinheit
von O, das heiÿt, alle Einheiten ε von O lassen sich durch ε = ±εh0 mit h ∈ Z
darstellen.

Für den Beweis brauchen wir noch einige Hilfssätze:

3.44 Lemma

Sei ε = u+vf
√
dE

2 > 1 mit u, v ∈ Z eine Einheit einer Ordnung O mit Führer
f . Dann ist u ≥ 1 und v ≥ 1.

Beweis:

Da ε eine Einheit ist, gilt N (ε) = εσ(ε) ∈ {±1}. Daraus folgt σ(ε) ∈ {±1
ε}.

Deshalb ist {±ε,±1
ε} = {±u±vf

√
dE

2 }. Da ε 6= 1, ist genau eine dieser Zahlen
gröÿer als 1. Wir wissen, dass das ε ist und damit gilt u ≥ 1, v ≥ 1. �

3.45 Bemerkung

Sei O eine Ordnung in Q[
√
d] mit Führer f . Ein Element a ∈ Q[

√
d] liegt

genau dann in O, wenn a die Darstellung

a =
y

2
+
zf
√
dE

2

mit

y ≡ zfdE (mod 2)

hat.

Beweis:

�⇒�: Sei a ∈ O. Dann gibt es u, v ∈ Z, so dass a = u+ vfw.
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w = 1+
√
d

2 : Dann ist

a =
2u
2

+
vf + vf

√
d

2
=

2u+ vf

2
+
vf
√
d

2
=

2u+ vf

2
+
vf
√
dE

2
,

also y = 2u+ vf, z = v und y ≡ zf (mod 2).
Da dE = d ≡ 1 (mod 4) ist, ist auch y ≡ zfdE (mod 2).

w =
√
d: Dann ist

a =
2u
2

+
2vf
√
d

2
=

2u
2

+
vf
√

4d
2

=
2u
2

+
vf
√
dE

2
.

Das bedeutet, y = 2u ≡ 0 (mod 2) und z = v.
Da dE = 4d ≡ 0 (mod 2) ist, folgt y ≡ zfdE ≡ 0 (mod 2).

�⇐�: a habe die Darstellung a = y
2 + zf

√
dE

2 mit y, z ∈ Z und y ≡ zfdE
(mod 2).

w = 1+
√
d

2 :

a =
y

2
+
zf
√
dE

2
=
y − zf

2
+
zf + zf

√
dE

2

=
y − zf

2
+
zf(1 +

√
d)

2
=
y − zf

2
+
zfw

2
.

Da y ≡ zf (mod 2) ist, folgt

a =
y − zf

2
+
zfw

2
∈ O .

w =
√
d: Da y ≡ zfdE (mod 2) und dE = 4d ist, ist y ≡ zfdE ≡ 0

(mod 2). Damit ist y
2 ∈ Z und

a =
y

2
+
zf
√
dE

2
=
y

2
+

2zf
√
d

2
=
y

2
+ zf

√
d ∈ O. �

3.46 Satz

Sei O eine Ordnung mit Führer f . ϑ ∈ E sei reduziert und habe die Diskri-
minante f2dE . k bezeichne die Länge der Periode des Kettenbruchs von ϑ.
Dann ist ε0 = qkϑ+ qk−1 eine Einheit in O.

Beweis:

Da ϑ reduziert ist, ist der Kettenbruch von ϑ rein periodisch (vgl. Satz 3.32).
Daher gibt es auch ein k ∈ N mit ϑ = ϑk. Dann gilt (mit Folgerung 3.18)(

ϑ
1

)
∼ Pk

(
ϑk + 1

1

)
= Pk

(
ϑ
1

)
,
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mit Bemerkung 3.14 folgt

(qkϑ+ qk−1)
(
ϑ
1

)
= Pk

(
ϑ
1

)
,

also sei ε := qkϑ+ qk−1. Dann folgt

(Pk − ε0E)
(
ϑ
1

)
=
(

0
0

)
,

wobei E die Einheitsmatrix ist. Weiter folgt (mit Folgerung 2.11)

det(Pk − ε0E)
(
ϑ
1

)
= 0

⇔ 0 = det(Pk − ε0E) = det
((

pk − ε0 pk−1

qk qk − ε0

))
= ε20 − (pk − qk−1)ε0 + det(Pk) .

Da ε0 irrational ist, bedeutet das

µε0(x) = x2 − (pk − qk−1)x+ det(Pk) .

Aus Lemma 2.15 wissen wir nun N (ε0) = det(Pk) ∈ {±1}. Also ist (mit
Satz 3.1 ) ε0 eine Einheit in OE .

Nun möchten wir noch zeigen, dass ε0 in O liegt. Dazu nutzen wir wieder(
ϑ
1

)
∼ Pk

(
ϑ
1

)
=
(
pk pk−1

qk qk−1

)(
ϑ
1

)
⇒ ϑ =

pkϑ+ pk−1

qkϑ+ qk−1

⇔ qkϑ
2 + (qk−1 − pk)ϑ− pk−1 = 0 .

Sei t := ggT(qk, qk−1 − pk, pk−1), dann gilt

qk
t
ϑ2 +

(qk−1 − pk)
t

ϑ− pk−1

t
= 0 .

ϑ hat die Diskriminante f2dE . Mit der p,q-Formel ist

ϑ =
pk − qk−1

2qk
+

t

2qk

√
f2dE .

⇒ ε0 = qkϑ+ qk−1 = qk

(
pk − qk−1

2qk
+

t

2qk

√
f2dE

)
+ qk−1

=
pk + qk−1

2
+
tf

2

√
dE .
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Da ε0 ganz ist, gilt pk + qk−1 ≡ tfdE (mod 2) und mit Bemerkung 3.45
folgt

ε0 =
pk + qk−1

2
+
tf

2

√
dE ∈ O . �

3.47 Satz

Sei O eine Ordnung mit Führer f und ε eine Einheit in O mit ε > 1. Sei
ϑ ∈ E reduziert und habe die Diskriminante f2dE . k bezeichne die mi-
nimale Periode des Kettenbruchs [c0, . . . , ck] von ϑ. ε0 sei de�niert durch
ε0 = qkϑ + qk−1. Dann gibt es eine natürliche Zahl h mit

ε = εh0 .

Beweis:

Wir suchen eine Matrix P , für die gilt

ε

(
ϑ
1

)
= P

(
ϑ
1

)
,

auÿerdem soll es c′i für i = 0, . . . , s geben, so dass

P =
s∏
i=0

(
c′i 1
1 0

)

ist. Denn de�niert man nun ϑ′ := [c′0, . . . , c
′
s, ϑ], dann folgt(

ϑ′

1

)
∼ P

(
ϑ
1

)
= ε

(
ϑ
1

)
∼
(
ϑ
1

)
.

Also ist ϑ′ = ϑ und damit ϑ = [c′0, . . . , c
′
s]. Daraus kann man folgern, dass s

ein Vielfaches von k und c′0, . . . , c
′
s eine

s
k -fache Wiederholung von c0, . . . , ck

ist. Setzt man h := s
k , so gilt

P = P hk ⇒ ε = εh0 .

ε hat die Form u+vf
√
dE

2 und es ist u ≡ vfdE (mod 2) wegen Bemerkung 3.45.
Auÿerdem wissen wir schon, dass u, v ≥ 1 sind. Wähle nun α ∈ N und βγ ∈ Z
so, dass ggT(α, β, γ) = 1 ist und ϑ2α−βϑ−γ = 0 gilt. Dann ist (p,q-Formel)

αϑ =
β

2
+
f
√
dE

2
und dEf

2 = β2 + 4αγ .
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Deshalb ist das Minimalpolynom von αϑ

µαϑ(x) = x2 − βx− αγ .

Da alle Koe�zienten aus Z sind, ist αϑ ganz und deshalb gilt

fD ≡ β (mod 2) ⇔ vfD ≡ vβ ≡ u (mod 2).

Setze nun

P :=
(
p p∗

q q∗

)
:=
(u+βv

2 γv

αv u−βv
2

)
Nachrechnen: 1. Zeile:

u+ βv

2
ϑ+ γv =

u+ vf
√
dE

2
ϑ

⇔ β

2
ϑ+ γ =

f
√
dE

2
ϑ

⇔ γ = (
f
√
dE

2
− β

2
)ϑ

⇔ 4αγ = 4αϑ(
f
√
dE

2
− β

2
) = 2(β + f

√
dE)(

f
√
dE − β
2

) = f2dE − β2

⇔ dEf
2 = β2 + 4αγ .

2. Zeile:

αvϑ+
u− βv

2
=

u+ vf
√
dE

2

⇔ αϑ+
−β
2

=
f
√
dE

2

⇔ αϑ =
β

2
+
f
√
dE

2
.

Damit gilt

ε

(
ϑ
1

)
= P

(
ϑ
1

)
.

Nun wollen wir noch zeigen, dass P die Form

P =
s∏
i=1

(
c′i 1
1 0

)

32



hat. Da ϑ reduziert ist, gilt (wie im Beweis von Satz 3.28)

0 < β < f
√
D und

−β + f
√
dE

2
< α <

β + f
√
dE

2
⇒ − β > −f

√
dE , β + 2α > f

√
dE und − 2α+ β > −f

√
dE .

Mit ε > 1 folgt

q∗ =
u− vβ

2
>
u− vf

√
dE

2
= σ(ε) =

N (ε)
ε

>

{
0, falls N (ε) = 1
−1, falls N (ε) = −1

,

q − q∗ =
−u+ (2α+ β)v

2
>
−u+ vf

√
dE

2
= −σ(ε) = −N (ε)

ε

>

{
−1, falls N (ε) = 1
0, falls N (ε) = −1

,

und

p− q =
u− (2α− β)v

2
>
u− vf

√
dE

2
= σ(ε) =

N (ε)
ε

>

{
0, falls N (ε) = 1
−1, falls N (ε) = −1

.

Daraus folgt

0 < q∗ ≤ q, p

q
> 1 für N (ε) = 1

und

0 ≤ q∗ < q,
p

q
≤ 1 für N (ε) = −1.

Nun werden c′0, . . . , c
′
s de�niert:

1.Fall: pq = 1: Das geht nur, falls N (ε) = −1. Wir setzen c′0 = 1 und t = 0.
Da det(P ) = N (ε) = −1 ist, ist ggT(p, q) = 1, also p = q = 1 und
q∗ = 0. Dann bleibt noch p∗ = −det(P ) = 1.

2.Fall: pq > 1: Da p
q rational ist, habe es die endliche Kettenbruchentwick-

lung

p

q
= [b0, . . . , bs] = [b0, . . . , bs−1, bs − 1, 1].
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Nun soll det(P ) = N (ε) gelten. Daher setzen wir t = s und c′i = bi
für i = 0 . . . s, falls N (ε) = (−1)s+1 und t = s + 1 und c′i = bi für
i = 0 . . . s−1, sowie c′s = bs−1 und c′s+1 = 1 falls N (ε) = (−1)s. Dann
folgt

det(P ) = pq∗ − qp∗ = (−1)t.

Sei nun

P ′t =
(
p′t p′t−1

q′t q′t−1

)
:=

s∏
i=0

(
c′i 1
1 0

)
.

Dann gilt

p′tq
′
t−1 − p′t−1q

′
t = (−1)t

und nach De�nition der c′i

p

q
= [c′0, . . . , c

′
t] =

p′t
q′t
.

Da ggT(p, q) = 1 und ggT(p′t, q
′
t) = 1 und weil p, q > 0 sind (da

u, b, v, a > 0), gilt p = p′t, q = q′t. Deshalb gilt

pq′t−1 − p′t−1q = (−1)t = pq∗ − p∗q ,
⇔ p(qt−1 − q∗) = q(p′t−1 − p∗)
ggT(p,q)=1⇔ q | (qt−1 − q∗) .

0 < q∗ < q: Wegen 0 ≤ q′t−1 ≤ qt = q gilt

|q∗ − qt−1| ≤ |q∗ − q| ≤ q − 1 < q .

Da aber q | (qt−1 − q∗) gilt, muss (qt−1 − q∗) = 0 sein. Also folgt
qt−1 = q∗ und p′t−1 = p∗.

0 < q∗ = q: Dann ist 1 = N (ε) = pq − p∗q = q(p− p∗). Da q, p > 0
sind, folgt q = q∗ = 1 und deshalb p

q = p = bpc. Daraus ergibt
sich t = 1 und q′0 = 1 = q∗ und damit p∗ = p′0.

q∗ = 0: In diesem Fall ist N (ε) = −1. Wegen −1 = N (ε) = −p∗q
folgt q = 1. Deshalb folgt wieder p

q = p = bpc. Da N (ε) = −1
setzen wir t = 1, q′t−1 = q′−1 = 0 und p′t−1 = p∗ = 1.

Also gilt insgesamt p∗ = p′t−1 und q
∗ = q′t−1. P erfüllt also alle Voraus-

setzungen und, wie zu Beginn des Beweises erklärt, können wir nun

P = P hk und damit ε = εh0

folgern. �
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Damit folgt nun der Beweis von Satz 3.43:

Beweis: (von Satz 3.43)

Im Beweis von Lemma 3.44 haben wir schon gesehen, dass von den Einheiten
±ε und ±σ(ε) = ±1

ε genau eine grösser als 1 ist. Diese können wir wegen
Satz 3.46 und Satz 3.47 durch ε0 = qkϑ+ qk−1 darstellen. �

3.48 Satz (Dirichletscher Einheitensatz für reell-quadratische Zahlkörper)

Ist d > 0 quadratfrei und O ⊆ OQ[
√
d] eine Ordnung, dann gilt

O∗ = 〈−1〉 × 〈ε0〉 ∼= Z/2Z× Z .

3.49 Bemerkung

Der �Dirichletscher Einheitensatz� gilt in einer verallgemeinerten Fassung für
alle Zahlkörper.
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