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Kapitel 1

Einleitung

Fin algebraischer Zahlkérper ist ein endlicher Erweiterungskérper E von Q,
also [F : Q] < oo. Als Verallgemeinerung der Beziehung zwischen den ganzen
Zahlen Z und den rationalen Zahlen QQ definiert man den Ganzheitsring eines
Zahlkorpers.

Wir werden hauptséchlich quadratische Zahlkorper, also Zahlkérper E mit
[E : Q] = 2, behandeln. Man unterscheidet reell- und imaginér-quadratische
Zahlkorper. Als Erstes werden wir den Ganzheitsring eines quadratischen
Zahlkorpers bestimmen. Dann werden wir dessen Einheiten charakterisie-
ren. Im Falle imagindr-quadratischer Zahlkorper kann man diese Einhei-
ten konkret benennen. Um die Einheiten des Ganzheitsringes eines reell-
quadratischen Zahlkorpers zu bestimmen, werden Kettenbriiche eingefiihrt,
mit deren Hilfe man eine ,Grundeinheit berechnen kann. Mit dieser Grund-
einheit kann man nun alle weiteren Einheiten multiplikativ erzeugen.

Die Verallgemeinerung dieses Ergebnises ist der auf Dirichlet (1805-1859)
zuriickgehende Einheitensatz.

Die meisten Aussagen und Beweise dieser Ausarbeitung stammen aus KOCH:
Zahlentheorie, algebraische Zahlen und Funktionen ([Koc97]).



Kapitel 2

(Ganze Zahlen in quadratischen
Zahlkorpern

Als Erstes werden wir einige grundlegende Begriffe definieren, die speziell in
diesem Kapitel, aber auch spiter immer wieder niitzlich sind.

2.1 Definition (quadratischer Zahlkérper)

Einen Kérper der Form E := Q[Vd] = Q(vd) = {u + vVd|u,v € Q} mit
d € 7 quadratfrei nennt man einen quadratischen Zahlkorper.

E ist imagindr-quadratisch falls d < 0 und reell-quadratisch falls d > 0.
Ein Element a ¢ Q aus einem reell-quadratischen Zahlkérper nennt man
quadratische Irrationalzahl.

Die folgenden Definitionen sind analog zu denen in den komplexen Zahlen:

2.2 Definition (konjugiertes Element, Norm, Spur)
Sei E = Q[v/d] ein quadratischer Zahlkérper und

o: E—E, (u+vVd)— (u—vVd),
so heifit o(a) das konjugierte Element von a in Q[v/d]. Seien

N: E—-Q, (u+ovVd) — (u+oVd)(u—ovVd) =u*—0%d
und

S: E—Q, (u+vVd)— (u+vVd)+ (u—vVd) = 2u,

dann heifen N (a) die Norm und S(a) die Spur von a in Q[v/d].

2.3 Bemerkung
1. Die Konjugation o ist ein Automorphismus.



2. Die Norm N ist als Produkt von zwei Homomorphismen (Identitéat und
Konjugation) multiplikativ, d.h. N'(a - b) = N(a) - N (D).

3. In imaginédr-quadratischen Zahlkérpern gilt NM(a) > 0 fiir alle a €

QVd] \ {0}.

2.4 Bemerkung

B(z,y) := 38(z - o(y)) ist eine Bilinearform auf E = Q.

Dabei ist B(z,z) = 38(z-0(x)) = N(z) die zugehdrige Norm; dies entspricht
der in der Linearen Algebra definierten Norm.

2.5 Definition (Kérpererweiterung)

Sind K, E Korper, so dass K ein Teilring von E ist, so heift E ein Erwei-
terungskorper von K und K ein Teilkorper von E und E/K eine Kdrperer-
weiterung.

2.6 Bemerkung
Hier wird K := Q und E := Q[v/d] mit d € Z quadratfrei, d.h. d = py, ..., p,
mit p; € P paarweise verschieden und n € N betrachtet.

2.7 Definition (algebraisch)

Es sei E/K eine Korpererweiterung.

FEin Element a € FE heilst algebraisch iiber K, wenn ein Polynom 0 # P €
K[X] existiert mit P(a) = 0.

2.8 Definition (ganze Zahlen)

Sei E/K (hier: Q[vd]/Q) eine Kérpererweiterung und T' (hier: Z) ein Ring
mit Quot(I') = K.

a € E heift ganz beziiglich I, wenn ein normiertes P € I'[X] existiert, so
dass P(a) = 0 gilt.

Wir nennen hier O := {a € E | a ist ganz beziiglich I'} den ganzen Ab-
schluss von I' in E.

2.9 Satz
Opg, der ganze Abschluss von I' in F, ist ein Ring. Er wird auch Ganzheitsring
genannt.

Um diesen Satz zu zeigen, benétigen wir eine Folgerung aus dem Laplacschen
Entwicklungssatz zur Berechnung von Determinanten:

2.10 Satz (Laplacescher Entwicklungssatz)

Sei A = (a;j) eine (r x r)-Matrix iiber einem kommutativen Ring R mit Eins
und A* = (aj;) die adjungierte Matrix, d.h. aj; = (1) det(A;;), wobei
A;; aus A durch Herausstreichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.
Dann gilt

AA* = A*A = det(A)E,

wobel E die Einheitsmatrix vom Grad r ist.



2.11 Folgerung
Sei A wie in Satz 2.10 und x € R™ ein Vektor. Dann gilt:

Ar =0 = (det(A))z=0.

Beweis:

Ar =0 = A'Az=0 = det(A)Exz=0
= det(A)z=0. O

Damit konnen wir den folgenden Satz beweisen, aus dem wiederum wir
Satz 2.9 folgern:

2.12 Satz
Sei E/K eine Korpererweiterung. Endlich viele Elemente ay, ..., a, € E sind
genau dann ganz iiber I' C K, wenn I'[ay, ..., a,] C F endlich erzeugt ist.

Beweis:
o

=

IA: n=0:
Sei a € E ganz. Dann gibt es ein normiertes f(X) € I'[X] vom Grad
k€ N mit f(a) = 0. Sei weiter g(X) € I'[X] beliebig. Dann gibt es
¢(X),r(X) € T[X], r(X) = ¥ b;X? und deg(r(X)) < k, so dass

9(X) = q(X) - f(X) +r(X),

Mit vollstandiger Induktion:

dann ist
k—1 '
g(a) =0+r(a) = Z bia" .
1=0
Also wird jedes g(a) € T'[a] von 1,a,d?,...,a" ! erzeugt.
IS: n—mn+l: SeiR:=Tlay,...,a,]. Dannist I'[aq, ..., an,ant1] = Rlant1]

und wir kénnen wie oben zeigen, dass es endlich erzeugt ist.

=1 SeiTllai,...,a,] als [-Modul endlich erzeugt und wy,...wy ein Er-
zeugendensystem. Ist nun b € I'[ay, . . ., a,] beliebig, dann gibt es fiiré, j € {1,...,k}
cij € I', so dass

r
bwi: E Cij Wy fﬁri:L...,/{
7=1

T
j=1



also

(b—c11)wy — clpwz — €13W3 — ... — CpWk
—criw + (b — ci2)ws — c13w3 — ... — crpwi
0= . = (bE — (cij))w
—C11w1 — C1pWa — €13wW3 — ... + (b — cip)wy
wobei E die Einheitsmatrix und w = (wy, ..., wy)" ist. Nun gilt mit Folge-

rung 2.11

det(bE — (¢ij))w =0 = det(bE — (c;5)) =0.

Damit ist h(z) := det(xE — (¢;;)) normiert und es gilt h(b) = 0. Deshalb
folgt, dass b ganz in I ist. O

Beweis: (von Satz 2.9)

Es reicht zu zeigen, dass Og abgeschlossen beziiglich Addition und Multipli-
kation ist:

Seien a,b € Og. Dann wissen wir aus Satz 2.12, dass I'[a, b] endlich erzeugt
ist.

Da a+ b und a - b in I'[a,b] liegen, ist I'[a,b] = I'[a,b,a + b] = I'[a,b,a - b]
und a + b sowie a - b sind ganz. 0

2.13 Definition (Minimalpolynom)

Sei E/K eine Korpererweiterung und a € E algebraisch iiber K. Ein nor-
miertes Polynom p, € K[X] von minimalem Grad, fiir das gilt p,(a) = 0,
nennt man Minimalpolynom von a.

2.14 Lemma
Das Minimalpolynom von a € E ist irreduzibel und eindeutig. Weiter teilt
es jedes andere P € K[X] mit P(a) = 0.

Beweis:

Die Abbildung
pa: K[X] = E, p(X)pla)

ist ein Homomorphismus. Also ist das Bild ¢, (K [X]) und damit auch K[X]/Kern(p,)
ein Integritdtsbereich, damit ist Kern(y,) ein Primideal (Bem 2.12, [Neb10]).

Weiter ist Kern(p,) ein Hauptideal, da K[X] ein Hauptidealbereich ist (A2,
[Neb10]).

Daher gilt (uq(X)) = Kern(y,). Wiare namlich p,(a) = 0 und es gibe ein
p(X) € K[X], so dass p(X) nicht in (uq(X)) liegt, dann wére das ein Wi-
derspruch dazu, dass p, minimalen Grad hat.

Also ist (q(X)) ein Primideal und damit p,(X) irreduzibel.

Die Eindeutigkeit folgt, da das Minimalpolynom Erzeuger eines Hauptideals
und normiert ist. 0



Nun beginnt die konkrete Charakterisierung des Ganzheitsringes eines qua-
dratischen Zahlkorpers:

2.15 Lemma

Q[v/d]/Q ist eine algebraische Kérpererweiterung, d.h. alle Elemente aus
Q[v/d] sind algebraisch beziiglich Q.

Die Minimalpolynome sind gegeben durch pu,(x) = z — a, falls a € Q und
durch ji,(x) = 22 — S(a)x + N(a), falls a € Q[Vd] \ Q.

Beweis:

Sei a € Q[v/d]. Dann gibt es u,v € Q mit a := u + vV/d.

LFall: v=0:
= po(x) = —u € Q[X].

2.Fall: v # 0: Da a irrational ist, muss deg(uq(x)) grofer als 1 sein. Sei
P(z) = 22 — S(a)x + N(a). Dann gilt

P(a) = a® — S(a)a + N(a)
= a® — (a4 0(a))a + ao(a)

=a’>—a®—o(a)a+o(a)a=0

Also pg(x) = P(x). O

2.16 Bemerkung
Die ganzen Zahlen in Q[v/d] beziiglich Z sind genau die, deren Minimalpo-
lynom in Z[X] liegt.

Bewess:
Sei a € Q[vV/d] mit pg(x) € Z[X]. Dann folgt direkt, dass a ganz ist.

Sei nun a € Q[v/d] \ Z ganz. Dann gibt es ein g € Z[X], g normiert mit
g(a) = 0.

Wihlt man g so, dass es minimalen Grad hat, dann ist g irreduzibel in Z.
Also ist es (mit Satz 2.29, [Neb10]) auch irreduzibel in Q und damit gilt
ta(X) = g(X) € Z[X]. O

2.17 Satz
Die Menge der ganzen Zahlen von Q[v/d] beziiglich Z ist

ZIEYY) fallsd=1 (mod 4)

Z =0 = .
Qlvd] Qv {Z[\/&], fallsd =2 (mod 4) oder d =3 (mod 4)



Beweis:
Aus Bemerkung 2.16 folgt Z C ZQ[\@.

S

Sei w := V/d falls d = 2 (mod 4) oder d = 3 (mod 4) und sei w := L

falls d = 1 (mod 4). Sei weiter a := u + vvd € Q[vVd] mit v # 0 und
a(z) = 2% — S(@)z + N (o).

a ist genau dann ganz, wenn S(a) = 2u € Z und N(a) € Z

= u € 1Z und N(a) € Z.

Z[w) € Zg g Es gilt S(w) € Z und N(w) € Z, also folgt Z[w] € Zg /3,
da wir aus Satz 2.9, wissen, dass Z[v/d] ein Ring ist.

Zlw] 2 Zey gt Sei a € Zg - Dann gilt §(a) und N(a) € Z. Ist u € Z,
so folgt auch v € Z, also a € Z[w]. Sei nun u € 3Z \ Z:

1

u€§Z\Z = u:% mit y€Z und 7#0 (mod 2)
= +4?°=1 (mod4)

2
= L _ ez

4
= v:g mit e€Z und e*d=1 (mod 4)
= d=1 (mod4) und e=1 (mod 2)

14+ Vd

= gy =Zl—5—). 0

2.18 Beispiel
d:=21,F:=Q[v2l],K :=Q.

21=1 (mod 4) = Zg o7 = Z[2§2]

Sei w = Lg/ﬁ Dann ergeben sich folgende Werte:

Element a Koeffizient zu 1 Koeffizient zu w () ganz?
9 9 0 z—9 ja
L2l 0 1 22—z —5 ja
3-10v21 13 —20 22— 262 — 8321 ja
1+@ - 1‘2—21‘—% nein
% + %T‘/ﬁ - — % — % — % nein




Kapitel 3

Einheiten in quadratischen
Zahlkorpern

Vereinbarung: In diesem Kapitel sei immer d € Z quadratfrei.

3.1 Satz
a € ZQ[\/E] ist genau dann eine Einheit, wenn N(a) € Z* = {-1,1}.

Beweis:
»=" Angenommen a € ZQ[ Nz ist eine Einheit. Dann gibt es ein b € ZQ[ V)’
so dass ab = 1.
Dann gilt mit (Bemerkung 2.3): 1 = N (ab) = N (a)N(b)
= N(a), N(b) € Z* = {-1,1}.

= 1 =N(a)=a-o(a) = a ! = +o(a). O

3.1 Einheiten in imaginar-quadratischen Zahlkor-
pern

3.2 Satz
Sei Q[v/d] ein imaginir-quadratischer Zahlkorper, also d < 0 und sei ¢ € Qs
beliebig, aber fest. Dann gilt:

{a € Ogpyg | N(a) < ¢} < oo

Beweis:

Da Z diskret und Og / ein endlich erzeugtes Z-Modul ist (vgl. Satz 2.17),
ist auch (’)@[ Nz diskret.

Weiter ist By<. := {a € Q[vVd] | N(a) < ¢} kompakt, weil fiir d < 0 die
Norm positiv definit ist.

Deshalb ist

{a € Ogyg | N(a) < ¢} =Og g N By<e

9



endlich. O

Mit diesem Satz folgt schon, dass jeder imagindr-quadratische Zahlkorper
nur endlich viele Einheiten haben kann, da die Norm ja beschrinkt ist. In
reell-quadratischen Zahlkérpern ist dagegen die Norm nicht positiv definit,
weshalb wir das Kompaktheitsargument nicht nutzen kdnnen.

3.3 Satz
Die Einheiten von einem imaginér-quadratischen Zahlkérper ZQ[ NZE mit d <
0, sind

(@), falls d = —1
%W} = (w) = (M) = {£1}u{+L £ 3V/=3}, fallsd=— .
{£1}, falls d ¢ {—1,—-3}

Bewess:

d=—1: Seia:=utvy/—1¢€ Zgy,/=7) eine Einheit. Dann gilt mit (Satz 3.1):
1 =MN(a) =u?+0?
= (u,v) € {(0,£1), (£1,0)}
= a € {&1, £} = (i).

d=—-3: Seia::y—l—z\/?:?y;% zr_2+zreZQ[\/jg]mit

y,z € Zund u = (2y + z) € Z eine Einheit.

Dann gilt:

1= N(a) = N (3N (u+2v=3) = j(u +32%)
=u?+322 =4

= (u € {£1} und z € {£1}) oder (u € {£2} und z = 0)
= a=+1+ Y3 oder a = £1.

d¢ {~1,-3}: 1 Fall: d=2,3 (mod4): = Zgyy =7 7ZVd.
Sel nun a € ZQ[\@, dann gibt es u,v € Z mit a = u + wd.

Ist a eine Einheit, so gilt M(a) = u? —v?d = 1 ISty e {1}
und v =0
=a € {£1}.
C = : _ d
2. Fall: d=1 (mod 4): = Zg 5 = Z& Z1E/1.
Sei k so, dass —d = —4k — 1 mit k € N. Sei a € ZQ[\@ eine

Einheit. Dann gibt es r, s € Z mit a = r + 31“'\[ 2”2“'5 + #.
Setze u := 2r + s.

2

=1=N(a) =" _452d = u2+82£4k+1) 20 e {£2},s =0.

= a € {£1}. O

10



3.4 Folgerung
Die Einheiten des Ganzheitsrings eines imaginir-quadratischen Zahlkérpers
sind genau die Einheitswurzeln, d.h.

aEZQ[\/E] < dneN:a"=1.

Beweis:
,=" Folgt aus Satz 3.3.

,<=" Sel a € ZQ[\/E] eine Einheitswurzel. Dann gibt es ein n € N, so dass
a” = 1.

Deshalb ist 1 = NM(a™) = N(a)" und damit gilt MV (a) = 1. O

3.2 Einheiten in reell-quadratischen Zahlkorpern

3.5 Definition (reduziert)
Eine Zahl A > 1 in einem reell-quadratischen Zahlkérper heilt reduziert,
wenn —ﬁ > 1 ist.

3.6 Lemma
Sei A € Q[v/d] mit d > 0 eine quadratische Irrationalzahl.
Dann gibt es a, 8,7 € Z mit ggT(c, 5,7) =1 und a > 0, so dass gilt

aX—pBr—~y=0.

3.7 Lemma
Ist umgekehrt A € R\ Q eine Losung einer quadratischen Gleichung

aN—pBA—y=0,
so ist A Element aus einem reell-quadratischen Zahlkérper.

Beweis:

Mit der p,g-Formel gilt: A € {2% + \/R}

Da A € R\ Q ist, wissen wir, dass der Term unter der Wurzel groker 0
ist, daher gibt es ein d € N, d > 1 quadratfrei und ein g € Q, so dass

)\6{%:&9\/&}. O

Beweis:

Da A nicht in Q liegt, gilt fiir das Minimalpolynom 1, (X)) von a: deg(uq (X)) = 2.
Multipliziere pq(X) noch mit einer geeigneten Zahl aus Q, so dass alle Koef-
fizienten aus Z sind und ihr grofter gemeinsamer Teiler Eins ist, dann folgt

die Behauptung. 0
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3.8 Definition (Diskriminante)

Sei A € Q[v/d] mit d > 0 eine quadratische Irrationalzahl.

Geméf Lemma 3.6 gibt es dann «, 3,7 € Z mit ggT (o, 5,7) =1 und a > 0,
so dass gilt

aX’ —fA—~=0.

Die Diskriminante D := 3?4 4a-y dieser quadratischen Gleichung nennt man
Diskriminante von .

3.2.1 Kettenbriiche

Die Kettenbruchentwicklung dient hier als Hilfsmittel, um die Grundeinheit
zu konstruieren.

3.9 Definition
Die Kettenbruchentwicklung von o € R hat die Form

1
a=cy+ n =: [eo, 1, C2,C3,...],
c1+
1 L 1
)
wobei die Folgen 71,79, ... und cg, ¢, ... rekursiv definiert sind durch
1
ro:=a, ri:=——— und ¢:=|r;.
Ti—1 — Ci—1

Man nennt die ¢; Teilnenner und die r; Restzahlen. [cg, ¢1,. .., ¢,] heilt der

n-te Ndherungsbruch von «.

Vereinbarung: Im Folgenden seien immer r; die Restzahlen und ¢; die
Teilnenner des betrachteten Kettenbruchs.

3.10 Bemerkung

Sei [co, c1, . . .| die Kettenbruchentwicklung von «. Dann gilt:
_ 1
1. r,=c¢ + Tl

2. r; > 1 fir alle ¢ > 1.

Beweis:
1. ¢+ 7":&-1 =c + TEC =C+ri—CG =7
22.0<r—[r] <1 = n r—lLrJ—l O

12



3.11 Beispiel

Wir suchen die Kettenbruchentwicklung von % und 12—‘/5:

i I Cj
= Also ist

0 =2 4
J B =[4,1,1,2) =4+

L 1+ —
3

3 2 2

i C;

0 1+2\/5 1 r0:1+2\/g:1+\/52_1:>00:1

_ 1 2 1+v5 _

1 55 [ =TV To
145 _

2 +2f 1 Also ist 1+2‘/5 = [1,1].

3.12 Satz

Die Kettenbruchentwicklung von o € R bricht genau dann ab, wenn « ra-
tional ist.

Beweis:
»,=" Bricht die Kettenbruchentwicklung ab, so erhilt man die rationale
Zahl, indem man die Nenner gleich macht.

»<=": Sei nun « rational, dann gibt es a, b € Z, so dass a = § und ggT(a, b)=1.
Vergleicht man den Euklidischen Algorithmus fiir ¢ und b mit dem
Kettenbruchalgorithmus fiir «, so stellt man fest, dass diese sich ent-

sprechen:
a = cob + Yo
b=cix1+y1

T1 = Ccax2 + Yo

Tp—1 = Cp®p + 0
Ti—1

~a = [co, 1,02, ..., Cpl, T = firie{1,...,n}, ™, = ay .

X

Daher muss auch der Kettenbruchalgorithmus nach endlich vielen Schrit-
ten abbrechen. 0

13



3.13 Definition
Seien «, §,7,0 € R.

(g) und (g) heifsen dquivalent, falls ad = fy gilt.

. . « ¥
Wir schreiben < ﬁ) < 6> .

3.14 Bemerkung
Gilt

dann gibt es ein € € R, so dass

Beweis:
«a Y
3) " \s
= ad=p &S ad—= = ﬂé
- 578
& <ag>5:75 = Wzag
also folgt

3.15 Lemma
Sei a € R und [cp,cq,...] die zugehorige Kettenbruchentwicklung. Einen
Schritt in der Kettenbruchentwicklung kénnen wir (wie in Bemerkung 3.10)

darstellen als
TP =¢C + L = (TZ> ~ A; (ri+1>
Ti+1 1 1

wobel

14



Beweis:

& T Tl =6 i + 1

i criv1 +1 (G 1 Tit1\ . 4 [ Ti+1
(1)~ () -G 0r) = () o

3.16 Definition
Seien A; wie in Lemma 3.15. Weiter definieren wir

1 0 Pi DPi-1 .
— = Ay Ay = >0.
P—l (0 1) ) Pl AO Al (ql q7j_1> \4) >0

Da Pi+1 = PiAiJrl gﬂt, fOlgt nun fir ¢ = 07 1, 2, ceen

Pit+1 = Ciy1p; +pi—1  und
qi+1 = Ci+1Gi + ¢i—1 -

3.17 Definition
Seien A; wie in Lemma 3.15. Weiter definieren wir

Py = (1 0), Pii= Ay Ay = (p? p?‘1> Vi>0.
01 4 qi—-1
Da P41 = PjA;41 gilt, folgt nun fiir ¢ = 0,1,2,.. .:

Pit1 = Cit1Pi +pi—1  und
qi+1 = Ci+1Gi + ¢i—1 -

Vereinbarung: Ist 7 € R und [cy,...,¢,] die zugehorige Kettenbruchent-
wicklung, so sind im Folgenden P;, sowie p; und ¢; immer definiert wie in
Definition 3.17.

3.18 Folgerung
Sei r € R, dann gilt:

r Tn+1
()
2. det(AZ) =—1V: und det(R) = (—1)i+1,

15



3. 88T (pn,qn) = 1.
4. 0 < Pi < Pit1 sowie 0 < qi < Qi+1 Vi.

Beweis:
1. und 2.: folgen direkt aus der Definition von A,, und P,.

3.: Wegen pngn—1 — qnpn—1 = det(P,) € {£1} und

ggT(men) | (ann—l - ann—l)
folgt ggT(pn, qn) = 1.

4. Es ist ¢; > 1 (vgl. Bemerkung 3.10). Weiter gilt p_1,q0 = 0 und
P0,q—1 = 1. Damit sind die Folgen (p;)i>o und (g;)i>0 streng mono-

ton wachsend. O
3.19 Satz
Ist » € R irrational, so gilt
D 1
r= <
QH Qn
also
. Dn
r= lim —
n—00(n
Beweis:
Da
r Tn+1
()~ ()
gilt
DnTn41 + DPn—1
T(QnrnJrl + anl) = PnTn+1 + Pn-1 < = (A S .
AnTn+1 + qn—-1
Es folgt
_ Pn _ PnTnt+1 + Pn—1 _Pn
Gn An"n+1 + Qn—1 dn
_ PnQn"n+1 + @nPn—1 — PndnTn+1 — PnQn—1
Q’n(ann+1 + anl)
det(P,) B (—1)ntt
Qn(Qnrn—}—l + Qn—l) QH(Qnrn—&—l + Qn—l)
und daher
Dn 1 1

"I" - — | = < -5 -
dn Qn(Qnrn+1 + Qn—l) adn

16



3.20 Satz

Sei B, = [ag,...,an] € Q, mit n > 1 und a; € NVi € {0,...n}. Dann ist
Brn > 1 und die Kettenbruchentwicklung von £, ist gleich [ay, ..., a,], falls
an > 1und [ay,...,an—2,a,—1 + 1] falls a,, = 1.

Bewess:
Mit vollstandiger Induktion:

LA.:n=1:Esgilt 81 =ag + é

a; = 1: Dann ist ¢g = |31 = WO‘FiJ =lao+ 1] =ao+ 1=/
Also hat 8y die Kettenbruchentwicklung [ag + 1].
1
a0+ﬁ—a0

Also hat 5y die Kettenbruchentwicklung [ag, a1].

a1 >1:¢o = |f1] =ag und r = =a; =cy.

I.S:n—n+1: Esgilt 8, =ag +

A1yeeesln

= Ccy = LﬁnJ = ap

— 1 J—
=71 = 5w [ai,...,an]
Also hat 1 die Kettenbruchentwicklung [a1,...,ay], falls a, > 1 und
[a1,...,an—2,an_1 + 1], falls a, = 1 ist.
B hat damit die Kettenbruchentwicklung [ag, a1, ..., ay], falls a, > 1
und [ag,a1,...,an—2,an—1 + 1], falls a, = 1 ist. O

3.21 Satz
Die Zahl o € R mit o > 1 habe die N&herungsbriiche [cy, ..., ¢, fir n =
0,1,.... Dann gilt
[Cos ... Cn) = oy

an
Beweis:
Sei By, == [co, ..., Cn]-
Fiir n = 0 folgt die Behauptung, da pg = ¢; und ¢o = 1 ist.
Fiir n > 1 kennen wir aus Satz 3.20 die Kettenbruchentwicklung von f,,
namlich [co, ..., c,] oder [co,...,cno1 + 1] .

¢n > 1: Dann gilt fiir die Kettenbruchentwicklung 3, := [co, ..., Cn).
= (1)~ na (1)

ﬂn : (pn—lcn +pn—2) = Qn—1Cn + qn—2

N ﬁn _ Qn—1Cn + Qn—2 _ DPn ‘
Pn—1Cn + Dn—2 qn

also
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¢n, = 1: Dann ist die Kettenbruchentwicklung (3, := [co, ..., cn—1 + 1].
Cn—1+1
= (1)~ ()

/871 . (pn—Z(Cn—l + 1) +pn—3) - Qn—Z(Cn—l + 1) + gn—3

= 8, = Gn—2(cn-1+1) + gn—3 _ Pn-1+Pp—2 cp=1 Pn
" pn72(cn71 + 1) + Pn—3 Qn—1+ qn—2 dn

also

3.22 Folgerung

Die Zahl a > 1 habe die N&herungsbriiche [cy, . . . ¢,], dann gilt mit Satz 3.19
und Satz 3.21

.. Pn .
a= lim — = lim [cy,...,¢y,] .
n—oo qn n—oo
3.23 Lemma
Die Zahl a > 1 habe die N&herungsbriiche [co, ..., ¢y]. Dann konvergiert die

Folge der (%:) >0 oszillierend gegen o und es gilt

@<@<...<O¢<...<]2<ZQ.
q1 q3 q4 q2
Beweis:
Es gilt
Pndn—2 — @nPn—2
= (Cnpn—l +pn—2) Qn—2 — (CnQn—l + Qn—2) *Pn—2
= Cn(pnfl(Inf2 - anlpnf2)
=cpdet(Py—1) = cp(—1)",
also
Pn  Pn-2 _ Pndn—2 — qnPn—2 _ cn(_l)n
qn qn—2 qnQdn—2 qnQdn—2 ’
es folgt
mom_ o mm
q1 q3 q4 q2
Da wir schon wissen, dass g—: gegen « konvergiert, gilt
]ﬂ<p—3<...<a<...<%<@. O
q1 g3 q4 q2
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3.24 Satz

Seien ag, ay, . .. beliebige natiirliche Zahlen. Dann existiert
a:= lim [ag,...,a,]
n—oo

und die Kettenbruchentwicklung von « ist [ag,a1,...] .

Beweis:
Da

Pn Pn-1 _ Pndn—1 — qnPn—1 det(Pn> . (_1>n+1

4n Gn—1 dndn—1 dndn—1 dndn—1

konvergiert die Folge 2’—: gegen ein « € R. Aus Satz 3.20 folgt, dass [a1, . .. ay]

oder [ay,...ap—1 + 1] die Kettenbruchentwicklung von Z—Z ist. Also gilt

. DPn .
a= lim — = lim [ag, ..., ay,]
n—oo qn n—oo
und [ag, a1, .. .| ist die Kettenbruchentwicklung von «. O

3.2.2 Periodische Kettenbriiche

3.25 Definition (periodische Kettenbriiche)
Der Kettenbruch einer (nicht rationalen wg. Satz 3.12) Zahl a = [co, ¢y, . . ]
heifst periodisch, wenn es ein ng > 0 und ein k£ > 1 gibt, so dass

Cntk = Cp YN >Ny .

Wir schreiben dafiir oo = [co, . .., Cno—15Cngs Cro+1s - - - 5 Crgth—1) -
« heiftt rein periodisch, wenn ng = 0 ist.

3.26 Satz (Euler)
Jeder periodische Kettenbruch stellt eine quadratische Irrationalzahl dar.

Beweis:
Sel a = [co,- -+, Cno—1+Cngy Crot+1s- -+ Cngrk—1) und seien r; mit ¢ > 0 die
zugehorigen Restzahlen, dann ist 7,y = [Cng; Cng+1s - - - Cng+h—1)-
Wegen
! Tno
gilt

o - (Tno Gngy + Qno—l) = TngPng T Pno—1

o o= TnoPno T Pno—1 ‘
rno qno + Qnofl
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also

a € Q[Vd fireindeN & r,, € Q[Vd].

Deshalb kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass « eine rein periodische Ket-
tenbruchdarstellung hat. Sei

o = [Co,...,ck]
diese periodische Kettenbruchentwicklung von «. Dann ist
a=[co,...,Ck Q.

Daher konnen wir schreiben

«Q «
(1) ~=(3)
& algra + qu—1) = pra + pr—1
& qo® — (pr— qr—1)a — pr—1 =0.

Da « nicht rational ist, folgt die Behauptung mit Lemma 3.7. O

3.27 Satz
Sei 9 > 1 eine quadratische Irrationalzahl mit Diskriminante D. Dann ist D
auch die Diskriminante von allen Restzahlen 1,, von 1.

Beweis:
Durch vollstédndige Induktion:

IA: ¥ =: ¥ hat Diskriminante D := 3?+4ay mit zugehoriger quadratischer
Gleichung at? — 39 — v = 0, wobei ggT(a, 3,v) = 1 und «a > 0 gilt.

IS: Sei [co, 1, c2, c3, .. .] die Kettenbruchdarstellung von 9. Wir wissen aus
Bemerkung 3.10:

Op = cp +

ﬁn—&—l

1 \? 1
= al|cy+ —Blen+ —v=0
< 1911+1> ﬁ < 1911+1> K

& aciViiy +2acy Vi + o — Bepln g — BOni1 — Y05, =0

& (Ben+7—act)¥2,, — (2acy, — B)pt1 —a =0

Nun gilt ggT(«, 2ac,, — 8)=ggT (v, 5) und ggT (e, 3) ist entweder gleich
1 oder t := ggT(a, B) 1 (Ben + v —ac?).

t| t t|
Also ist ggT(Be, + v — ac?, 2ac, — 3,a) = 1.
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Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass (B¢, +v—ac?) > 0 ist, denn sonst kann
man die quadratische Gleichung mit —1 multiplizieren. Die Diskrimi-
nante wird dadurch nicht verdndert.

Die Diskriminante von 9,1 ist deshalb

Dﬁnﬂ = (2ac, — 5)2 +4a(fe, +v — O‘quz)
= 40’c) — dac, B + B + dafe, + day — da’c)

3.28 Satz

Zu einer festen Diskriminante gibt es nur endlich viele reduzierte Irrational-
zahlen.

Beweis:

Sei ¥ reduziert und seien o, 3,y € Z mit a?—p¥—y = 0, wobei geT(a, 3,7v) =
1 und a > 0 gelten.

Dann gilt 9 € {ﬂj;f} mit D = 3% + day.

Da ¥ >1und —ﬁ > 1 sind, ist ¥ = 62;{5 und o(¥) = ﬂga

5

Da |o(9)] < 1ist, gilt S(¥) =9+ o(¥) = g > 0, daher ist § > 0.
Da o(¥) < 0 ist, ist auch 8 — /D < 0.
Also gilt 8 € (0,VD).

Weiter gilt
_B+VD - a:6+\/ﬁ 221 B+vVD

v 20 20 @S T
und
sy =P=YD o B VD e —f+VD

und deshalb
(—ﬁ +vVD B+ @)
ac€ , .

2 2

Da ¢ durch a,b und D eindeutig bestimmt ist und da gilt a,b,c € Z, ist
die Menge der reduzierten Zahlen zu einer bestimmten Diskriminante D
endlich. O

3.29 Bemerkung

Wir benutzen hier das Konjugierte o(¢) wie in Definition 2.2 mit d := D, D
ist hier i.A. aber nicht quadratfrei.

Beispiel: a =4, =8, vy=1 = D = 380.

Die Nullstelle 1 + 4/1 4+ % der zugehorigen quadratischen Gleichung ist re-
duziert.
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3.30 Satz
Sei ¥ > 1 eine quadratische Irrationalzahl. Dann sind die Restzahlen 99, der
Kettenbruchentwicklung von ¥ von einer Stelle n = ng an reduziert.

Beweis:
Wegen Bemerkung 3.10 ist 4, > 1 fiir alle ¢ > 1. Wére 9,, = 1, so wiirde der
Kettenbruch abbrechen, 9, wire also keine quadratische Irrationalzahl.

Sei ¥ = u+vVD = [co, c1,...] und 9,11 = r + sv/D, wobei D die Diskrimi-
nante von ¢ ist, dann gilt

(Y Y : Pn Pn—1

~P n+1 t P o= n n

()= () miem= (0
7971-1—1 —1 v s -1 _ n—1 —Pn—-1
:>< 1 ~ P, 1 mit P, = 0 o

- (u+111\/5) o p <r+i\/5>

n

Bs folgt
)2
- (U(ﬂTJrl)) ~ P! <U(119)>
also

U(ﬁn-i-l) : (_Qna(ﬁ) +pn) = Qn—la(ﬁ) — Pn—1

o — 1 _ (qno'(ﬁ) - pn)qn—l _ Qna(ﬁ)Qn—l — Pndn-1
0-(1971-5-1) (Qn—la(ﬁ) - pn—l)Qn—l (Qn—la(ﬂ) - pn—l)Qn—l

40 (0)qn—1 — qnPn—1 + nPn—1 — Pndn—1
(%—10(’9) - pn—1)Qn—1

I det(F) O (=
dn—1 (Qn—la(ﬁ) - pn—l)Qn—l dn—1 (Qn—la(ﬂ) - pn—l)Qn—l
1 n — -1 n+1
- _ 1 1 (1)
U(ﬁn+1) dn—1 (anla(ﬂ) - pnfl)qnfl
1 —1)m !
- | 9n — 4n—-1 — ( ) P
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lim <a(19)—p"1> = o) —0 # 0 (vgl Satz 3.19)

n—oo qnil
sowie
lim =0 und ¢, —qn-1 >1fiirn>2 (vgl. Folgerung 3.18)

n—o0 (p—1
gelten, gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt

1
- ——>1. g

0'(19n+1)

3.31 Satz (Lagrange)
Sei ¥ eine quadratische Irrationalzahl. Dann hat ¢ eine periodische Ketten-
bruchentwicklung.

Beweis:

Diesen Satz folgern wir mithilfe der vorangehenden Sétze:

Sei 9 eine quadratische Irrationalzahl. Dann folgt mit Satz 3.27, dass alle
Restzahlen von 9 die gleiche Diskriminante haben. Mit Satz 3.30 gilt, dass
es ein ng € N gibt, so dass alle Restzahlen 9, mit n > ng reduziert sind, und
schliefslich folgt daraus mit Satz 3.28, dass es ein ng € N und ein k € N gibt,
so dass U, = Uny4i ist. Also ist die Kettenbruchentwicklung periodisch. [

3.32 Satz (Galois)
Fine quadratische Irrationalzahl ¥ hat eine rein periodische Kettenbruchent-
wicklung genau dann, wenn 9 reduziert ist.

Beweis:
»=": Angenommen, 9 ist rein periodisch, also ¥ = [¢g, .-, Cg)-
Dann gibt es mit Satz 3.30 ein ng, so dass 4, fiir alle n > ng reduziert
ist. Da ¢ rein periodisch ist, miissen alle Restzahlen, also auch ¢ selbst
reduziert sein.

»=" Angenommen, ¥ ist reduziert.
Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass mit 1} alle weiteren Rest-
zahlen v, reduziert sind:

LA.: 9 =19 ist reduziert.

LS.: ¥, — Ypy1:
Da ¥,41 > 1 und

1

9, =
n Cn + 79”+1

(Bemerkung 3.10)
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folgt

1
o) = cn+
(9s) " o(Un+1)
1
= —— = 0(Up) —cn < —c, < —1.
o(In+1) (9n) "
Also ist ¥, 41 ebenfalls reduziert.
Nun zeigen wir, dass mit ¥, = ¥, (wir wissen wegen dem Satz

von Lagrange (Satz 3.31), dass es so ein n und so ein k gibt) auch
19n,1 = ﬂn—l—l—k gllt
Wir wissen

1 1 1
Un—1=Cp_1+ 0. und  Pp_14k = Cpo14k + m = Cp—14k T o,
1 1
= 0’(197171) =Cp—1+ m und U(ﬂn—l—&-k) =Cp—1+k t+ m
1 1
= Cpo1= o) +0(Up-1) und cp_14k = o) +o(Vn-14k)
0(9p—1) und o(¥,_14x) sind reduziert, also gilt
1 1
- <-1 umd— —-—-—< —-1.
o(In-1) o(Vn—1+k)

Damit ist

0<—0(0p-1) <1l und 0< —0(Fp_14%) <1,
also

1 J 1
n—1 = | — n n— = |~
Cn—1 o () u Cn—1+k 7 (0n)
1

R S S

Un—1— Cp_1 P14k — Cn—1
= Un-1=Yn-11% O

3.2.3 Berechnung der Grundeinheit einer Ordnung

In diesem Abschnitt werden wir nun die Einheiten eines reell-quadratischen
Zahlkorpers mit Hilfe der Kettenbriiche bestimmen. Das geht nicht nur fiir
den Ganzheitsring OQ[ vap sondern auch fiir allgemeinere Ordnungen, die wir
zu Beginn definieren.
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Vereinbarung: In diesem Abschnitt sei w definiert durch

Vd, fallsd=2 (mod4)oderd=3 (mod4),

w =
%, fallsd=1 (mod 4).

3.33 Definition (Ordnung)

Sei I' ein Hauptidealring. Ein Ring {0} # O C OQ[ J/d) ist eine Ordnung, falls
gilt:

1. ' C O,
2. O ist ein freier I'"Modul in E vom Rang 2.

3.34 Satz
Der Ganzheitsring OQ[ Nz ist eine Ordnung. Da

fiir alle Ordnungen O in E, nennt man ihn auch die Maximalordnung von

Q[v/d).

Beweis:
Z ist ein Hauptidealring und beide Voraussetzungen an (9@[ Nz sind erfillt:

1. Z C Oy g (,denn a € Z = pq(x) =x —a € 7).

2. OQ[\/E] ist ein Z-Modul in Q[v/d], der von (1,w) erzeugt ist. O

3.35 Lemma
Sei O eine Ordnung. Dann gilt O = {a € E | aO C O}.

Bewess:

Sei R := {a € K|aO C O}. Dann gilt O C R wegen der Abgeschlossenheit
der Multiplikation in einem Ring.

Sei nun o € E\ O. Dann ist alp = a ¢ O. Also O = R. O

Vereinbarung: Da wir nun nur noch den Fall reell-quadratischer Zahl-
kérper betrachten, setzen wir E = Q[v/d] und O = Ogpvar Auferdem sei
immer d € N quadratfrei.

3.36 Satz
Sei O eine Ordnung in Q[v/d]. Dann ist F(O) :== {z € Q | 2Zg C O} A Z
und es gibt ein f € N, so dass F/(O) = fZ.

Ferner wird O von (1, fw) erzeugt.
Bewess:

F(O) CZ, denn

25



1. Fall: w = Vd:
Sei x € Q\Z
=x-1¢0CZy= F(O)CZ.

2 Fall: w = 14Y4;

Angenommen es gilt € Q \ 3Z, dann folgt wie oben z -1 ¢ O.
Fiir 2 € 12\ Z gilt 2 - /4 ¢ O C Zp.
Dabher folgt F(O) C Z.

Seip: Z—Zg/O, z— x(Zg/O).
Dann ist ¢ ein Ringhomomorphismus und Kern(yp) = F(O), also gilt F(O) < Z.

Da Z ein Hauptidealring ist, gibt es nun ein f € Z, so dass fZ = F(O).
Es bleibt noch zu zeigen, dass O von (1, fw) erzeugt wird:

(1, fw)z CO: Da fZ={x € Q|zZgr C O}, folgt diese Inklusion direkt
aus der Definition von f.

(1, fwyz 20: SeixzeO
= ze€0g,

dann gibt es a,b € Z, so dass x = a + bw

= z—a=bweOp = beF(O)
= flb = ze€(l,fw)yz. O

3.37 Definition (Fiihrer)
Sei O eine Z-Ordnung. Dann nennt man f aus Satz 3.36 den Fiihrer von O.

Die folgende Definition einer Diskriminante bezieht sich nicht auf Elemente
aus einem Ring, sondern auf eine Ordnung. Man kann aber nachrechnen, dass

die Diskriminante des Erzeugers w eines Ganzheitsringes eines quadratischen
Zahlkorpers der Diskriminante des Ganzheitsringes entspricht. Das gilt auch

fiir allgemeinere Ordnungen.

3.38 Definition (Diskriminante einer Ordnung)

Sei O eine Z-Ordnung mit Z-Basis C. Weiter sei ®(x,y) := S(z-y) eine Bili-
nearform und G die zugehorige Gram-Matrix. Dann nennt man A(Q) = det(G)
die Diskriminante von O.

3.39 Satz
Die Diskriminante von Op ist

dp = AOp) = d, fallsd=1 (mod 4)
B B 4d, fallsd=2 (mod4)oderd=3 (mod4)
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Vereinbarung: Im Folgenden bezeichne dg immer die Diskriminante von
Og.

Bewess:
Die Z-Basis von Op ist (1,w
14+

);
d=1 (mod 4), also w = 2\@:

d(1,1) @(1,w) S(1) S(Lhd) 2 1
¢= ((I)(w, 1) <I>(w,w)> - <5(1+2\/E) 3(1+2§/E+d)> - (1 l‘gd>

= dg = det(G) =d.

deshalb ist die Gram-Matrix fir

Analog fiir d =2 (mod 4) oder d =3 (mod 4), also w = V/d:

o= (5 )= (W W6 2)

=dg = det(G) =4d. 0

3.40 Bemerkung (Zusammenhang mit der Diskriminante in 3.2)

Aus Lemma 2.15 kennen wir das Minimalpolynom von w,

(1) = 22 — S(w)z + N(w). Da w ganz ist, ist die Diskriminante D von w

4d, falls w =d

2
D = S(w) —4N(w):{¢ fallsw:”T‘/g'

3.41 Satz
Die Diskriminante einer Ordnung O C Zg ist A(O) = f? - dg, wobei f der
Fiihrer von O ist.

Beweis:

Seien C' = (1,w) und C’ = (1, fw) die Z-Basen von Og und O, aukerdem
sei G die Gram-Matrix aus dem Beweis von Satz 3.39, also det(G) = dg.
Dann ist die Basiswechselmatrix

C C/ o 1 O
Id~ = (0 7)o
also folgt fiir A(O)

A(O) = det((CTA°)") det(@) det(C1d°") = f2 - d . 0

3.42 Satz
Sei O eine Ordnung in Q[v/d] und f der Fiihrer von O. Dann ist die erste
Restzahl ¢ := fw—lL Fo] Von fw reduziert.
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Beweis:
w und damit auch fw ist irrational. Also gilt fiir die erste Restzahl ¥ von
fw: 9 > 1. Fiir —% gilt

1 fwlez

———=—0(fw—|fw L w| —o(fw
55 = —ottw=Lru) Y2 Lu) ot
= fw] = fo(w) = flw] — fo(w)
> flw] >1
Also ist ¥ reduziert. O

Nun kommt das entscheidende Ergebnis dieses Abschnitts, das im Wesentli-
chen die Aussagen des Dirichletschen Einheitensatzes fiir reell-quadratische
Zahlkorper beinhaltet.

3.43 Satz (iiber Grundeinheiten)

Sei O eine Ordnung mit Fiihrer f, 19 eine reduzierte Zahl in £ mit der
Diskriminante dg f2 und [co, ..., c] die Kettenbruchentwicklung von 1 mit
kleinstmoglicher Periode k. Dann ist eg = gz 4+ qx—1 > 1 die Grundeinheit
von O, das heifst, alle Einheiten € von O lassen sich durch € = j:eg mit h € Z
darstellen.

Fiir den Beweis brauchen wir noch einige Hilfssétze:

3.44 Lemma
Sei e = % > 1 mit u,v € Z eine Einheit einer Ordnung O mit Fihrer
f. Dann ist w > 1 und v > 1.

Beweis:

Da ¢ eine Einheit ist, gilt N'(¢) = eo(e) € {#1}. Daraus folgt o(c) € {£1}.
Deshalb ist {+e, +1} = {M} Da e # 1, ist genau eine dieser Zahlen
grofer als 1. Wir wissen, dass das e ist und damit gilt « > 1,v > 1. U

3.45 Bemerkung
Sei O eine Ordnung in Q[v/d] mit Fithrer f. Ein Element a € Q[v/d] liegt
genau dann in O, wenn a die Darstellung

Yy Z2fVdE
a= =+
2 2
mit
y=zfdgy (mod 2)
hat.
Beweis:

»=" Seia € O.Dann gibt es u,v € Z, so dass a = u + v fw.
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Dann ist

w — 1+2\/&:

2u  vf+vfVvd 2u4vf vfVd 2u+vf vfJVdg
> T 2 T2 T T T2 Tt

alsoy=2u+vf,z=vund y = zf (mod 2).
Dadrp =d=1 (mod 4) ist, ist auch y = zfdg (mod 2).

w:\/g: Dann ist
_2£+2vfﬂ_2£+vf\/4d_2£+vfs/dE
2 2 2 2 2 2

Das bedeutet, y = 2u =0 (mod 2) und z = v.
Da dg =4d =0 (mod 2) ist, folgt y = zfdg =0 (mod 2).

»<=" a habe die Darstellung a = % + % mit y,z € Z und y = zfdg
(mod 2).

w:—1+2‘/a:
Yy z2fVde  y—=zf  zf+z2fVde
a= =+ = +
2 2 2 2
_y—Zf+Zf(1+\/&)_y—Zf+wa
2 2 2 2

Day=zf (mod 2) ist, folgt

y—zf | zfw
5 +—2 c0O.

w=+d: Day=zfdp (mod 2)und dg = 4d ist, ist y = zfdp =0
(mod 2). Damit ist 4 € Z und
Ve _y  22fVd _y
ECR

_Y _ _Y
a= 3+ 2+zf\/fzeo. O

3.46 Satz

Sei O eine Ordnung mit Fiihrer f. 9 € E sei reduziert und habe die Diskri-
minante f2dg. k bezeichne die Linge der Periode des Kettenbruchs von .
Dann ist g = g9 + qi—1 eine Einheit in O.

Beweis:
Da 9 reduziert ist, ist der Kettenbruch von ¥ rein periodisch (vgl. Satz 3.32).
Daher gibt es auch ein k£ € N mit 9 = 9. Dann gilt (mit Folgerung 3.18)

(@)~ (") =n();
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mit Bemerkung 3.14 folgt

(ar? + qr—1) (f) =Dy <119> ;

also sei € := gz 4 qi_1. Dann folgt

- (9)- ()

wobei E die Einheitsmatrix ist. Weiter folgt (mit Folgerung 2.11)
0
det(Pk — EoE) 1 =0

< Ozdet(PkeoE)Zdet<<p’“_EO Pr—1 >)

qk gk — €0
=&l — (pr — qp_1)0 + det(Py) .

Da ¢ irrational ist, bedeutet das

pheo () = 2% — (pp — qu_1)z + det(Py) .
Aus Lemma 2.15 wissen wir nun N (gg) = det(Pg) € {+1}. Also ist (mit
Satz 3.1 ) gg eine Einheit in Op.

Nun mochten wir noch zeigen, dass ¢ in O liegt. Dazu nutzen wir wieder

()W ( ) () ()

a9+ qe_1
s @9+ (g1 —pp)¥ —pr_1=0.

= 9=

Sei t := ggT(qk, qr—1 — Pk, Pr—1), dann gilt

Bego | (@1 = Pr) pkt—l

=0.

¥ hat die Diskriminante f?dg. Mit der p,q-Formel ist

— Qr— t
ﬁ:M—Fi‘/f?dE.

2qy 2qp

Dk — Qk—1 t
= g0 =qV + Q-1 = Q& ( +—V f2dE> + qr—1
2qy 2qy

+ Qr— t
Z%—f—?f\/dfz.
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Da gy ganz ist, gilt px + gx—1 = tfdg (mod 2) und mit Bemerkung 3.45
folgt

+ qr— t
50:1%—%%\/(1];60. O

3.47 Satz

Sei O eine Ordnung mit Fiihrer f und € eine Einheit in O mit € > 1. Sei
¥ € E reduziert und habe die Diskriminante f2dg. k bezeichne die mi-
nimale Periode des Kettenbruchs [¢g, -, ¢x] von 9. g¢ sei definiert durch
€0 = qx¥ + qr—1- Dann gibt es eine natiirliche Zahl A mit

e=¢l.

Beweis:
Wir suchen eine Matrix P, fiir die gilt

(0)-+()

aufierdem soll es ¢, fiir i = 0,..., s geben, so dass
S /
. c 1
P=1I(5 o)
1=0
ist. Denn definiert man nun ¢ := [cy, . .., ¢, ¥], dann folgt
9 U ) 9
(1)~ () == ()~ ()
Also ist ¥ = ¢ und damit ¥ = [, ..., c,]. Daraus kann man folgern, dass s
ein Vielfaches von k und cj, .. ., ¢ eine {-fache Wiederholung von co, ..., ¢

ist. Setzt man h := 7, so gilt

P:P,f} = 5258.

¢ hat die Form % und esist u = vfdp (mod 2) wegen Bemerkung 3.45.

Auferdem wissen wir schon, dass u,v > 1 sind. Wihle nun o € Nund v € Z

so, dass ggT(a, 3,7) = 1 ist und ¥2a — B9 —~ = 0 gilt. Dann ist (p,q-Formel)
Vd

o = b + f 5 &

5 und  dpf? =% +4avy .
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Deshalb ist das Minimalpolynom von a4
oo(3) = 22 — B — oy
Da alle Koeffizienten aus Z sind, ist at) ganz und deshalb gilt
fD=p (mod2) < wvfD=vf=u (mod?2).
Setze nun
(2= (F )
q q* o u—2,6’v

Nachrechnen: 1. Zeile:

u+26v19+w _ u+v2f\/@19

o Byay - B,

& 7= (fégf)ﬁ

o oy = 400 By o g /i YD) g

& dpf? = P +4ay.

2. Zeile:
am?—i—ujﬁv _ u+vfvdg
2 2
-8 _ fVdg
&S ad+ 5 = 5
&S ol = §+f dE.
2 2
Damit gilt

0-r()

Nun wollen wir noch zeigen, dass P die Form
d /
B c; 1
P=I0(7 o)
1=
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hat. Da ¢ reduziert ist, gilt (wie im Beweis von Satz 3.28)

0<f<fVD und W<a<ﬁ+é\/@

= —ﬁ>—f\/%7ﬁ+2a>f\/@und —20z+ﬁ>—f\/@.

Mit € > 1 folgt

q*:U_U,B>U—Uf\/@:O_(€):
2 2
_J0 falls NE) =1
—1, falls N(e)=—1"

«  —u+QRa+pv _ —utvfVdg
¢ = 2 ” 2 - E T

{—1, falls N'(e) =1
>

0, falls N(e)=—-1"
und
u=(2a-FBv u—vf\/cEZG _
2 2 €
0, falls N(e)=1
—1, falls N(e)=—1"

P—q=

Daraus folgt

0<q*<gq, >1 fir N()=1

ISH RS

und

0<q" <y, ggl fir N(e) = —1.

Nun werden ¢, ..., ¢, definiert:

LFall: £ = 1: Das geht nur, falls N'(¢) = —1. Wir setzen ¢; =1 und ¢ = 0.
Da det(P) = N(e) = —1 ist, ist ggT(p,q) = 1, also p = ¢ = 1 und
¢* = 0. Dann bleibt noch p* = —det(P) = 1.

2.Fall: g > 1: Da % rational ist, habe es die endliche Kettenbruchentwick-
lung

D lbo,... bs] = [bo, ... by_1,bs — 1, 1].
q
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Nun soll det(P) = N (e) gelten. Daher setzen wir t = s und ¢, = b;
fiir i = 0...s, falls N(e) = (—=1)*™' und ¢t = s + 1 und ¢, = ¥; fiir
i=0...s—1,sowie ¢, = by—1und ¢, ; = 1 falls N'(¢) = (—1)®. Dann
folgt

det(P) = pg* — qp* = (—1)".
Sei nun
/ / d /
1
p— <pt pt—l> — <Cz > )
t qé qllt—l 111) 10

Dann gilt
Pidi_1 — pi1q) = (1)

und nach Definition der ¢}

/
p
:[66,...,02]:(]—2.

<3

Da ggT(p,q) = 1 und ggT(p},q;) = 1 und weil p,qg > 0 sind (da
u,b,v,a > 0), gilt p = p}, g = q;. Deshalb gilt

Pgi—1 — Pim1q = (=1)" =pg" — p’q,
& pla-1—q") =qpi_1 — ")
BT g ] (g1 — g -

0<qg"<q Wegen0<gq,_; <q =qgilt

lg* — a1l <l¢" —ql <qg—-1<q.

Da aber ¢ | (¢—1 — ¢*) gilt, muss (¢;—1 — ¢*) = 0 sein. Also folgt
@—1 = ¢" und py_; = p*.
0<gq"=¢ Dannist 1 =N(c) =pg—p“q=q(p—p*). Dag,p>0

sind, folgt ¢ = ¢* = 1 und deshalb % p = |p]|. Daraus ergibt
sich ¢ =1 und ¢j = 1 = ¢* und damit p* = pj,.
¢* = 0: In diesem Fall ist V() = —1. Wegen —1 = N (e) = —p*q

folgt ¢ = 1. Deshalb folgt wieder 2 = p = [p]. Da N(e) = —1
setzenwirt =1,¢q;_ 1 =¢ ; =0und p,_; =p* =1

Also gilt insgesamt p* = p,_; und ¢* = ¢,_,. P erfiillt also alle Voraus-
setzungen und, wie zu Beginn des Beweises erklirt, konnen wir nun

P =P! und damit &=¢h

folgern. (]
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Damit folgt nun der Beweis von Satz 3.43:

Beweis: (von Satz 8.43)

Im Beweis von Lemma 3.44 haben wir schon gesehen, dass von den Einheiten
+e und +o(e) = :&:% genau eine grosser als 1 ist. Diese kdnnen wir wegen
Satz 3.46 und Satz 3.47 durch 9 = gz + qr_1 darstellen. O

3.48 Satz (Dirichletscher Einheitensatz fiir reell-quadratische Zahlkorper)
Ist d > 0 quadratfrei und O C OQ[ Nz eine Ordnung, dann gilt

O = (1) x (e0) XZ/2Z X 7.

3.49 Bemerkung
Der ,Dirichletscher Einheitensatz“ gilt in einer verallgemeinerten Fassung fiir
alle Zahlkorper.
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