§1 Riickblick Theta-Reihen

(1.1) Definition (Theta-Funktion)
Zu einem Gitter I' € R" heifdt

Or(t) =) q%”, g:=e, TcH
xel
Theta Funktion des Gitters. o
(1.2) Definition (Poisson Summenformel)
SeiI' € R" volles Gitter und f : R” — C eine stetige Funktion mit den Eigenschaften:

(V1) Jge 1f (X) | dx < o0
(V2) Die Reihe Y, cr | f(x + u)| konvergiert kompakt gleichmifig in u € R”
(V3) Die Reihe ), cr- f(y) ist absolut konvergent.

Wobei f die Fourier Transformation von f bezeichnet.

Dann gilt:

1 .
Y flx) = Wyi fy)

xel erx <&

§2 sphairische Polynome

(2.1) Definition (sphirisches Polynom)
Ein Polynom P € Clxy, ..., x,] heif8t sphirisch genau dann,
wenn AP = 0, wobei

den Laplace Operator bezeichnet.

Ein Polynom heifst sphirisch vom Grad r, wenn das Polynom sphérisch ist und homo-
gen vom Grad r o
(2.2) Korollar

Ein Polynom P € Clxy, ..., x,] ist genau dann sphérisch vom Grad r, wenn P eine
Linearkombination von Funktionen der Form (¢ - x)" ist, wobei & € C" mit ¢2 = 0
fallsr > 2 o
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flx) = (77 (€ H)
o = (1)

f(x) = eni(%l) x+z)? (t € H,z € R")
A n

f(]/ %) 2Tty Z pTTiTY

f(x) = P(x)e™™ (P € Clxy, . 2]
fly T T %%) e’

fx) = (& x) e (¢ € C", & = Ofiir r > 2)
fly %)re”ﬁ‘/2

flx)=(¢ - (x+2)) i) (rt2)? T,,z wie oben
]?(]/ (\/E>n+2r (C x> 27T1Y 2 ,TTITY

(3.1) Definition (Theta-Reihe mit spharischen Koeffizienten)
Sei I' C R" ein Gitter, z € R", P ein sphérisches Polynom vom Grad r und 7 € H.
Dann definieren wir:

192+1" P

(3.2) Korollar

P(x — V" P(x 4 z)g2(x+2)? . 2T
= ). Y P(x+2)q q

xez+T xel’ <

Es gilt die Identitat:

9 “_ ()T n+2ri— Y P(y)eXzgay’
2P 1 i vol(R"/T) ]R”/F yer* q o

Nun machen wir einige Annahmen die bis zum Ende des Seminarthemas gelten

werden:

I' C R" ein gerades, ganzes Gitter, n ist gerade. P ist ein sphédrisches Polynom vom

Gradr, k :=

% +rund o(T) := vol(R"/T).

Beachte: I' C I'" und aus y1,y2 € I'* mit y; = yp(mod I') folgt y1 - x = y» - x(mod Z)
fiir alle x € T und y? = y5(mod 2Z).
Nun haben wir folgende Formeln fiir p € I'*:

)
Bparp(T+1) =™ ) irp(7) (T1)
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1 1 T\ K =7 27Tiop
= 2 2
197"“’13( T ) o(T) <z> ! aer*/re ﬁp+r'P(T) (T2)

Die Gruppe SLy(Z) operiert auf H und den Funktionen f : H — C durch die Funk-
tion f|xA definiert als:

(flkA) () := f(AT)(cT+d)

mit T € Hund A = (i Z) € SLy(Z).
(3.3) Lemma i b
Seipel™, A= (C d) € SLy(Z), dann gilt:
1 ~ rtib(do?+2 ja)2
OpishA = o [ i o
cel*/T A€l /cT
A=p+do(T)
fiir ¢ # 0 und
1 0
OpirplkA = Wembp Bapir,p
fir c = 0. o

— Das Level eines Gitters —
(3.4) Definition
Das Minimum aller N € IN mit Nu? € 2Z fiir alle u € T* heif3t das Level von T o

(3.5) Lemma
Sei N das Level von I', dann gilt NI'* C T o

(3.6) Korollar -
Sei I' C R" (n gerade) ein gerades, ganzes Gitter mit Level N, p € I'*, A = <c ) €

d
SLy(Z) und N]c.

Dann gilt:
2
l9p+r,p|kA = G(A)emabp ﬂap—i—F,P
mit: 1
a2
€(A) = ——— el firc#0
o(T) (ic)n/2 /\e;cr
e(A) =d "2 firc=20 o
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Betrachten wir nun folgende Untergruppen der SLy(Z):

ro) = { (1 1) esta@) | NI}

Iy(N): = {(Z Z) € SLy(2Z) |azd51(N),CEO(N)}
e Desem: )= Yoo

(3.7) Korollar i b
Sei A € Ty(N), A= ( ),d,c;éO.

Dann gilt:

€(A) _ d—n/Z Z em’%)@.
Ael’ /dr be

(3.8) Lemma i b
Sei A € Ty(N), A= ( ) Dann gilt:

c d
. a b . a b+la
c d)  \c d+lc

fir alle] € Z o
(3.9) Lemma -
Sei A € Ty(N), A= (c d)' d,c # 0. Dann gilt:
G(bd):= Y o™iV fiir d # 0
Ael’/dr
ist eine rationale Zahl.
Insbesondere ist G(b,d) = G(1,d) und somit nur abhingig von d. o
(3.10) Satz
l9p+r,p|kA = 19P_|_r,p fur A € F(N)
A ..
19r,p|kA = (E) l9r,p fir A € ro(N> o



