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Kapitel 1

Elementare Korpertheorie.

1.1 Preludium: Mengenlehre.

Literatur: Halmos, Naive Mengenlehre.

1.1.1 Grundlegende Axiome der Mengenlehre

Elementbeziehung. Ist A eine Menge, so schreiben wir x € A wenn x ein Element von A
ist, ansonsten x ¢ A.

(Unsere Vorstellung, dass = in A liegt, wenn x € A gilt, ist nicht Teil der Definition.)

Gleichheit. (Extensionalitdtsaxiom) Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die
gleichen Elemente enthalten.

(Dass dies eine Forderung ist, veranschauliche man sich z.B. indem man alle Menschen
betrachtet und x € A schreibt, wenn x ein Vorfahr von A ist. Sind die beiden Menschen
gleich A = B, so haben sie dieselben Vorfahren (x € A < = € B), die Umkehrung gilt jedoch
z.B. bei Geschwistern i.a. nicht.)

Aussonderungsaxiom. Ist A eine Menge und B eine Bedingung an die Elemente der
Menge A, so ist auch {z € A | B(x)} eine Menge.

Existenzaxiom. Es gibt eine Menge.

Dann gibt es auch die leere Menge, ) = {z € A | x # x}, die kein Element enthéalt. Sie
ist Teilmenge jeder anderen Menge.

Paarbildungsaxiom. Sind A, B Mengen so gibt es eine Menge M mit A € M und
BeM.

Mit Hilfe dieses Axioms haben wir aus der leeren Menge alle natiirlichen Zahlen konstru-
iert. 0=0,1={0}, 2={0,{0}} und im allgemeinen n + 1 = {0, n}.

Vereinigungsaxiom. Zu jeder Menge von Mengen M gibt es eine Menge X, die alle
Elemente enthélt, die zu mindestens einer Menge von M gehoren.

Daraus kann man die Vereinigungsmenge bilden, als die Menge all der Elemente von X,
die in einem M € M liegen, indem man das Aussonderungsaxiom anwendet. Zur Bildung
des Durchschnitts A N B (auch fiir beliebige Mengensysteme) bendtigt man kein weiteres
Axiom, dies geht mit dem Aussonderungsaxiom alleine, ebenso bei Komplementen A\ B =

{re A|z ¢ B}.
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Potenzmengenaxiom. Zu jeder Menge M existiert eine Menge X, die alle Teilmengen
von M als Elemente enthalt.
Damit definiert man dann wieder die Potenzmenge von M

Pot(M):={z e X |z C M}.

Mit diesen Axiomensystem haben wir in den Grundlagen gearbeitet ohne diese Axiome
als solche zu bezeichnen. Sie sind anschaulich. Wir konnten mit ihnen kartesische Produkte,
Relationen und Funktionen definieren. Ein weiterer Begriff ist der der Familie von Mengen.
Ist A eine Menge und f : A — X eine Funktion, die jedem A\ € A eine Menge f(\) = X, € X
zuordnet, so heifit der Wertebereich von f auch Familie von Mengen (X, | A € A). Eine
ausfithrlichere Darstellung finden Sie in dem (fiir Sie jetzt) schon zu lesenden Biichlein, “Naive
Mengenlehre”.

1.1.2 Das Zorn’sche Lemma und das Auswahlaxiom

Definition 1.1. e Fin Ordnung auf einer Menge M ist eine Relation < auf M mit
(1) a < a fir alle a € M. (reflexiv)
(11) a <bundb<a = a=Db. (antisymmetrisch)
(111) a < b und b < ¢ = a < c. (transitiv)

e Fine geordnete Menge (M, <) heifst vollstindig geordnet, wenn fir alle a,b € M
entweder a < b oder b < a qilt.

e Fine geordnete Menge (M, <) heifst wohlgeordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge von
M ein kleinstes Element enthdlt. () # N C M = 3 n € N, so dass n < x fir alle
reN.)

o (M, <) heifit induktiv geordnet, wenn jede vollstindig geordnete Teilmenge N C M
eine obere Schranke in M besitzt, es also x € M gibt mit n < x fur allen € N.

e Fin maximales Element von M ist einm € M mit m < x = x =m fir alle x € M.

o FEine Teilmenge S von (M, <) heifft Segment, falls fir jedes m € M gilt: 3s € S mit
m<s=meS.

Beispiele.
(N, <) ist vollstandig geordnet und wohlgeordnet, jedoch nicht induktiv geordnet.
(R+, <) ist vollstédndig geordnet, jedoch nicht wohlgeordnet.
(0, 1] ist vollstdndig geordnet und induktiv geordnet, jedoch nicht wohlgeordnet.
Sei M eine Menge und Pot(M) := {N C M} die Potenzmenge von M. Dann ist Pot(M)
durch die Relation X <Y < X C Y eine geordnete Menge. Hat M mehr als ein Element,
so ist sie nicht vollstandig geordnet.

Bemerkung 1.2. Sei (M, <) eine geordnete Menge.

e [st M wohlgeordnet, so ist sie vollstandig geordnet. (Die Menge {a,b} C M hat ein
kleinstes Element.)
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o Firxze M ist
Mo, =S\M,<,x):={meM|m<uz}

ein Segment.
o [st M wvollstindig geordnet und S C M ein Segment, so gilt S C M, fiir jedes x € M\S.
Hauptsatz 1.3. Folgende Aussagen sind aquivalent.

(A) (Auswahlaxiom) Sei A # () und fiir jedes X € A eine nichtleere Menge Xy gegeben. Dann
ist das kartesische Produkt

[T = {@en |2 € X0}

AEA

nicht leer.
(Man kann also simultan fir jedes A € A ein x) € X, auswdhlen. )

(Z) (Lemma von Zorn) Sei (M, <) eine nicht leere geordnete Menge. Ist (M, <) induktiv
geordnet, so besitzt (M, <) mazimale Elemente.
(Hat also jede Kette in M eine obere Schranke in M, so gibt es ein x € M mit m > x
= m =z fir jedesm € M.)

(W) (Wohlordnungssatz) Jede Menge M besitzt eine Ordnung, beziglich der sie wohlgeordnet
15t.

(A), (Z), (W) sind also dquivalente Axiome, sie folgen nicht aus den Grundaxiomen der
Mengenlehre, man muss eines (und wegen der Aquivalenz somit alle) von ihnen zusétzlich
fordern.

Bevor wir zum Beweis kommen wollen wir erstmal exemplarisch zwei wichtige Anwendun-
gen zeigen.

Satz 1.4. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Sei V' ein Vektorraum und B := {B C V | B linear unabhéngig }. Dann ist B
geordnet durch By < By < By C By. Ist nun K C B eine Kette, also eine total geordnete
Menge, so ist die Vereinigung

K:=|]JB

Bek

eine linear unabhéngige Teilmenge von V' (beachten Sie, L.u. heifit dass jede endliche Linear-
kombination der 0 trivial ist) und somit ein Element von B. Nach dem Zorn’schen Lemma
hat also B maximale Elemente, also maximal linear unabhéngige Teilmengen X C V. Jedes
solche X ist ein Erzeugendensystem, denn fir v € V'\ (X) ist X U {v} linear unabhéngig. O

Beachten Sie, dass man nicht unbedingt eine Basis von V' angeben kann. Ist z.B. V = K|[z],
so ist (1,7,22,...) eine unendliche Basis von V. Jedoch fiir V = K[[z]], V = R oder
V ={f:1]0,1] — R | f stetig } kann man keine solche Basis angeben, glaubt man an das
Auswahlaxiom, was durchaus sinnvoll erscheint, so gibt es aber eine Basis.

Eine weitere Anwendung ist
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Satz 1.5. Sei R ein Ring. Dann liegt jedes echte Ideal von R in einem maximalen Ideal.

Beachte: Ein Ideal I < R heifit maximales Ideal, wenn [ # R und I C M < R impliziert
M = I oder M = R. Aquivalent dazu R/I ist ein Korper. Beweis. Sei I < R ein Ideal.
Betrachte die durch Inklusion geordnete Menge M (I) aller Ideale R # J < R, die I enhalten.
Diese Menge ist wieder induktiv geordnet, denn fiir jede total geordnete Menge von Idealen
ist ihre Vereinigung wieder ein Ideal. (Beweis an Tafel). Nach dem Lemma von Zorn hat
M(I) also maximale Elemente. Jedes maximale Element von M ([) ist aber ein maximales
Ideal von R, das I enthalt. O

1.1.3 Beweis des Hauptsatzes.

Dazu 2 Lemmata.

Lemma 1.6. Sei (X, | A € A) eine Familie von Teilmengen einer Menge M und fir jedes
A € A sei <\ eine Wohlordnung auf X so dass fir X,, C Xy gilt:

X, ist ein Segment in X, und die Ordnung <, ist die Einschrankung von <, auf X,,.

Falls fiir je zwei A\, € A stets gilt X, C X oder X\ C X, so induzieren die Ordnungen
(<Al A € A) eine Wohlordnung auf X := Uyepa X.

Beweis. Sind z,y € X, so gibt es A\, p € A mit x € X, y € X,. Nun gilt entweder X,, C X
oder X, C X, also nehmen wir an, dass x,y € X,. Dann erklart man x < y genau dann
wenn z <, y. Dies definiert eine Ordnung auf X deren Einschrankung auf jedes X, gleich
<, ist. Dies ist eine Wohlordnung auf X, denn sei ) # A C X. Dann gibt es ein A € A mit
ANX, #0. Sei a € AN X, ein kleinstes Element.

Behauptung. a ist auch ein kleinstes Element von A.

Denn sei € A. Ist x € X, so gilt a < z nach Konstruktion. Ansonsten ist € X, mit
i # A Dax ¢ X, gilt nicht X,, C X, und also nach Voraussetzung X, C X, und X, ein
Segment in X,. Dann ist aber a < 2 nach Bemerkung 1.2. O

Lemma 1.7. (Fundamentallemma von Bourbaki) Sei ) € T C Pot(M) und p: T — M eine
Abbildung mit p(T) ¢ T fir alle T € T. Dann gibt es eine Teilmenge X C M wund eine
Wohlordnung < auf X, so dass gilt:

1) Fir jedes v € X ist Xop € T und p(X<z) = .

2) X E&T.

Beweis. Sei F = (X, <,) die Familie aller geordneten Mengen mit
a) X, eT
b) (X, <)) wohlgeordnet,

c) Fir alle z € X, liegt S(X), <x,x) € T und p(S(Xy, <x, 7)) = .
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Dann erfillt F die Voraussetzungen von Lemma 1.6:
Denn fiir A, u € A sei

V.= {LL’ - X)\ N X‘u | (S()(A7 <)\,.T), S)\) = (S(Xu, <H,LL’), S#)}

Dann ist V' ein Segment von X und auch von X,,. (leichte Ubung.)

Wir zeigen jetzt, dass V' = X oder V = X, gilt:

Sonst géibe es ein kleinste Elemente z) € X\ V, z, € X,\V. Dannist V = S(X,, <,,z,) =
S(Xy, <x,zx) und wegen c) daher

z,=p(V)=zye X,NnX,

und somit z, = x, € V ein Widerspruch.
Setze nun X := Ux, ¢rX) und <y die von <), A € A nach Lemma 1.6 induzierte Wohlordnung
auf X. Fiir jedes x € X gibt es ein A € A mit x € X, und dann ist

S(Xa <X7:E) - S(X)\7<>\,ZL‘) €T

und somit p(S(X, <x,x)) = z. Die Menge X erfiillt also den Punkt 1. der Behauptung. Gilt
X & T, soist X die gesuchte Menge. Ansonsten ist X € 7 und es gilt p(X) =: zg € X.
Betrachte die Menge

Xo:= X U{xo},x <g 2o fiir alle z € X und <p=<y auf X.

Dann ist auch (Xj, <g) eine wohlgeordnete Menge und die Segmente von Xy sind entweder
Segmente von X oder gleich X = S(Xj, <o, o). Damit erfiillt auch X, die 1. Bedingung der
Behauptung. Weiter gilt Xy & 7, denn sonst wére (Xo, <¢) € F eines der X, eine Teilmenge
von X. O

Beweis. (vom Hauptsatz 1.3)
(A) = (Z) Sei (M, <) eine geordnete Menge und

T :={T C M | T besitzt obere Schranke t' € M \ T'}.

Fir T e T sei Xy :={t' € M\ T |t ist obere Schranke von T'}. Nach dem Auswahlaxiom
gibt es eine Abbildung
p: T — M p(T) e Xy firalleT € T.

Dann gibt es aber nach Lemma 1.7 eine Teilmenge X C M und eine Wohlordnung <y auf X
mit folgenden Eigenschaften:

1) Fiir jedes x € X ist S(X, <x,z) € T und p(S(X, <x,z)) = .

2)) X &T.

Beachte, dass <x noch nichts mit der Ordnung < auf M zu tun hat.

Wir zeigen jetzt, dass (X, <) vollstdndig geordnet ist. Seien dazu x1,z2 € X. Da (X, <y)
wohlgeordnet ist gelte (B x1 <x x3, 71 # xo. Dann gilt aber 1 € S(X, <x,z3). Wegen
S(X,<x,x9) € T ist p(S(X,<x,x2)) = x2. Damit ist also x5 eine obere Schranke von
S(X, <x,xs) beziiglich <. Da aber z; € S(X, <x,x2) liegt, folgt 21 < xs.

Nach Voraussetzung (Z), hat (X, <) eine obere Schranke xx. Da X ¢ T hat X keine obere
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Schranke in M \ X, also gilt zx € X und xx ist ein maximales Element von (M, <), da jedes
y € M mit y > xx auch eine obere Schranke von X ware.
(Z) = (W) Sei M # () und betrachte

M ={(T,<r)| T C M,<r Wohlordnung auf T'}.

Auf M definiere die Ordnung

T1 g T2 und
(T,<1) £ (1, <) & ¢ <1=(Z2),  und
tl SQ tQ fur alle tl € Tl,tg € T2 \ Tl.

Beziiglich dieser Ordnung ist M induktiv geordnet. Nach (Z) gibt es ein maximales Element
(X, <x) in M. Fiir dieses maximale Element gilt X = M, denn sonst sei m € M\ X und <,
die Ordnung auf X U{m} die die Ordnung <y fortsetzt, so dass x <o m fiir alle z € X. Dann
ist (X U{m}, <o) > (X, <x) ein Widerspruch zur Maximalitdt von (X, <x). Also besitzt M
eine Wohlordnung.

(W) = (A) Sei A eine Menge und (X, | A € A) eine Familie nichtleerer Mengen. Wegen (W)

besitzt
Ux
AEA

eine Wohlordnung < und insbesondere hat jede Teilmenge X, ein kleinstes Element x)
beziiglich dieser Ordnung. Damit haben wir eine Auswahlabbildung X, — x,. O

1.2 Primkorper, Korpererweiterungen und Gradsatz

Definition 1.8. Sei K ein kommutativer Ring mit 1. K heifst genau dann Korper, wenn
(K \ {0},-) eine Gruppe ist.

Definition 1.9. Seien K, E Korper.

(i) Das Paar (E/K) heifst Kérpererweiterung, falls K C E und -k, +x durch Fin-
schrinkung von -g, +g entstehen. K heiffit dann Teilkorper von E, und E Er-
weiterungskorper von K.

(11) Die Korpererweiterung (E/K) heifit endlich, falls [E : K| := dimgE < co. [E : K]
heifst der Grad von E tber K.

Beispiel. Sei K ein Korper und f € K|[z] ein irreduzibles Polynom. Dann ist F :=
Klz]/(f) ein Korper und K < E, a + al eine Einbettung beziiglich der wir F als Korpererweiterung
von K anschen. Es ist [E : K] =Grad(f).

Satz 1.10. (Gradsatz) Seien Ey, FEy, Es Korper mit Ey C Ey C Es. Dann gilt: [Es : Ey| =
[Eg . EQ] . [EQ . El]
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BEWEIS: Seien [E3 : Es] = n < oo, [Ey @ Ei] = m < oo . Sei weiter (eq,...,e,) eine
E»-Basis von E3 und (fy, ..., fi) eine Ej-Basis von Es
Beh.: Dann ist B := (e fi1,€1f2,...,enfm) eine E-Basis von Fy
Bew.:

n

(i) B ist Erzeugendensystem: Sei z € E3. Dann existieren a; € Fy, so dass x = Zaiei.
i=1

m n m
Also existieren a;; € Ey, so dass o = Z a;jf;. Daraus folgt x = Z Z a;je; f;.

=1 i=1 j=1
(ii) B ist linear unabhéngig:
Sei a; € Ey, so dass Zaijeifj = 0. Dann gilt: Z(Z a;jfi)ei =0.
2% i=1 j=1

Da aber nun die e; iiber F5 linear unabhangig sind, muf3 fiir alle ¢ gelten:

Z aijfj =0
j=1

Da auch die f; linear unabhéngig sind (iiber £}), folgt a;; = 0 fiir alle 1, j.
Ist nun [Ej : Ey) oder [Esy : E4] unendlich so folgt sofort, daf [E5 : Ey] = oo. O

BEISPIELE 1.

Bemerkung 1.11. Sei R ein Integritdtsbereich. v : Z — R definiert durch n — n-1. Dann
ist Bild(vy) < R ein Integrititsbereich, also ker(v) ein Primideal in Z. Also ker(¢) = (0)
oder ker(y) = (p) fir eine Primzahl p.

p heifst die Charakteristik von R, p = Char(R). Ist ¢ injektiv, so setzen wir Char(R) = 0.

Bemerkung: Man sieht auch leicht “zu Fuf8”, dass ker(¢)) entweder 0 oder ein Primideal
ist. Denn sei ¢ nicht injektiv und n € N minimal mit n - 1 = 0. Ist n keine Primzahl, dann
gibt es ny,my € Noj mit n = nyny. Dann ist aber 0 = n-1 = (n;-1)(ny-1). Da R nullteilerfrei
ist, gilt (ny - 1) =0 oder (ny - 1) = 0, was ein Widerspruch zur Minimalitdt von n ist.

Satz 1.12. Sei K ein Korper. Sei
Ko :=n{L | L ist Teilkérper von K}

der Primkorper von K. Ist Char(K) = 0, so ist Ky = Q isomorph zum Kdérper der
rationalen Zahlen. Ist Char(K) = p > 0 eine Primzahl, so ist Ky = F, := Z/pZ.
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BeEwers: Klar ist K ein Korper und 1 € K. Dann ist aber auch 1 +1 = 2 -1 in K,
und also mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 1.11 ¢(Z) C Ky. Ist Char(K) = p > 0,
so ist ker(¢) = (p) < Z ein maximales Ideal in Z und ¢(Z) = Z/pZ ein Korper. Also ist
Ko = ¢(Z). Ist Char(K) = 0, dann ist ¢ injektiv und Z — Kjy. Da Ky ein Korper ist, hat
¢ eine eindeutig bestimmte Fortsetzung ¢ : Q = Quot(Z) — K,. Also ist Ky = Q in diesem
Fall. O

Definition 1.13. Sei (E/K) eine Korpererweiterung.

(i) Fir beliebige ay,...,a, € E bezeichnet K(ay,...,a,) den kleinsten Teilkérper von E,
der K,ay,...,a, enthdlt, und R := Klay,...,a,] den kleinsten Teilring von E, der
K, aq,...,a, enthalt,

(1)) (E/K) heifit einfache Korpererweiterung, falls ein a € E existiert mit E = K(a).

Bemerkung:
K(ay,...,a,) = Quot(Klay, ..., a,)).

Insbesondere ist K (z) = {% | p,q € K[z],q # 0} der Korper der rationalen Funktionen.

Bemerkung 1.14. Sei E = K(a) einfache Kérpererweiterung iber K. Dann gilt entweder
E = Kla] oder E = K(z). Im 1.Fall heifit a algebraisch dber K. Im 2.Fall heifit a
transzendent uber K.

BEWEIS: Sei ¢ : K[z] = K(a) der K-Algebrenhomomorphismus definiert durch z +— a.
Da K (a) nullteilerfrei ist, ist auch Bild(p) ein Integritatsring. Also ist ker(¢) ein Primideal
in dem Hauptidealbereich K'[z].

(i). ker(y) # 0. Dann ist ker(¢) = (m(z)) fir ein irreduzibles Polynom m(z) € Klz]. (Es
gilt m(a) = 0 in E und der normierte Erzeuger p, x(x) von ker(y) heit das Minimal-
polynom von a (iiber K).) Also ist ker(¢) ein maximales Ideal und daher Bild(yp) =
K{a] ein Korper, d.h. Kla] = K(a) = E.

(ii). ¢ : K[x] — E ist injektiv. Also ist Bild(y) = K[z] kein Kérper, aber Bild(y) = K|a
und E = Quot(K|a]) = K(x).

O
Ubung: Sei L /K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Dann ist K[a]
ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und m, : Kla] — KJa],z — az eine K-linerare
Abbildung. Es gilt pto x = ftm, = Xma, d.-h. das Minimalpolynom von a iiber K stimmt mit
dem Minimalpolynom dieser linearen Abbildung iiberein. Es ist (1,a,...,a?"!) eine K-Basis
von Kla], d = Grad(je k).
ljbung: Sei L/K eine Korpererweiterung. Definieren den algebraischen Abschluss
von K in L
Alg; (K) :={a € L | a ist algebraisch iiber K}.

Zeigen Sie, dass Alg; (K) ein Korper ist.
Definition 1.15. (E/K) heifit algebraisch, falls a algebraisch iber K ist fiir alle a € E.
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Satz 1.16. (i) Ist [E: K| < 0o so ist (E/K) algebraisch.
(ii) Ist E = K(ay,...,an) mit oy algebraisch, so ist [E : K| < oo.
BEWEIS:

(i) Sei @ € E. Dann wird die Folge (1, , o?,...) irgendwann linear abhéngig iiber K, d.h.
esgibt n €N, q; € K (1 <i <n)mit a, #0mit Y, a;a =0, d.h. « ist algebraisch
iber K.

(ii) Wegen des Gradsatzes geniigt es, die Behauptung fiir n = 1 zu zeigen. Dann ist sie aber

klar, da die Potenzen (1, a4, a?,...,a" ") (n=Grad des Minimalpolynoms von «;) eine

K-Basis von F bilden.
O

Lemma 1.17. Algebraisch zu sein ist transitiv, d.h. ist (L/K) algebraisch und (F/L) alge-
braisch, so ist (F/K) algebraisch.

BEWEIS: Sei a € F. Zu zeigen: « ist algebraisch iber K. Es ist a algebraisch iiber L, d.h.
es gibt ag, ..., a,_1 € L mit a"—{—zgol a;a' = 0. Die Korpererweiterung (K (ag, ..., a,-1)/K)
ist nach Satz 1.16 endlich. Ebenso ist (K (ao, ..., an-1,a)/K(ag,...,an,—1)) endlich also nach
dem Gradsatz (K (ag,...,a,-1,a)/K) endlich und damit algebraisch. Insbesondere ist «

algebraisch tiber K. O

1.3 Transzendente Erweiterungen.

Definition 1.18. Sei L/K eine Korpererweiterung. Fine Teilmenge {as,...,a,} C L heifit
algebraisch abhangig iber K, falls ein Polynom f € K[X, ..., X,]| existiert mit f(ay,...,a,) =
0 und ansonsten algebraisch unabhangig. FEine beliebige Teilmenge A C L heifit alge-
braisch unabhangig iber K, falls jede endliche Teilmenge algebraisch unabhdngig ist. Fine
Transzendenzbasis B von L uber K ist eine algebraisch unabhdingige Teilmenge B C L

so dass (L/K(B)) eine algebraische Erweiterung ist. Gibt es eine Transzendenzbasis B mit

L = K(B), so heifst L tiber K rein transzendent.

Sei L = K(x) der Korper der rationalen Funktionen. Dann ist B = {z} eine Transzen-
denzbasis und L iiber K rein transzendent. Jedoch ist auch B = {z®} eine Transzendenzbasis,

IL: K(2%)] =3,

Satz 1.19. Sei L/K eine Korpererweiterunyg.

(a) Jede algebraisch unabhdngige Teilmenge von L lafit sich zu einer Transzendenzbasis erganzen.
Transzendenzbasen sind also maximal algebraisch unabhangige Teilmengen. Insbesondere gibt
es Transzendenzbasen.

(b) Je zwei Transzendenzbasen haben gleich viel Elemente (oder sind unendlich). Im endlichen
Fall heifst diese Anzahl auch der Transzendenzgrad von L dber K, trdeg(L, K).
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Beweis. (a) Sei A C L eine algebraisch unabhingige Teilmenge und
B(A):={ACU C L|U ist algebraisch unabhéngig }.

Dann ist B(A) durch Inklusion induktiv geordnet und besitzt nach dem Lemma von Zorn ein
maximales Element B. Dann ist L/K(B) algebraisch, denn fiir jedes a € L\ B ist {a} U B
algebraisch abhangig.

(b) Wir zeigen dies fiir den endlichen Fall. Sei also B := {by,...,b,} eine Transzendenzba-
sis von L iiber K und sei {a,...,a,} C L algebraisch unabhéngig. Dann ist a; iiber
K(B) algebraisch, also gibt es ein Polynom 0 # f(t,Xy,...,X,) € K[t,Xy,...,X,] mit
flai,by,...,b,) = 0. Da a; transzendent iiber K ist, kommt eines der X; ((E X;) in
f vor. Dann ist aber b; algebraisch iiber K(aj,bs,...,b,) also auch L algebraisch iiber
K(ay,by,...,b,). Die Menge {ai,...,b,} ist algebraisch unabhéngig, da jede algebraische
Abhéngigkeit dieser Menge auch eine von {by,...,b,} liefert, also ist auch {ay,...,b,} eine
Transzendenzbasis von L. O

Folgerung 1.20. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann gibt es einen Korper E mit L/E
algebraisch und E /K rein transzendent.

Beispiel: Andersherum geht es nicht: Betrachten Sie den Korper L = C(X)[Y]/(Y? —
(X? + X)) und K = C. Dann ist K = Alg,;(K), da C algebraisch abgeschlossen ist. L
ist algebraisch iiber E = C(X), sogar endlich mit [L : E] = 3. Jedoch ist L nicht rein
transzendent.

Bemerkung 1.21. Sei E > L > K Korpererweiterungen. Dann gilt trdeg(E, K) = trdeg(E, L)+
trdeg(L, K).

1.4 Zerfallungskorper.

Definition 1.22. (i) Seien Ey und FEy Korper. Ein Ringhomomorphismus ¢ : 1 — Fy
heifst auch Korperhomomorphismus.
FEin Korperisomorphismus ¢ : E — E heifst Korperautomorphismus.

(ii) Seien (E1/K),(Ey/K) Kérpererweiterungen. Ein K -Algebrenhomomorphismus ¢ : Ey —
E5 heifft Korperhomomorphismus iiber K.

(i) E\ 5 Es, falls K-Algebrenisomorphismus zwischen Ey und Esy ezistiert.

(iv) Aut(E) :={¢|p: E — E ist Korperautomorphismus}
Auti (F) = Aut(E/K) = {¢|p : E — E ist Kérperautomorphismus tiber K }

Beachte: Korperhomomorphismen sind immer injektiv. Denn der Kern ist ein Ideal, also
= 0 oder = F;. Aber 1 wird unter Koérperhomomorphismen auf 1 abgebildet, also ist 1 nicht
im Kern, also Kern = 0.
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Bemerkung 1.23. Sei ) : K — K’ ein Korperhomomorphismus. Dann gibt es genau einen
Ringhomomorphismus ¢ : K[x] — K'[z] der ) fortsetzt, mit (x) = x. Es gilt (>, ax") =
Z?:o w<az)$2

Definition 1.24. Sei K ein Kdrper und f(t) € K[t].

(i) E heifit ein Wurzelkorper von f(t), falls (E/K) eine Korpererweiterung ist und ein
¢ € E existiert mit f(§) =0 .

(i1) Der Erweiterungskorper E von K heifst ein Zerfallungskorper von f(t), falls f(t) diber
E in Linearfaktoren zerfillt und E minimal ist, d.h. f(t) zerfdllt nicht in Linearfaktoren
in Ft] fir KCFCE, F +E.

(Dann existieren & € E, so dass f(t) =[]t — &) in Et].)
Beachte: f(t) hat dann keine weiteren Wurzeln in E.

Satz 1.25. Sei f(t) = > 1 ait' € K[t], a, # 0 ein Polynom vom Grad n > 1.
(1) Ein Wurzelkorper von f(t) existiert .
(11) Jeder minimale Wurzelkérper L von f ist von der Form L = K[a] mit f(a) = 0.

(iii) Sei f(t) irreduzibel in K[t], o : K — K, ein Korperisomorphismus, und ¢ wie in
Bemerkung 1.23. Sei fi(t) = S._ow(a)t = ¢(f(t)) € Ki[t]. Ist L = Kla] ein
minimaler Wurzelkorper von f und Ly = Kilay] ein minmaler Wurzelkérper von fi,
dann definiert ¢y : L — L1,y ;- oaat — > (a;)od einen Korperisomorphismus
(der 1) fortsetzt).

(iv) Insbesondere folgt aus (iit): Ist f(t) irreduzibel in KJt|, so sind je zwei minimale
Wurzelkorper isomorph iber K.

BEWEIS:

(i) Sei l? = K[t]/(f(t)) "Wurzelring” mit f(t) =0 (t =t + (f(t))). Jedes maximale Ideal
I < E liefert einen (sogar minimalen) Wurzelkorper E = E/I.
Alternativ sei f; ein irreduzibler Teiler von f in K[t] und setze E := K|[t]/(f1).

(ii) Ist L ein minimaler Wurzelkérper von f, so enthélt L ein o mit f(a) = 0. Da K(a) < L
ein Wurzelteilkérper von L ist, folgt L = K(«). Weiter ist a algebraisch iiber K, also
L = Kla].

(iii) Da f(t) € K[t] irreduzibel ist, ist auch sein Bild f; = ¢(f) € K;[t] irreduzibel. Daher
ist L= K[t]/(f(t)) = Ki[t]/(f(t)) = Ly.

O

Beispiel Das irreduzible Polynom ! — 2 € Q[z] hat Q[v/2] und Q[iv/2] als minimale

Wurzelkorper. Der Wurzelkorper ist also nicht physikalisch eindeutig, sondern nur bis auf
Isomorphie.

Satz 1.26. Sei f(t) € K[t] \ K.
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(i) Es gibt einen Erweiterungskdrper von K, tiber welchem f(t) in Linearfaktoren zerfdillt.
(i1) Je zwei Zerfillungskorper von f sind isomorph tber K.

BEWEIS:
(i) folgt aus 1.25 durch Iteration.

(ii) Sei L ein Zerfallungskoérper von f iiber K. Durch Induktion iiber m := [L : K| zeigen
wir: Ist ¢ : K — K’ ein Korperisomorphismus und L' ein Zerfallungskorper von 15( f)e
K'[t] iber K, so 1a8t sich ¥ zu einem Ké&rperisomorphismus ¢’ : L — L’ fortsetzen.
Ist m = 1, dann zerféllt f in K[t| in Linearfaktoren und L' = K’ = K = L.

Sei also m > 1 und ¢(t) € K]Jt] ein irreduzibler Faktor von f vom Grad d > 1. Sei
g1 = ¥(g). Sei @ € L mit g(a) = 0 und o/ € L' mit g;(a/) = 0. Dann sind die
Teilkorper Ly = K[a] < L und Ly = K'[a/] < L’ beides minimale Wurzelkorper von g
(bzw. ¢1) und nach Satz 1.25 (iii) 1a8t sich ¢ zu einem Isomorphismus ¢; : L1 — Lo

fortsetzen. Weiter ist [L : L] = dimy, (L) = gistd — el < [ K] und L

(bzw. L) ist ein Zerfallungskorper von f(t) € Lq[t] (bzw. 1(f(t)) € Lo[t]). Nach
Induktionsvoraussetzung 148t sich vy zu einem Korperisomorphismus von L nach L/
fortsetzen, der dann natiirlich auch ¢ fortsetzt.

1.5 Der algebraische Abschluss.

Bemerkung 1.27. Sei L/K eine Kérpererweiterung. Dann ist
Algi(L) := K := {a € L | a ist algebraisch iber K}

ein Teilkorper von L. K heifit der algebraische Abschluss von K in L. K ist der grofite
Teilkorper von L, der algebraisch tuber K ist.

Definition 1.28. Fin Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes f € K]|t] eine
Nullstelle in K hat.

Bemerkung 1.29. Aquivalent sind:
(i) K is algebraisch abgeschlossen.
(i1) Jedes irreduzible Polynom in K|t] hat Grad 1.
(i1i) Ist (L/K) eine algebraische Erweiterung, so gilt L = K.

Definition 1.30. Sei K ein Korper. Ein Frweiterungskorper E von K heifit ein algebrais-
cher Abschluss von K, falls

(i) E ist algebraisch abgeschlossen.
(i) (E/K) ist algebraisch.
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Bemerkung 1.31. Ist L/K eine Kopererweiterung so dass L algebraisch abgeschlossen ist,
so ist Algx (L) ein algebraischer Abschluss von K. (Beweis als nette Ubung.)

Satz 1.32. Jeder Korper K hat einen algebraischen Abschluss.

BEwEIS: Sei P := {f € K[t], irreduzibel, normiert } und

X = {£§f)7"'7£(GJ;)ad(f) ’ f € P}

Ist f(t) =t" —ayt" ' +agt" 2 — -+ -+ (—=1)"a, € P so setze

Rp={ ) el el —a k=1, n}.

11 <...<i

Nun betrachte das Ideal
A= (| Ry) 9 K[x].
ferP

Wir zeigen gleich, dass A # K[X] ist. Dann gibt es nach dem Lemma von Zorn ein maximales
Ideal M von K[X] mit A C M. Setze E := K[X]/M. Dann ist E ein Korper der K
(identifiziert mit seinem Bild K = K -1+ M C K[X]/M) enthélt. Jedes Element von E
ist algebraisch iiber K, also ist F eine algebraische Erweiterung von K. Weiter zerfallt jedes
(irreduzible normierte) Polynom f € K[t] \ K in Linearfaktoren

n

f=11t-¢&) e El.

i=1

Beh. F ist algebraisch abgeschlossen.

Dazu sei a0 algebraisch iiber E. Dann ist auch « algebraisch iiber K und damit Nullstelle
eines Polynoms in K[t]. Dieses zerféllt in Linearfaktoren in E[t] und damit ist o € E.
Bleibt zu sehen, dass A # K[X] ist. Ansonsten wire 1 € A eine endliche Linearkombina-

tion 1 = Zaixi fiir geeignete a; € K und xz; endliche Produkte von Ausdriicken der Form

zi1<_._<ik §flf) x -5.(f) — ag. Spezialisiert man in diesem Ausdruck die §§f) zu Nullstellen von f,

so wird der Ausdruck gleich 0. Da nur endlich viele f, sagen wir fi, ..., fx vorkommen, kann
k

man diese Nullstellen im Zerfallungskorper L des Produkts H fi finden. Setzt man diese

i=1
Nullstellen ein, so werden alle x; zu Null und somit 1 = ). a;x; = 0 € L, ein Widerspruch. O

Satz 1.33. Je zwei algebraische Abschliisse K und K' von K sind iiber K isomorph.
BEWEIS: Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Wir zeigen:

Lemma 1.34. Ist K C L C F eine algebraische Erweiterung und ¢ : L — K ein Ringho-
momorphismus mit o\ x = id, dann gibt es einen Ringhomomorphismus ¢ : F — K mit

¢|L = p.
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Daraus ergibt sich der Satz als Spezialfall: L = K, F = K', ¢ = id.
Sei A:={(F',¢') | F 2 F' 2 L, ¢, = ¢} Dann ist A durch

(F1, 1) < (Fo, 02) i F1 < Fy, (@02)|7, = 01

induktiv geordnet, d.h. jede Kette hat eine obere Schranke:

Sei {(F;, ;) | @ € I} eine vollstandig geordnete Teilmenge von A. Dann hat sie die obere
Schranke (|J;c; Fi,¥) mit ¢p, = ¢;. Mit dem Zorn’schen Lemma existiert ein maximales
Element (F',¢') von A. Ist F' # F, so wiahle « € F \ F’ und setze ¢’ auf F'(a) fort:
Ist jo € F'[t] das Minimalpolynom von « iiber F', so zerfillt p, in K[t] in Linearfaktoren.
Insbesondere gibt es ein 8 € K mit j,(8) = 0. Setze ¢’ auf F'(a) fort durch ¢'(a) := 8.
Widerspruch. Also ist I = F. O

1.6 Endliche Korper.

Satz 1.35. Sei K ein Korper und U < K* endlich. Dann ist U zyklisch, d.h. es gibt ein
ze K mit U =< z >.

Beweis. K* ist eine abelsche Gruppe, also ist auch U eine endliche abelsche Gruppe. Angenom-
men U ist nicht zyklisch. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen gibt es dann
eine Primzahl p und eine Untergruppe X := C, x C, = (a,b) < U. Die p? Elemente von X
erfiillen aber alle ¥ = 1, sind also Nullstellen des Polynoms t* — 1 € K]Jt]. Dieses hat aber
(da Kt] faktoriell ist) hochstens p Nullstellen in K, ein Widerspruch. O

Lemma 1.36. Sie K ein Korper und f: K — K ein Korperendomorphismus. Dann ist
F:=Fiz(f) ={ke K| f(k)=k}
ein Teilkorper von K.

Beweis. Mit a,b € F' liegen auch a + b und a - b in F. Weiter gilt 0,1 € F und fir 0 # a € F
auch a=! € F. 0

Lemma 1.37. Ist K ein Korper der Charakteristik p, dann ist die Abbildung ®, : K —
K,a — aP ein Korperendomorphismus von K, der sogenannte Frobeniusendomorphismus.
Ist K endlich, so ist ®, bijektiv also ein Automorphismus von K, der Frobeniusautomor-
phismus.

BEWEIS: &, ist ein Ringhomomorphismus, denn ®,(ab) = ®,(a)®,(b) und
~ (p
Op(atb)=(a+b)P =) (k) a"bPF = a? + b fiir alle a,b € K.
k=0

Der Kern eines Ringhomomorphismus ist ein Ideal, also ist ®, injektiv und damit auch sur-
jektiv, wenn K endlich ist. O
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Satz 1.38. Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist Char(K) = p eine Primzahl und |K| = p™
eine Potenz dieser Primzahl. Umgekehrt gibt es zu jeder Primzahlpotenz p™ genau einen
Korper mit p* Elementen. Dieser wird mit Fpn bezeichnet.

Beweis. Der Primkorper von K ist auch endlich und daher = F,, fiir eine Primzahl p. Also ist
K ein endlich dimensionaler FF,-Vektorraum und daher |K| = p” mit n = [K : K.

Sei umgekehrt n € N und p eine Primzahl.

Existenz: Sei K der Zerfillungskorper des Polynoms f(t) = t*" —t € F,[t]. Dann gilt
ft) = f:l(t —a;) € K[t mit Z :={a1,...,an} C K. Da ggT(f, f') =1gilt |Z| = p", die
Nullstellen von f sind also paarweise verschieden. Weiter gilt: f(1) = f(0) =0 und a € K
ist Nullstelle von f genau dann wenn ®7(a) = a. Da die n-te Potenz des Frobeniusautomor-
phismus von K wieder ein Automorphismus von K ist, bilden die Nullstellen von f in K also
einen Teilring von K, und damit K = Z.

Eindeutigkeit. Sei L ein Koérper mit p™ Elementen. Dann ist der Primkérper Ly = F, = Z/pZ.
Weiter ist L* = L\ {0} eine Gruppe mit p" — 1 Elementen, also gilt a?"~! = 1 fiir alle
0 # a € L. Also enhilt L die p™ verschiedenen Nullstellen von " — ¢ € F,[t] und damit ist
L der Zerfallungskorper dieses Polynoms. O

Bemerkung 1.39. Jeder Erzeuger a € Fyn mit (a) = Fy. heifit Primitivwurzel von F .
Jede Primitivwurzel erzeugt den Korper Fyn = Fyla).
Die Teilkorper von Fyn sind genau die Korper e fir die Teiler d von n.
Fird | n ist
Fpa:={a € Fpn | a =a} = Fiz(®Y).

1.7 Separable Erweiterungen

Definition 1.40. (i) Ein Polynom f(t) € K]Jt| heifit separabel, falls die Wurzeln von
f(t) in einem Zerfillungskédrper von f paarweise verschieden sind.

(i1) Sei (E/K) algebraische Korpererweiterung. a € E heifft separabel, falls das Mini-
malpolynom tber K von a separabel ist. (E/K) heiffit separabel, falls jedes a € E
separabel ist. (Beachte: Das Minimalpolynom ist irreduzibel iber K.)

(i1i) Die Abbildung ': K[t] — K][t]: f(t) — f(t) heifit Ableitung von f.
I I

n n

E (litz E iaitz_l
=0 =1

Lemma 1.41. Seien f,g € Klx] und (E/K) eine Korpererweiterung. Sei weiter h =
99T (f,g) in K[x]. Dann gilt: h = ggT(f,g) in Elx].

BEWEIS: *: h = af + g mit geeigneter Wahl von «, f € K[z]. Sei nun s € E|[x] mit
s|f und s|g. Dann folgt mit *: s|h (in E[z]). Da h|f und h|g in K|z], also auch in E[z] folgt

h=ggT(f,g)in E[z]. O
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Satz 1.42. Sei f € K|t] vom Grad > 1. f ist genau dann inseparabel, wenn ggT(f, f') # 1
in Klt].

BEWEIs: Wegen 1.41 sei O.B.d.A. K Zerfallungskorper von f.

7= f ist genau dann inseparabel, wenn ein a € K existiert mit (¢t — a)?|f(¢). Das im-

|
pliziert f(t) = (t —a)* - g(t) mit g(t) € K[t; f' = 2(t —a) - g(t) + (t — a)’g'(t) =
(t—a)Pg(t)ﬂL(t—a) '(t)]. Also (t —a)lggT'(f, f").

ek

"= (t —a)|lggT(f, f') impliziert f(t) = (t — a)h(t) und f'(t) = h(t) + (t — a)h'(t), daraus
folgt (t — a)|h(t), also f(t) = (t — a)?h(t).

BEISPIELE 2.
a) Jedes irreduzible Polynom iiber Q ist separabel.

b) t? — x € F,(x)[t] ist irreduzibel aber inseparabel, denn es gilt: (7 — z)' = ptP~! =0
(mod p). Dann gilt gg7'(0,t? —x) = t¥ — x.

Definition 1.43. K heifit perfekt (vollkommen), falls jede endliche Erweiterung von K
separabel ist. (d.h. jedes irreduzible Polynom in K|t] ist separabel)

Satz 1.44. (i) Falls Char(K) =0, so ist K perfekt.
(ii) Falls |K| < 00, so ist K perfekt.
BEWEIS:

(i) Sei f(t) € K[t] irreduzibel und grad(f) > 1. Dann ist f’(t) # 0 und grad(f’) < grad(f).
Also gilt ggT'(f, f') =

(ii) Sei f € K[t] irreduzibel. Es sind nun 2 Fille zu unterscheiden :

(i). f"# 0, dann gilt ggT'(f, f') = 1 (wie oben).

(ii). f/ = 0. Sei f(t) = ant™ + an_1t"' + ... 4+ ao. Dann ist f'(t) = na,t" ' + (n —
Da, 1t" 2+ ...+a; =0. ia; =0 fiir alle i = 1...n, falls a; # 0, dann p|s.
Beh.: f = gP fiir ein g € Kt].
Da a +— a? eine bijektive Abbildung von K ist, gibt es b; € K mit ¥ = q;
(0<i<mn). Seig:= Zbiti/f’.

Dann gilt gF = beti = f.
O
Erinnerung: Eine Korpererweiterung L/K heifit einfach, falls ein # € L existiert mit
L = K(z). In dem Fall nennt man x auch ein primitives Element von L/K.
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Satz 1.45. (Satz vom primitiven Element) Sei L = K (y, z) eine endliche Kérpererweiterung
von K so dass z separabel iber K ist. Dann gibt es ein x € L mit L = K(x). Insbesondere
ist jede endliche separable Korpererweiterung einfach.

Beweis. Fiir endliche Korper ist dies aus dem Struktursatz ersichtlich. Sei also (E K unendlich.
Seien p,, und g, die Minimalpolynome von y bzw. z iiber K und E ein Zerfallungskorper von
fypt, iber L. Dann ist

n m

My = H(t - yz)muz = H(t — Z,) € E[t]

i=1 i=1
mit z; # z; fiir alle ¢ # j. Sei B 2 = 2,y = y1. Da K unendlich ist, gibt es ein a € K mit
yit+az; #Fy+azfirallel <i<n,2<j<m.

Setze =y + az.

Behauptung. K(z) = L:

Weil pi,(x — az) = py(y) = 0 gilt, ist z Nullstelle von h := p,(z — at) € K(z)[t]. Also ist z
auch Nullstelle von f := ggT(h, ) in K (2)[t]. Ist j # 1, so gilt h(z;) = py,(y +az —az;) #0
nach Konstruktion von a. Also ist (t — z) der einzige gemeinsame Teiler von h und g, und
somit f =t — z € K(x)[t], woraus sich z € K(x) ergibt. O

Definition 1.46. Sei L/K eine algebraische Erweiterung und K ein algebraischer Abschluss
von K. Dann heifst

[L: K], :=|{p:L— K| ist K-Algebrenhom. }| = | Homg (L, K)|
der Separabilitatsgrad von L tber K.
Bemerkung 1.47. Ist L = K[t]/(f) der Wurzelkorper eines irreduziblen Polynoms, so ist
[L: Kl|;={a € K| f(a) =0}|. Insbesondere gilt [L : K|, < [L : K| mit Gleichheit genau
dann wenn f ein separables Polynom ist.
Satz 1.48. Seien E > L > K Korpererweiterungen mit [E : K| endlich. Dann ist

[E: Ls[L: K|s=[E: K]s.

Beweis. Als Ubung. O

1.8 Normale Erweiterungen

Definition 1.49. Sei K ein Korper und K sein algebraischer Abschluss. Fine algebraische
Erweiterung K C E C K heifit normal dber K, falls fir jeden K-Algebrenhomomorphismus
¢: E— K gilt o(E) = E.
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Beispiel. E := Q[v/2] ist nicht normal iiber Q, da z.B. der durch V/2 — iv/2 definierte Q-
Algebrenhomomorphismus von £ in Algg(C) = Q den Korper E nicht in sich selbst abbildet.

Satz 1.50. Aquivalent sind:
(i) (E/K) normal.

(i1) Jedes irreduzible Polynom in K|t|, das eine Nullstelle in E hat, zerfdllt in E[t] in Lin-
earfaktoren.

(11i) Das Minimalpolynom jedes Elements von E dber K zerfdllt in E|t] in Linearfaktoren.
(iv) Das Minimalpolynom jedes Erzeugers von E iber K zerfillt in Et] in Linearfaktoren.

BEWEIS: (i) = (ii) Sei f € K][t] irreduzibel, o € E eine Nullstelle von f. Sei § € K
eine weitere Nullstelle von f. Zu zeigen: § € E. Es gilt K[a] = K[f]. Dieser Isomorphismus
148t sich nach Lemma 1.34 zu einem Kérperhomomorphismus ¢ : E — K fortsetzen. Da F
normal ist, gilt p(E) = E. Also gilt g € E.

(i) = (iii) = (iv) Klar.

(iv) = (i) Sei ¢ : E — K ein Koérperhomomorphismus mit ¢ = id. Sei « ein Erzeuger von
E iber K, f = p(«) € Bild(p) und sei f(t) € K[t] das Minimalpolynom von . Dann ist
f(t) auch das Minimalpolynom von « € E. Nach Voraussetzung zerfallt f in Linearfaktoren
in E[t], d.h. E enthilt alle Nullstellen von f in K und damit auch £. O

Beispiel Die Eigenschaft, normal zu sein, ist nicht transitiv. Sei L = Q[v/2] und E =
Q[v2]. Dann sind (L/Q) und (E/L) normale Erweiterungen, als Erweiterungen vom Grad
2, aber (F/Q) ist nicht normal.

Satz 1.51. Eine endliche Erweiterung (E/K) ist normal, genau dann wenn E der Zerfillungskdrper
eines Polynoms in K|[t] ist.

BEWEIS: = Sei (E/K) normal. Da E endlich ist, gibt es ay,...,a, € E mit F =
Klay,...,a,). Ist p; das Minimalpolynom von a; iiber K, so ist F der Zerfallungskorper von
[[= pi-
<: Sei E der Zerfallungskorper eines Polynoms p in K[t]. Dann ist £ von den Nullstellen
ai,...,a, von p iber K erzeugt und das Minimalpolynom jedes dieser a; iiber K teilt p und
zerfallt daher in E[t] in Linearfaktoren. Also ist £ normal iiber K. a

Satz 1.52. Sei E/K eine algebraische Kérpererweiterung. Dann gibt es eine eindeutig bes-
timmte minimale normale Korpererweiterung E/K, mit E C E. E heifit die normale Hiille
von E ber K.

Ist E/K endlich, so auch E/K.

BEWEIS: Setze E gleich dem Zerfillungskorper aller Minimalpolynome (iiber K') von
Elementen von E. Dann ist £/K normal und E minimal. Ist £ = Klay,...,a,] endlich
iiber K, so ist E der Zerfallungskorper des Produkts der Minimalpolynome der a; und damit
endlich iiber K. a



Kapitel 2

Intermezzo: Gruppentheorie.

2.1 Wiederholung: Normalteiler und Homomorphiesatz.

Definition 2.1. Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit Homomorphismus
(von Gruppen), falls:

©0(9192) = ¢(91)¢(g2) fiir alle g1,9> € G

¢ heifit ein Isomorphismus, falls ¢ zusdtzlich bijektiv ist. Wir schreiben G = H (G st
isomorph zu H ), falls ein Isomorphismus mbox ¢ : G — H .
Aut(G) :={¢ : G — G | v ist Isomorphismus } heifit die Automorphismengruppe von
G.

Klar: Ist ¢ Gruppenhomomorphismus, so ist ¢(1) =1 und p(g~ ') = p(g) .

Beispiel: k : G — Aut(G),g — Ky, wobel k,(x) := gxg™"' fir alle z € G ist ein Homo-
morphismus. Sein Bild heifit auch die Gruppe der inneren Automorphismen Inn(G) von

G.

Definition 2.2. Sei G eine Gruppe.

(a) Eine Untergruppe N < G heifit Normalteiler in G, falls gNg=' = N fiir alle g € G. In
Zeichen N < G.

(b) Die Untergruppe N heifit charakteristisch in G, falls o«(N) = N fir alle « € Aut(G).
In Zeichen N char G.

(¢) Das Zentrum ist Z(G) := {g € G | gh = hg fiir alle g € G} = Kern(k).

(d) Die Kommutatoruntergruppe ist

G = {g,hl =g 'h'gh| g, h € Q).

Bemerkung 2.3. (a) N char G = N <G, denn fir g € G ist k, : x — grg™* ein Automor-
phismus von G.

(b) Das Zentrum und die Kommutatoruntergruppe sind charakteristische Untergruppen von
G.

(c) Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus, so ist Kern(p) := {g € G | p(g9) = 1} <G und
Bild(y¢) < H.

(d) Ist Syl,(G) = {P} so ist P char G.

21
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Satz 2.4. Seit G eine Gruppe, N I G und U char N, dann ist U 1 G.

BEWEIS: Sei g € G. Dann ist die Abbildung x, : N = N,n — gng~' ein Automorphis-
mus von N (da N 4 G). Also ist k,(U) = gUg™ ! = U fir alle g € G. O

Gegenbeispiel: Achtung: U < N < G impliziert nicht unbedingt U < G.
Sei G = Dg = ((1,2,3,4),(1,4)(2,3)), U = ((1,4)(2,3))<((1,4)(2,3), (1,3)(2,4)) = N. Dann
ist N <G und U < N, aber U kein Normalteiler von G.
Hauptsatz 2.5. (Homomorphiesatz)

(i) Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G, dann ist G/N eine Gruppe mit gNhN :=
ghN fiir alle h, g in G und die Abbildungv : G — G/N : g — gN st ein Epimorphismus
(G/N heifit die Faktorgruppe von G nach N und v der natiirliche Epimorphismus ).

(i) Falls die Abbildung ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, dann ist der Kern von
¢ ein Normalteiler von G, und @ : G/kero — H : gkery — (g) ist ein Monomor-
phismus, so dass

G Y . H

<
v 2
G/ ker g
kommutiert, d.h. ¢ =@ ov; insbesondere gilt: Bild(¢) = G/ ker(yp).
Beispiel: Inn(G) = G/Z(G).

Satz 2.6. Sei G ein p-Gruppe ungleich {1}, d.h. |G| = p® mit @ € Z~o und p eine Primzahl.
Dann gilt:

(i) 2(G) # {1}
(i) Ist N <G und N # {1}, dann ist NN Z(G) # {1}.
(iii) G # G
BEWEIS:
(i) folgt aus (ii), falls N = G.

(ii) G operiert auf N durch Konjugation. Somit ist 1 < p® = |N| = >"1; (I; = Bahnlinge =
p® mit p* teilt |G|). Da 19 = {1}, ist ein oy, = 0, und damit sind noch mehr p® = 1.
Die Vereinigung dieser Bahnen bilden den Schnitt des Zentrums von G mit V.

(iii) Sei G ein Gegenbeispiel kleinster Ordnung. Dann ist G/Z(G) kein Gegenbeispiel, da die
Ordnung des Zentrums von G groer als 1 ist, also gilt |G/Z(G)| = 1 oder (G/Z(G))" #
G/Z(G). Im ersten Fall ist G abelsch, also G’ = 1. Dies ist ein Widerspruch dazu,
daB G Gegenbeispiel ist. Im zweiten Fall folgt aus (G/Z(G)) = ([aZ(G),0Z(G)] | a,b €
G) # G/Z(G), daB G'Z(G) # G und damit insbesondere G’ # G,was ein Widerspruch

ist.
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O
Bemerkung 2.7. Sei G eine beliebige Gruppe. Falls G/Z(G) zyklisch ist, ist G abelsch.
BEWEIS: G/Z(G) = (aZ(G)). Sei g € G, dann ist g = a’z fiir ein 2 € Z(G); i € Z.

a'za’z = ad'dzz = azz
aza'z = da'zz = a2z

} Aus der Gleichheit folgt die Behauptung.

2.2 Der Noethersche Isomorphiesatz und semidirekte
Produkte.

Satz 2.8. (Noetherscher Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, N <G und U < G. Dann
qilt:

(i) N-U={nune NNueU} <G
(ii) N < NU

(iii) NNU<U

G
<
UN
U
<
<
N
Un
{1}

(iv) NU/N = U/N AU
BEWEIS:
(i) (NU)(NU)"' = NUUN = NUN = NNU = NU
(ii) ist trivial.
(iv) ¢ : U = G/N : u+— uN ist ein Homomorphismus.

Bild(¢) = UN/N

kerg = U NN } impliziert mit Satz 2.5: UN/N =2 U/U N N

(iii) folgt aus kerp =U N N.
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Definition 2.9. Seien G, Gy Gruppen. Dann wird Gy X Gy zu einer Gruppe mit komponen-
tenweiser Multiplikation: (g1, g2)(h1, ha) = (g1h1, goho) fiir alle g1, hy € G1, g2, ho € Gy. das
auflere direkte Produkt von G; und Gs.

Satz 2.10. Seien N1, Ny <G mit Ny N\ Ny = {1} und Ny - Ny = G. Dann gilt:
G= N1 X Nz
Bezeichnung: G heifit dann inneres direktes Produkt von N; und Ns.

BEWEIS: Als Ubung. O
Beispiel: Falls G eine Gruppe der Ordnung 35 ist, dann ist G abelsch:
|Syl;(G)| = 1 mod 5, |Syls(G)] teilt 7, also gilt |Syls(G)| = 1.
Analog folgt: |Syl;(G)| = 1. Also: die Sylowgruppen sind Normalteiler, deren Schnitt das
1-Element ist, hier insbesondere sind die Sylowgruppen abelsch, da zyklisch. Dann ist G das
innere direkte Produkt der beiden zyklischen Sylowuntergruppen und damit auch abelsch.

Satz 2.11. (i) Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe und N ein Normalteiler von G mit
UNN = {1} und NU = G. Dann lafst sich jedes Element g in G eindeutig schreiben
als g=nu mitu € U; n € N, und es gilt: (nqjuy)(naus) = (N1 “*ng)(uius).
Insbesondere ist o : G — U : nu +— u ein Epimorphismus mit ker o = N; d.h.: G/N
ist isomorph zu U. (G heifft (inneres) semidirektes Produkt von N mit U, in Zeichen
G=NxU=UxN.)

(ii) Gegeben seien die Gruppen U und N und ein Homomorphismus o : U — Aut(N). Schreib-
weise: "n = a(u)(n) (n € N,u € U,a(u) € Aut(N)). Dann gilt:
Auf der Produktmenge N x U ist ein Produkt definiert durch:
(n1,u1)(n2, uz) = (n1a(uy)(ng), urus), so dass eine Gruppe vorliegt.

Bezeichnung: Aufleres semidirektes Produkt von N mit U vermége o« : U N (ist auch
wieder inneres semidirektes Produkt von N := {1} x N mit U := U x {1}).

BEwEIS: Als Ubung. |
Beispiel: Alle Gruppen der Ordnung 20.

2.3 Untergruppenverbande.

Definition 2.12. (i) Sei M eine Menge, < eine Relation auf M (also <C M x M ). Eine
partiell geordnete Menge ist ein Paar (M, <), sodaf$ gilt:

(a) Falls: a <bund b < a, dann folgt a = b.
(b) Falls: a <b und b < ¢, dann folgt a < c.
(c) a<a firallea € M.
(ii) Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge, A C M.
m € M heifst kleinste obere Schranke von A (”Supremum” von A), falls a < m fiir
alle a in A und: aus a < n fir alle a in A folgt m < n. (Falls das Supremum ezistiert,

ist es eindeutig bestimmt.)
Analog: Infimum A
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(iii) Ein Verband ist eine partiell geordnete Menge (M,<), sodaf$ fir je zwei Elemente
m,n € M sowohl sup({m,n}) (Bez.: m Un) als auch inf({m,n}) (Bez.. m Nn)
existieren.

(iv) Sei (M,N,U) ein Verband. N C M heifit ein Teilverband, falls ny Uny € N und
niNng € N fiir alle ny,ny € N.
Bem.: N ist wieder ein Verband.

(v) Seien N, M Verbinde. ¢ : M — N heifit Verbandshomomorphismus, falls ¢(aNb) =
w(a) Np(b) und p(aUb) = p(a) U e(b) fir alle a,b € M.
@ heift Verbandsisomorphismus, falls ¢ ein bijektiver Homomorphismus ist und o *
auch ein Verbandshomomorphismus (a < b genau dann, wenn p(a) < ¢(b)).
BEISPIELE 3.

a) Sei M = {1,2,3,4,5,6} a < b heifit z.B. iibliches "kleiner gleich”. (M, <) ist ein
Verband.

b) M wie oben; a < b genau dann, wenn a teilt b. Diagramm:

4 6
9 3 5
1
In diesem Fall ist (M, <) kein Verband, nur eine partielle Ordnung, da sup({4,6}) nicht
existiert.

c) Sei M wieder wie oben:

<|1 2 3 4 5 6
1]V V
T 2 V VoV
1 2 3 d.h.: 3 \% VoV
4|V V.V V V V
5 v
4 6 \Y%

Dies ist kein Verband, da das Supremum von 2 und 3 nicht eindeutig ist.

Satz 2.13. (i) Sei (M, <) ein Verband. Dann gilt:

(V1) aUb=bUaundanNnb=>bNa

(Vo) (aub)Uc=aU((bUc) und (aNnb)Nc=an(bNc)
(V3) aUa=aundanNa=a

(Va) (aUb)Na=a und (aNb)Ua=a

(ii) Auf M seien U und N definiert, so daff (V1)-(Vy) gelten. Dann ist (M, <) ein Verband
mit a < b, genau dann, wenn a Nb = a (genau dann, wenn a Ub=1>).
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BEWEIS:

(i) folgt sofort aus der Definition.

(i) Zeige: Ausanb=a folgt aUb=10. Ausanb=a folgt: aUb = (aﬂb)Ub(g) b. Die
Umkehrung ist ebenso klar. Zeige also weiter: Aus a < b und b < a folgt a = b. Da
a<bund b<afolgt aNb=abzw. aNb=>b. Zur Transitivitdt: Sei a < b und b < c.
D.h., aNb=aund bNc=b. Daraus folgt: aNc=(aNb)Nc=an(bNc)=anNb=a.
Also ist < transitiv und (M, <) damit eine partiell geordnete Menge. Es verbleibt zu
zeigen: a N'b = inf (a,b) bzw. aUb = sup (a,b). Sei < a und = < b. Daraus folgt:
xNa=xzund xNb= 2z und somit: xN(aNbd) = (xNa)Nb=xnNb=x. Also gilt:
x < anNb. Ebenso folgt die Aussage fiir das Supremum.

BEISPIELE 4.

a) Sei M ein Verband, a,b € M, und es gelte a < b. [a,b] = {x € M|a <z < b} wird
als ”Intervall” bezeichnet. Dies ist wieder ein Verband (Teilverband).

b) Sei M eine Menge. (Pot(M),N,U) ist ein Verband. (N und U bedeuten hier die
mengentheoretische Vereinigung bzw. den mengentheoretischen Schnitt.)

c¢) Sei G eine Gruppe, U(G) = {U |U < G}. Dann ist (U(G),N,(, )) ein Verband, wo
U <V bedeutet U ist Untergruppe von V. Beweis iiber <:
Die kleinste Untergruppe, die U; und U, enthélt, ist (U, Us). (! Beachte: U(G) ist kein
Teilverband von Pot(G), obwohl < in beiden Féllen eine Inklusion ist.)

d) Sei G eine Gruppe, N (G) = {N | NIG}. (N(G), <) ist ein Teilverband von (U(G), <
), denn: Seien N1, Ny < G. Dann ist Ny N Ny <G und (Ny, No) = N1 N, <G.

2.14. Folgerung aus dem Homomorphiesatz: Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomor-
phismus. Dann induziert ¢ einen Verbandsisomorphismus ¢ von [ker ¢, G| (C U(G)) auf
UBild(¢))(= [{1}, Bild(¢)] € U(H), welcher zusdtzlich folgendes erfillt: ¢(U9) = (¢(U))?9).
(¢:U = oU) ={p()|u e U}.)

BEISPIELE 5.

a) Der Untergruppenverband der Dg:
Dg = {a=(1,2,3,4),b=(1,4)(2,3))
Dg — Dg/Z(Dg) = CQ X CQ
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Ordnung
Dg -3
(ab,a®)  [{a) (b,a®) —4
(ab)}——(a®b) Z(Dg) (b) (a?b) 2
= (a?)
(1} -1

Bedeutung der waagerechten Linien: konjugiert.

b) Der Untergruppenverband der Ay:
Ay >V =1((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)) = Cy x Cy; {Vy4} = Syla(Ay);
Syls(Ag) = {((1,2,3)),((1,2,4)),((1,3,4)),((2,3,4))}

Ordnung
As 12

Vi ~—4

—1
Es ist dazu zu zeigen: Falls U eine Untergruppe der Ay ist, dann ist die Ordnung von
U ungleich 6. Dazu gibt es z.B. folgende Beweismoglichkeiten:

(i) Falls U die Ordnung 6 hat, dann ist U ein Normalteiler der A4, und damit ist
A, =V, Teilmenge von U. Dies ist jedoch eine Widerspruch, da |V,| = 4 nicht die
Ordnung von U teilt.

(ii) Sei |U| = 6. Wenn X eine 3-Sylowuntergruppe von U ist, dann ist X Normalteiler
in U, und X ist eine 3-Sylowuntergruppe der A4. Damit ist U eine Untergruppe von
Na, (X)), aber N4, (((1,2,3))) = ((1,2,3)), was der Annahme |U| = 6 widerspricht.

¢) Der Untergruppenverband der Sy:
V, ist Normalteiler in Sy. S;/Vy ist isomorph zu S;. Sei U < Sy, U £ Ay, |U| # 27,
dann ist U/(U N Ay) = Cy. Kandidaten fiir U N Ay sind die 3-Sylowuntergruppen der
Ay. Uist in Ng, (U N Ay) enthalten, da die Ay Normalteiler in Sy ist. Ng,(((1,2,3))) =
<(17 27 3)7 (17 2)> = 53
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Dies kann man auch anders erkennen:

|S4] 24
Syl3(S4)| = 4 genau dann, wenn = — =4,
Sl (Sa)l =g No,({(1,2,3))] ~ 6

Ordnung
24

12 Ay

Vi

a: ((1,3), (1,3)(2,4))
1 b ((1,2,3,4))

Die konjugierten Untergruppen % sind Untergruppen der Untergruppen, die isomorph
zur S5 sind. Der Ubersicht halber sind die Verbindungslinien in obigem Schaubild
nicht eingezeichnet, sondern in einem eigenen Diagramm aufgefithrt (U; bedeutet die
symmetrische Gruppe auf {1,2,3,4}\{i} firi=1,...,4}):

Uy Us Uz Uy

((1,2)) (3,4)) ((1,3)) ((2,4)) ((1,4)) ((2,3))
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2.4 Kompositionsreihen und der Satz von Jordan-Holder.

Definition 2.15. (i) FEs sei Q) eine Menge. Fine Gruppe G heifst Q-Gruppe (Gruppe mit
Operatorenbereich 2, Operatorgruppe), falls eine Abbildung Q X G — G, (w,g) — w(g)
gegeben ist mit w(gh) = w(g)w(h), fir alle g,h € G, w € Q. Mit anderen Worten:
Jedes w € Q operiert auf G wie ein Endomorphismus von G.

(ii) Sind G, H Q-Gruppen, so heifit eine Abbildung ¢ : G — H -Homomorphismus, falls
¢ ein Gruppenhomomorphismus ist mit p(w(g)) = w(e(g)), fir alle g € G, w € Q.

iii) Es sei G eine Q-Gruppe. Eine Untergruppe U wvon eiffit Q-(zulassige nter-
iii) F G eine Q-G FEine U U G heifit lassi U
gruppe, falls w(u) € U, fir allew € U,w € Q. (Dann ist U auch eine Q-Gruppe
beziiglich der Restriktion der gegebenen Operation.) Schreibweise: U < G.
Q

BEISPIELE 6.

a) Jede Gruppe ist eine (-Gruppe.

b) Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Dann ist V' eine K-Gruppe, die
linearen Abbildungen sind K-Homomorphismen, und die K-zuléssigen Untergruppen
sind die Teilrdume von V. (Beachte: Nicht jede abelsche K-Gruppe ist auch ein K-
Vektorraum.)

¢) Essei G eine Gruppe und Q = G. Durch die Definition w(g) := wgw™" (Konjugation),
firg € G,w € Q =G, wird G eine Q-Gruppe. Die (2-zulassigen Untergruppen sind
die Normalteiler von G.

d) Es sei G eine Gruppe, 2 = Aut(G). Dann ist G eine Q-Gruppe durch Abbildung.
Die Aut(G)-zulédssigen Untergruppen sind die charakteristische Untergruppen.

e) Esseien Vi,V5 K-Vektorrdume, p; sei eine lineare Abbildung von V; nach V; fiir i = 1, 2.
Q sei KU {x}, V; ist Q-Gruppe mit x(v;) = ¢;(v;) fir v € V;. Die Q-zulédssigen
Untergruppen sind die Teilrdume U; von V; mit ¢;(U;) C U;. ¢ : Vi — V; ist ein
)-Homomorphismus, genau dann, wenn ¢ linear ist und gilt: ¥ o 1 = @ 0 9.

2.16. Faktorgruppe und Homomorphiesatz

(i) Es sei G eine Q-Gruppe und N ein Q-zuldssiger Normalteiler von G. Dann ist G/N eine
Q-Gruppe mit w(gN) = w(g)N fir aleg € G,w € Q, undv: G — G/N : g+ gN

st ein Q-Epimorphismus.

(ii) Es seien G, H Q-Gruppen und ¢ : G — H ein Q-Homomorphismus. Dann ist ker ¢
ein Q2-Normalteiler von G, Bild ¢ ist eine Q-Untergruppe von H, und @ : G/ ker ¢ —
Bild ¢, gker ¢ — ¢(g) ist ein Q-Isomorphismus.

2.17. Isomorphiesatze

(i) Essei U eine Q-Untergruppe von G und N ein Q-Normalteiler. Dann ist UN eine Q2-Un-
tergruppe von G, U N N ist Q-Normalteiler von U und es gilt: UN/N % U/(UNN).
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(ii) FEs sei p : G — H ein surjektiver Q-Homomorphismus von Q-Gruppen. Wir bezeichnen
mit [ker ¢, G)q diejenigen Q- Untergruppen von G welche ker ¢ enthalten, und mit Uq(H)
die Menge der Q-Untergruppen von H. Dann induziert ¢ eine Bijektion

[ker p, Glo — Ua(H), U — ¢(U),
deren Umkehrabbildung gegeben ist durch
Uo(H) — [ker p, Gla, V = ¢ 1(V).

Ferner gilt fir N € [kerp,Glg: N 4G <= ¢(N) < H, und dann induziert ¢ einen
) Q
Q—Isomorphismus G/N — H/p(N).

(iii) FEs seien N1, Ny Q-Normalteiler von G mit Ny C Ny. Dann gilt: No/Ny ist Q-Normal-
teiler von G/Nl und (G/Nl)/<N2/N1) % G/N2 (Kiirzungssatz)
BEISPIELE 7.

a) Es sei N ein 2-Normalteiler einer 2-Gruppe G. Dann sind die 2-Untergruppen von
G/N genau die Faktorgruppen U/N, wobei U € [N, G]q, und die Zuordnung U +— U/N
liefert eine Bijektion zwischen [N, G]q und Un(G/N).

b) Es sei m € N. Dann ist mZ < Z, und die Untergruppen von Z/mZ sind genau die
Faktorgruppen kZ/mZ, wobei k € Ny und k|m.

c) Essei Vy := ((12)(34), (14)(23)) < S;. Dann gilt [V, Sy] = {S4, My, My, M, Ay, Vi},
wobei My, My, M3 die 2-Sylow-Untergruppen von Sy seien. Dann sind die Untergruppen
von S;/V, gerade die Faktorgruppen S;/Vy, Ay/Vy, My/Vy, My/Vy, My /Vy, M3/Vy und
Vy/Vy = {1}, und die Normalteiler sind Sy/Vy, A4/V, und {1}.

Definition 2.18. (i) Fine Q-Gruppe G # {1} heifit Q-einfach, falls gilt: Ist U ein Q-
Normalteiler von G, dann ist U = {1} oder U = G.

(ii)
G=Gy>G>...G, = {1}
Q Q Q

heifit eine Q:-Subnormalreihe von G. (Beachte: G; < G;_1, aber nicht notwendiger-
Q

weise gilt G; <G.)
Q

(iii) Eine Q-Subnormalreihe fir die gilt, Gi_1/G; ist Q-einfach, heifit eine Q-Komposi-
tionsreihe.

2.19. Schmetterlingslemma von H. Zassenhaus: Sei G eine Q2-Gruppe und UUv,v
Q-Untergruppen von G, und es gelte: U I U und V V. Dann folgt:
Q Q

ouunv) (Um/)f//

/U(Um?) o (UNV)V



2.4. KOMPOSITIONSREIHEN UND DER SATZ VON JORDAN-HOLDER. 31

U 1%

o nv) UnvV)v
Uunv

UU NV NV

BeEwEs: Nach dem Isomorphiesatz (i) sind U NV und U NV jeweils Q-Normalteiler von

UNV, und es gibt Q2-Isomorphismen:

Ferner ist auch « = (U N'V)(U NV) ein Q-Normalteiler von U NV, und es gilt:

x 7 _ xU,. _Uwnv), .
e (Monv) = V- /i
* N\ _ AV, _(UnV)V,
4 ( /U N V) B /V a /V
Lo : ) : ounv), . . ~UNV
Also induziert ¢ einen 2-Isomorphismus ] / OUNv) 5 /%,
: . . ) : ounvyv, _ . UNV
und ¢ induziert einen 2-Isomorphismus / TAVIV 5 /%

Satz 2.20. Verfeinerungssatz von Schreier-Zassenhaus FEs sei G eine 2-Gruppe.
(*x) : G=Gy>G >...>G, ={1} und
Q Q Q
Q Q Q

seien 2-Subnormalreihen. Dann definieren

Gi,j = Gi(Gi_l N Hj) und Hi,j = Hj(Hj—l N G1>
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Verfeinerungen von (x) und (xx):

K) : G=G1 >G> .. DG =Gyg> Gy > .. .Gy =Gs0> ...
Q Q Q Q

[ZGT,O > Gr,l >...B Gr,s - {1}
Q Q Q Q

2

() © G=Hoy1>Hi1>...>Hy=Hoo>H2>...H=Hys>...
Q Q ) Q Q

EHO,S > Hl,s >...> H'r,s - {]-}
Q Q Q

)

mit

G H;

e G T Hy

d.h. die Faktorgruppen von (x') und (x*") sind nach Umnumerierung paarweise isomorph.

BEWEIS: Aus Satz 2.19 folgt, dafl dies {2-zulassige Untergruppen sind: H; NG; > H;11 N
Q
Gifl. Daraus fOlgt Gi,j = Gl’(Gi,l N Hj> > Gi(Gi,1 N Hj+1) = GZ'JJrl, d.h.:
Q

Gi,j_l/Gi,j = Gi(Gi_l/Hj_l)/Gi(Gi_l N H]) Nach Satz 2.19 ist dies iSOHlOI‘ph zu:
H;(Giy N H;)/Hij(Gi O Hjy) = Hioj/ Hi O

Satz 2.21. Jordan-Hoélder: FEs sei G eine Q2-Gruppe und G = Gy > G, > B G, ={1}
eine Q-Kompositionsreihe (d.h., G;/Giv1 sind einfache Q-Gruppen), und sei G = Hy % H, Ig
. 'EHS = {1} eine weitere Q-Kompositionsreihe. Dann ist r = s, und es existiert einm € S,,

sodafy Gi /G Q-isomorph zu Hrgy/Hzrgiy41 ist.

BEWEIS: Wenn man in Satz 2.20 die trivialen Faktoren weglafit, so erhalt man: r = s.
Die Isomorphie erhalt man dadurch, daf keine der beiden Subnormalreihen verfeinert werden
kann. O

BEISPIELE 8.

a) Sei G = Cg, Q= 10.

06 = <&>
3 2
(a®) (a%)
2 3
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Si
C;
Ay
Cy
Vi
Co

Cs

{1}

Die Q-Kompositionsfaktoren sind: Cs, C3, Cy, Cs.

c) Sei G = Sy, 2 =S4 und 2 operiere durch Konjugation. Dann sind die 2-Komposi-
tionsfaktoren: Cs, C3, Vj. (Zu C3: A4 operiert trivial, Sy — Ay invertiert.)

d) Sei V ein K-Vektorraum und ¢ eine lineare Abbildung von V nach V. Sei Q = KU{*}
(Vx: V = p(V)), und alle Eigenwerte von ¢ seien in K. Dann erhélt man folgende
Kompositionsreihe:

V=V,zViiz ... mit p(V;) CV;, und dimV; = i. Eine zweite Kompositionsreihe
liefert dieselben Eigenwerte in anderer Reihenfolge.

Beachte: Kompositionsreihen existieren nicht immer; z.B.: G = Z, Q = (). Eine endliche
Q-Gruppe besitzt aber stets eine (2-Kompositionsreihe.

Definition 2.22. Q)-Kompositionsreihen heiffen:
Kompositionsreihen, falls Q = ();

Hauptreihen, falls Q = G (und Q operiert durch Konjugation.);
charakteristische Reihen, falls Q = Aut(G).

2.5 Awuflosbare Gruppen.

Definition 2.23. (i) Fir eine Gruppe G setzt man induktiv
G .=@q, G® .= (G* VY (keN).

Man nennt G® die k-te Kommutatorgruppe (oder k-te derivierte Gruppe) von G. Die
Reihe G =GO > G > G® > GO > .. heift Kommutatorreihe von G.

(ii) G heifit auflosbar, falls G®) = {1} fiir ein k € N.
(iii) G heit perfekt, falls G' = G (d.h. G® = G fir alle k € N).

Bemerkung: Eine abelsche Gruppe ist stets auflosbar (denn die erste Kommutatorgruppe
ist trivial.) Eine nicht-abelsche einfache Gruppe ist stets perfekt (denn die Kommutatorun-
tergruppe ist Normalteiler). Es gibt auch nicht-einfache perfekte Gruppen, z.B. SLy(Z/5Z).

Lemma 2.24. Es sei G eine Gruppe.
(i) Fiir jeden Homomorphismus ¢ : G — H und k € N gilt: o(G®) = (p(G))*).
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(ii) G® char G fiir alle k € Ny.

(iii) Ist G endlich, so gibt es ein k € Ny mit G*+Y = G®) . Dann ist G perfekt und G /G*
ist auflosbar.

BEWEIS:

(i) Zunéachst gilt fiir a,b € G stets ¢([a, b]) = [¢(a), ¢(b)]. Daraus folgt sofort

p(G) = o({la,bl] a,b € G})) = ({lp(a), p(b)]] a,b € G}) = (0(G))".
Der allgemeine Fall folgt dann durch Induktion.
(ii) Sei o € Aut(G). Dann ist nach (i) o(G®) = (¢(G))*® = G®. Daher ist G*) charakter-

istische Untergruppe von G, also auch Normalteiler von G.

(iii) Da die Kommutatorreihe absteigend ist und G endlich ist, muf es ein solches k € N
geben. Dann ist G*) perfekt. Ferner gilt fiir den kanonischen Epimorphismus v : G —
G /G™ nach Teil (i):

(G/G(k))(’“) — V(g)(k) — V(g(k)) — G(k)/G(k) = {1}.

Satz 2.25. Fine Gruppe G ist auflosbar genau dann, wenn es eine Subnormalreihe
G:GODG1DG2|>[>GT:{1}
von G gibt mit abelschen Faktorgruppen G;—1/G;, i =1...r.

BEWEIS: Zuerst sei G auflosbar, d.h. G*) = {1} mit minimalem k¥ € Ny. Dann ist die
Kommutatorreihe G = G > G > ... > G® = {1} eine Subnormalreihe von G, und die
Faktorgruppen GU~Y/G® sind abelsch. Umgekehrt sei nun eine Subnormalreihe wie oben
gegeben von G. Dann ist G}, C G; fiir jedes i € {1,...r} und damit induktiv G® C G;.
Insbesondere ist dann G = {1}, d.h. G ist auflosbar. O

Definition 2.26. Fine endlich erzeugte abelsche Gruppe G heif§t elementar abelsch, falls es
eine Primzahl p gibt mit 2P = 1 fur alle v € G.

Bemerkung 2.27. Die endlichen elementar abelschen Gruppen sind von der Form (C,)" =
Cp X ... x Cy. Esist Aut(C)) = GL,(F,) und C} ist einfach als Aut(Cy)-Gruppe.
—_———

n mal

Lemma 2.28. Es sei G eine endliche aufliosbare Gruppe, die als Aut(G)-Gruppe einfach ist.
Dann ist G elementar abelsch.

BEWEIS: G’ ist eine charakteristische Untergruppe von G. Nach Voraussetzung ist G' = GG
oder G' = {1}. Da G’ auflésbar ist, kann unmoglich G’ = G gelten, also ist G’ = {1}, d.h. G
ist abelsch. Es sei p ein Primteiler von |G|, und S eine p-Sylow-Untergruppe von . Dann
ist S < G und daher sogar S charakteristisch in G. Nach Voraussetzung folgt S = G, d.h. G
ist eine p—Gruppe. Schlielich ist G? := {g”| g € G} eine charakteristische Untergruppe von
G. Ist g € G ein Element maximaler Ordnung in G, so kann ¢ nicht in G? liegen. Daher ist
G? = {1}, d.h. G ist elementar abelsch (mit Exponent p). O
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Satz 2.29. Endliche p-Gruppen sind auflosbar.

BEWEIS: Es sei G ein “kleinster Verbrecher”, d.h. eine nicht auflosbare p-Gruppe mini-
maler Ordnung. Nach Satz 4.6 ist G’ # G. Dann ist G’ eine p-Gruppe von kleinerer Ordnung
als G und folglich auflésbar. Dann ist auch G auflosbar. O

Satz 2.30. Es sei G eine endliche Gruppe. Dann sind folgende Aussagen daqivalent:
(i) G ist auflosbar.

(i) Jeder Kompositionsfaktor von G ist zyklisch von Primzahlordnung.

(iii) Jeder Hauptfaktor von G ist elementar abelsch

BeEwEIs: Aus (i) folgt (ii):
Man verfeinere die Kommutatorreihe zu einer Kompositionsreihe. Dann ist jeder Kompo-
sitionsfaktor H isomorph zu einer Faktorgruppe einer Untergruppe einer Faktorgruppe der
Kommutatorreihe. Also ist H endlich, abelsch und einfach. Es sei p ein Primteiler von |H|.
Dann gibt es eine Untergruppe U von H der Ordnung p. Da H einfach ist, folgt H = U, d.h.
|H| = p und H ist zyklisch.
Aus (i) folgt (iii):
Jeder Hauptfaktor H von G ist Faktorgruppe einer Untergruppe von G, also auflosbar nach
dem folgenden Lemma. Die charakteristischen Untergruppen von H sind auch G-zulissige
Untergruppen von H, also trivial. Daher ist H einfach als Aut(H)-Gruppe. Dann folgt die
Behauptung aus dem vorangehenden Lemma.
Aus (ii) oder (iii) folgt (i):
Das folgt sofort aus Satz 2.25 O

Beispiel: Die S,
S4

Aj= S

Die Kommutatorreihe

Vil= A ist Hauptreihe,

-~—— verfeinert zu Kompositionsreihe

{1} =V,
Die Kompositionsfaktoren sind Cy, C5, Cs und C,. Die Hauptfaktoren sind C5, C3 und
Cy x Cy. Sy ist auflosbar.

Lemma 2.31. Es sei G eine Gruppe
(1) Ist G auflosbar, so auch jede Untergruppe und Faktorgruppe von G.
(i) Ist N <G, und sind N und G/N auflosbar, so ist auch G auflosbar.

BEWEIS:
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(i) Es gelte G® = {1}. Ist U eine Untergruppe von G, so folgt U® C G fiir alle i € N und
damit U®) = {1}. Ist N ein Normalteiler von G, so betrachte man den kanonischen
Epimorphismus v : G — G/N. Dann ist (G/N)® = (v(GQ))PNN = y(G®)N/N =
{1}.

(ii) Es gibt k,n € N mit N® = {1} und (G/N)™ = {1}. Essei v : G — G/N der
kanonische Epimorphismus. Dann ist {1} = (G/N)™ = v(G™), dh. G™ C N. Dann
folgt G0 = (GM)®) € N®) = {1}, also GHF) = {1}.

|

Beispiel: Dy, = (a,7) < S, mit a = (1,2,...,n) und 7(i) =n+1—14, i = 1,...n. Dann
ist Dy, = (a) x (1), und (a) sowie Dy, /(a) = () sind auflésbar. Nach Lemma 2.31 ist daher
auch D,,, auflosbar.

2.6 Der Satz von Schur-Zassenhaus.

Satz 2.32. (Spezialfall von Schur-Zassenhaus) Sei G endlich N < G abelsch, ggT([G :
NJ,|N|) = 1. Dann gibt es eine Untergruppe U < G mit NNU =1 und G = NU. FEine
solche Untergruppe heifit auch Komplement von N in G. Je zwei Komplemente sind in N
konjugiert.

Beweis. Sei S := {R C G | G =U,ep Nr} die Menge aller Transversalen von N in G. Zu
zeigen: Es gibt ein R € S mit R < G.

G operiert auf S durch (g, R) — gR = {gr | r € R}.

Fir R, T € S setze

R
? = H Ttil GN
Nr=Nt

Dann gilt firg e G, n € N

gR R 1 nR [G:N) R
A e S
Setze R ~ T genau dann wenn % = 1. Dann ist ~ eine G-vertrigliche Aquivalenzrelation auf

S. G operiert also auf den Aquivalenzklassen. Da ggT(|N|,[G : N]) = 1 ist jedes n € N eine
[G : N]-te Potenz und es gilt sogar, dass N transitiv auf der Menge der Aquivalenzklassen
operiert. Sei [R] eine Aquivalenzklasse und U = Stabg([R]) der Stabilisator in G von [R].
Dann ist U < G eine Untergruppe und

UNN={neN|[nR =[R]}={heN|hEN =1} ={1}.

Aus der Transitivitédt von N auf {[T] | T' € S} folgt G = NU.
Ist H eine weitere solche Untergruppe. Dann ist H € S und H < Stabg([H]) und aus Ord-
nungsgriinden folgt die Gleichheit. Also H = nUn™', wobei n € N mit [H] = [nR). O
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Satz 2.33. (Schur-Zassenhaus) Sei G endlich N I G, ggT(|G : N],|N|) = 1. Dann besitzt
N ein Komplement in G.

Beweis. Sonst sei G' ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung und N < G ein Normalteiler mit
gegT([G : N],|N|) =1, so dass N kein Komplement besitzt.
Sei p ein Primteiler von |N| und P € Syl,(N).
1. Schritt. G = Ng(P)N (das ist das tibliche Frattini-Argument).
Denn fiir jedes g € G ist gNg~* = N und daher gPg~! € Syl,(IV). Nach den Sylowsétzen
gibt es also ein n € N mit gPg~! = nPn~! und damit n~'g € Ng(P).
2. Schritt. P < G-
Denn es ist
G/N = Ng(P)N/N = Ng(P)/Na(P) NN = G1 /N,

mit Ny := Ng(P)N N und Gy := Ng(P). Dann ist ggT([Gy : Ny],|Ny|) = 1. Ist nun
G, # G, so besitzt N; nach Induktionsvoraussetzung ein Komplement H; mit G; = Ny Hq,
N1 N H1 = {1} Es gllt |H1| = [Gl . Nl] = [G : N] (S.O) und NﬂHl = N1 N H1 = {1} Also
ist Hy auch ein Komplement von N in G, ein Widerspruch. Daher Ng(P) = G und P < G.
Insbesondere ist Syl,(N) = {P}.

Zusammenfassung. Wir haben also gezeigt, dass NV das direkte Produkt seiner p-Sylowgruppen
ist. Die Kommutatoruntergruppe N’ von N ist also auch das direkte Produkt der Kommu-
tatoruntergruppen P’ aller Sylowgruppen von NV, insbesondere # N.

3. Schritt: Anwendung von Satz 2.32.

Nach der Zusammenfassung ist N’ # N eine echte Untergruppe von N. Da N’ char N ist
N’ < G und wir gehen tiber zu

Gy :=G/N', Ny := N/N', G5 /N, = G /N (Kiirzungssatz).

Weiter ist N, ein abelscher Normalteiler von G5, hat also nach Satz 2.32 ein Komplement
Hy; = U/N’ in G, fir eine Untergruppe U < G mit N' = U NN < U. Dann ist

|Hs| = [G2 : No) = [G : N] teilerfremd zu |N| insbesondere also zu |N'|.

Also ist N’ < U, [U : N'] teilerfremd zu |N’| und |U| = |Hy||N'| =[G : N]|N'| < |G|. Nach
Induktionsvoraussetzung hat also N’ ein Komplement H in U = HN'. Dann ist HN = G
und H NN = {1} also H ein Komplement von N in G. O

Satz 2.34. (Zusatz zu Satz 2.33) Seien G, N wie in Satz 2.35. Ist N oder G/N auflésbar, so
sind alle Komplemente von N in G konjugiert.

Beachte: Der Satz von Feit und Thompson sagt aus, dass alle Gruppen ungerader Ordnung
auflosbar sind. Da |N| oder |G/N| ungerade ist, ist diese zusétzliche Voraussetzung an die
Auflosbarkeit also tiberfliissig.

Beweis. Wieder per Induktion nach |G|. Seien H und H; Komplemente von N in G und
1 # M < N ein minimaler Normalteiler von G. Dann sind HM/M und H M/M Kom-
plemente von N/M in G/M und nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein g € G mit
HM = gH,g~'M. Dann sind aber H und gH,¢~' Komplemente von M in HM und nach
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Induktion in HM konjugiert, falls M # N.

Wir konnen also annehmen, dass N selbst ein minimaler Normalteiler von G ist. Ist N
auflosbar, so ist N elementar abelsch nach Lemma 2.28 insbesondere also abelsch und die
Behauptung folgt aus Satz 2.32.

Ist G/N auflosbar, so hat G einen Normalteiler A mit N < A < G und |G/A| = p Primzahl.
Sind H, H; Komplemente von N in G, so sind H N A und H; N A Komplemente von N
in A. Nach Induktionsvoraussetzung sind H N A und H; N A in A konjugiert, also (E
HNA=K=H NA. Esist K ein Normalteiler von H und H;, und |H/K| = |H,/K| = p.
Seien P, P; p-Sylowgruppen von H bzw. H;. Dann ist KP = H und K P, = H;. Weiter sind
P und P, sogar p-Sylowgruppen von G, da [G : H] = [G : Hy| = |N| nicht durch p teilbar ist.
Also P, Py € Syl,(Ng(K)) und es gibt ein g € Ng(K) mit gPig~' = P. Fiir dieses g ist dann
aber gH,g7' = H. O



Kapitel 3

Galoistheorie.

3.1 Galoiserweiterungen

Wiederholung: Eine algebraische Korpererweiterung £/K heifit normal, falls fiir jeden K-
Algebrenhomomorphismus ¢ : £ — E = K in einen algebraischen Abschluss von E gilt, dass
¢(E) = E ist. Da man K-Automorphismen von E zu K-Automorphismen von K fortsetzen
kann (Lemma 1.34) liefert also die Einschriankung einen Gruppenepimorphismus

AutK(K) — AutK(E), Q= PIE-
Der Kern dieses Epimorphismus ist Autz(E) ein Normalteiler in Auty(K) und es gilt

Eine Erweiterung F/K ist genau dann normal, wenn jedes Minimalpolynom eines Ele-
ments von F in Et] in Linearfaktoren zerfallt.

Eine algebraische Korpererweiterung E /K heifit separabel, falls das Minimalpolynom
eines jeden Elements von F in K[t] in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt. Fiir
jedes a € E gilt also ggT(pua, 11,) = 1.

Eine endliche Erweiterung £/ K ist genau dann separabel, wenn

[E:K]=|[E: K], = | Homg (B, K)|.

Folgerung 3.1. Eine endliche Korpererweiterung FE /K ist genau dann normal und separabel
wenn | Autg (E)| = [E : K].

Definition 3.2. Sei M ein Monoid und K ein Kérper. Ein Homomorphismus A\ : M — K*
heifit Charakter (von M dber K ).

Satz 3.3. (Artin) Sei M ein Monoid und K ein Korper. Je n verschiedene Charaktere tiber
K sind linear unabhdngig (als Elemente von KM ).

BEWEIS: Induktion tber n: n =1 : klar
n—1 — n: Seien oq,...,0, Charaktere. Ann.:. oy,...,0, sind linear abhangig. Dann
existieren a; € K mit nicht alle a; = 0, sodaf} gilt:

x: ayo(m) + ...+ apo,(m) =0 fir alle m € M.

39
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Mit der Induktionsannahme folgt a; # 0 fiir alle ¢ . Sei nun mg € M. Setzt man nun mqom
fiir m in * ein und bildet zum anderen oy (mg)*, so erhdlt man nach Bildung der Differenz:

[ a1 (mg)or(m)+ e e +an,0,(mo) o, (m)=0
ao1(mg)or(m)4azor(mo)oe(m)) + . . .4ano1(meg)o,(m)=0
ai(oq(mo) —31(77’60))01(77%)‘1—- e .+gn(0n(mozr— a1(mo)) oy (m)=0 fiir alle m € M
=0 neueKoeff.
Nun sind o9, ..., 0, linear unabhéngig (nach Ind.Ann). Damit gilt: a;(c;(mo) — o1(myg)) =
0 fiir alle i = 1,...,n. Dadie qg; alle ungleich 0 sind, folgt o;(mg) = o1(my) fiir allei = 1,... n.
mgy € M war beliebig gewahlt, also gilt: o; = 01. Dies ist ein Widerspruch. O

Folgerung 3.4. Sei L/K eine separable Korpererweiterung vom Grad n und Homg (L, K) =
{o1,...,00} Fiir (vy,...,v,) € L" gilt:

(v1,...,vn) ist K-Basis von L < det((04(v)))7;=1) # 0.

Beweis. als Ubung. O

Hauptsatz 3.5. Sei E ein Korper und G < Aut(F).
Sei K = Fizg(F) .= {k € E|gk = k fir alle g € G} der Fizkérper von G.
Dann gilt: [E : K] = |G]|.

BEWEIS: Seir:=[F: K| und n := |G]|.
Sei zunéchst r < co. Dannist £ = Klay, . .., a4 fir gewisse a; € E. Jeder K-Automorphismus
von E ist durch die Bilder der a; eindeutig bestimmt. Ist m; der Grad des Minimalpoly-
noms von a; uber K, so gibt es hochstens m; mogliche Bilder von a; in E. Also gilt
n=|G| <|Autg(E)| <mqy-...-my < 0.
(i) Zeige r > n.
Annahme: r < n. Dann ist n < oo. Nun fasst man g € G als Charakter auf g : £F* —

E*, x> gx. Sei (ay,...,a,) eine K-Basis von E. Dann ist
> xy(ga;) =0 fiiri=1,...,r (3.1.1)
geG

ein lineares homogenes Gleichungssystem in x, iitber £ mit r Gleichungen und n = |G| > r
Unbekannten. Damit existiert eine nichttriviale Losung (z4)4eq. Da alle Elemente in E K-
Linearkombinationen der a; sind und G aus K-linearen Abbildungen besteht, gilt > geG Tgd =
0 (als lineare Abbildung von E nach E). Also ist G linear abhéngig, was einen Widerspruch
zu Satz 3.3 impliziert.

(ii) Zeige n > r. Sei nun 0.B.d.A. n endlich (d.h., |G| < c0).

S:FE—K:aw— Zga ist eine K-lineare Abbildung. Nach 3.3 ist S # 0.
geG

Zeige nun: Sind aq,...,a,41 € E, so sind (aq,...,a,,1) linear abhéngig tiber K.
n+1

Bew.:x : in(g_lai) =0 mit ¢ € G ist ein homogenes lineares Gleichungssystem in z;
i=1
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tiber F mit |G| = n Gleichungen und n + 1 Unbekannten. Also existiert eine nichtriviale
Losung von * :(xy,...,Tn41). O.B.d.A. sei S(z1) # 0 (durch eine Permutation der Indizes
wird erreicht, dafl x; # 0 und durch Multiplikation mit einem geeigneten Element aus E wird
erreicht, da8 S(x1) # 0) Nun bildet man ¢ *und summiert anschlieiend iiber alle ¢ € G. Man
erhalt:

n+1 n+1
Zzaig(xi) = Zai S(z;) =0 mit S(xy) #0
— — ~——
geCG =1 i=1 cK
Also sind (ayq, . .., a,41) linear abéngig iiber K . O

Folgerung 3.6. Seien die Voraussetzungen wie bei 3.5 mit |G| < co. Dann gilt:
G = AutK(E)

BEwEIS: Falls G < Autg(F) , so wendet man 3.5 auf G = Aut(E) an. Sei nun K der
KCK

(:}’—Fixkérper: G| =[E: K] > [E:K]% |G| > |G| Dies ist ein Widerspruch, also gilt:

G=0G. O
Folgerung 3.7. Sei E/K eine endliche Kérpererweiterung und G = Autg(E), so gilt:

(1) |Gl < [E: K]

(i) |G| = [E : K] genau dann, wenn K = Fizg(E).

3

BewErs: K := Fizg(E) D K, also gilt [E: K| > [E: K| = |G. m

wt

Definition 3.8. FEine endliche Korpererweiterung (E/K) heifit galoissch, falls | Autk (E)| =
[E : K|. Dann heifit G = Gal(E/K) := Autg(F) die Galoisgruppe von E iber K.

Satz 3.9. Fir eine endliche Korpererweiterung E /K sind dquivalent:
(1) E/K ist Galoiserweiterung.
(2) E/K ist normal und separabel, also Zerfillungskorper eines separablen Polynoms.
(3) K = Fixg(E) fir eine endliche Untergruppe G von Aut(E).

BEWEIS: (1) < (2) ist Folgerung 3.1.
(3) = (2): Sei a € E. Betrachte die Bahn von a unter G.

Ga={a=ay,...,a,}.

Das Polynom p,(z) := [[}_,(z — a;) € E[z] ist invariant unter der Operation von G auf E|[z]
vermoge (> biz') := " g(b;)x" liegt also im Fixring K[z] (da Fixg(E) = K). Insbesondere
zerfallt das Minimalpolynom von a iiber K (welches ja p, teilt) in paarweise verschiedene
Linearfaktoren in E[z]. Damit ist £ normal und separabel.

(1) = (3): Folgt aus Folgerung 3.7 O
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Folgerung 3.10. Sei E/K galoissch mit Galoisgruppe G. Ist a € E, so operiert G transitiv

auf den Nullstellen des Minimalpolynoms von a iber K. Der Stabilisator ist die Galoisgruppe
von E tber Klal,
Stabg(a) = Gal(E/K]|a])

Hauptsatz 3.11. Fundamentalsatz der Galois-Theorie: Sei (F/K) Galoiserweiterung
und G = Autg(E). Dann gilt:

(i) 1G] = [E: K]

(ii)) ®:UG)={UlU <G} — Z(K,E)={F|F ist ein Kérper und K < F < E}
ist eine inklusionsumkehrende Ahnlichkeit, wobei G auf U durch Konjugation und auf
Z(K, E) durch Anwenden operiert.

BEWEIS:
(i) Dies ist sofort klar.

(i) Zeige: ® ist injektiv.
Sei U; < G mit ®(Uy) = ®(Us). Ersetzt man U, durch (U, Us) (beachte ®((Uy, Us)) =
®(Us)), so kann man 0.B.d.A. annehmen, dass U; < U,. Auflerdem gilt: |Uy| = [E :
(I)(Ul)] = [E . (I)(UQ)] = |U2| Also gllt U1 = UQ.
Zeige: P ist surjektiv.
Ist ' € Z,soist E/F galoissch, denn F ist Zerfallungskorper eines separablen Polynoms
f(t) € K[t] C F[t]. Setze U := Autp(F) < Autg(E). Dann ist F' = ®(U).
Dass & G-vertréglich ist, folgt wegen Fix,y,-1(E) = g(Fixy(E)).
Die inklusionsionsumkehrende Eigenschaft folgt sofort.
O

Folgerung 3.12. Mit den Bezeichnungen aus 3.11 gilt:

U < G genau dann ein Normalteiler von G, wenn (®(U)/K) galoissch ist. Dann ist Galg(P(U)) =
G /U vermége Einschrinken.

(E/F) ist galoissch fur alle F € Z(K, FE).

G E
U immer galoissch
(U
genau dann galoissch, wenn U < G
1 K
Beispiel: ,
G= Sg E Q[ﬂ? <3]
2 3 3 2
_ . QI[¢]
3 2

galoissch2 K 3 nicht galoissch
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Folgerung 3.13. (Satz vom primitiven Element) Sei (E/K) endlich und separabel. Dann
existiert ein a € E mit E = Kla]. (a heifit ein primitives Element.)

Bewels: st |K| < oo, so folgt dies aus dem Struktursatz fiir endliche Korper (jeder
Erzeuger von K* ist ein solches primitives Element). Sei also |K| = co. Zwischen E und K
liegen nur endlich viele Zwischenkérper, also wird die Behauptung fiir jedes a € E\{endlich
viele Zwischenkorper} erfiillt. O

Satz 3.14. Sei E/K eine Kérpererweiterung und L, M Zwischenkérper von E/K. Das Kom-
positum von L und M st der kleinste Teilkorper LM von E, der L und M enthdlt.
Sei jetzt L/ K galoissch.

(a) LM/M und L/M N L sind galoissch.

(b) Die Einschrinkungsabbildung p : Gal(LM/M) — Gal(L/K),g — gy ist injektiv mit
Bild p(Gal(LM/M)) = Gal(L/M N L).

(c) [LM : M] teilt [L : K].

Beweis. (a) Da L/K endlich und separabel ist, sind auch L/M N L und LM /M endlich und
separabel. Fir L/M N L ist dies klar, fiir LM /M benutzt man, dass jede K-Basis (b1, ..., b,)
von L auch ein M-FErzeugendensystem von LM ist. Weiter sind die Minimalpolynome aller
b; iiber K separabel, also auch die der b; iiber M, somit LM /M endlich und separabel.

Zur Normalitat: Da L normal ist iiber K ist es auch normal iiber jedem Zwischenkorper von
L/K, also auch tiber L N M. Der Erweiterungskérper LM von M wird {iber M von endlich
vielen Elementen ay,...,a, € L erzeugt. Dann enthalt L also auch alle Nullstellen von 4, x
und somit auch alle Nullstellen von fi,, p. D.h. LM /M ist normal. Aus endlich, normal und
separabel folgt somit galoissch.

(b) Sei also L/K galoissch. Dann ist die Einschrdnkungsabbildung p wohldefiniert, da fiir
jedes g € Gal(LM/M) gilt, dass g(L) = L ist (da L/K normal ist). Weiter ist Kern(p) =
{g € Gal(LM/M) | g = id}. Da immer gy = id fir g € Gal(LM/M) gilt, folgt somit
g = id auf LM. Also ist p injektiv. Klar ist p(Gal(LM/M)) C Gal(L/M N L), denn jedes
g € Gal(LM /M) lasst M N L punktweise fest. Da M der Fixkérper von Gal(LM /M) ist, ist
M N L der Fixkorper der Einschrinkung p(Gal(LM/M)). Also folgt die Gleichheit.

(¢) Nach (b) ist [LM : M] = |Gal(LM/M)| = |Gal(L/M N L)| ein Teiler von | Gal(L/K)| =
[L: K]. O

Beispiel: Die Voraussetzung, dass L/K galoissch ist, ist hier wesentlich: Sei L = Q[v/2]
und M := Q[Gv/2]. Dann ist LM = Zer fo(x® —2), [LM : M] = [LM : L] =2, [LNM] =Q
und [L: Q] = [M : Q] = 3. Folglich teilt 2 = [LM : M] nicht [L : Q).

Satz 3.15. Sei E/K eine Kdérpererweiterung und L, M Zwischenkdrper, so dass L/K und
M/K galoissch sind. Dann gilt

(a) LM/K ist galoissch.
(b) p:Gal(LM/K) — Gal(L/K) x Gal(M/K), g+ (g, 9m) ist injektiv.

(c) Ist LN M = K, so ist p ein Isomorphismus.
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Beweis. (a) Da L/K und M/K endlich, normal und separabel sind, hat auch das Kompositum
LM/K diese Eigenschaften.

(b) Da L/K und M/K normal sind, gilt g(L) = L und ¢g(M) = M fiir alle g € Gal(LM/K).
Somit ist p wohldefiniert. Weiter ist jedes g € Ker(p) die Identitat auf L und M also auch
auf dem Kompositum LM, also ist p injektiv.

(¢) Sei nun LN M = K. Seien g;, € Gal(L/K) und gy, € Gal(M/K). Dann gibt es nach der
vorherigen Satz Abbildungen g, € Gal(LM/M) und g, € Gal(LM/L) mit (g1);z = gr und

(92)1n = gar- Also gilt p(g192) = (91, 9ur)- O
Ab Hier weitermachen

Definition 3.16. Fine Galoiserweiterung E /K heifst zyklisch (bzw. abelsch, bzw. auflésbar)
wenn die Galoisgruppe zyklisch (bzw. abelsch, bzw. auflosbar) ist.

Bemerkung 3.17. Sei E > L > K ein Kéorperturm mit E/K galoisch.

(a) Ist EJK zyklisch oder abelsch, so haben auch die Kérpererweiterungen E/L und L/K
diese Figenschaft.

(b) Ist E/K auflosbar, so auch E/L.
(c) Ist L/K ebenfalls galoissch, so ist E/K genau dann auflésbar, wenn E/L und L/K

auflosbar sind.

Folgerung 3.18. Seien K C L,M C E Korper.
(a) Ist L) K zyklisch (bzw. abelsch bzw. auflosbar) so auch LM /M.
(b) Sind L)K und M/K abelsch bzw. aufiésbar, so auch das Kompositum LM /K.

3.2 Kreisteilungskorper

Bemerkung 3.19. Die Eulersche p-Funktion ist definiert durch ¢(n) := |Z/nZ*|, die Anzahl
der zu n teilerfremden Zahlen in {1,... n}.

(a) o(p") = p"~*(p —1) fiir Primzahlpotenzen.
(b) p(nm) = p(n)p(m), falls ggT(n,m) = 1.
(¢) Firn € Nistn=3%, »(d).
Beweis. (a) Abzéhlen. (b) Chinesischer Restsatz. (¢) Aus Definition: Es ist
n=lnl=7 |{icn|egl(in)=d}| = ZH— |i/d € n/d ggT(i/d,n/d) =1}| = ZSD

dn dn dln

Definition 3.20. Sei K ein Korper undn € N. Ein Element ( € K heifit n-te Einheitswurzel,
falls ¢ = 1. ¢ heifit primitive n-te Einheitswurzel, falls [(()| = n ist. p,(K) < K* sei
die Gruppe aller n-ten Einheitswurzeln in K.
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Bemerkung 3.21. (a) Gilt char(K) = p > 0, so hat K* genau eine p"-te Einheitswurzel
fur jedes r > 0.

(b) Gilt char(K) [n, soist das Polynom X"—1 € K[X] separabel und sein Zerfillungskorper
enthdlt genau n verschiedene n-te Finheitswurzeln.

(c) Gilt char(K)Jn, so ist p,(K) zyklisch der Ordnung n.

(d) Gilt char(K) [n, so enthdlt der Zerfallungskorper von X™ —1 genau p(n) primitive n-te
Einheitswurzeln.

(e) FZ = Nq—l(Fq)'
Beweis. (a) (X?" —1) = (X — 1)?" € K[X] hat also genau eine Nullstelle, namlich 1.
(b) Klar. (c) folgt aus (b).
(d) Ist ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist (¢) = p,(K). Weiter ist (* primitiv genau
dann wenn ggT(n,a) = 1 also fiir genau ¢(n) Werte von a. O

Definition 3.22. Sei K ein Kérper mit char(K) fn. Sei E ein Zerfdllungskérper von X™ —1
iber K und Cy, ..., Cpm) die primitiven n-ten Einheitswurzeln in E. Dann heifst

w(n)

[1x —¢) = ®,0x)

i=1
das n-te Kreisteilungspolynom.

Beispiel: ®, = XP71 + XP2 4+ 4+ X +1= ))((1’:11 fiir Primzahlen p.

Satz 3.23. Sei K ein Korper mit char(K)fn. X" —1 = ][;, ®a und ®, € R[X]| mit

B | Z char(K)=0
R_ZlK_{IFp char(K)=p>0 "

Beweis. Jede Nullstelle von X™ — 1 ist eine primitive d-te Einheitswurzel fiir ein d | n. Also
teilt X™ — 1 die rechte Seite. Diese hat aber wegen n = 3, ¢(d) genau Grad n, also sind
die beiden Polynome gleich.

®,, € R[X] durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist dies klar. Fiir n > 1 ergibt sich dies aus
der Formel

X" -1
b, = ——.
Hd|n,d<n (I)d
Es ist namlich f := Hdm’d <n @a nach Induktionsvoraussetzung ein normiertes ganzzahliges
Polynom, welches X" — 1 € R[X] teilt. O

Satz 3.24. Sei K ein Korper mit char(K) [n. Sei(, € K eine primitive n-te Einheitswurzel.
Dann ist K[(,]/K galoissch und es gibt einen Monomorphismus

m : Gal(K[G]/K) — (Z/nZ)", g = m(g) wobei g(C,) = ¢
Insbesondere ist K[(,|/K abelsch.
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Beweis. Da ¢, die Gruppe aller n-ten Einheitswurzeln erzeugt, zerfallt g ((,) als Teiler von
X" —11ber K|(,] in paarweise verschiedene Linearfaktoren, die Erweiterung K|[¢,|/ K ist also
endlich, normal und separabel, und somit galoissch. Fiir g € Gal(K|[(,]/K) ist ¢g({,) auch

eine primitive n-te Einheitswurzel also von der Form ¢(¢,,) = (' ) fiir ein m(g) € Z /nZ*. Der
Automorphismus g ist durch g¢((,) eindeutig bestimmt, also ist m eine injektive Abbildung.
Es ist

h(9(Gn) = h(GM) = h(G)™9) = Grom®)
also ist m ein Gruppenhomomorphismus. O
Beisp.: n =7, K =TF,.
Satz 3.25. Fir K = Q ergibt sich speziell:
(a) [Q[¢n] : Q] = ¢(n).
(b) @, € Q[X] irreduzibel.
(c) Gal(Q[(]/Q) = Z/nZ.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass ®,, € Z[X] irreduzibel ist. Sei dazu g € Z[X] ein normierter
irreduzibler Teiler von ®,, mit ¢(¢{,) = 0.

Behauptung: Ist p eine Primzahl, die n nicht teilt, so ist auch X — (P ein Teiler von g. (Daraus
ergibt sich dann g = ®,,.)

Schreibe dazu ®,, = gh mit h € Z[X] normiert. Ist (? keine Nullstelle von g, so ist h(¢?) = 0,
also (,, eine Nullstelle von h(X?). Also gilt h(X?) = gf fiir ein f € Z[X].

Modulo p gilt aber h(X)P =, h(XP) = gf. Somit sind h und g € F,[X] nicht teilerfremd, also
X" —1 € F,[X] nicht separabel, ein Widerspruch, da p/n. O

Zyklotomische Polynome:

2 x+1

3aP+aw+1

4 2241

S5at+ i+t +r+1

6 22—x+1

T2+ + 2t a3+t o+ 1
8 zt+1

9 28 +2°+1

10 2 — 23+ 22—z +1

n = 105 ist das erste n, fiir welches ®,, einen Koeffizienten von Betrag > 2 hat.
Der Satz von Kronecker Weber sagt aus, dass jede abelsche Erweiterung von Q in einem
Kreisteilungskorper enthalten ist.
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3.3 Norm und Spur

Definition 3.26. Fira € F seil,: E — E, b— ab die K-lineare Abbildung “Multiplikation
mit a”. Dann definiere die Norm von a als Ng/i(a) := N(a) := det({,) und die Spur von
a als Sg/k(a) == S(a) := Spur({,).

Bemerkung 3.27. (a) Das Minimalpolynom von ¢, ist gleich dem Minimalpolynom von a
tiiber K, insbesondere irreduzibel in K[X].

(b) Das charakteristische Polynom wvon {, ist eine Potenz des Minimalpolynoms: x, =
[E:K[a]]
Ha .

(c) Fira,b € E ist ly = {, 0 €, und daher N(ab) = N(a)N(b). Insbesondere ist die Norm
ein Gruppenhomomorphismus N : E* — K*.

(d) Die Spur ist eine K-lineare Abbildung von E nach K.

Satz 3.28. Sei E/K eine endliche separable Kérpererweiterung vom Grad n und oy, ..., 0, :
E — K die verschiedenen FEinbettungen von E in den algebraischen Abschlufl von K. Fir

a € E ist Ng/g(a) =[], 0i(a) und Sg/x(a) =>"", 0i(a).

Beweis. Sei zunédchst F = KJa] (also oi(a),...,0,(a) paarweise verschieden). Das Mini-
malpolynom von a ist dann p, = [[;_,(X — 0;(a)) also ergeben sich Spur und Norm von a
als Spur und Determinante von ¢, wie behauptet.

Jetzt sei F' := Kla| < E ein Teilkérper von E und 74,...,7; alle K-linearen Einbettungen
von F nach K, j = [Kla] : K], n = j[E : Kla]]. Mit E/K sind auch Kla]/K und E/K]a]
separabel. Bezeichnet HomK[a}(E,F) ={o1,...,0om}, und ist 7 : K — K eine Fortsetzung
von 7;, so sind die Fortsetzungen von 7; auf E gegeben durch {7;0¢1,...,7;0p,,} Insbesondere

ist .
IT-, oi(a) = (IT}-; 7i(a))™ = Nkja/x(a)™ = Ng/k(a) und
S oi(a) = m(X1, mi(a)) = mSkax(a) = Sk (a).

Satz 3.29. (Transitivitit von Norm und Spur) Sei K < F < E ein Kdrperturm so dass E/K
separabel ist, dann ist fira € K

Beweis. Wie im letzten Beweis seien Homg(E,K) = {0, ... ,an},_HomF(E,F) ={o1,...,om},
Homg (F, K) = {m,...,7;} und die 7; Fortsetzungen von 7; auf K. Dann ist

{on, ..o} ={Thopi [ 1<i<m, 1<k <j}
und

NE/K HUz = HHTk(‘Pi(Q)) = H ~/’CNE/F(CL) = NF/K(NE/F(Q))

ebenso fiir die Spur. O
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Bemerkung 3.30. Sei F = F,» ein endlicher Korper und o € F* eine Primitivwurzel. Ses
m ein Teiler von n und Fpm =2 K <F. Dann ist (Np/g(a)) = K*.

BeEWwEISs: Sei n = md. Gal(F/K) wird erzeugt von F™. Also ist

n

— —1
e T N e L

aN]F/K = aof

Da « ein Element der Ordnung p" — 1 ist, ist alNg/x € K* ein Element der Ordnung p™ — 1,
also eine Primitivwurzel. O

Definition 3.31. (Spurbilinearform) Sei (E/K) eine endliche Korpererweiterung. Definieren
T:ExFE— K durch
T(a,b) := S(ab).

Dann ist T eine symmetrische K -Bilinearform auf E und heifit die Spurbilinearform.

Satz 3.32. Sei E/K eine separable endliche Korpererweiterung. Dann ist die Spurbilinear-
form nicht ausgeartet, d.h. die Abbildung T : E — Homg(E, K) definiert durch a — T,, wo
bT, := Spur(ab) fir alle b € E ist ein Isomorphismus.

BEWEIS: Zu zeigen ist, daf fiir alle a € E. a # 0 es ein b € E gibt, so daf§ S(ab) # 0
ist. Denn dann ist der Kern von T gleich 0, also 7" injektiv und aus Dimensionsgriinden folgt
T surjektiv. Da aF = F fiir a # 0 geniigt es ein x € E zu finden mit S(z) # 0. Sind

aber o1,...,0, die n = [E : K] verschiedenen K-Algebrenhomomorphismen von E in den
algebraischen Abschluss K, so gilt S(z) = Y, 0;(z). Nach dem Satz von Artin ist > | o;
nicht die Nullabbildung. O

3.4 Zyklische Korpererweiterungen.

In diesem kurzen Abschnitt sei F/K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe
G = (g) der Ordnung n.

Satz 3.33. (Satz 90 bei Hilbert)

Sei E/K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G = (g) der Ordnung n. Dann
existiert fiir jedes a € E mit Ngjk(a) =1 einb € E mita= &.

= 1) Nach Satz 3.3 von Artin sind id, g, g°, ..., g" ! linear

N ()
BEWEIS: (NE/K(ﬁ) = N,f//f(gb)

unabhangig tiber E. Also ist

Ti=id+ag+a-gla)g®+...+ag(a)...g" *(a)g" "

nicht die Nullabbildung, d.h. es gibt ein ¢ € FE mit 7(c) # 0. Setze b := 7(c). Dann ist

a-g(b) = ag(c) + ag(a)g®(c) +a- g(a) - g*(a)g*(c) + ...+ ag(a)g*(a) ... g"'(a) g"(c) = b

-~

N(a)
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Satz 3.34. Sei char(K)n und K enthalte primitive n-te Einheitswurzeln.
(a) Ist E/K zyklisch vom Grad n, so gibt es ein o € E mit o™ € K und E = K|a].

(b) Ist c € K und o € K eine Nullstelle von X" — ¢ € K[X], so ist K[a]/K eine zyklische

Erweiterung vom Grad d ein Teiler von n und es gilt a® € K.

BEWEIS: (a) Sei Autg(F) =: G = (g), und sei £ eine primitive n-te Einheitswurzel in
K. Sei N = Ngjg. Dann ist N(§7') = 1. Mit Satz 3.33 folgt: Es existiert ein o € E
mit {1 = oy also g(a) = af (Produkt in E). Daraus folgt: ¢'(a) = «a&’. Folglich
sind die n Konjugierten unter G paarweise verschieden (d.h. Bahnldnge =n). Also gilt:

[K[a] : K] >n=|G.

gla™) = gla)” = (a€)™ = "™ = "1 = a", somit ist & € K. Definiere ¢ = ", dann ist
a" —c=0.

(b) Die Wurzeln von z" — ¢ sind gegeben durch o, af, af?, ... a1 (£ ist n-te primitive
Einheitswurzel.). Da ¢ ein Element des Korpers K ist, ist K[a] Zerféllungskorper von 2™ — c.
Also ist [Ka] @ K] galoissch. Sei ¢ € Aut(K[a|) = G; dann ist g(a) = {a fir ein
£ € (&) = C,. Die Abbildung G — (£) : g +— &, ist ein Monomorphismus, dessen Bild
die Ordnung d habe (D.h., d|n). Damit ist G zyklisch von der Ordnung d. Sei g € G:
g(a?) = g(a)? = (a&,))? = a(&,)? = a1l = a®. Also ist o? € K = Fizg(K|a]). O

Satz 3.35. (Additive Form von Hilbert 90) Sei E/K zyklisch, Gal(E/K) = (o). Fira € E
ist Sp/k(a) = 0 genau dann wenn es ein € E gibt mit o = § — o(B).

Beweis. Es ist S(8 — o(f)) = 0, also < ist klar.
=: Sei £ € E mit Sg i (&) # 0. Setze

)
B 1= Seyx(€) " (a0(€) + (0 + 0 (a))o*(€) + ..+ (o o(a) + ...+ 0" *(a))a" H(€).
. (

Dann gilt 8 — o(B) = Nachrechnen, unter Benutzung von Sg/k(a) = 0.) O

Satz 3.36. (Artin-Schreier) Sei char(K) =p > 0.

(a) Ist E/K zyklisch vom Grad p, so gibt es o« € E mit E = K[a] so dass « eine Nullstelle
von XP — X — a ist fur ein a € K.

(b) Fir a € K sei f(X) := X? — X —a € K[X]|. Dann zerfdllt f in ein Produkt von
Linearfaktoren in K[X| oder f ist irreduzibel und K|a]/K ist zyklische Galoiserweiterung
von Grad p fir jede Nullstelle o von f.

Beweis. (a) Wegen [E : K| = pist Sg/x(—1) = p(—1) = 0. Sei nun (o) := Gal(£/K). Dann
gibt es nach Satz 3.35 ein @ € F mit 1 = o(a) — a. Also gilt o(a) = a + 1 und somit
o'(a) = a+1i fiir alle i € {0,...,p — 1}. Folglich hat o genau p konjugierte, also F = Kla].
Weiter ist
ol —a)=c(a)f —c(a)=(a+ 1) —(a+1) = —«

ista:=aof —ac K.

(b) Ist a € K eine Nullstelle von f, so sind die Nullstellen von f genau {a +i |0 < i <
p—1}. Somit zerféllt f vollstdndig iiber K [a] und jeder minimale Wurzelkorper von f ist ein
Zerfallungskorper, also f irreduzibel oder Produkt von Linearfaktoren. Im Fall f irreduzibel
ist K[a]/K normal und separabel, also galoissch vom Grad p. O
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3.5 Auflosbarkeit von Gleichungen
Definition 3.37. Sei K ein Korper mit Char(K) = 0.

(i) (F/K) heifit auflésbar durch Radikale, falls ein Erweiterungskéorper E von F existiert
derart, dass K C E1 C E5 C ... C E, = E, so dass F; aus FE;_; durch Adjunktion von
a € E; mit a™ € E;_y (n;-te Wurzel) entsteht.

(ii) (E/K) heifit auflésbar genau dann, wenn eine Galoiserweiterung (E/K) existiert mit
E C E, sodass (E/K) galoissch ist mit auflésbarer Galoisgruppe.

Satz 3.38. Sei K ein Kirper mit Char(K) = 0 und (E/K) eine endliche Erweiterung. Es
qilt:

(E/K) ist genau dann auflésbar durch Radikale (Korpertheorie), wenn (E/K) auflosbar ist
(Gruppentheorie).

BEWEIS:

?”=" Durch Induktion tber n:
Fiir n = 1: Die Behauptung ist trivial, falls a™ = 1, da dann K[a] ein Kreisteilungskorper
ist. Sei also ™ # 1 und a™ € K. Die Behauptung ist ebenfalls klar, falls K eine m-te
primitive Einheitswurzel enthalt nach Satz 3.34. Enthalt K keine primitive m-te Ein-
heitswurzel, so adjungiere eine primitive m-te Einheitswurzel §,,,. Dann sind K{a][,,]/ K
und K¢,,]/ K galoissch.
(K[a]/K ist nicht unbedingt galoissch; z.B. a = v/2: 2 —2 hat zwei komplexe Wurzeln.)
Da die Galoisgruppe von K [a|[§,,]/ K [&m] zyklisch ist und die von K[¢,,]/ K abelsch, folgt
die Auflosbarkeit.
Annahme: Die Behauptung gilt fiir n—1: Adjungiere eine primitive k-te Einheitswurzel
&k fiir ein geeignetes k (z.B. k = [E : K]). Dann ist E[]/K galoissch und die Schritte
von K nach E[&] sind alle zyklisch, also ist (E/K) auflosbar (= multizyklisch).

"< Ist (E/K) auflésbar, dann existiert eine galoissche Korpererweiterung (E/K) mit auflosbarer
Galoisgruppe G und E D E. O.B.d.A. habe E geniigend Einheitswurzeln. Dann folgt
die Behauptung aus Satz 3.34 zusammen mit der Charakterisierung endlicher auflosbarer
Gruppen als "multizyklische” Gruppen (alle Kompositionsfaktoren zyklisch). (Eine
zyklische Erweiterung ist das Adjungieren einer n-ten Wurzel, falls geniigend Ein-
heitswurzeln existieren.)

|

Folgerung 3.39. Polynomgleichungen 3. und 4. Grades kann man durch Wurzelziehen unter
Verwendung von Einheitswurzeln losen.

BEWEIS: Die Galoisgruppen G sind Untergruppen der Sy bzw. der S3, welche auflosbar
sind, also ist G auflosbar. O
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3.6 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal.
Definition 3.40. Sei {0,1} C M C C.

(a) Fiira#be M sei G(a,b) die Gerade durch a und b.

(b) Firp,a,be M sei K(p,|a—0b|) der Kreis um p mit Radius |a —b|.

(c) Ein Punkta € C heifit elementar aus M konstruierbar, falls er entweder Schnittpunkt
von zwei Geraden durch Punkte aus M oder als Schnittpunkt von Gerade und Kreis, oder
von 2 Kreisen K(p;, |a; — b;|) fir Elemente p;, a;,b; € M ensteht.

(d) Ein Punkt a € C heifst aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbar, falls es eine
Folge
M=MyCMC...CM,CC

gibt, so dass alle Punkte von M; elementar aus M;_1 konstruierbar sind und a € M,
liegt. Bezeichne Kon(M) die Menge, der aus M konstruierbaren Punkte von C.

Lemma 3.41. Sei {0,1} C M C C und M := {z | z € M}.
(a) Kon(M) C C ist ein Teilkérper von C mit Q(M U M) C Kon(M).
(b) Ist b € C mit b*> € Kon(M) so ist b € Kon(M).

Beweis. Wir zeigen Kon (M) abgeschlossen unter Subtraktion und Division: a0NK (0, |a—0|) =
{a, —a}, also ist —a konstruierbar aus a und 0. a + b ergibt sich als 4. Ecke des Parallelo-
gramms (0, a,b,a + b), also als K (b, |a —0|) N K(a, |b—0]).

Multiplikation von 2 komplexen Zahlen durch Addition der Winkel und Multiplikation der
Betrige, ebenso wie Inversion auch konstruierbar (Ubung).

Komplexe Konjugation: {a,a} = K(0,|a —0]) N K(1,]a — 1]).

Zum Wurzelziehen: Konstruiere b € C mit b*> = ¢ durch Winkelhalbierende und Konstruktion
von 4/ |c| mittels des Hohensatzes. O

Wurzel aus ¢ nach Hoehensatz

\ \ \
0 1 c c+l

Lemma 3.42. Sei L < C ein Teilkérper mit L = L und i € L. Ist = € C in einem
elementaren Schritt aus L konstruierbar, so gibt es w € C mit w?* € L so dass z € L[w].

Beweis. Wegen i € L = L liegen fiir jedes p € L auch sein Realteil und Imaginérteil in L und
damit |p|? in L. Sei nun z € C in einem Schritt aus L konstruierbar. Dann ist entweder
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(a) z Schnitt von 2 Geraden tiber L und somit Losung eines inhomogenen GLS iiber L also
z € L.

(b) Schnittpunkt einer Gerade und eines Kreises: z € abN K (p, ¢ — dJ).
Seir := |c—d|?. Dannist 7 € L und z € ab hat eine Darstellung der Form z = a+t(b—a)
fiir ein ¢ € R. Weiter ist |2 — p|? = r, also

r=(tR(b — a) + R(a — p))* + (tS(b — a) + S(a — p))*

Die reelle Zahl t geniigt also einer quadratischen Gleichung t?>+at+ 3 = 0 mit o, 8 € L,
also [L(z) : L] < 2.

(c) Schnitt von 2 Kreisen. z € K; N Ky mit K; = K(a; + ibj,r;) fiir j = 1,2, wobei
aj,bj,r? € L. Damn erfiillt z = x + iy die Gleichungen (x — a;)* + (y — b;)* = 77.
Bildet man die Differenz, so fallen die quadratischen Terme weg und wir finden die
Geradengleichung (a; — ag)x + (by — be)y = c fiir ein ¢ € L. Also ist z wieder im Schnitt
von Gerade und Kreis und wir sind im Fall (b).

O
Satz 3.43. Sei {0,1} C M C C. Fir z € C sind dquivalent
(a) z € Kon(M)
(b) Es gibt einen Korperturm
QMUM)=:LyCLC...CL,cC
mit z € Ly, so dass [L; : Li_1] = 2.
Beweis. Klar aus dem Lemma. O

Bemerkung 3.44. Sei p eine ungerade Primzahl der Form p = 2™ +1. Dann ist m = 2% fiir
emn k und p eine Fermatsche Primzahl.

Beweis. Ist m = fq mit g ungerade, so ist

—_

q—

p=2 1=+ D% - 2 =(24+1)) (=29
=0
O
Satz 3.45. (Gauf$) Sein > 3. Dann sind dquivalent.
(a) Das regelmdflige n-Eck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
(b) p(n) ist eine Potenz von 2.
(¢c)n=2"py...p, fiir m € Ny und paarweise verschiedenen Fermat-Primzahlen py, ..., p,.

Beweis. Das regelméaflige n-Eck ist konstruierbar, genau dann wenn eine primitive n-te Fin-
heitswurzel konstruierbar ist, genau dann wenn ¢(n) = [Q[(,] : Q] eine Potenz von 2 ist. O
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3.7 Ganze Zahlen und die Diskriminante

Definition 3.46. Sei R ein Ring (mit Fins). a € R heifst ganz iiber Z, falls a Nullstelle
eines ganzzahligen normierten Polynoms ist, d.h. es gibt n € N, ag,...,a,_1 € Z mit a" +
Ap_1a" '+ ...+ aja+ay=0.

Beispiel: (Primitive) n-te Einheitswurzeln sind ganz, da sie Nullstellen von 2™ — 1 sind.
V2 ist ganz, da \/52 —-2=0.

\/iﬁ ist nicht ganz. (s.u.)

Satz 3.47. Sei R ein Ring. a € R ist ganz, genau dann wenn a in einem Teilring von R
liegt, der endlich erzeugt als Z-Modul ist.

BEWEIS: =: Sei a € R ganz. Dann gibt esn € N, ay,...,a,_1 € Z mit a® + a,_a" ' +
...+aja+ag = 0. Also ist der von 1, a, . ..,a""! erzeugte Z-Teilmodul von (R, +) ein Teilring
von R.
<. Seia € Zby + ...+ 7Zb, =: M und M ein Teilring von R. O.b.d.A. enthalte M die Eins
von R. Dann gilt aM C M, d.h. es gibt A;; € Z (nicht notwendig eindeutig) mit

abz- = i Aijbj-
j=1

Das charakteristische Polynom von A := (A;;) ist ein normiertes Polynom f mit ganzzahligen
Koeffizienten, fir das f(A) = 0 gilt. Also ist f(a)M = 0 und daher auch f(a)l = 0 also
f(a) =0. O

Satz 3.48. Sei R ein Ring und a,b € R ganz. Gilt ab = ba, so sind auch ab und a + b ganz.
Insbesondere bilden die ganzen Zahlen in einem kommutativen Ring R einen Teilring, den

ganzen Abschlufl von Z in R, Intz(R).

BewEls: Zla] = 71 Za', Z[b] = Y 20 = Za,b] = Y7L >0 Za'V, da ab = ba.
Also liegen a + b und ab in einem endlich erzeugten Z-Modul, der Teilring von R ist. O

Definition 3.49. Ein algebraischer Zahlkorper K ist ein endlicher Erweiterungskorper
K von Q.

Satz 3.50. Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Dann bilden die ganzen Zahlen in K einen
Ring Intz(K) =: Zk der Ring der ganzen Zahlen in K.

(1) Fiir alle a € K ezistiert ein h € N so dass ha € Zy. Also enthdlt Zx eine Q-Basis von
K.

(2) a € K ist genau dann ganz, wenn sein Minimalpolynom p(a, Q) in Z[X] liegt.

BEWEIS: Sei a € K. Dann gibt es ein normiertes p(z) = > a;2" € Q[z] mit p(a) = 0.
Sei h der Hauptnenner der Koeffizienten a; von p(x). Dann gilt

(ha)" + ha,i(ha)" ™ + ...+ By (ha) + K'ag = 0

d.h. ha ist Nullstelle eines normierten ganzzahligen Polynoms. Also folgt (1).

Sei nun a € Zg und p € Z[X| normiert mit p(a) = 0. Dann ist u(a, Q) ein irreduzibler Teiler
von p in Q[X]. Sei L ein Zerfallungskorper von p(a, Q), also p(a, Q) = [[i_, (X — o) € L[X].
Dann sind alle o; Nullstellen von p also ganz iiber Z, somit auch die Koeffizienten von u(a, Q).
Diese sind also rationale Zahlen, die ganz tiber Z sind, liegen also in Z. O
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Satz 3.51. Sei K/Q endlich und R C Zy ein Ring ganzer Zahlen. Sei
R* :={a € K | Sgg(ar) € Z fiir alle r € R}

die inverse Differente von R.
(a) Dann ist R¥ ein R-Ideal in K, d.h. es gilt R* R C R¥.
(b) Weiter gilt

R C Zyx CZ¥ C R*.

Beweis. (a) Sei a € R” und s € R. Dann ist as wieder in R¥.
(b) Klar ist fiir jede ganze Zahl t € Zg die Spur S(t) wieder ganz, also Zy C Zﬁ.
O

Beispiel. Z[Vd|* = (;%2)Z[v/d] und Z[24)# = () Z[A574) falls d =, 1.
Satz 3.52. Sei K ein algebraischer Zahlkérper [K : Q] = n. Dann gibt es eine Q-Basis
(bl, ey bn) von K, mat ZK = <b1, N ;bn>Z-

Beweis. Sei K = Q[a] mit o ganz. Setze R :=Z[a] = (1,a,...,a" !)z. Dann ist R ein Ring
ganzer Zahlen in K. Fiir r € R und a € Zg gilt ar € Zg und insbesondere Sk qg(ar) € Z,
also

Zx C{a € K | Skglar) € Z fiir alle r € R} =: R*

Ist B := (b},...,b") die Dualbasis von A := (1,a,...,a™ ') beziiglich der Spurbilinearform
T, also Skq(bfa?™') = d;;, so ist R* = (bf,...,b%). Die Basiswechselmatrix von B zu A ist
genau die Grammatrix Gram(A) := (T(a' 'a/™1); ;) € Z™" und die Ordnung der endlichen

abelschen Gruppe R /R die Determinante det(Gram(A)). Insbesondere gilt also
Z"=R* D7 DZx DR=TZ"

also Zk ebenfalls endlich erzeugter Z-Modul vom Rang n = [K : Q]. a

Definition 3.53. Sei K ein algebraischer Zahlkérper. Eine Z-Basis B = (by, ..., b,) von Zk
heifst Ganzheitsbasis von K. Die Determinante der Grammatrix

Gram(B) = (T'(bi, b;))7

ij=1
heifit die Diskriminante dx von K.

Bemerkung 3.54. Gram(B) € Z™".

Jede andere Ganzheitsbasis von K ist von der Form B' = AB fir ein A € GL,(Z). FEs gilt
Gram(B') = AGram(B)A". Insbesondere ist die Diskriminante von K unabhdngig von der
Wahl der Ganzheitsbasis.

Die Diskriminante von K erfiillt |dx| = |Z% /Z|. Denn ist B := (by,...,b,) eine Ganzheits-
basis von K und B* = (b}, ...,b%) die beziiglich T duale Basis, so ist 7t = (bi,...,b%)z. Die

Grammatriz von B ist aber genau die Basiswechselmatriz von B* nach B, also die Ordnung
der endlichen abelschen Gruppe Zf}/ZK.
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Beispiel: Sei K := Q[v5]. Fiir a := z + yv/5 (mit z,y € Q) gilt
a* = (v +yV5)? = 22 4+ 5y* + 2v5ay = 22a — (2 — 5y?) = Skjo(a)a — Nk jg(a).

1+V5
2

Also ist a ganz < z,y € 1Z,2 = y (mod Z). Eine Ganzheitsbasis von K ist (1, ) mit

Grammatrix ( ? il)) ) und Diskriminante 5.

Satz 3.55. Sei d € 7Z quadratfrei und K = Q[v/d]. Dann ist

7 Z[HY d=,1
: ZIVd  d=,2,3.

Die Diskriminante von K st d falls d =4 1 und 4d sonst.

Beweis. Das Minimalpolynom von a + bvd € K \ Q ist X? — 2aX + (a? — db?). Dieses
liegt in Z[X] genau dann wenn a € 3Z und a® — db®> € Z. Ist a € Z so auch b € Z, da d
quadratfrei ist. Ist a = %l mit ungeradem a’, so muss auch b = %/ und (a')? — d(V)?* € 4Z
gelten. Da Quadrate ungerader Zahlen aber kongruent 1 modulo 4 sind, ist dies aquivalent
zu d =4 1. Eine Ganzheitsbasis im Fall d =, 2,3 ist (1,v/d) mit Grammatrix diag(2,2d)
und Diskriminante 4d. Ist d =4 1, so ist (1,3(1+ Vd)) eine Ganzheitsbasis mit Grammatrix
< ? (1 +1 d)/2 ) und Diskriminante d. a
Ubungsaufgabe: Sei 0 # a € Zg. Dann ist das Hauptideal (a) = aZg von endlichem
Index in Zg und |Zg /(a)| = |Nkg(a)|.
Hinweis: (a) ist das Bild der Abbildung ¢, : Zx — aZ. Die Spalten der Matrix von ¢, bzgl
einer Ganzheitsbasis von K bilden also eine Z-Basis des Teilmoduls aZy von Zg.

Satz 3.56. Seip eine Primzahl und , eine primitive p-te Einheitswurzel in C. Sei K := QI[(,)]
der p-te Kreisteilungskorper. Dann gilt

(a’) ZK = Z[CpL
(b) (1,Cp,-..,CE72) ein Ganzheitsbasis von K.

(c) zZ§ = (1= G)* PZ[G) = p (1 — G)Z[G)-
(d) |dk| = p"2.
(e) Firr,s € Z mitp)frsist (1-C)/(1 =) =1+ + ...+ C;(t_l) € Zj, wobei st =, 1.

Beweis. Setze R := Z[(,]. Dann ist R ein Teilring von K, der aus ganzen Zahlen besteht, also
R C Zg. (e) folgt durch Nachrechnen.

Aus der Ubung wissen wir, dass N(1 —¢,) = p. Weiter ist (1 — (,)?' € pR und aus
Indexgriinden daher (1 —¢,)P"'R = pR.

Wir wollen jetzt zeigen, dass R# = (1 — (,)* PR = %(1 — ()R gilt.

Dann ergibt sich alles andere, denn es ist R C Zy C R# und Zg ist ein R-Teilmodul. R# /R
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ist aber ein einreihiger R-Modul, der einzige minimale Teilmodul ist (1 — ¢,)"*R/R. Da aber
N(1—¢,)~' =p ! nicht ganz ist, gilt dann also Zx = R.
Es ist Sk/q(1) = (p—1), Sko((p) = —1, ebenso Sk/q(()) = —1firn=1,...,p—1. Also ist

| 0 1<i<p—2
Sk((1=G)G) =49 P i=0
-p 1=p—1
und somit %(1 —(,) € R*.
Sei umgekehrt o := Zf;g biC; € R#. Dann ist

Seralagy) = (p—1)bi =Y b €Z
JF#i

also (Anwenden fiir i = O und i = i) p(bo—b;) € Z fiir alle 7, « ist also eine Z-Linearkombination
von 1 und 3(1—¢}) (mit i =1,...,p —1). Daaber (1 — ()R = (1 — ()R fiir diese i gilt,
folgt o € %(1 — (p)R und somit ist dies die inverse Differente von R. O



Kapitel 4

Ringe und Moduln.

4.1 Einfache Moduln und der Satz von Jordan Holder

Definition 4.1. e Fine Menge (A,+,-) heifst Ring, falls
(A,+) abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,
(A,-) Monoid mit neutralem Element 1,
- Ax A — A eine Z-Bilinearform ist.

e Fin Ring A heif§t
kommutativ, falls (A,-) kommutativ ist.
Schiefkorper, falls (A\ {0},-) eine Gruppe ist.
Ein kommutativer Schiefkorper heifit Korper.

e Das Zentrum von A ist
Z(A):={z€ A|az = za fir alle a € A}.
Das Zentrum eines Ringes ist ein Teilring.

e st R ein kommutativer Ring, so heifst A eine R-Algebra, falls ein Ringhomomorphismus
R — Z(A) existiert.

e Fin A-Modul (genauer ein A-Linksmodul) M ist eine abelsche Gruppe mit einer dufSeren
Struktur A x M — M mit Assoziativ und Distributivgesetz, so dass 1m = m fiir alle
m e M.

e Ringhomomorphismus.

e Modulhomomorphismus, Teilmodul und Faktormodul.

e Fin A-Modul M heifit einfach, falls M # {0} und M keine A-Teilmoduln aufler M
und {0} besitzt.

Beispiele: Sei A ein Ring. Dann ist 4A ein A-Modul, der regulare A-Modul.
Seine Teilmoduln sind die Linksideale von A.
Fiir jeden A-Modul M und jedes x € M ist

fo: AA— M a— ax

57
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ein A-Modulhomomorphismus. Das Bild von f, ist der von x erzeugte A-Teilmodul von M
(ein zyklischer Modul). Der Kern von f, ist der Annihilator von z,

anna(z) :={a € A | ax = 0} ein Linksideal von A.

Der Faktormodul 4A/anna(z) = Az ist also nach dem Homomorphiesatz isomorph zum
Bild.

Bemerkung 4.2. Sei M ein einfacher A-Modul. Dann ist fiir jedes 0 # x € M der Annihi-
lator anna(x) ein mazimales Linksideal in A. Es ist M = Az = Afanna(x). Umgekehrt ist
I ein maximales Linksideal in A, so ist 4 A/l ein einfacher A-Modul.

Bemerkung 4.3. Jeder A-Modul M ist eine abelsche Q-Gruppe mit A = Q. Teilmoduln sind
Q-Normalteiler. M ist also einfach als A-Modul, genau dann wenn er einfach als A-Gruppe
ist. Insbesondere gelten alle Sdtze, die wir fir Q2-Gruppen gezeigt haben entsprechend auch

fur A-Moduln.

Folgerung 4.4. (Isomorphiesdtze) Sei M ein A-Modul und Ny, Ny, N3 Teilmoduln von M
mit N3 < Ny. Dann sind

o Nl/(Nl ﬂNg) — (Nl +N2)/N2,n1 = N1 +N2

B 1 (M/N3)/(Ni/Ns) = M/Ny, (m + N3) + (N1/N3) = m + N,

A-Modulisomorphismen

Folgerung 4.5. (Jordan-Holder) Sei M ein A-Modul. Hat M eine A-Kompositionsreihe
M =M,> M >...> M, ={0}

mit M;_1/M; einfach, so gilt fir jede andere A-Kompositionsreihe M = Ny > Ny...> N, =
{0} dass n = m gilt und es eine Permutation © € Sy, gibt mit Nyy—1/Nzuy = M;_1/M; fir
alle 1.

Bemerkung 4.6. Sei 0 # ¢ : M — M’ ein A-Modulhomomorphismus. Dann sind Kern(p)
und Bild(p) Teilmoduln von M bzw. M', die beide nicht trivial sind. Also gilt:

Ist M einfach, so ist Kern(y) =0 also ¢ injektiv.

Ist M" einfach, so ist Bild(¢) = M’ also ¢ surjektiv.

Sind M und M' einfach, so ist @ ein Isomorphismus.

Daraus erhalten wir sofort das folgende

Lemma 4.7. (Lemma von Schur)
(a) Sind M und M' nichtisomorphe einfache A-Moduln, so ist Homa (M, M') = {0}.
(b) Ist M ein einfacher A-Modul, so ist End4(M) ein Schiefkdrper.

Satz 4.8. Enda( 4A) = A°. Hierbei ist AP der opposite Ring, also AP = (A, +,x) mit
axb:=ba fir alle a,b € A.
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Beweis. Sei ¢ € Enda( 4A4). Da 4A = Al ein zyklischer A-Modul ist, ist ¢ eindeutig
bestimmt durch ¢(1) =: a € A. Denn dann ist

p(b) = ¢(b-1) = bp(1) = ba.

Also haben wir gesehen, dass ¢ : A — Enda( 44) : a+— (m+— ma) und ¢ : Enda( 4A) —
A ¢ — (1) (¢ = Rechtsmultiplikation mit (1)) zueinander inverse Homomorphismen
sind.

Beispiel

A= Knxn’ AA _ @Knxl’ HOmA(KnXI,KnX1> ~ K
Dann gilt
EndA(EB Knxl) — [nXn

Definition 4.9. Sei I eine Indexmenge und fiir jedes i € I sei M; ein A-Modul. Das direkte
Produkt [[..; M; = {(ms)ier | mi € M;} der M; wird wieder zu einem A-Modul, durch

ier Mi
werteweise Verkniupfung. Die direkte Summe
@Mi ={(x;) € 1_[]\4Z | z; # 0 nur fir endlich viele i}
i€l iel
ist ein Teilmodul von [[,.; M;.
Der freie A-Modul auf I ist @, ; aA.
Allgemeiner nennen wir einen A-Modul M frei auf (m;);cr, falls die Abbildung

@ AaA = M, (a;)ier — Z a;m;
icl i€l
bijektiv st.
Beispiel. Sei K ein Korper und A := Endg(K[X]). Dann ist 14 = id eine A-Basis von
AA. Definiert man die K-Endomorphismen f;, fo durch

X2 gerade

oo 0 1 gerade
h(XY) = { 0 4 ungerade

und fo(X") := { X@=D/2j ungerade

so ist fiir alle g1, g0, € A

o g1 (X¥?) i gerade
(g1f1 + g2f2)(X*) = { g2(X~D/2)§ ungerade

also fi, fo linear unabhéngig iiber A und A= Af; & Afs.

Satz 4.10. Sei R ein kommutativer Ring und F ein R-Modul. Ist F frei auf {z1,...,x,}
und {y1,...,Ym}, so gilt m =n. Man nennt n auch den Rang des freien R-Moduls F'.

Beweis. Sei I ein maximales Ideal von R. Dann ist K := R/I ein Korper und sowohl
{1+ IF,...,x, + IF} als auch {y; + IF,...,y,, + [F} sind K-Basen des K-Vektorraums
F/IF. O
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Satz 4.11. Se: N
V=@
i=1 j=1

mit M; paarweise nicht isomorphe einfache Moduln. Sei D; := End(M;). Dann ist D; ein
Schiefkorper und

Enda(M) = @5 Di*

i=1

Beweis. Folgt direkt aus Schur’s Lemma. Sei M = @ N;. Dann ist

D’fl”ﬂ‘ 0 )
Hom(Ny, Ny) - 0 Dl2xFz
EHMM):(' A(Ny, Ny) >: _ >
0

mit den D; und 0 aus dem Lemma von Schur. Die N; miissen nur noch nach Isomorphieklassen
geordnet werden.

4.2 Halbeinfache Ringe und Moduln

Definition 4.12. Ein A-Modul heiffit halbeinfach, wenn er direkte Summe von einfachen
Teilmoduln ist.

Lemma 4.13. Sei M ein A-Modul, N < M und (M;);cr eine Familie einfacher A-Teilmoduln
von M. Gilt M = N + % .., M;, so gibt es eine Teilmenge J C I mit M = N © @,., M;.

Beweis. Sei
X:={JCI|N+) M=NeoPM}
ieJ ieJ

Dann ist ) € X # (. Weiter ist X durch Inklusion induktiv geordnet hat also nach dem
Lemma von Zorn maximale Elemente. Sei J ein solches maximales Element und M’ :=
N @ @ZEJ M;. Dann gilt fir alle i € I dass M’ N M; = M; ist. Denn das ist sicherlich richtig
fir i € J. Auf jeden Fall ist M’ N M; ein Teilmodul des einfachen Moduls M; also gleich M,
(wie behauptet) oder gleich {0}. Im letzten Fall wire aber auch die Summe M’ @ M; direkt,
ein Widerspruch zur Maximalitat von J. O

Satz 4.14. Sei M ein A-Modul. Aquivalent sind:
(a) M ist halbeinfach.

(b) M ist Summe von einfachen Teilmoduln.

(¢) Fir jeden Teilmodul N < M gibt es einen Teilmodul U < M mit M = N @ U.
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Beweis. (a) = (b) ist klar. (b) = (a) folgt aus Lemma 4.13.
(a) = (c) folgt ebenso aus Lemma 4.13, da nach (a)

M=@PM=N+>) M=NePM,
iel i€l icJ

und U := @, , M; das Gewiinschte leistet.

(¢) = (b): Gilt die Bedingung (c) fiir M, so auch fiir jeden seiner Teilmoduln 7" < M. Denn
ist N < T ein Teilmodul von 7', so hat N ein Komplement U < M mit M = U & N. Dann
st T’=TNU®GN.

Sei nun N := > {M’ | M'" < M, einfach } die Summe aller einfachen Teilmoduln von M.
Um (b) einzusehen miissen wir zeigen, dass N = M ist. Ist M # N, so hat N nach (c)
ein Komplement U # 0. Wir wollen einen einfachen Teilmodul von U konstruieren. Dazu
sei 0 # x € U und betrachte den zyklischen Teilmodul Az = 4A/anna(x). Das Linksideal
anny(xz) # A liegt in einem maximalen Linksideal B von A. Dann ist Ar = Bz & /C mit
C = A/B einfach. Also hat U einen einfachen Teilmodul C, der somit auch Teilmodul von
N ist, ein Widerspruch. O

Folgerung 4.15. Ist M ein halbeinfacher A-Modul, so sind alle seine Teilmoduln und Fak-
tormoduln halbeinfach.

Bemerkung 4.16. Jeder endlich erzeugte halbeinfache A-Modul ist endliche direkte Summe
einfacher A-Moduln.

Definition 4.17. Ein Ring A heifst halbeinfach, wenn 4 A halbeinfach ist.

Beispiele. Ist A ein Korper oder Schiefkdrper, so hat A keine Linksideale aufler {0} und
A, also ist 4A ein einfacher A-Modul und daher ist A halbeinfach.
Sind A; und A, halbeinfach, so auch die ringdirekte Summe A; & As,.
7 ist nicht halbeinfach.
Ist D ein Schiefkorper, so ist der Matrixring D™*™ halbeinfach, da

n
DX — @ anl
=1

und D™*! ein einfacher D™*™-Modul ist.

Satz 4.18. Sei A ein halbeinfacher Ring. Dann gilt:
(a) Jeder A-Modul ist halbeinfach.
(b) Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher A-Moduln.

Beweis. (a) Da 4A halbeinfach ist ist auch jeder freie A-Modul halbeinfach. Jeder A-Modul
ist Faktormodul eines freien Moduls also auch halbeinfach nach Folgerung 4.15.

(b) Sei 4A = @,.; N; mit einfachen Teilmoduln N;. Dann ist 1 € 4A eine endliche
Linearkombination von Elementen a; € N;, also gibt es eine endliche Teilmenge J C I mit
1 =73 ,c;a; wobei a; € Nj fiir alle j. Dann ist aber 44 = Al C P,.; N;. also A endliche
Summe einfacher A-Moduln, 44 = N1&...8BN,,. Ist nun M ein einfacher A-Modul, so ist fiir
jedes x € M der A-Modulhomomorphismus ¢, :4 A — M, a > ax surjektiv. Insbesondere
gibt es ein N; mit . (N;) # {0}, also N; = M. O
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Satz 4.19. (Wedderburn) Sei A ein halbeinfacher Ring, My, ..., M, ein Vertretersystem der
Isomorphieklassen einfacher A-Moduln, DY = Enda(M;) und 4 A = @), &% M, wie in Satz
4.11. Dann ist A= @r_, D"

Beweis. Lemma von Schur und Satz 4.11 liefern die Gestalt von End4(4A) = A%. Daraus
ergibt sich die Behauptung, unter Beachtung dass (D"*™)? = (D)"*" z B. vermdoge des
Isomorphismus A +— A, O

4.3 Noethersche und Artinsche Ringe

Definition 4.20. Ein A-Modul M heifst Noethersch, wenn jeder Untermodul von M endlich
erzeugt 1st.

Beispiel: Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealbereichen sind Noethersch.
Satz 4.21. Sei M ein A-Modul. Aquivalent sind:
(a) M ist Noethersch.

(b) Jede aufsteigende Kette My < My < ... von Teilmoduln von M wird stationdr, d.h. es
gibt ein n € N mit M,, = My, fir alle k > n.

(c) Jede nichtleere Menge von Teilmoduln von M enthdlt ein mazimales Element.

Beweis. (¢) = (b): Wende (c) auf die Menge {M; | i € Ny} an.

(b) = (a): Sei U < M ein Teilmodul. Wihle 0 # x; € U und setze T} := Ax;. Wihle
xe € U\T) und setze Ty := Axy + Axs, ... fiir 2,11 € U\T; setze Tyy1 = T;+ Ax;, 1. Nach (b)
bricht dieser Prozess nach endlich vielen Schritten ab, d.h. U = T,, = (x1,...,z,)a endlich
erzeugt.

(a) = (c): Sei X eine nichtleere Menge von Teilmoduln von M. Wir benutzen das Lemma
von Zorn und zeigen nur, dass jede Kette K = {X; < Xy < ...} von Elementen von X eine
obere Schranke in X besitzt. Dazu setze U := ) X;. Dann ist U wegen (a) endlich erzeugt,
d.h. es gibt xq,...,2, € U mit U = (xq,...,2,)4. Dann gibt es aber ein X}, das alle z;
enthalt, also X; < X, fiir alle ¢ und somit X} eine obere Schranke von K. O

Bemerkung 4.22. Sei N < M zwei A-Moduln. M Noethersch < N und M/N Noethersch.

Beweis. = klar.
< Ist My < M, <...< M, <...eine unendlich aufsteigende Folge von Teilmoduln von M,

so sind
MiNN<MyNN<..<M,NN<...

(My+ N)/N <(My+ N)/N<...<(M,+N)/N<...
ebenso unendlich aufsteigende Ketten von Teilmoduln. Da N und M /N Noethersch sind gibt

es ein n mit M, "N = M NN und (M, + N)/N = (M), + N)/N fiir alle £ > n. Dann ist
aber M,, = M,. O
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Bemerkung 4.23. Ist M = @), M; eine endliche direkte von Moduln, so ist M genau dann
Noethersch, wenn alle M; Noethersch sind.

Definition 4.24. Fin Ring A heifft Noethersch (genauer Linksnoethersch, wenn 4A
Noetherscher A-Modul ist.

Satz 4.25. Jeder endlich erzeugte Modul uber einem Noetherschen Ring ist Noethersch.

Beweis. Ist M endlich erzeugter A-Modul, so ist M epimorphes Bild eines endlich erzeugten
freien A-Moduls, also Faktormodul eines Noetherschen Moduls und somit Noethersch. a

Definition 4.26. Fin A-Modul M heiffit Artinsch, falls jeder Faktormodul von M endlich
koerzeugbar ist, d.h. ist {X; | j € J} eine Familie von Teilmoduln von M so gibt es eine
endliche Teilmenge Jy C J mit
X=X
jeJ je€Jdo
Fin Ring A heifst Artinsch, falls 4 A Artinsch ist.
Beispiel:
(1) Z ist Noethersch aber nicht Artinsch.
(2) Q,/Z, ist ein Artinscher Z,-Modul, der nicht Noethersch ist.
(3) Einfache Moduln sind Artinsch und Noethersch.
(4) Halbeinfache Ringe sind Artinsch und Noethersch.
Satz 4.27. Aquivalent sind fir einen A-Modul M.
(a) M ist Artinsch.

(b) Jede nichtleere Menge von A-Teilmoduln von M enthdlt ein minimales Element (bzgl.
<)

(c) Jede absteigende Kette My O My O ... von Teilmoduln von M stationdr wird, d.h. es
gibt etn m € N, sodaf§ M, = M1 = .. ..

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 4.28. Ist N < M so gilt M Artinsch < N und M/N Artinsch.

Bemerkung 4.29. Fin A-Modul M hat genau dann eine Kompositionsreihe, wenn M Artin-
sch und Noethersch ist.

Bemerkung 4.30. Ist K ein Korper und A eine endlich dimensionale K-Algebra, so ist A
Artinsch und Noethersch.

Lemma 4.31. (Fitting) Sei M ein A-Modul, ¢ € Ends(M).
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(a) Ist M Artinsch, so gibt es ein n € N mit M = Bilde™ + Kerne™ fir alle m > n. ¢
st genau dann bijektiv, wenn ¢ injektiv ist.

(b) Ist M Noethersch, so gibt es ein n € N mit 0 = Bilde™ N Kerng™ fir alle m > n. ¢
1st genau dann bijektiv, wenn ¢ surjektiv ist.

(c) Ist M Artinsch und Noethersch, so gibt es ein n € N mit M = Bildp™ & Kerng™ fir
alle m > n.

Beweis. (a) Die absteigende Kette M > Bild(yp) > Bild(¢?) > ... wird konstant, es gibt
also ein n € N mit Bild(¢") = Bild(¢™) fur alle m > n. Fir alle m > n und 2 € M
gilt dann ¢™(x) € Bild(¢™) = Bild(¢*™), also gibt es ein y € M mit ¢™(x) = ©*™(y), also
r—p™(y) € Kern(¢™) und somit x € Bilde™+ Kerng™. Ist ¢ injektiv, so ist Kern(¢™) =0
fir alle m € N und also M = Bild(¢™) fiir groe m und somit auch fiir alle m und somit ¢
surjektiv.

(b) als Ubung und (c) folgt direkt aus (a) und (b) O

4.4 Das Jacobson-Radikal eines Rings

Definition 4.32. Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul.
J(A) := (I | I ist mazimales Linksideal von A} heifst das Jacobsonradikal von A.
J(M) := (N | N ist mazimale Teilmodul von M} heifit das Jacobsonradikal von M.

Beispiel: J(Z) = {0}.

Lemma 4.33. Sei M # {0} ein endlich erzeugter A-Modul. Dann existieren mazimale A-
Teilmoduln in M.

Beweis. Falls M Noethersch ist, ist die Behauptung klar, sonst benutzen wir das Lemma
von Zorn: Sei M = (my,...,m,)4 und T die Menge aller echten A-Teilmoduln von M. T
ist durch Inklusion partiell geordnet. Jede total geordnete Teilmenge von 7 hat eine obere
Schranke in 7. Sei K := {M; | j € J} total geordnet, dann ist U := {J,; M; eine obere
Schranke von K in 7. Falls U = M, so gibt es fir ¢« = 1,...,n ein j; € J mit v; € M;,. Sei
M’ € K das groite dieser Mj,. Dann ist M = M’, was im Widerspruch zu der Definition von
K steht. Mit dem Lemma von Zorn folgt die Behauptung.

Bemerkung 4.34. Ist N < M ein echter Teilmodul eines endlich erzeugten A-Moduls M,
so zeigt man durch Ubergang zu M/N, dass ein mazimaler Teilmodul X < M existiert, mit
N < X.

Ebenso zeigt man: Ist I ein Linksideal von A, dann existiert ein maximales Linksideal M von
A mit I C M. (Beachte: AJI = (1 + 1) 4 ist endlich erzeugt.)

Satz 4.35. A sei ein Ring (mit 1).

(1) J(A) = N{Ann(M) | M ist einfacher Linksmodul von A} insbesondere ist J(A) < A.
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(i) a € J(A) & 1 — xa hat Linksinverses fiir alle z € A.
(i11) J(A) ist das grifite Ideal I mit

xa€l=1—ac A"

(i) J(A):= (I | I ist maximales Rechtsideal von A}
Beweis. Es ist Ann(M) :={x € A|xzM =0} < A.

(i) M einfach & M = A/I fiir ein maximales Linksideal I. Klar: Ann(M) C I. Also ist
J(A) D ({Ann(M) | M ist einfacher Linksmodul von A}.

Ist M ein einfacher A-Modul, so ist M = Am fir jedes m € M \ {0}. M = Am =
AJAnnys(m), wo Anna(m) := {z € A | zm = 0}. Anna(m) ist ein maximales Links-
ideal von A, folglich ist Anny(m) D J(A). Also J(A)m =0 = J(A) C Ann(M).

(ii)"=" Sei a € J(A). Angenommen 1 — za hat kein Linksinverses in A fiir ein z € A.
Dann also A(1 — za) # A und es gibt ein maximales Linksideal M von A mit

1 —xa € A(l —za) C M. Folglich 1 = (1 — za) + za € M, Widerspruch!
7<” Sei a ¢ J(A). Dann ist a ¢ M fiir ein maximales Linksideal M von A. Also

ist A = M + Aa und es gibt z € Ab € M mit 1 = b+ xa. Dann hat aber
1 —2za =b € M kein Linksinverses in A.

(iii) Seia € J(A). Dann gibt es b € A mit b(1 —a) = 1. b = 1+ ba hat mit (ii) Linksinverses
c € A. Folglich ist ¢ = ¢b(1 —a) =1 —a und (1 —a)b = 1. Also erfillt J(A) x. Sei
nun I < A mit *. Falls I € J(A), so gibt es ein maximales Ideal M von A mit I < M.
I+M=A=esgibtacl,be M mita+b=1. Dannist 1 —a=0¢& A*.

(iv) Definieren Jyecnts(A) analog. Dann sind (i)-(iii) erfiillt. Die Charakterisierung von J(A)
in (iii) ist aber unabhéngig von links und rechts.

Bemerkung 4.36. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist J(A)M C J(M). Ist A
Artinsch, so gilt sogar J(A)M = J(M).

Beweis. Ubung. O

Aus dem Homomorphiesatz folgt, dass fiir / <A die maximalen Linksideale von A/ genau
die maximalen Linksideale von A sind, die I enthalten. Insbesondere ergibt sich

Bemerkung 4.37. I <A mit [ C J(A) = J(A/I) = J(A)/I.

Satz 4.38. Ist A halbeinfach, so ist J(A) = {0}. Umgekehrt gilt fiir einen Artinschen Ring
A, dass A/ J(A) halbeinfach ist. J(A) ist also das kleinste zweiseitige Ideal mit halbeinfachem
Faktorring.

Beweis. Ist A halbeinfach, so ist 4A direkte Summe einfacher A-Moduln. Fiir a € J(A) gilt
aM = {0} fiir jeden einfachen A-Modul, also auch a4 = 0 und somit a = al = 0.
Sei jetzt umgekehrt A Artinsch und A := A/J(A). Sei X := {X | X ist maximales Linksideal
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von A}. Da A Artinsch ist, gibt es endlich viele X; € X (1 =1,...,n) mit J(A) =, X;.
Dann ist

L ALT(A) = @ A/ Xy a+ J(A) = (a+ X",

ein injektiver A-Modulhomomorphismus in den halbeinfachen A-Modul @], A/X;. Also ist
A/J(A) als Teilmodul eines halbeinfachen A-Moduls wieder halbeinfach. O

Folgerung 4.39. Sei A Artinsch. Dann gilt fur einen A-Modul M :
M st halbeinfach < J(A)M = {0}.

Beweis. Ist M halbeinfach, dann ist M ein A/J(A)-Modul, also J(A)M = {0}. Umgekehrt,
ist J(A)M =0, so ist M ein A/J(A)-Modul, also halbeinfach. O

Satz 4.40. (i) I <A mit jedem x € I nilpotent = I C J(A).

(i1) Ist A Artinsch, so folgt: J(A) ist nilpotent, d. h. es gibt n € N mit J(A)™ = {0}.
Beweis.

(i) a € I, © € A= ax nilpotent = 1 — azx € A*.

(i) Da A Artinsch ist, wird J(A) > J(A)? > ... stationdr. Es gibt also N := J(A)" =
J(A)"™. Angenommen N # 0. Sei Z := {I | I Linksideal von A, NI # 0}. Dann
N € Z. Wahle ein minimales Element [y € Z. Dann gibt es a € I so, dal Na # 0.
Na C Iy = Na = I. Also existiert ein b € N so, daB ba =a = (1 —b)Ja=0=a =0,
da 1 —b € A*. Dies liefert einen Widerspruch zu Na # 0.

Beispiel: J(A,(K)) (obere Dreiecksmatrizen).

Satz 4.41. (Asumaya/Nakayama)

(1) V sei ein A-Modul, W ein A-Teilmodul von V', so dass V/W ein endlich erzeugter
A-Modul ist. Gilt V =W + J(A)V so gilt schon V =W.

(11) Ist V' ein endlich erzeugter A-Modul mit J(A)V =V so ist V = {0}.
Beweis.

(i) Falls W # V ist, so existiert ein maximaler A-Teilmodul M von V mit W C M. V/M
ist ein einfacher A-Modul, also J(A)V C M =V =W + J(A)V C M.

(ii) Setze W =0 in (i).
Definition 4.42. Ein Element e € A heifit Idempotent, falls €> = ¢ und e # 0 gilt.

Satz 4.43. Sei e € A ein Idempotent Dann ist eAe ein Ring mit Einselement e. J(eAe) =
eJ(A)e =eAen J(A).
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Beweis. Klar ist eAe N J(A) = eJ(A)e.

Zeigen: eJ(A)e C J(eAe)

Seia € J(A). Dann ist eae € J(A) ,also gibt esb € A mit (1—eae)b = 1 und b(1—eae) = 1.
Multiplikation von beiden Seiten mit e liefert: (e — eae)ebe = e und ebe(e — eae) = e, also
eJ(A)e C J(eAe).

Zeigen: eJ(A)e D J(eAe)

Dazu geniigt es zu zeigen, dafl J(eAe)V = 0 fiir alle einfachen A-Moduln V' ist. Dies
ist klar, falls eV = 0. Sonst sei 0 # W ein eAe-Teilmodul von V. Dann ist AW = V und
eV = eAW = eAelWW = W. Also ist eV ein einfacher eAe-Modul. 0 = J(eAe)eV = J(eAe)V.

Satz 4.44. Sei A eine endlich dimensionale K-Algebra, K ein Korper.
Dann ist J(Z(A)) = J(A)NZ(A).

Beweis.
"D’ Folgt aus Satz 4.40.

'C’ J(Z(A))Aist ein nilpotentes Ideal von A, alsoist J(Z(A))A C J(A). Folglich J(Z(A)) C
J(A)NZ(A).

Ubung: J(A™") = J(A)»*".

4.5 Der Satz von Krull-Schmidt

Definition 4.45. Fin A-Modul M heifst unzerlegbar, falls fir jedes Paar von Teilmoduln
S, T < M mit SNT = {0} und S+ T = M (kurz M = S&T) gilt dass S = {0} oder
T = {0}.

Bemerkung 4.46. Sei M ein A-Modul und e € End (M) ein Idempotent.

Dann sind eM = Bild(e) und (1 — e)M = Kern(e) Teilmoduln.

Die FEinschrinkung von e auf Bild(e) ist die Identitit und auf Kern(e) die Nullabbildung.
Insbesondere gilt M = eM @& (1 —e)M.

Ist umgekehrt M = S & T mit A-Teilmoduln S, T so definiert e : M — M,e(s +t) := s fir
alle s € S;t € T einen A-Modul-Endomorphismus von M miteM =S, (1 —e)M =T.

Folgerung 4.47. Ein A-Modul M ist unzerlegbar, genau dann wenn 1 das einzige Idempotent
in Ends (M) ist.

Definition 4.48. Ein Ring heifit lokal, wenn die Nichteinheiten ein zweiseitiges Ideal bilden.
Satz 4.49. Aquivalent sind fiir einen Ring A:

(a) A ist lokal.

(b) J(A) = A\ A* ist ein mazimales Ideal in A.

(c) AJJ(A) ist ein Schiefkdrper.
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Beweis. (a) = (b): Ist jedes maximale Ideal von A liegt in A\ A*. Bilden die Nichteinheiten
also ein Ideal, so ist dies das einzige maximale Ideal von A, also gleich J(A).

(b) = (c): Seia € A\ J(A) = A*. Dann ist a € A invertierbar, also auch in A/J(A). In dem
Restklassenring ist also jedes Element ungleich 0 invertierbar, also ist dies ein Schiefkorper.
(¢) = (a): Wir zeigen A* = A\ J(A). Seidazua € A\ J(A). Dann gibt es nach Voraussetzung
ce Abe J(A) mit ac =1 — b. Nach Satz 4.35 hat aber dann (1 — b) € A* ein Inverses und
somit hat a ein Rechtsinverses. Analog hat a ein Linksinverses. Somit ist a € A*. O

Lemma 4.50. Sei A ein lokaler Ring und 1 = > a; mit a; € A. Dann gibt es ein i so
dass a; € A*.

Beweis. Ansonsten sind alle a; Nichteinheiten, liegen also in J(A) und damit auch die Summe,
1 € J(A) ein Widerspruch. O

Satz 4.51. Fin lokaler Ring hat nur 1 als Idempotent.
Ist insbesondere M ein A-Modul mit End (M) lokal, so ist M unzerlegbar.

Beweis. Sei A ein lokaler Ring und 1 # ¢ = €2 # 0 € A ein Idempotent Dann sind sowohl
e als auch 1 — e keine Einheiten in A, liegen also in J(A). Dann aber auch 1 € J(A) ein
Widerspruch. O

Satz 4.52. Ist M ein unzerlegbarer A-Modul mit endlicher Kompositionsreihe (also Artinsch
und Noethersch), so ist Enda(M) ein lokaler Ring. Alle ¢ € Enda(M) \ Ends(M)* sind
nilpotent (erfillen also ©™ = 0 fiir ein m € N).

Beweis. Wir benutzen das Lemma von Fitting. Sei ¢ € End (M) nicht bijektiv. Dann ist
nach dem Lemma von Fitting ¢ weder injektiv noch surjektiv. Weiter gibt es ein n € N
mit M = Bild(¢™) & Kern(¢™) fiir alle m > n. Da M unzerlegbar ist, gilt entweder
Kern(¢™) = 0 (ein Widerspruch dazu, dass ¢ nicht injektiv ist) oder Bild(¢™) = 0. Dann
ist also ™ = 0 fiir ein m und ¢ ist nilpotent.

Wir zeigen jetzt dass die Nichteinheiten in End (M) ein zweiseitiges Ideal bilden. Dazu sei
@, € End (M) nicht bijektiv und o € End (M) beliebig. Dann ist avo ¢ nicht injektiv (also
eine Nichteinheit) und ebenso ¢ o « nicht surjektiv, (also auch eine Nichteinheit).
Angenommen ¢ + 1 ist eine Einheit in End4(M). Dann gibt es also 5 € End (M) mit

Bolp+v)=(p+¢)op=id

Insbesondere vertauschen Sv = id — S und Bp. Weiter gibt es m € N mit (Bp)™ = (Sy)™ =
0. Dann ist (B + B1)?™ = 0 (ausmultiplizieren, jeder Summand (B1)*(By)¢ enthilt einen
Faktor 0, da k + ¢ = 2m also max(k,¢) > m.) Ein Widerspruch zu B¢ + pv = id a

Satz 4.53. Sei M Noethersch oder Artinsch. Dann ldsst sich M schreiben als endliche direkte
Summe unzerlegbarer A-Moduln, M = M; & ... & M,.
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Beweis. Ist M unzerlegbar, dann ist die Behauptung klar. Sonst gibt es S # 0 # T < M
mit M = S ® T. Mache weiter so mit S und T" anstelle von M. Da M die aufsteigende oder
absteigende Kettenbedingung erfiillt terminiert dieser Prozess nach endlich vielen Schritten. O

Beispiel Im allgemeinen ist eine Zerlegung in unzerlegbare Moduln nicht eindeutig. Sei
z.B. R = Z[\/—_5], ]1 = (3, 1+2\/—_5) _[2 = (3, 1—2\/—_5) Dann ist ]1+]2 = R, Ilﬂ.lg =3R
und

RBS3R=1® I

jedoch sind weder I; noch I, isomorph zu R, da beides keine Hauptideale sind.

Satz 4.54. (Krull-Schmidt) Seien My, ..., Mg, Ny, ... Ny unzerlegbare A-Moduln mit End 4 (M;)
lokal. Gilt M == M, ® ... My, =N, D ...0 Ny, soist s =1t und es gibt ein p € S, mit
My = N;.

Beweis. Seien 7; : M — M, die Projektionen beziiglich der Zerlegung.

1. Behauptung. Ist 0 € Enda(M) so dass m o0 : M; — M; ein Isomorphismus ist, so ist
M=oc(M)®M®...0 M.

Denn sowohl oy, : My — o(My) also auch (1)) @ 0(M1) — My sind Isomorphismen also
ist (M) N ker(m) = {0}. (Beachte: ker(m )= My @ ... ® M, also ist die Summe direkt.)
Weiter gibt es fiir jede x € M ein x; € M; so dass mi(x) = m(o(xy)), also x —o(x;) € ker(m)
und daher erzeugen o(M;) & My @ ... ® M, ganz M.

2. Schritt. Sei 0; € End4 (M) die Projektionen auf N; bzgl. der Zerlegung M = N1 &...® N;.
Dann ist 23:1 o; = idy und daher

t
ida, =) m o (o))
j=1

Da End (M) lokal ist, gibt es ein j mit 7 o 0; : My — My ein Isomorphismus. Also ist nach
der ersten Behauptung

M = O'j(Ml) D M2 S...P Ms und O'j(Ml) = Ml.
Dies liefert auch eine Zerlegung von

Da N; No;(My) = M; # {0} ist und N; unzerlegbar gilt N; = o;(M;). Setze also p(1) := j.
3. Schritt Fahre fort mit M, anstelle von M; und finde so p(2) # p(1) mit

M = Npay @ Npy @ Ms @ ... S M,.
Man erhéalt so schlieflich s < ¢ und
M = Np(1) & Np(2) © Ny(s) @ - .- & Ngs)-
Daraus folgt aber auch s =¢,da M = N, @& ... ® N;. O

Folgerung 4.55. Sei M ein Modul mit Kompositionsreihe (also M Noethersch und Artinsch).
Dann hat M eine Zerlegung M = M, & . ..® M, mit unzerlegbaren Teilmoduln M; und fur jede
weitere solche Zerlegung M = N1 @ ... ® N, ist s =t und es gibt ein m € S, mit M; = Nyy.
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4.6 Idempotente

Definition 4.56. (a) Ein Element e € A heifft Idempotent, falls ¢ = e und e # 0 gilt.

(b) Zwei Idempotente e und f heiffen orthogonal, falls ef = fe =0 gilt. Dann ist e + f
ebenfalls ein Idempotent.

(c) Ein Idempotent e € A heifit primitives Idempotent, falls e nicht Summe zweier or-
thogonaler Idempotente ist und zentral primitiv, falls e € Z(A) ein primitives Idem-
potent in Z(A) ist.

(d) Eine Zerleqgung 1 = ey + ... + e, mit e;e; = d;5€;, heifit Zerlequng der 1 in orthogonale
Idempotente.

Satz 4.57. Sei R ein kommutativer Ring. Falls 1 = ey + ... + e, eine Zerlequng der Eins
in orthogonale primitive Idempotente ist, so ist {e1,...,e,} = {2 = e € R | e primitiv }
und jedes Idempotent in R ist eine Summe der e;. Insbesondere bilden die zentral primitiven
Idempotente eines Rings A ein System orthogonaler Idempotente.

Beweis. Sei €2 = e € R. Dann ist
e=el =ee; +...+ee, und (ee;)(ee;) = d;jee;

Weiter ist e; = ee; + (1 — e)e; eine Summe orthogonaler Idempotente. Da e; primitv war folgt
ee; = 0 oder ee; = e;. Also ist e = Zeeﬁéo e;. O

Satz 4.58. Seien e, f € A Idempotente und M ein A-Modul. Dann gilt
(a) Homa(Ae, M) = eM als abelsche Gruppen vermdge € : ¢ — @(e).
(b) Enda(Ae) = eA%e als Ring.

Beweis. (a) Sei ¢ € Homa(Ae, M). Dann ist ¢ eindeutig bestimmt durch das Bild ¢(e) des

Erzeugers. Es gilt ep(e) = ¢(e?) = p(e), also liegt €(¢) in eM. Umgekehrt definiert fiir m €

M die Abbildung ae — aem einen A-Modulhomomorphismus, d.h. ¢~ *(em) = (ae — aem).

(b) Der Isomorphismus als abelsche Gruppen ergibt sich aus (a), indem wir ¢ € End4(Ae)

abbilden auf ¢(e). Die Eins des Rings eA%e ist e = id(e). Weiter ist fiir ¢,1 € Enda(Ae)
p(e)eAe

Y(p(e)) T E p(ple)e) THET ple)ip(e).

Bemerkung 4.59. (Idempotente und Projektionen) Iste =Y | e; eine Summe orthogonaler
Idempotente, so ist Ae = @' ,Ae; eine direkte Summe von A-Moduln. Ist umgekehrt Ae =
Iy & ... & I eine direkte Summe von Linksmoduln so sind die Projektionen my,...,m €
Ends(Ae) = eA%e C A orthogonale Idempotente mit e = m + ... + mx. Da A und AP
als Mengen gleich sind und die gleichen orthogonalen Idempotente haben, erhalt man eine
Zerlegung von e in orthogonale Idempotente in A.

Analoges gilt fiir zentrale Idempotente und 2-seitige Ideale.
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Folgerung 4.60. Sei e € A ein Idempotent. Aquivalent sind:
(a) e ist primitiv.
(b) Ae ist unzerlegbarer A-Linksmodul.
(b’) eA ist unzerlegbarer A-Rechtsmodul.
(c) e ist das einzige Idempotent in eAe.
Satz 4.61. Seien e, f € A Idempotente. Aquivalent sind:
(a) Ae = Af.
(b) eA= fA als A-Rechtsmoduln.
(c) Es gibt a € eAf, b€ fAe mit ab= e und ba = f.
In dem Fall heiffen die Idempotente e und f aquivalent.

Beweis. Wir zeigen nur (a) < (c). Die Aquivalenz von (b) und (c) ergibt sich genauso.
Sei ¢ : Ae = Af ein A-Modulisomorphismus und setze a := @(e), b := ¢ '(f). Dann ist
a € eAf und b € fAe und

f=0(@ ' (f) = o(b) = p(be) = bp(e) = ba

und ebenso e = ab.
Sind a € eAf, b € fAe mit ab = e und ba = [ gegeben, so definiere ¢ : Ae — Af durch
¢o(e) := a. Dies definiert einen A-Modulhomomorphismus mit Umkehrhom. def. durch
Y(f) :=b. Dann ist

p(U(f)) = @(b) = p(be) = bp(e) = ba = f
und ebenso ¥(p(e)) = e, also ¢ = 1. O

Satz 4.62. Sei A:= A/J(A), e, f € A Idempotente. Dann gilt
Ae > Af o Ae = Af.
Beweis. = ist klar, zeigen nur <: Es gibt nach dem letzten Satz also a,b € A mit
fae =a,ebf =b,ab= f,ba =e.

Indem wir a durch fae und b durch ebf ersetzen konnen wir annehmen dass a = fae und
b = ebf gelten.Es ist ab = f — ¢ fiir ein ¢ € J(A). Da ab € fAf gilt ¢ € J(fAf), also ist
ab eine Einheit in fAf. Also ist Rechtsmultiplikation mit ab ein Automorphismus von fAf.
Ebenso ergibt sich, dass ba Einheit in eAe. Also hat die Rechtsmultiplikation mit a € fAe:

Yo Af = Ae,x — za

sowohl Rechts- als auch Linksinverses, ist also ein Isomorphismus. O
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4.6.1 Liften von Idempotenten.
Sei A ein Artinscher Ring, also insbesondere J(A) ein nilpotentes Ideal. Setze A := A/J(A).
Satz 4.63. Seic € A ein Idempotent. Dann ¢ibt es ein Idempotent e € A mit € = c.

Beweis. Sei @ € A mit @ = ¢. Dann ist > — a € J(A) und daher nilpotent, d.h. es gibt ein
minimales n € N mit (a* — a)" = 0. Setze

b= 3a® — 2a°.

Dann ist b = @ und b —b = (a®—a)*(4a®—4a—3), insbesondere (b?—b)™ = 0 mit m = [2] <n
falls n > 1. Nach endlich vielen Wiederholungen konstruieren wir also ein e € A mit € = ¢
und €% = e. 0

Satz 4.64. Sei 1 = ¢; + ...+ ¢, eine Zerlegung der Eins in orthogonale Idempotent von A.
Dann gibt es orthogonale Idempotente eq, ..., e, € A mite; = ¢; fir allei und 1 =e;+...+ey.

Beweis. Induktion iiber k. Fiir £ = 1 war dies der letzte Satz. Sei also k£ > 1. Nach Satz 4.63
kann man ¢; zu einem Idempotent e; € A liften. Setze B := (1 —e1)A(1 —e;). Dann ist B
ein Ring mit Einselement (1 —e;) und 1—¢; = ¢y + ...+ ¢ € B = B/J(B). Nach Induk-
tionsvoraussetzung kann man diese orthogonale Zerlegung zu einer orthogonalen Zerlegung
1 —e; =ey+...+ e, in B liften. Esist eje; = e1(1 —e1)e;(1 —ey) =0 fiir j=2,...,k und
ebenso eje; = 0, also haben wir orthogonale Idempotente in A mit 1 =e; + ... + ey. O

Folgerung 4.65. Ein Idempotent e € A ist primitiv, genau dann wenne € A/J(A) primitiv
18t.

Bemerkung 4.66. Jeder einfache A-Modul ist ein (einfacher) AJJ(A)-Modul. Ist also A
Artinsch, so sind die einfachen A-Moduln genau die direkten Summanden von AJ/J(A). Ist
1 =c+...4 ¢ eine Zerlegung der Eins in primitive orthogonale Idempotente von A/ J(A)
so 1ist

k
A=A/J(A) = @ﬁcl- wobei Ac; einfach .

i=1
Durchliuft also ¢ ein Vertretersystem der Aquivalenzklassen primitiver Idempotente in A, so
durchduft Ac ein Vertretersystem der einfachen A-Moduln.

Beispiel: A, (K).

4.7 Projektive und injektive Moduln

4.7.1 Projektive Moduln

Definition 4.67. Seien f; : M;_1 — M; mit a < i < b (wobei a = —oc0,b = 00 zugelassen
sind) A-Modulhomomorphismen. Die Folge

fAMZfi}lMHJ%
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heifit exakt (eine exakte Folge von A-Moduln), falls fir alle a < i < b gilt
Kern(f;) = Bild(fi—1).
FEine kurze exakte Folge ist eine exakte Folge
* 05USMLF S0

wobei die erste und letze Abbildung die Nullabbildung ist. Also ist g injektiv, f ist surjektiv
und Bild(g) = Kern(f). Fasst man Bild(g) = U als Teilmodul von M auf, so ist F' vermdge
f isomorph zum Faktormodul M/U.

Die k.e.F. (x) spaltet, falls es einen (injektiven) A-Modulhomomorphismus h : F — M gibt
mit f o h =idp. Dann ist M = Bild(g) & Bild(h) 2 U & F.

Satz 4.68. Sei P ein A-Modul. Dann sind daquivalent
(a) Jede kurze exakte Folge 0 — L — M — P — 0 von A-Moduln spaltet.

(b) Fliir jeden surjektiven A-Modulhomomorphismusm : M — N und jeden A-Modulhomomorphismus
v : P — N gibt es einen A-Modulhomomorphismus 1 : P — M mit ¢ = 7 o).

Erfillt P eine der beiden Bedingungen, so heifit P ein projektiver A-Modul.

Beweis. Angenommen P erfiillt (b). Sei 0 — L — M - P — 0 eine k.e.F. Wenden (b)
mit N = P, ¢ = idp und die surjektive Abbildung 7= : M — N an. Dann gibt es also eine
Abbildung ¢ : P — M mit idp = w o 7. Die Abbildung v liefert eine Spaltung der k.e.F.
Nun erfiille P die Bedingung (a). Sei 7 : M — N surjektiv und ¢ : P — N gegeben. Dann
konstruiere den A-Modul

M ={(x,y) e M® P |7(x)=p(y)} < M& P.

Wir erhalten die k.e.F.
0 — ker(m) L M % P 0

wobei f(x) = (x,0) und g(x,y) = y. Diese k.e.F. spaltet nach Voraussetzung, es gibt also
h: P — M’ mit goh = idp, also eine Abbildung ¢ : P — N mit h(y) = (¢(y),y) € M’'. Fir
diese Abbildung v ist 7o ) = . O

Bemerkung. Die Bedingung (b) kann man auch so ausdriicken: Ist g : M — N ein
Epimorphismus, so ist die induzierte Abbildung

gx : Homa(P,M) — Homu(P,N), f+ go f
ebenfalls surjektiv.
Bemerkung 4.69. Ist L ein freier A-Modul, so ist L projektiv.

Beweis. Ist L frei auf X und M = L surjektiv. Fiir jedes € X wihle ein m, € M mit
m(m,) = x. Dann existiert genau ein A-Modulhomomorphismus ¢ : L — M mit ¢(m,) = .
Es gilt dann ¢ o m = idp. |
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Satz 4.70. Ein A-Modul P ist genau dann projektiv, wenn es einen weiteren A-Modul P’
gibt, so dass P & P’ ein freier A-Modul ist.
Ist P endlich erzeugt, so gibt es ein P’ und einm € N mit P& P/ = 4A™.

Beweis. Jeder A-Modul ist epimorphes Bild eines freien A-Moduls. Also gibt es einen freien
A-Modul L und einen Epimorphismus 7 : L. — P. Wir erhalten also die k.e.F.

0—ker(r) = L5 P —0

Ist P projektiv, so spaltet diese Folge, d.h. es gibt einen A-Modul P’ mit L = P & P’.

Sei umgekehrt P ein direkter Summand eines freien A-Moduls L=P ® P'. Sein: M — N
und ¢ : P — N wie in Satz 4.68 (b). Wir kénnen ¢ zu Abbildung ¢’ : L — N fort-
setzen durch ¢'(p + p') := ¢(p). Da L frei und somit projektiv ist, gibt es eine Abbildung
Y L — M mit moy = ¢'. Die Einschrankung von 1 auf P ist eine gewiinschte Abbildung. O

Folgerung 4.71. Direkte Summanden von projektiven Moduln sind wieder projektiv.

Beispiel: (3,14 2v/—5) QZ[/—5] =: A ist ein projektiver A-Modul, der nicht frei ist, es
ist (3,14 2v—=5)® (3,1 —2v/-5) = Ad A frei.

Bemerkung 4.72. Ist A ein Hauptidealbereich, so ist jeder endlich erzeugte projektive A-
Modul frex.

Bemerkung 4.73. Ein PIM (projective indecompoable module) ist ein projektiver A-Modul,
der unzerlegbar ist. Ist A ein Artinscher Ring und durchldauft e ein Vertretersystem der

Aquivalenzklassen primitiver Idempotente von A, so durchauft Ae genau die Menge aller Iso-
morphieklassen von PIMs (und Ae die Menge der einfachen A-Moduln). Fiir jeden PIM P
gilt P/ J(P) einfach. Zwei PIMs P,Q sind genau dann isomorph, wenn P/J(P) = Q/J(Q).

4.7.2 Injektive Moduln.
Satz 4.74. Sei ) ein A-Modul. Dann sind dquivalent

(a) Jede kurze exakte Folge 0 — QQ — M — N — 0 von A-Moduln spaltet.

(b) Fir jeden injektiven A-Modulhomomorphismus .t : L — M und jeden A-Modulhomomorphismus
v : L — Q gibt es einen A-Modulhomomorphismus ¢ : M — ) mit o = o .

Erfullt @ eine der beiden Bedingungen, so heifit () ein injektiver A-Modul.

Beweis. (b) = (a) als Ubung.
Umgekehrt erfiille () die Bedingung (a) und seien ¢ : L — M, ¢ : L — @ wie in (b). Betrachte

M= (Q & M)/{(p(x), —u(z)) |z € L}

Die Klasse eines Elements (y,z) € Q & M in M’ bezeichnen wir mit [y,z] € M'. Setze
N := M/u(L) und sei m : M — N der kanonische Epimorphismus. Definiere f : Q — M’
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durch f(y) := [y,0] und g : M" — N durch ¢([y, z]) := 7(2). Dann ist g wohldefiniert und
wir erhalten die k.e.F.
0-QLM SN0

die nach Voraussetzung spaltet. Es gibt also einen A-Modulhomomorphismus h : M’ — @
mit ho f =idg. Definiere ¢ : M — @ durch ¢(z) := h([0, z]). Fiir alle € L gilt dann

o u(x) = h([0, ()] = h([p(x),0]) = ho fop(x)=¢()

O

Bemerkung: Die Bedingung 4.74 (b) bedeutet, dass fiir jeden Teilmodul L < M jeder
A-Modulhomomorphismus ¢ : L — @ zu einem Homomorphismus ¢ : M — @ fortgesetzt
werden kann.

Beispiel: Z ist kein injektiver Z-Modul. Denn der Homomorphismus 27 — 7Z definiert
durch 2a +— a 1at sich nicht zu einem Homomorphismus Z — 7Z fortsetzen, dieser miifite 1
auf ein Element x in Z abbilden mit 2x = 1.

Satz 4.75. FEin A-Modul Q) ist genau dann injektiv, wenn es zu jedem Linksideal I von A
und jedem A-Modulhomomorphismus ¢ : I — @ einen A-Modulhomomorphismus ¥ : A — @

gibt mit Y = .

Beweis. Dies ist offensichtlich eine Abschwéchung der Bedingung 4.74 (b). Wir miissen also
nur zeigen, dass unter der Bedingung des Satzes, der A-Modul @ injektiv ist.

Erfiille ) die Bedingung von Satz 4.75 und seien ¢ : L — M, ¢ : L — @) wie in Satz 4.74 (b).
Esei L=1(L) <M. Sei

X ={,¢)ILCL <My : L —Q =}
Dann ist X durch (L1, ¢1) < (Lo, ) © Ly < Ly und (p2), = 1 induktiv geordnet
(Vereinigung als obere Schranke einer Kette). Also enthélt X ein maximales Element (M’ v)).

Wir wollen zeigen, dass M’ = M gilt. Sei dazu x € M beliebig. Dann ist [ := {a € A | ax €
M’} ein Linksideal von A. Die Abbildung

f:1—=Q, f(a) :=v(ax)
lasst sich nach Voraussetzung zu g : A — @ fortsetzen. Betrachten nun
WM DA Q. (y,a) = $(y) + gla), wnd 7: M' @ A - M,w(y,a) = y + ax.

Fir (y,a) € ker(n) gilt y = —azx € M’, also a € I und g(a) = f(a) = Y(ax) = —¢(y), also
Y'(y,a) = 0 Daher definiert ¢/’ einen Homomorphismus

(M @ A)/ker(r) = Bild(r) = M'+ Az — Q

der v fortsetzt. Da M’ maximal ist, folgt z € M. O
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Bemerkung 4.76. Fine abelsche Gruppe (G,+) heifst divisibel, falls es fir jedes a € G und
n € Ny ein b e G gibt, mit a = nb.
FEine abelsche Gruppe ist genau dann divisibel, wenn sie als Z-Modul injektiv ist.

Beispiel: Q ist ein injektiver Z-Modul ebenso wie Q/Z.
Beweis. Wir wenden Satz 4.75 an. Sei nZ ein Ideal von Z (E n # 0, und ¢ : nZ — G ein

Gruppenhomomorphismus, g := ¢(n) € G. Da G divisibel ist, gibt es ein h € G mit nh = g.
Definiere ¢ : Z — G durch ¢ (1) := h. O



Kapitel 5

Einfache und halbeinfache Algebren

Im folgenden sei K immer ein Korper und A eine endlich dimensionale K-Algebra, d.h.
(i). A ist Ring mit 1.

(ii). A ist ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. und

(iii). K-1C Z(A) (=Zentrum von A = {x € A | za = azVa € A})

Eine K-Algebra, die ein Schiefkorper ist, nennt man auch K-Divisionsalgebra. FEin
Algebrenhomomorphismus ist ein linearer Ringhomomorphismus, der 1 auf 1 abbildet.

Beispiel

(i). A= K™

(ii). Jeder endliche Erweiterungskorper von K ist eine K-Divisionsalgebra.
(iii). Aj, Ao K-Algebren = A; & Ay (4, - komponentenweise) ist wieder K-Algebra.
(iv). A sei K-Algebra. Dann ist A™*" wieder eine K-Algebra.

Jeder Modul V einer K-Algebra A ist insbesondere ein K-Vektorraum. Ist B = (B, ..., B,)
eine K-Basis von V| so operiert A als K-Endomorphismen auf V' und wir erhalten eine
Darstellung Ag : A — K™ also einen K-Algebrenhomomorphismus in eine Matrixalge-
bra. Mithilfe von Matrizen lasst sich vieles ganz explizit berechnen, z.B. ist End4 (V) = {z €
Endg (V) =2 K™ | ax = xa fiir alle a € A} zu berechnen als

Crnxn(Ap(A)) ={X € K™" | Ag(a)X = XAp(a) fur alle a € A}
wobei es geniigt, a durch ein K-Algebrenerzeugendensystem von A laufen zu lassen. Der so-
genannte Zentralisator Cinxn(Ap(A)) ist also die Losungsmenge eines homogenen linearen

Gleichungssystems.

7
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5.1 Einfache Algebren

5.1.1 Der Doppelzentralisatorsatz

Definition 5.1. Fine K-Algebra A heifit einfach, falls sie keine 2-seitigen nicht trivialen
Ideale hat.

Bemerkung;:
1) D K-Divisionsalgebra = D einfach.
2) D K-Divisionsalgebra, n € N = D™*" einfach.

Beweis. A = D™ " hat bis auf Isomorphie nur einen einfachen Modul: V = D" V ist
treu. Sei nun I # A, dann hat A/ wieder einen einfachen Modul W. Als A-Modul bleibt W
einfach, also W =V und I =0

Satz 5.2. Eine einfache K-Algebra A ist halbeinfach, sogar A = D™™ fiir eine K -Divisionsalgebra
D, neN.

Beweis. Sei M <, A einfacher Teilmodul des reguliren Moduls. Dann ist Ma = 0 oder
einfach. Weiter ist ) ., Ma < A ein zweiseitiges Ideal. Da A einfach ist, ist ) ., Ma = A,
d.h. 4A ist vollstindig zerlegbar.

Satz 5.3. B sei halbeinfache Teilalgebra von K™ ™. Definiere
C = Cgnxn(B) := {z € K""|zb = bz fir alle b € B}

Dann gilt:

(i) C ist eine halbeinfache Teilalgebra von K™ ™.

(i) BNC = Z(B), das Zentrum von B.

(111) Cgnxn(C) = B (Doppelzentralisatorsatz)

(iv) B einfach < C einfach.
Beweis.

(i) Beachten Sie: C' ist isomorph zu dem Endomorphismenring Endg(K™*!), da K™*" =
Endg (K1) ist.
K™ ist ein B-Modul. Nun ist B halbeinfach, also

T
p= @
(]
=1

Zu jedem D™ gehort ein V;, so dass

r
nx1l ~v a;
Kt =, PV,
i=1
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mit o; > 1, da K™ treuer B-Modul ist. Damit gilt

Endp(K"™") = (D) = C

i=1
also C halbeinfach, d.h.(i).
(ii) ist klar.

(iii) Zu den D" gehoren irreduzible Moduln W;. B C Cgnxx(C) ist die triviale Richtung.
Andererseits: K™*! ist C-Modul. Als solcher ist K™ ~o @;_, W".

Endc(K™") = €P D™

=1

Aus Dimensionsvergleich folgt

(iv) B einfach & r =1 < C einfach (aus (iii)).
Beispiel
(i)
B ( J2%2 0 > c K5><5

(i)

: la,b,c,d € K 3 C K¥*
d

. IL‘IQ y]2
C = {( o1, ul, ) |x,y,z,u€K}

5.1.2 Zentral einfache Algebren.

a
C

Bemerkung 5.4. Ay, Ay K-Algebren. Dann ist A1 Qg As wieder K-Algebra mit (aq ®@az)(a)®
ah) = a1al ® aqadl,.

Beweis. Wohldefiniert: Betrachte A; x Ay x A; X Ay — A1 ® As : (ay, ag, a), ab) — a1a) @agal,.
Diese Abbildung ist multilinear, faktorisiert tiber A; ® As.
Beispiel



80 KAPITEL 5. EINFACHE UND HALBEINFACHE ALGEBREN

Al — Kn)(n’ A2 — Kme
aRb—=a®b

(i)
D ®K Knxn ~ ann

(iii) A/K endliche Galoiserweiterung vom Grad n.
AR A=A ---B A

a®b (aoy(b), -+ ,ac, (b))
wobei Gal(A/K) = {01, -+ , 00}
z. B. A= Kla]/(p(x))

A® A= A@y Kz (p(a)) = Ale)/(p(a)) = D Alal/(w — 1)

falls p(z) = [[(z — ;) in A.

Lemma 5.5. A, B einfache K-Algebren, Z(A) = K-1 (d.h. A zentral einfach iber K ). Dann
ist A Ry B eine einfache K-Algebra.

Beweis. 0 # ] < AQgB. Sei0 # u € I, dannist u =), a;®b;, 0.B.d.A. b; linear unabhéngig
iiber K. Die Lénge von u sei die Anzahl der Summanden bez. dieser Darstellung. Wahle u
von minimaler Lénge. Seien r,s € A, (r® l)u(s ® 1) = > .ra;s ® b; € I, also existiert ein
uy € I mit derselben Minimallange:

w =100 +as,@by+---+a, by,

Seia € A. (a® 1)u; —ui(a ® 1) hat eine kiirzere Lénge als uy, ist also = 0. Da die b; linear
unabhéngig iiber K sind, sind die 1 ® b; auch linear unabhéngig iiber A ® 1.

!/ / .
=aaq, —aa=0, 1=2,3,---,n

fir alle a € A.

sa =010, € K
Denn (b + by + - - - + ayby,) # 0, da die b; alle linear unabhéngig sind.
= I>(19Buw(leB)=1®BB=1®B

=2 AR1-1B=a®®B<]
d.h. A ® B sind einfach.



5.1. EINFACHE ALGEBREN 81

Folgerung 5.6. Erganzung zum Doppelzentralisatorsatz Satz 5.3
Sei B = DP*8 C K™ einfach C := Cynxn(B) = (D?)"™, Z :== BNC = Z(B) = Z(D).
Dann gilt

B-C=({-c|lbeB,ceC)
ist eine einfache Teilalgebra von K™™ mit B - C = Z¥* fiir ein k € N (k = py02, wo
(* = dimgz(D)).
Beweis. Seien B, C' einfach zentral tiber Z. Nach Lemma 5.5 ist dann B ®, C' einfach.

B;,C—>B-C:b®c+—b-c

ist ein K-Algebren-Epimorphismus, sogar ein Isomorphismus, da B und C' einfache Z-Algebren
sind. Also ist B - C eine einfache Z-Algebra.
dimyz(B ®@y C) = dimyzBdimyC = B*dimyD - v*dimyD = (Bv£*)* = k*
Weiter liegt
B C C Cgnxn(Z) = Zm*™

Wie hangen £, v, ¢, m zusammen?
Knxt einfacher K"™*"-Modul
identisch
DP>*y als B- und C-Modul  Bilde jeweils die K-Dimension und sei dazu d := dimg (Z):
identisch
Zixm als Z-Modul

dimg (K™Y =n=dl’By=m-d

Also m = k und dimyz BC' = dimz B @, C = dimz(B)dimz(C) = ((25%*y?) = k* =
dimz(Z™™) also BC' = Cgnxn(Z) = ZF¥E, O

5.1.3 Die Brauergruppe von K

Folgerung 5.7. Sei D zentrale K -Divisionsalgebra (d.h. Z(D) = K -1). Dann gilt:
D Q5 DOoP o2 X

Beweis. pD =V ,D C Endg(V) = K™, C := Cxnxn(D) 2 D, DRy D% = D-C = K™*"
O

Folgerung 5.8. Sei D zentrale K -Divisionsalgebra. Dann gilt :
dimgD = n? fir einn € N . n heifft Index.

Beweis. Sei K _der algebraische AbschluBf von K. Dann ist K ® D eine einfache dimg(D)-
dimensionale K-Algebra, also isomorph zu X™*" fiir ein n und eine endlich dimensionale
K-Divisionsalgebra X. Jede solche Divisionsalgebra ist aber isomorph zu K (jedes Mini-

malpolynom hat eine Nullstelle), also ist K ®x D~ K" " und dimg (D) = n2. O

Es ist klar, dass fiir A zentral einfach dimg A = n? ist, denn A = D¥** und dimA =
k*(Index(D))>.
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Satz 5.9. Seien A, B zentral einfach K-Algebren. Dann gilt:
A ®g B ist eine zentral einfache K-Algebra.

Beweis. A ®x B einfach ist folgt aus Lemma 5.5. Sei z = ) a,®b; € Z(A® B) , b; alle linear
unabhéngig tiber K. Sei a € A so dass

0=(a®1l)z—z2(a®1) = Z(aai — a;a) ® b;

i

Weil die b; linear unabhangig sind, ist aa; — a;a = 0 fiir alle i. Da a beliebig war ist
a; € Z(A)=K-1,dh. ¢, =a;- 1 fira; € K also Z=1® > ab; € 1@ Z(B)=1® K1,
dh Z=al®1. O

Definition 5.10. Seien A, B zentral einfache K-Algebren.

A ~ B (d.h. Brauerdquivalent) < Fs existieren n,m € N mit A™*" = B™*™
(& A, B sind Matrizringe tiber isomorphen Divisionsalgebren.)

[A] ist die Aquivq_lenzklasse von A.

Die Menge der Aquivalenzklassen ist die Brauergruppe B(K). Auf B(K) ezistiert eine
Multiplikation [A][B] := [A ®k B]

Satz 5.11. Die Multiplikation in B(K) ist wohldefiniert. B(K) ist eine kommutative Gruppe
mit

(A7) =[A"], [K] =1
Jedes Element von B(K) wird eindeutig durch eine zentrale Divisionsalgebra reprdsentiert.

Beweis. Wohldefiniert nachrechnen. Assoziativ und kommutativ, weil ® assoziativ und kom-
mutativ. [A7!] = [A], weil A @y AP = K™*"

Satz 5.12. Sei D zentrale K -Divisionsalgebra vom Index n. Jeder Teilkorper von D liegt in
einem maximalen Teilkorper von D. Sei L < D ein maximaler Teilkorper. Dann gilt

(i) Cp(L) =L
(ZZ) D XK L gLfAlgebra Le=n (L Z@rfdllungskérpff?”)
(i) dimxL =n

FEinen Erweiterungskorper ' von K mit FQx D = F™™ nennt man einen Zerfallungskorper
von D.

Beweis.

>
(i) Sei K < Ly Teilkérper von D. Dann ist Cp(Ly) # L;. Nehme z € Cp(Ly) — Ly,
Ly = Ly[x] etc. bis Gleichheit (muss kommen, da die Dimension endlich).

(i) D @k D = K™>*"* 0.B.d.A. L maximaler Teilkérper in D. Dann gilt :
D ®x L =@ B C K™ ist einfache Teilalgebra. C,.2,,2(B) = K @k L = L (wie in
Beweis von Satz ??). Also ist B ¥ ajgepra L¥*® fiir ein s. dimp,B = dimgD = n?,
daraus folgt: n = s.
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(iii) Gehe tiber zu L @ D = L™, Also ist dim;, D = n und dimgD = dimgL - dim;D ,
also ist dimg L = n.

Beispiel
(). Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann gilt: |B(K)| = 1.

(ii). B(R) = Cy
Beweis: D sei R-Divisionsalgebra, L maximaler Teilkérper. Dann ist L = R oder L = C.
L=R=D=R
L=2C=CgrD=C?*?
Sei L = R[i] = C. Wahle z € D : oYz = —i, dh. zi = —iz. Dann ist 2? €
Cp(L) NR[z] = R und R[z] = C. Da D eine Divisionsalgebra ist, ist 22 = —a < 0.
Wihle z so, dass 2 = —1. D = L& Lz, also L-Vektorraum. D = R[i|®R[i]z. 1,7 € R]i]
und z, iz € R[i]z bilden die Basis der Quaternionen H.

Satz 5.13. (Skolem-Noether) A sei eine zentral einfache K-Algebra, By, By einfache Teilal-
gebren von A (d. h. 14 = 1, = 1p,), ¢ : By — By ein Algebrenhomomorphismus. Dann
gibt es ein a € A*, so dass ¢(by) = a"'bya fiir alle by € By ,d. h. ¢ setzt sich fort zu einem
inneren Automorphismus von A.

Beweis. Sei V' ein einfacher A-Modul und D? = Ends(V). O.B.d.A. sei V = Dk
dimg(D) = d, n = dk, so dass By C A — K™, Definieren C' := Cgnxn(A) = D.
Dann ist V einfach als AC-Modul und AC =2 K™*". Fasse V auf zwei Arten als B;C-Modul
auf:

(). (bic)v :=bycw fir alle v € V,by € By,c e C
(ii). (bic)v := @(by)cv fir alle v € Vb € By,c € C

Da B;C einfache Algebra ist, gibt es bis auf Isomorphie hochstens einen Modul gegebener
Dimension, folglich gibt es ein a € K™*", so dass a 'byca = ¢(by)c fiir alle b; € By, c € C.
Wihlt man b; = 1, so folgt a € Ckuxn(C) = A und mit ¢ = 1 erhdlt man a 'bja =
(p(b1> fur alle b1 S Bl.

Satz 5.14. (Wedderburn) B(F,) = C4, d.h. jede endlich dimensionale Divisionsalgebra tiber
einem endlichen Korper ist ein Korper, d.h. alle zentral einfachen Algebren iber F, sind
isomorph zu F*" fir ein n € N.

Beweis. D sei zentrale Divisionsalgebra tiber I, von Index n. Jedes Element von D liegt in
einem maximalen Teilkdérper (der Ordnung ¢"). Je zwei dieser Teilkorper sind isomorph, also
(Skolem-Noether) konjugiert in D. Also ist die multiplikative Gruppe D* Vereinigung einer
Konjugiertenklasse von Untergruppen. Allgemein gilt fir eine Gruppe G: G = | jec 9 H <
G,[G : H < 00 = G = H. Denn es gibt [G : Ng(H)] Konjugiertenklassen von H und

[Upeq H < 1+ ([H| = DIF = 1+ |G| — [ < |G| fiir H # G. Also folgt n = 1. O

Satz 5.15. Sei D eine zentrale K -Divisionsalgebra. Dann gibt es einen mazimalen Teilkorper
L von D, so dass L/K separabel ist. Insbesondere hat jede halbeinfache K-Algebra A mit
Z(A)/K separabel einen separablen Zerfdllungskérper.
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Beweis. Der Satz ist klar, falls char(K) = 0, da dann jede endliche Korpererweiterung separa-
bel ist. Sei also char(K) = p > 0. Wir argumentieren mit Induktion tiber dim (D) = n?. Ist
n = 1, dann sind wir fertig. Sei alson > 1. Es gentigt dann einen echten separablen Teilkorper
K # E < D zu finden. Denn dann ist D' := Cp(FE) eine zentrale E-Divisionsalgebra von
Index m mit m[E : K] = n und enthélt nach Induktion einen maximalen Teilkérper L mit
L/FE separabel. Dann ist L aber auch maximaler Teilkorper von D und L/K ist separabel.
Angenommen es gibt keinen solchen echten separablen Teilkorper K # E < D. Dann ist
jedes € D\ K rein inseparabel, also p,(X) = XP' — ¢ fir ein f € N und ein a € K.
Insbesondere ist dann p ein Teiler von n.

Sei jetzt I’ ein beliebiger maximaler Teilkérper von D und betrachte F @ D = F™*™. Dann
ist 1@z € F™™ ein Element mit (1®z)?" = al,. Also ist Sp(1®x) = 0 fiir jedes 2 € D. Da
die Elemente 1®x mit z € D aber F"*" als F-Algebra erzeugen folgt daraus, dass Sp(M) =0
fiir jede Matrix M € F™*" ein Widerspruch. O

5.2 Separable Algebren.

5.2.1 Reduzierte Norm und Spur.

Definition 5.16. Sei A eine zentral einfache K-Algebra, L ein Zerfallungskérper von A.
pa(x) das charakteristische Polynom von 1®a € LRk A = L™ dber L heifit das reduzierte
charakteristische Polynom von a.

Pa(z) = 2" —ana" ™ 4+ (—1) ",

Dann heifst on =: Spy(a) die reduzierte Spur von a und o, =: Nyy(a) die reduzierte
Norm von a.

Satz 5.17. Unter den Voraussetzungen der Definition sei zusdtzlich angenommen, dass L : K
separabel ist.

(1) pa(z) € K[z] und ist unabhdingig von der Wahl von L.
(i) Sp: A — K ist linear.
(i1i)) Sp: Ax A— K :(a,b) — Sp(ab) ist nichtausgeartete symmetrische Bilinearform.
(iv) N : A — K ist multiplikativ.
Beweis.
(i) A sei die reguldre Darstellung von A. p,(z) sei das charakteristische Polynom von A(a).
Dann ist p,(z) € K[z] und p,(z) = prge(z) € Liz]. Proa(x) = (pa(x))™, da die reguldre
Darstellung von L™*" (wie operiert L™*™ auf sich selbst) = n- natiirliche Darstellung

auf L™ ist. Da L separabel iiber K ist p,(z) € K|[z] und unabhéngig von L.

(i) Klar!
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(iii) Klar fur L™*", die Basis (e;;) hat (ej;) als duale Basis, also haben wir eine nichtaus-
geartete Bilinearform auf L"*". Diese bleibt nichtausgeartet tiber A, da A eine L-Basis
von L™ enthélt.

(iv) Klar, da die Determinante multiplikativ ist.

Beispiel Betrachten die Quaternionendivisionsalgebra Q := R[i, j, k] mit i* = j2 = (i5)* = —1.
Wir haben einen R-Algebrenhomomorphismus: Q — C?*2 :

(0 -1 (0 (0
! 1 0 )/ 0 —i i 0

also ist C Zerfallungkorper von Q und C ®g Q = C**2. Das reduzierte charakteristische
Polynom von ¢ = a + bi 4+ ¢j + dk ist das charakteristische Polynom von

at+ci —b-+di
b+di a—ci

> , 2% — (2a)r + (a* + B> + & + d°).

2a ist die reduzierte Spur von ¢, a® + b? + ¢® + d? ist die reduzierte Norm von g.

Definition 5.18. Eine K-Algebra A heifst separabel dber K, falls ein tiber K separabler
Erweiterungskorper L von K existiert mit L @x A =1_ aigebra @le Lxmi - [n diesem Fall
heifft Sp: A — L:aw S5 Sp(a;) (wo a durch den Isomorphismus auf 3" a; mit a; € L™
abgebildet wird) die reduzierte Spur und N : a — L : a — []I_, det(a;) die reduzierte
Norm.

I'jbung: Reduzierte Norm und reduzierte Spur nehmen Werte in K an, den Grund dafiir
sehen Sie im folgenden Beispiel.

Beispiel A sei separabler Erweiterungskorper von K, L die normale Hiille von A (die klein-
ste Galoiserweiterung von K, in der L liegt). LoxA = @@ s : 1®a — (p1(a),. .., pu(a)),
WO ©1,..., v, Einbettungen von A in L sind. In diesem Fall ist die regulare Spur gleich der
reduzierten Spur und die regulare Norm gleich der reduzierten Norm.

z.B. K =Q, A=Q[V2], L =Q[v2] Dann ist L ®x A = L @ L vermoge 1 @ v/2
(V2,-v2).

Folgerung 5.19. Ist A halbeinfach, Z(A) separabel iber K, so ist A separabel tiber K.
Folgerung 5.20. A separabel iiber K = A ist halbeinfach.

Beweis. J(A) ist nilpotentes Ideal von A. Sei L separabler Zerfallungskorper fiir A. Falls
J(A) #0, s0 auch 0 # L ®x J(A) QL @k A und dieses Ideal ist nilpotent. Also ist L @k A
nicht halbeinfach. Widerspruch!

5.2.2 Assoziative Bilinearformen und das Casimirelement.

Bemerkung 5.21. Sei ¢;; die Standardbasis von K™*" Dann folgt :
Die bzgl. der Spur duale Basis ist (e;j)1<ij<n mMit Z” e;j€ji = nly.
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Definition 5.22. (i) FEine assoziative Bilinearform auf einer K -Algebra A ist eine bilineare
Abbildung
P AxA—-> K

die symmetrisch ist mit
®(ab, c) = ®(a, be)

fur alle a,b,c € A.

(i1) A separabel, ® nicht ausgeartete assoziative Bilinearform. Das Casimir-Element von
A bez.® ist definiert als
Cp 1= Z b;b;

wobei (by,- - ,by,) eine Basis von A, (b3,--- ,b%) die bez. ® duale Basis ist.

e n

Bemerkung 5.23. cg ist unabhdngig von der Basis. co € Z(A), insbesondere induziert cq
einen Endomorphismus fur jeden A-Modul.

Beweis. b; = ) a;;b; und b = ) B;;b5. Daraus folgt: ) ay;Bjx = dir, also Vb =S bib?,
d.h. cg ist unabhangig von der Basis.

Sei u € A* :
uceu ' = u(z bibu~t = Z(ubi)(b;ku_l)
(I)(Ubl, b*fu_l) = @(bju_l, Ubl) = (I)(b;k, bl) = (5,

j
d.h. (uby,--- ,ub,) und (biu~t, -+ b*u~!) sind auch duale Basen. Sei0.B.d.A. A = @ K"*™.
Daraus folgt Z(A) = {z € Aluzu™ = z,u € A*}, also cp € Z(A).
Beispiel Sei Sp die reduzierte Spur, x € Z(A). Dann folgt: &, : Ax A — K : (a,b) —
Sp(axd) ist eine assoziative Bilinearform.
ﬂ'bung: Sei ® assoziative Bilinearform auf A. Dann gilt:
Rad® < A, allgemeiner ] <A = [+ < A. (Rad® = At)

5.2.3 Ordnungen in separablen Algebren.

Sei R ein Noetherscher Integritatsbereich mit Quotientenkérper K und A eine endlich dimen-
sionale K-Algebra. Wir nehmen weiter an, dass R ganz abgeschlossen in K ist, also

R =Intgr(K) ={a € K | aist ganz iiber R} = {a € K | R[a] ist endlich erzeugter R—Modul}.
7Z.B. K ein algebraischer Zahlkorper, R = Zk der Ring der ganzen Zahlen in K.

Definition 5.24. Fine R-Ordnung A in A ist ein Teilring von A, der endlich erzeugt als
R-Modul ist, und A als K-Vektorraum erzeugt.

FEine R-Ordnung A heifst R-Maximalordnung, falls fiir jede Ordnung I' in A mit A < T’
folgt, dass A =T ist.

Bemerkung 5.25. Jede K-Algebra enthdlt R-Ordnungen, denn sei z.B. B := (by,...,b,)
eine K-Basis von A und L := (by,...,b,)r das von ihr erzeugte R-Gitter. Dann ist die
Linkssordnung

O(L):={a€A|alL C L}

von L eine R-Ordnung in A. Ebenso die Rechtsordnung O, (L) :={a € A | La C L}.
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Beweis. Klar ist A := O;(L) ein Teilring von A.

Wir zeigen, dass A eine K-Basis von A enthélt. Dazu sei (aq,...,a,) eine beliebige K-Basis
von A. Die n x n-Matrix X; := B(p(a;))? € K™ der linksreguliren Darstellung von a;
beziiglich B hat einen Hauptnenner h; € K*, so dass h; X; € R™" liegt. Dann ist aber
hia; € Ol(L>

Wir wollen jetzt noch zeigen, dass A endlich erzeugter R-Modul ist. Da L eine K-Basis von A
enhilt, gibt es ein s € R, so dass sla € L. Also gilt O;(L)(s14) C L, dh. A=O)(L) Cs 'L
ist ein Teilmodul eines e.e. R-Moduls. Da R Noethersch ist, ist auch A endlich erzeugt. 0O

Definition 5.26. Fin Element a € A heifst ganz iiber R, wenn R[a| ein endlich erzeugter
R-Modul ist.

Bemerkung 5.27. Sei A eine R-Ordnung in A. Dann ist jedes X € A ganz tber R, denn
R[N\ € A st als Teilmodul eines e.e. Moduls tiber einem Noetherschen Bereich wieder ein
endlich erzeugter R-Modul.

Satz 5.28. (Lemma von Gauf$) Sei R ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkdrper K und
f(X) € R[X] ein normiertes Polynom. Gilt f(X) = g(X)h(X) in K[X] mit g, h normiert,
so liegen g und h in R[X].

Beweis. Sei L ein Zerfallungskorper von f, also f(X) = [[(X — ;) € L[X] und sein
S = Intg(L) der ganze Abschluss von R in L. Dann liegen alle Nullstellen von f in S,
also auch die von g und h und somit auch die Koeffizienten. Also liegt g(X) € S[X] und
h(X) € S[X]. Dann aber g,h € (SN K)[X]| = R[X]. O

Satz 5.29. Sei A € A. X ist ganz tiber R genau dann wenn das Minimalpolynom von X\ in
R[X] liegt.

Beweis. Sei R[A] = (b1, ..., by)r und A\b; = >0, a;b; mit M := (a;;) € R™". Da 1 € R[)]
ist, ist das Minimalpolynom von M gleich dem Minimalpolynom p von A. Also teilt p das
charakteristische Polynom f von M. f ist ein normiertes Polynom in R[X], somit auch
p € R[X].

Die Umkehrung ist trivial. O

Satz 5.30. Sei A separabel. Dann hat A eine R-Mazimalordnung. Allgemeiner gilt: Fur jede
R-Ordnung A in A gibt es eine R-Maximalordnung I' in A, welche A enthdlt.

Beweis. Sei A eine R-Ordnung in A. Dann sind alle Elemente aus A ganz tiber R, insbesondere
liegen die reduzierten Spuren Sp()A) in R fiir alle A € A. Sei

A* .= {a € A| Sp(ax) € R fiir alle z € A}.

Dann gilt A C A7,
Sei A irgendeine R-Ordnung, die A enthélt. Dann sind auch die Elemente von A alle ganz
iber R und

A C A CA* CA*
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Also korrespondiert jede Oberordnung A zu einem R-Teilmodul A/A von A#/A. Dies ist ein
endlich erzeugter R-Modul, besitzt also keine unendlich aufsteigenden Ketten, da R Noether-
sch ist. Also existiert eine R-Maximalordnung die A enthalt. O

Beispiel. A = (1,i,7,k)g mit i* = 52 = k* = —1,4j = —ji = k. A = (1,i,],k)z,
A#* =IA T =(1,i,j,2(14+i+j+Fk)) ist (einzige) Maximalordnung von A, welche A enthélt.
Fiir diese Algebra A kann man zeigen, dass alle Maximalordnungen von A in A konjugiert
sind, es gibt jedoch Q-Divisionsalgebren vom Index 2, fiir die dies nicht der Fall ist. Ein
Beispiel:

A = (1,p,i,pi)g = Qlp] @ Q[pi, wo p* + p+3 =0, i* = —1, (ip)* = —3. Diese Algebra
enthalt zwei Konjugiertenklassen von Maximalordnungen
[y = (1, p,4,pi)z (I'f = Cy) und
[y :=(1,p+1,2i, 1—;@>Z (mit Einheitengruppe Cp).
(Ubungsaufgabe entsprechendes mit anderen Quaternionenalgebren.)
Ein Beispiel fiir eine nicht separable Algebra: Sei A = A,(Q), die oberen Dreiecksmatrizen

in Q**2. Dann ist J(A) = ( 0-Q ) . Die Z-Ordnungen

0 0
7 =7
— 2n
v= (5%

bilden eine echte unendlich aufsteigende Kette von Ordnungen in A, es gibt also keine Maxi-
malordnung.
Beispiel. Sei A = K™*". Dann ist R"*" eine R-Maximalordnung in A.

Bemerkung 5.31. Jede R-Mazximalordnung in A enhdlt die eindeutig bestimmte R-Maximalordnung
S der Zentrums von A, S = Intgr(Z(A)) = {z € Z(A) | u. € R[X|}. Insbesondere liegen die
zentral primitiven Idempotente von A in jeder Maximalordnung von A.

5.3 Gruppenalgebren.
In diesem Abschnitt sei G immer eine endliche Gruppe.

Definition 5.32. Sei G eine endliche Gruppe und K ein kommutativer Ring. Dann wird der
freie K-Modul auf der Menge G,

KG:= {Zagg | a, € K}

geG

zu einer K-Algebra durch 3 ccaq9 ) heqbih == 32, agbngh. Diese K-Algebra heifit der
Gruppenring von G tuber K.

Die Darstellungstheorie endlicher Gruppen studiert Gruppenhomomorphismen A : G —
GLn(K) der Gruppe G in volle lineare Gruppen iiber einem Korper K. In Analogie zum
Hauptsatz tiber transitive G-Mengen, welcher eine Klassifikation aller Homomorphismen von
G in symmetrische Gruppen liefert, wollen wir in der Darstellungstheorie alle K-Matrixdarstellungen,
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also Homomorphismen von G in volle lineare Gruppen tiiber K, klassifizieren. Bei den G-
Mengen benoétigten wir dazu die Untergruppenstruktur von G, bei den Darstellungen die
Algebrenstruktur von KG.

Bemerkung 5.33. Sei A : G — GL,(K) ein Gruppenhomomorphismus. Dann wird K™ zu
einem KG-Modul VA durch

(Z agg)v = ZagA(g)v fir allev € K".

geG geG
IstT': G — GL,,,(K) eine weitere K -Matrizdarstellung von G, so ist
Va2 Vr & m=n und es gibt A€ GL,(K) mit AA(g)A™" =T(g) fir alle g € G.

Dann nennt man die Darstellungen A und I' aquivalent. Die Darstellung A heifit ir-
reduzibel, falls VA einfach ist und unzerlegbar, wenn VA unzerlegbar ist. Umgekehrt
liefert jeder e.e. KG-Modul V durch Einschrinkung auf G einen Gruppenhomomorphismus
Ay : G — GL(V) (also nach Basiswahl eine K-Matrizdarstellung von G ).

In der Darstellungstheorie unterscheidet man zwei wesentlich verschiedene Falle, je nach-
dem ob die Charakteristik des Korpers die Gruppenordnung teilt oder nicht.

Satz 5.34. (Maschke) Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper. Dann ist die Gruppe-
nalgebra KG eine halbeinfache K-Algebra genau dann wenn |G| € K*.

Beweis. <=: Wir zeigen, dass KG ein halbeinfacher K G-Linksmodul ist. Dazu gentigt es zu
zeigen, dass jeder K G-Teilmodul von KG ein G-invariantes Komplement hat. Sei also U <gg
K G und wahle einen Teilraum U’ < KG so dass KG = U @ U’ als K-Vektorraum. Seien
m, 7' =1—7 € Endg(KG) die zu dieser Zerlegung gehorigen Projektionen, also (K G) = U.

Setze
Z g ‘g

gEG

also p(a) = ﬁzgegg_lﬂ(ga) fir alle @ € KG. Dann ist p wohldefiniert, da |G| in K
invertierbar ist.

Behauptung: p € Endga(KG).

Denn fiir h € G, a € KG ist

p(ha) = |G|Zg 17 (gha) —h|G|Zgh m(gha) = hp(a).
geG geG
Weiter ist Bild(p) enthalten in U, da U ein KG-Teilmodul ist. Fiir a € U ist
a Z g 7T ga Z g ga = a
el & el &

also ist p eine G-invariante Projektion auf U. Der Kern von p ist ein G-invariantes Komple-
ment von U in KG. Also ist KG halbeinfach.
=: Sei [ :={> a,9 € KG | ) a, =0} (das sogenannte Augmentationsideal in KG). Dann
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ist I ein Ideal in KG. Da KG halbeinfach ist hat [ also ein G-invariantes Komplement
KG=1®U mit U <gq KG. Dann ist U 2 KG/I = K der triviale KG-Modul, d.h. es ist
U = (u) fiir jedes 0 # u € U und es gilt gu = u fiir alle g € G. Schreibt man u = dec Ugg

so gilt fir h € G, dass
hu = Zug(hg) = Zuh_1gg =u

geG geG

und somit u, = wy, fiir alle g,h € G. Also ist u = adeGg fiir ein a € K, insbesondere
> gec9 €U und somit 3° g ¢ [ dh |G| #0in K. O

Im folgenden setzen wir immer voraus, dass die Charakteristik von K gleich 0 ist. Dann
ist KG eine halbeinfache K-Algebra, also nach dem Satz von Wedderburn

7

y
KG =D/
i=1

fiir geeignetes A’ € N, n; € N und Schiefkérper D; = Endge(M;). Die Gruppenalgebra hat
genau h’' Isomorphieklassen von einfachen Moduln M;, ..., M}, und jeder endlich erzeugte
KG-Modul ist direkte Summe einfacher Moduln. Die D; sind endlich dimensionale Division-
salgebren tiber K. Es gibt also eine endliche Erweiterung L von K, so dass

h
LG =L
i=1

Jedes solche L nennen wir Zerfallungskorper von G iiber K. Die Anzahl h der Isomor-
phieklassen einfacher LG-Moduln ist dann genau die Dimension von Z(LG) tiber L.
Klar ist

Z a,9 € Z(LG) < hZaggh_l = Zagg fir alle h € G & ay = apgp— fiir alle h, g € G.

geG geG geG

Bezeichnung 5.35. Im folgenden werden wir annehmen, dass K ein Zerfillungskorper von
G ist, der Charakteristik 0 hat.

My, ..., My bezeichnen die einfachen KG-Moduln.

Dann ist M; = K™*' nach Basiswahl und A; : G — GL,,(K) eine zugehérige Matrizdarstel-
lung (bis auf Konjugation in GL,,(K) eindeutig).

Sei x; : G — K, g — Spur(A;(g)) der Charakter der Darstellung A;.

Dann ist x; schon durch den KG-Modul M; eindeutig festgelegt und es gilt

xi(ghg™") = xi(h) fiir alle g,h € G.
X 1St also konstant auf den Konjugiertenklassen von G.
Definition 5.36. Seien G, g;, x; wie in Bezeichnung 5.35; K = C. Die Matrix
(Xi(95))1<i,j<n
heifit die Charaktertafel von G.



5.3. GRUPPENALGEBREN. 91

Beispiel Sei G = Cy = (a). Dann ist G abelsch, also sind alle irreduziblen Darstellungen
von G eindimensional und deshalb gleich den irreduziblen Charakteren. Die Charaktertafel
von G ist

CQ 1 a
x1|1] 1
X2 1|-1

Bemerkung 5.37. Sei p der Charakter der reqularen Darstellung von G. Dann ist

p(g)z{ |§| =]

sonst

p= Z?:l Xi(1)xi-

Beweis. p(1) = |G| = dimg(KG). Sei g # 1,G = {¢g1,...9n} eine Basis von KG. Dann
ist gg; # g, also Spur(D,(g)) = 0 = p(g) als Spur einer Permutationsmatrix (=Anzahl der
Fixpunkte). a

Beispiel Die Charaktertafel der Ss:

Sz ()] )] ()
il 111
Yo| 1|=1] 1
sl 210 | =1
p| 60 0

Satz 5.38. Sei G eine endliche Gruppe K Zerfdllungskorper von G der Charakteristik 0.
(0) dimic(KG) = YL, xi(1)* = |G.

(i) Z(KG) hat die zentral primitiven Idempotente e; als Basis, e} = €;, e;e; =0, falls i #

]
h

h

Z(KG) = P Z(KG)e; = P Ke; (5.3.1)

i=1 i=1

(1)) Z(KQG) hat die Klassensummen ¢ als Basis. (Ist C' eine Konjugiertenklasse von G, so
seic:=3)  cg-)

(ii1) dimyx(Z(KG)) = h = Anzahl der Konjugiertenklassen von G. Also ist die Anzahl der

Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von G genau die Anzahl der Konjugierten-
klassen von Elementen von G.

(iv) Seien gy, ...gn Vertreter der Konjugiertenklassen Cy,...,Ch, ¢; = Z?:l wi(¢;)e;. Dann
qilt

(i). w : Z(KG) — K sind Algebrenhomomorphismen. Sie heiffen zentrale Charak-
tere.
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(i1). Ist x; der Charakter der irreduziblen Darstellung mit x,(e, KG) # 0, so gilt

Cilxi(g9i) = wi(@)xa(1).
Insbesondere ist x; konstant auf den Konjugiertenklassen.
(111). Ist ¢;c; = Zk | QGjiCr, S0 ist cujp = 1+ [{(a,b) € C; x Cj | ab = gy }|
Beweis.
(0) und (i) Klar! Beachte: KG = @) | K™*" und Z(KG) = @ K1,,.

(ii) Sei Y a,g € Z(KG), h € G. Dann ist A (> a,9)h = > ayg und K1Y ayg)h =
S agh™tgh =3 app-12. Also a konstant auf den Konjugiertenklassen, also Y ayg =
> g . Klarist: ¢; € Z(KG).

(iii) folgt aus (i) und (ii).
(iv) (i). Die w; sind Homomorphismen, da e;e; = d;j5€;, also (D aye;) (D Bies) = > a,fie;.

ii). Seien g,h € C;. Dann existiert also ein x € G mit 2 gz = h. A, sei die zu y;
g g X
gehorige Darstellung. Dann ist

Ai(h) = Ai(z) T Ai(g) Ai().

Also gilt xi(g) = xi(h). Xgec, Dilg) = Ai(C;) = wi(€;)In, Spur nehmen auf beiden
Seiten liefert die Behauptung.

(iii). CiCj = (deci q) (Zhecj h) = deC,-,heCj gh = Zk ijk ZséCk s

Bemerkung
Die Gleichung

h
EE]: E aijkék
k=1

liefert
cz wi C] § azykwl Ck

In Matrixschreibweise:

Wy (El) Wy (El)
wi () E = (ijk)1<jk<h :

wy (Eh) wy (Eh)

Die Bestimmung der w;(¢;) ist also ein Eigenwertproblem. Diese Gleichung kann auch algo-
rithmisch verwendet werden (Burnside-Dixon-Algorithmus). Die Matrix (ayjr)jr € Z"" ist
die der reguldren Darstellung von Z(KG) bzgl. der Basis (¢4, ...,cp).

Folgerung 5.39. Die w;(¢;) sind als Eigenwerte einer ganzzahligen Matriz ganz algebraische
Zahlen.
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5.3.1 Die Orthogononalitatsrelationen

Satz 5.40. (i)

e; = X|é1|) > xilg g = X|é1‘) >_xilg; )5

geG

(ii) Orthogonalititsrelationen:

h
Y o xilgi)xilgy ) = 034|Ca(9,)|(2.0R)

i1
Beweis.
(i) Seie; = > a,g. Dann ist o |G| = p(e;g™t) = Zj xi(Dx;(eig™) = xa(Dxai(g™h).
(ii) Es ist e;e; = 0,5, also

A o S v = (EE S vt o)

geG heG keG g

Also d;5e; = 9, xiQ) ZkeG xi(k~hk. Koeffizientenvergleich fiir & = 1 liefert die erste

e
Orthogonalitétsrelation (1.OR). Sei X := (xi(g;))i; die Charaktertafel von G, X :
(xi(9; )iy und D = diag(|C1|,...,|Cy|). Dann ist XDX = I, also X~! = DX und

(DX)X =1, also XX = D', Dies ist die zweite Orthogonalitétsrelation.

Bemerkung 5.41. Ist x der Charakter einer komplexen irreduziblen Darstellung A der
endlichen Gruppe G und g € G ein Element der Ordnung d, so ist A(g) diagonalisierbar
und x(g) die Summe der Eigenwerte von A(g), also die Summe von d-ten Einheitswurzeln.
Es gilt |x(g)| < x(1) mit Gleichheit genau dann wenn A(g) € C*I,, eine Skalarmatriz ist.

Bemerkung 5.42. Das Zentrum Z(G) operiert auf der Menge der Konjugiertenklassen von
G, ist namlich C eine Konjugiertenklasse von G und z € Z(G), so ist {zg | g € C} = 2C
wieder eine Konjugiertenklasse von G. FEs gilt xi(zg) = wi(2)xi(g). Ist also insbesondere
g~ zg, so gilt w;(z) =1 oder x;(g) = 0.

Folgerung 5.43. Fir 1 <i<h gilt x;(1) | [G : Z(G)].

Beweis. Sei (E x; ein treuer Charakter, d.h. A; injektiv. Dann gilt w;(z) # 1 fir 1 # z € Z(G).
Also ist x;(g) # 0 nur dann wenn die Bahn der Konjugiertenklasse C' von g unter Z(G) genau
|Z(G)| Elemente hat. Seien C1, ..., Cy die Vertreter der Bahnen der Lange |Z(G)| unter der
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Operation von Z(G) auf der Menge der Konjugiertenklassen von G und ¢; € G;. Dann gilt
fir x = x;:

6= S xots™) = 121 Y 1CIats) = 1@k Y M ) — 26

geG
mit a = Zle wy (C1)x(g; ') ganz algebraisch. O

Im allgemeinen gilt fiir eine K-Algebra A: Sind My, My zwei A-Moduln, so ist ihr Tensor-
produkt M; ®g My ein A® A-Modul. Fiir Gruppenalgebren A = KG, kann man das Tensor-
produkt wieder zu einem A-Modul machen: Seien M;, My KG-Moduln. Dann ist My ® ¢ M,
wieder ein K G-Modul durch g(m; ® ms) := gm; ® gmsy fur alle g € Gm; € M;. In Matrizen:

(A1 ® As)(g) = A1(g9) ® As(g). Der zugehorige Charakter ist (x1x2)(g9) := x1(9)x2(9).
Beispiel Die Charaktertafel der As:

|ICa(g:)] | 1 15 20 12 12
As O] G | )Tt
X1 1 1 1 1 1
X2 4 0 1 -1 -1
X3 5 1 -1 0 0
X4 3 -1 0 x 1—x
X5 3 —1 0 |1—2 T
P 5 1 2 0 0
o 6 2 0 1 1

mit r = %5 p ist der Permutationscharakter der A; auf 5 Punkten, yos = p — x1 ein

irreduzibler Charakter (da (x2,x2) = 1). Die Operation auf den 5-Sylowgruppen gibt eine
Permutationscharakter der Ordnung 6: p’. x3 := p’ — x1 ist ein irreduzibler Charakter. Die
letzten beiden Zeilen ergeben sich aus den Orthogonalitéatrelationen.

5.3.2 Eine Anwendung: Der p%¢® Satz von Burnside

Satz 5.44. (Burnside) Seien p,q Primzahlen und G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| =
p?q®. Dann ist G auflésbar.

Ein einfacher Beweis ergibt sich mithilfe der Darstellungstheorie: Sei zunéchst G eine
beliebige endliche Gruppe und K ein Zerfallungskorper von G der Charakteristik 0.

Satz 5.45. Sei A : G — GL,(K) eine irreduzible Darstellung mit Charakter x. Sei C' eine
Konjugiertenklasse von G mit ggT(|C|,n) = 1. Dann gilt entweder x(g) = 0 fir alle g € C
oder A(g) € K*1,, fir alle g € C.

Beweis. Sei (E K = C. Sei w der zu x gehorende zentrale Charakter. Dann ist nach Folgerung
5.39

= x(1)
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eine ganz algebraische Zahl, also wegen ggT(|C|, x(1)) = 1 auch % ganz. Da ganze Zahlen

# 0 Betrag > 1 haben, folgt dass entweder x(g) = 0 oder |x(g)| = |x(1)| und somit A(g) = (I,
fiir eine komplexe Einheitswurzel (. O

Satz 5.46. Sei G eine nichtabelsche einfache Gruppe. Dann hat G keine Konjugiertenklasse
# {1} von Primzahlpotenzordnung.

Beweis. Sei |C] = p* mit a > 1 und einer Primzahl p. Sei A : G — GL,(C) eine irreduzible
Darstellung, A # 1. Dann ist G = A(G) und Z(A(G)) = 1 da G einfach ist. Sei x der
Charakter von A. Ist der Charaktergrad y(1) nicht durch p teilbar, so gilt also nach obigem
Satz, dass x(g) = 0 fiir g € C. Fiir die komplex irreduziblen Charaktere {1 = x1, x2,---, Xn}

gilt also
h
0=> xilgha() ==14+ > xilghn(l
i=1 plxi(1)
woraus sich ein Widerspruch ergibt, da die Summe durch p teilbar ist, 1 jedoch nicht. a

Zum Beweis des p®q®-Satzes von Burnside, sei |G| = p?¢® mit a+b > 1 (sonst G zyklisch von
Primzahlordnung). Zeigen: G hat einen echten Normalteiler. Dies ist klar, sobald ab = 0 gilt,
denn dann ist G eine p-Gruppe. Seien also a und b grofler als 0 und P eine p-Sylowgruppe
von G. Dann ist Z(P) # 1. Wihle also 1 # z € Z(P). Dann ist P < Cg(2) und somit

12¢| = ‘G (| I eine Potenz von ¢q. Der letzte Satz sagt dann aus, dass G nicht einfach ist.

5.3.3 Die Frobenius Reziprozitat

Definition 5.47. Seien x, v Klassenfunktionen auf G (d. h. x und v sind konstant auf den
Konjugiertenklassen von G). Definieren ein Skalarprodukt:

) = i ™) = g Soxeule I

geG

Klar: Die irreduziblen Charaktere bilden eine Orthonormalbasis. Ist y eine beliebige
Klassenfunktion, so ist x = Z?Zl(xi, X) Xi-

Eine Anwendung: Das Burnsidesche Fixpunktlemma.
Sei M eine endliche G-Menge. Dann ist die Anzahl der Bahnen von G auf M gleich ﬁ > geq fixar(g)
wobei fixy/(g) die Anzahl der Fixpunkte von g auf M bezeichnet.
Jede G-Menge M liefert einen K G-Modul Vj; der Dimension | M| mit Basis M und A : G —
GLjam(K), A(g)(m) := gm, die sogenannte Permutationsdarstellung. Dann ist Spur(A(g)) =
x(g) = fixps(g). Der Fixraum von G in V) also

{veViy|A(g)v = fur alle g € G}

hat die Bahnsummen als K-Basis, seine Dimension ist also gleich der Anzahl a der Bahnen
von G auf M. Dies ist auch die Vielfachheit des trivialen KG-Moduls (mit Charakter 1) in

dem Modul Vj; also
(1,x) Ix(g
=@ =

geG
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Bemerkung 5.48. Seien A, B K-Algebren, M ein A-B-Bimodul, N ein B-Linksmodul.
M@ N:=M®®g N/{(mbn—-—m®®bnlbe Byme M,n € N)

ist wieder ein A-Linksmodul.

Definition 5.49. Sei H < G, M ein KH-Modul. Dann heift M¢ = KG Qxg M der
induzierte Modul. (ist wieder ein KG-Modul)

Bemerkung 5.50. Sei G = J_, ;H. Dann ist KG = &}_,g; KH als K H-Rechtsmodul und
dimg(M)n. Ist g € G mit gg; = gih h € H, so0 ist g(g; ® m) = gih@m = g; @ hm. In
Matrizen gilt: Ist A : H — GL,,,(K) die Matrizdarstellung von H auf M beziglich der Basis
(by,...,byw), soist die Matrizdarstellung A% von G auf M© beziglich der Basis

(g1®b1,...,gl®bm,gg®b1,...,gn®bm)

gegeben als die Blockmatrix

A%(g) = [A°(g;99; iy wobei A°(x) = { OA(Q;) . if]

Fiir den Charakter x& von AC gilt

X“(9) = ;X"(giggz-l) wobei x°(z) = { ?((g;) . ig

und x der Charakter von M ist.

Beispiel M = K, hl = h fiir alle h € H (triviale Darstellung). M€ ist ein Permutations-
modul, xjs¢(g) = Anzahl der Fixpunkte von g auf G/H.
Beispiel G = Sy, H = S5,

((1,2),(1,2,3,4)) = Sy = S5 U (1,4)S3 U (2,4)S5 U (3,4) 53

Setze man g1 = 1, go = (1,4), g3 = (2,4), 94 = (3,4), g = (1,2), h = (1,2, 3,4) so berechnet
man

91991 1 = 92995 = 93995 = 9499, ' = (1,2) € U und

gihgy ' = (1,2,3), gohgs " = (2,3), g3hgy ' = (1,2), guhgy ' = (1,2,3) € U.

Fir W = C mit der Signumsdarstellung erhalt man also die induzierte Darstellung

-1 0 0 0 01 0 0
g+ 0O 0 -1 0 B 00 -1 0
0O -1 0 O ’ 00 0 -1
o 0 0 -1 10 0 0

(Zeilenkonvention). Ist W = C? mit der 2-dimensionalen Darstellung (an Tafel).
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Definition 5.51. Ist ¢ eine Klassenfunktion von H, so definieren wir die Klassenfunktion

©% von G durch

Dann ist ¢ unabhingig von der Wahl der Nebenklassenvertreter g;.

Satz 5.52. (Frobenius Reziprozitit) Ist x eine Klassenfunktion von G und ¢ eine Klassen-
funktion von H, so gilt

(©“ X)a = (o, xyu)u

Bewelis.
(¥ X)e = &1 gea X(971) iy so%gzgg;l) =
6] it 2ogeqtag X(97)0(9i99; ") =
%Z? ZheHX((gz ‘hgi)M)e(h) =
%Z 6HX< )@(h) (907X|H)H
O

Die Frobenius Reziprozitat ist eine numerische Folgerung aus der konzeptionelleren Frobeinus-
Nakayama Reziprozitét, die einen Isomorphismus zwischen Hom (W, V) und Homg g (Vigr, W)
fiir jeden KG-Modul V und K H-Modul W herstellt. Ist ¢ der Charakter des K H-Moduls
W und x der Cahrakter des KG-Moduls V' so gilt

(ng, X)g = dim(Hong(WG, V) und (@, xju)g = dim(Homg g (Vig, W)).
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algebraisch abgeschlossen, 14 frei. 50
rei, H9

algebraisch abhangig, 11

algebraisch unabhangig, 11
algebraische Abschluss von K in L, 14
algebraischen Abschluss von K in L, 10
algebraischer Abschluss, 14

Frobeniusautomorphismus, 16

Galoisgruppe, 41
galoissch, 41
ganz iiber Z, 53

algebraischer Zahlkor.per, 53 ganz iiber R, 87
Alge.br'enhomomorphlsmus, 7 ganz abgeschlossen, 86
Annihilator, 58 ganzen Abschlufl von Z in R, 53
Artinsch, 63 Ganzheitsbasis, 54

auflosbar, 33, 44, 50 Gerade, 51

auflosbar durch Radikale, 50 Grad é
Automorphismengruppe, 21 Gran;matrix, 54

Gruppenring, 88
Braueraquivalent, 82 bp &

Brauergruppe, 82 halbeinfach, 60, 61
Hauptreihen, 33

Casimir-Element, 86 Homomorphismus, 21

Charakter, 39

charakteristisch, 21 Idempotent, 66, 70
charakteristische Reihen, 33 Index, 81
Charaktertafel, 90 induktiv geordnet, 4
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induzierte Modul, 96 PIM, 74
injektiver, 74 primitive n-te Einheitswurzel, 44
inneren Automorphismen, 21 primitives Element, 17, 18, 43
inneres direktes Produkt, 24 primitives Idempotent, 70
inverse Differente, 54 Primkorper, 9
irreduzibel, 89 projektiver, 73
[somorphismus, 21

Rang, 59
Jacobsonradikal, 64 Rechtsordnung, 86

reduzierte charakteristische Polynom von a,
Korperautomorphismus, 12 8’4

Korperhomomorphismus, 12 reduzierte Norm, 84, 85

Korper, 8, 57 reduzierte Spur, 84, 85

Korpererweiterung, 8 regulare A-Modul, 57
Korperhomomorphismus iiber K, 12 rein transzendent, 11

kleinste obere Schranke, 24 Ring, 57
kommutativ, 57

Ring der ganzen Zahlen in K, 53
Kommutatorreihe, 33

Kommutatoruntergruppe, 21 Schiefkorper, 57
Komplement, 36 Segment, 4
Kompositionsreihen, 33 separabel, 17, 85
Kompositum, 43 Separabilitatsgrad, 19
Kreis, 51 spaltet, 73

kurze exakte Folge, 73 Spur, 47

Spurbilinearform, 48
Linksideale, 57

Linksnoethersch, 63 Teilkorper, 8
Linkssordnung, 86 Teilverband, 25
lokal, 67 transzendent, 10

Transzendenzbasis, 11

maximales Element, 4 Transzendenzgrad, 11

maximales Ideal, 6

Minimalpolynom, 10 unzerlegbar, 67, 89
Noethersch, 62, 63 Verband, 25

Norm, 47 Verbandshomomorphismus, 25
normal, 19 vollstandig geordnet, 4

normale Hiille, 20

Normalteiler, 21 wohlgeordnet, 4

Wurzelkorper, 13
obere Schranke, 4
opposite Ring, 58
Ordnung, 4
orthogonal, 70

zentral primitiv, 70

zentrale Charaktere, 91
Zentralisator, 77

Zentrum, 21, 57

partiell geordnete Menge, 24 Zerfallungskorper, 13, 82, 90
perfekt, 18, 33 Zirkel und Lineal konstruierbar, 51
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zyklisch, 44
zyklischer Modul, 58
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