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Aufgabe 1.

Sei (V,q) ein regulérer oder halbregulidrer quadratischer Vektorraum iiber einem Korper K.

a) Bestimmen Sie die Bahnen von O(V') auf den Mengen M; = {U <V | ¢(U) = {0}} und My = {z € V|
q(z) = 0}.

b) Sei weiterhin U < V singuldr mit dim(U) = m. Zeigen Sie, dass ein Teilraum U’ < V der Dimension m
existiert mit U N U’ = {0}, sodass die Gram-Matrix von ¢ eingeschriankt auf U @ U’ die Form
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hat, also einem hyperbolischen Modul entspricht. Folgern Sie, dass V mindestens m hyperbolische Ebenen
abspaltet (vergleiche 4.13).

Folgern Sie weiterhin, dass jeder singulédre Teilraum eines reguléren Vektorraums scharf primitiv ist (ver-
gleiche 4.11).

c) Zeigen Sie, dass q: U+ /U — K,z + U ~ q(z) eine wohldefinierte quadratische Form auf U+ /U ist und
dass dieser Raum regulir /halbregulir ist. Bestimmen Sie weiterhin den anisotropen Kern von UL /U in
Abhéngigkeit des anisotropen Kerns von V.

d) Sei nun V = H" fiir ein n und K endlich mit |K| = ¢. Zeigen Sie, dass V' genau
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singulare Teilrdiume der Dimension m enthalt.
Hinweis: Verwenden Sie Lemma 4.14 und Teil c) fir eine Induktion.

Aufgabe 2.
Sei K ein Korper.
a) Bestimmen Sie explizit O(H), O(N) und O([1]).

Hinweis: Betrachten Sie bei O(/V) analog zu den singuldren Vektoren aus Beweis (4.15) die Elemente mit
Norm 1.

b) Folgern Sie Satz 4.15(b) und (c).
c) Seinun V=HOHund M ={0# x €V |q(z) =0}. Zeigen Sie, dass O(V') primitiv auf M operiert.

Aufgabe 3.

Sei (E,q) ein freier, endlich dimensionaler quadratischer Z,-Modul fiir ein p € P. Wir sagen, dass ¢ ein
x € Zyp darstellt, wenn ein e € E existiert mit g(e) = x. Weiterhin nennen wir so eine Darstellung primitiv,
wenn e ein primitiver Vektor ist (also zu einer Basis von E ergénzbar).

1. Sei (e1,ez,...,e,) eine Basis von E und z = x1e; + x2e2 + ... + zpe, € E mit x; € Zy. Zeigen Sie,
dass  genau dann primitiv ist, wenn ein ¢ existiert mit x; € U(Zp).

2. Sei u € U(Zp). Zeigen Sie, dass jede Darstellung von u bereits primitiv ist.

3. Sei nun n = 2, p ungerade und ¢ = [1,1]. Zeigen Sie, dass g ganz U(Z,) darstellt. Unter welchen
Bedingungen an p ist (E, q) anisotrop?



